Theoretische Informatik
Ubungsblatt 1 (2025W)
Losungsvorschlag

Allgemeine Hinweise:
— Die Deadline fiir die Abgabe der Losungen zum Ubungsblatt 1 ist der 26. Oktober 2025.

— Wiederholung von der Vorbesprechung: Eine Abgabe besteht aus einer PDF-Datei. Punkte gibt es fiir
jeden ernsthaften Losungsversuch, auch wenn die Losung falsch ist. Nur abgeschriebene sowie offen-
sichtlich mit ChatGPT (oder &hnlichen Tools) generierte Losungen werden mit 0 Punkten bewertet.
Die Verwendung von Latex wird nachdriicklich empfohlen (ein Latex template wurde auf TUWEL
bereitgestellt). Handschriftliche Losungen sind okay, solange sie gut lesbar sind.

— Das Ubungsblatt 1 enthilt 10 Fragen. Jede Frage ist max. 10 Punkte wert, sodass auf das Ubungsblatt 1
max. 100 Punkte erzielt werden koénnen. Gemeinsam mit den kommenden 3 Ubungsblittern werden
insgesamt max. 400 Punkte erreichbar sein. Das Gesamtergebnis fiir den Ubungsteil der VU wird dann
durch Division mit 10 und Aufrunden berechnet (also max. 40 Punkte auf den Ubungsteil). Auf diese
Weise werden Bruchteile von Punkten sowie mehrmaliges Runden vermieden.

Aufgabe 1.1

Bei vielen Problemen im Operational Research (OR) gibt es den Begriff einer “Losung”. Ein klassisches
OR Problem ist das HANDELSREISENDEN Problem (engl. Traveling Salesperson Problem, TSP). Dabei sind
gegeben:

— eine Anzahl n von Stddten;

— fur alle 4,5 € {1,...,n} mit ¢ # j: die Entfernung d; ; zwischen der Stadt ¢ und der Stadt j. Die
Entfernung soll symmetrisch sein, d.h. es gilt d; ; = d;; fiir alle ¢ # j; auflerdem wird {iblicherweise
angenommen, dass alle d; ; natiirliche Zahlen sind;

— eine natiirliche Zahl B als obere Schranke fiir die erlaubte Gesamtlinge einer “Tour” der/des Han-
delsreisenden: eine Tour beginnt bei irgendeiner Stadt, besucht jede Stadt genau einmal und fithrt am
Ende zum Ausgangspunkt zuriick.

Eine Losung des Handelsreisenden Problems besteht also aus einer Reihenfolge, in der die Stiddte besucht
werden, so dass die Gesamtldnge der Tour B nicht iiberschreitet. Mathematisch gesprochen ist eine Lésung
also eine Permutation (i1,...,4,) der Zahlen {1,...,n}, so dass d;, ;, + dip iy + -+ di,_, 4, +di, iy < B.

In seiner urspriinglichen Form ist das Handelsreisenden Problem ein Entscheidungsproblem. Es lassen
sich aber auch alle anderen in der Vorlesung vorgestellten Problemtypen rund um das Handelsreisenden
Problem formulieren. Formulieren Sie Beispiele fiir die folgenden Typen von Problemen (Instanz? Frage?)
im Zusammenhang mit dem Handelsreisenden Problem.

a) Beispiel fiir ein Entscheidungsproblem

b) Beispiel fiir ein Aufzéhlproblem

d

)
)
¢) Beispiel fiir ein Zihlproblem
) Beispiel fiir ein Optimierungsproblem
)

e) Beispiel fiir ein Suchproblem

Lésung 1.1
a) Entscheidungsproblem:
Instanz: natiirliche Zahl n; fiir alle 4,5 € {1,...,n} mit ¢ # j: natiirliche Zahlen d; ; mit d; ; = d;;;
natiirliche Zahl B.
Frage: Gibt es eine Permutation (i1, . ..,4,) der Zahlen {1,...,n}, so dass d;; i, +diyis +- -+ di,, 1.4, +
d < B gilt?
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b) Aufzihlproblem:
Instanz: natiirliche Zahl n; fiir alle 4,5 € {1,...,n} mit ¢ # j: natiirliche Zahlen d; ; mit d; ; = d; ;;
natiirliche Zahl B.
Frage: Ausgabe aller Permutationen (i1, ...,4,) der Zahlen {1,...,n}, so dass d;, i, + diy iz + -+ +
din71,in + din,il < B gﬂt?

Bemerkung: In der Praxis wird man 2 Losungen, die sich nur im Startpunkt unterscheiden aber die
Stddte in der selben Reihenfolge durchlaufen, als redundant betrachten. Ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit kénnte man also verlangen, dass jede Tour bei der Stadt 1 beginnt, d.h. i; = 1.

¢) Zidhlproblem:
Instanz: natiirliche Zahl n; fiir alle 4,5 € {1,...,n} mit ¢ # j: natiirliche Zahlen d; ; mit d; ; = d;;;
natiirliche Zahl B.
Frage: Wie viele Permutationen (i1,...,4,) der Zahlen {1,...,n} gibt es, so dass d;, i, + diyis + -+
din—hin + din,h < B gilt?

Bemerkung: Wie schon beim obigen Aufzidhlproblem wird man sich in der Praxis vermutlich nur fiir
die Anzahl der Permutationen mit 7; = 1 interessieren.

d) Optimierungsproblem (in diesem Fall natiirlicherweise ein Minimierungsproblem):
Instanz: natiirliche Zahl n; fur alle 4,5 € {1,...,n} mit ¢ # j: natiirliche Zahlen d; ; mit d; ; = d; ;.
Frage: Was ist die kleinste Zahl D, fiir die es eine Permutation (i1, ...,%,) der Zahlen {1,...,n} gibt,
so dass D = d;, i, + digig + -+ diy, 14, iy iy ?

e) Suchproblem:
Instanz: natiirliche Zahl n; fiir alle 4,5 € {1,...,n} mit ¢ # j: natiirliche Zahlen d; ; mit d; ; = d;;;
natiirliche Zahl B.
Frage: Ausgabe einer Permutation (i1,...,4,) der Zahlen {1,...,n}, so dass di; i, + diyis + -+ +
din—hin + din,il <B gllt

Aufgabe 1.2

Beweisen Sie mittels Diagonalargument, dass das Intervall [0.5,0.51) iiberabzihlbar viele reelle Zahlen
enthélt.

Loésung 1.2

Indirekter Beweis: Wir nehmen an, dass die reellen Zahlen im Intervall [0.5,0.51) abz&hlbar sind. Das heifit,
wir konnen sie aufziihlen als zg, 21, 22,.... Alle Zahlen z; € [0.5,0.51) lassen sich als Dezimalzahlen der
Form z; = 0.50a;0a;1a:2a:3 . .. darstellen, wobei alle a,; Ziffern aus dem Bereich {0, ..., 9} sind. Mit anderen
Worten, a;; ist die (j + 3)-te Nachkommastelle der i-ten Zahl in dieser Aufzéhlung. Die Aufzdhlung aller
Zahlen zg, z1, 22, . .. hat daher folgende Gestalt:

20 = 0.50@00&01@02@036“)4 N
z1 = 0.50&10@11@12&13&14 .
z9 = 0.50&20&21(122(1230@4 e
z3 = O.5Oa30a31a32a33a34 .

Wir definieren nun die Zahl 2 = 0.50bpb1bs ... (d.h.: die ersten 2 Nachkommastellen sind 50 und die (j+3)-te
Nachkommastelle ist b; fiir alle j € N) mit

b — 0 fallsa;; >0
71 1 fallsaj; =0

Wir zeigen nun, dass diese Zahl nicht in der Aufziéhlung zg, 21, 22,... enthalten ist. Denn angenommen
% ist in der Aufzéhlung enthalten, dann muss Z = z; fiir ein ¥k € N gelten. Aber laut Definition von
Z hat 2 an der (k + 3)-ten Stelle den Wert b, = 0, falls z; hier einen Wert > 0 hat bzw. den Wert
br = 1, falls z; hier den Wert 0 hat. Daraus folgt, dass die Aufzéhlung zg, z1, 22, ... nicht alle Zahlen aus
dem Intervall [0.5,0.51) enthilt. Widerspruch! Das heifit, unsere urspriingliche Annahme, dass die reellen
Zahlen im Intervall [0.5,0.51) abzihlbar sind, war falsch. Die reellen Zahlen im Intervall [0.5,0.51) sind also
iiberabzéhlbar.



Aufgabe 1.3

In der Vorlesung wurde die Goldbach’sche Vermutung (die bis heute unbewiesen ist) vorgestellt. Eine
dhnliche (ebenfalls unbewiesene) Vermutung ist die sogenannte Lemoine’sche Vermutung (in der Litera-
tur auch Levy’sche Vermutung genannt):

Jede ungerade Zahl n > 7 ldsst sich in der Form n =2 - p+ q fir 2 (nicht notwendigerweise verschiedene)
Primzahlen darstellen.

Beispiele: 13=2-3+7,19=2-3+ 13,47 =22+ 43, etc.

Zeigen Sie, dass sich die Vermutung prinzipiell (d.h. ohne Beriicksichtigung von Komplexitétsiiberlegungen)
leicht beweisen bzw. widerlegen liele, wenn das Halteproblem von SIMPLE Programmen entscheidbar wére.
Sie diirfen dabei die Existenz einer library function “isPrime(-)” annehmen, die bei einem Aufruf der Art
“isPrime(n)” testet, ob n eine Primzahl ist und entsprechend den Wert true bzw. false liefert.

Lésung 1.3
Wir konnen in SIMPLE folgendes Programm schreiben, das alle ungeraden Zahlen n > 7 durchléuft und
tiberpriift, ob sich n in der Form n = 2 - p + ¢ fiir zwei Primzahlen p und ¢ darstellen ldsst.

Boolean test(Integer n)  /* checks if n = 2p + ¢ for two primes p,q */
for all 4,5 with 2 <4,5 <ndo{
if (isPrime(¢) and isPrime(j) and 2 i + j = n) then return true; }
return false;

Void testConjecture()
n:="7;
while test(n)=true do { n:=n+2; }

Offensichtlich gilt: Die Lemoine’sche Vermutung gilt < testConjecture() terminiert nicht. Das heifit: wenn
wir ein Programm II;, hétten, das das Halteproblem von SIMPLE entscheidet, kénnten wir II; mit dem
Quellcode von testConjecture() (inklusive der Unterprozedur test()) und dem leeren String (als Input fiir
testConjecture()) aufrufen. Wenn IIj, den Wert true liefert (d.h.: testConjecture() terminiert), wissen wir,
dass die Vermutung fiir ungerade Zahlen n > 7 nicht gilt; falls 11, den Wert false liefert, ist die Vermutung
fiir ungerade Zahlen n > 7 wahr.

Aufgabe 1.4
Beweis der Abzihlbarkeit der rationalen Zahlen.

a) Zeigen Sie mit Hilfe einer Aufzéhlung der Elemente von Q, dass die Menge Q abzihlbar ist. Zwecks
Nachvollziehbarkeit der Aufzdhlung, sollten Sie bei dieser Aufzdhlung die rationalen Zahlen in Grup-
pen gliedern. Geben Sie fiir jede Gruppe auch die Anzahl der Elemente in dieser Gruppe sowie die
Positionen, die die Elemente der Gruppe in der Aufzihlung einnehmen, an!

Bemerkung: Der Einfachheit halber brauchen Sie Briiche, die eigentlich (durch entsprechendes Kiirzen)
die selbe Zahl darstellen, nicht zu unterscheiden. Zum Beispiel kénnen Sie ruhig 1/2, 2/4, 3/6, 4/8,
etc. in der Aufzidhlung wie unterschiedliche Zahlen behandeln. Klarerweise dndert das nichts an der
Giiltigkeit des Abzdhlbarkeitsbeweises. Aus der Aufzdhlung folgt ja trotzdem, dass es eine injektive
Abbildung von Q nach N gibt. Gehen Sie bei der Aufzidhlung dhnlich vor wie bei der Aufzéhlung von X*
bzw. N2 in der Vorlesung und wihlen Sie eine geeignete Abwechslung zwischen positiven und negativen
Zahlen.

b) Betrachten Sie nun die Dezimaldarstellung der rationalen Zahlen, z.B.: 0.5 (= 1/2) 0.333...(=1/3), 0.2
(=1/5), 0.1666. .. (= 1/6), 0.142857142857. .. (= 1/7), etc. Offensichtlich haben unendlich viele ratio-
nale Zahlen eine unendliche Dezimaldarstellung (nfimlich immer, wenn der gekiirzte Bruch im Nenner
nicht nur die Primfaktoren 2 und 5 hat). In Aufgabe 1.2 mussten Sie beweisen, dass es selbst in dem
kleinen Intervall [0.5,0.51) dberabzihlbar viele reelle Zahlen gibt. Der Grund dafiir war die unendliche
Dezimaldarstellung dieser Zahlen. Wieso kénnen dann die rationalen Zahlen (von denen unendliche vie-
le ebenfalls eine unendliche Dezimaldarstellung haben) abzihlbar sein? Geben Sie eine Begriindung fiir
diesen scheinbaren Widerspruch! Uberlegen Sie sich auch, wieso ein Uberabzihlbarkeitsbeweis mittels
Diagonal-Argument (wie er in Aufgabe 1.2 funktioniert) bei den rationalen Zahlen scheitern wiirde!



Loésung 1.4
a) Eine Moglichkeit, die rationalen Zahlen aufzuzuzéhlen, ist, dass wir

— die Briiche p/q mit p,q < n fiir aufsteigendes n € N aufziihlen,
— innerhalb der Briiche, die noch nicht vorher vorgekommen sind, (p, q) lexikographisch ordnen,

— und nach jedem Block positiver Briiche die entsprechenden negativen Briiche ausgeben.

Bruch Anzahl Positionen

0 1 0

1,-1 2 1,2

1/2,2/1,2/2 3(=22-1) 3,...,5(=22+1)
-1/2,-2/1, -2/2 3 6,...,8 (=222
1/3,2/3,3/1, 3/2, 3/3 5(=32-2%) 9,...,13 (=32+2?)
-1/3,-2/3,-3/1, -3/2, -3/3 5 14,...,18 (=2-3?)
1/4,2/4,3/4, 4/1, 4/2, 4/3, 4/4 7T(=42-3%) 19,...,25 (=42 +3?)
-1/4,-2/4,-3/4,-4/1, -4/2, -4/3, -4/4 7 26, ...,32 (=2-4?)
ete.

b) Es haben zwar unendlich viele rationale Zahlen eine unendliche Dezimaldarstellung. Aber diese De-
zimaldarstellung hat eine (endliche!) Periode, d.h.: auch in der Dezimaldarstellung (aber eben unter
Angabe der Periode) lassen sich die rationalen Zahlen als endliche Strings iiber einem endlichen Alpha-

(= 1/7), etc.

Im Prinzip kénnte man natiirlich versuchen, die Uberabzihlbarkeit von Q im Stil von Aufgabe 1.2
zu beweisen, indem man (wie im indirekten Beweis fiir Aufgabe 1.2) mit einer Aufzdhlung von Q
startet und eine neue Zahl % mittels Anderung der “Diagonale” konstruiert. Der Beweis wiirde aber
daran scheitern, dass die dabei konstruierte Zahl Z keine rationale Zahl ist. Man hétte also nicht den
gewiinschten Widerspruch, dass sozusagen eine Zahl in der Aufzéihlung der rationalen Zahlen fehlt.

Aufgabe 1.5
Wir betrachten folgende Variante des ERREICHBARER-CODE Problems:

EINFACH-ERREICHBARER-CODE

Instanz: (Quellcode von einem SIMPLE) Programm II, String I, String L, Integer n > 1.

Frage: Fiihrt das Programm II auf dem Input I innerhalb von maximal n Programmschritten die Programm-
zeile mit dem Label L aus?

Als “Programmschritt” koénnte z.B. die Abarbeitung eines Maschinenbefehls des iibersetzten Programms
genommen werden. Zeigen Sie, dass dieses Problem entscheidbar ist, indem Sie dafiir eine Entscheidungs-
prozedur skizzieren. Sie diirfen davon ausgehen, dass Thnen ein Interpreter fiir SIMPLE Programme zur
Verfiigung steht, der einen Programmschritt nach dem anderen ausfithren kann. Geben Sie auch eine Be-
griindung, dass es sich dabei tatsdchlich um eine Entscheidungsprozedur fiir dieses Problem handelt, d.h.:
iiberpriifen Sie, dass sich die von Thnen skizzierte Entscheidungsprozedur sowohl auf positiven Instanzen als
auch auf negativen korrekt verhilt

Es sind also folgende Teilaufgaben zu l6sen:

a) Skizzierung einer Entscheidungsprozedur fiir das EINFACH-ERREICHBARER-CODE Problem.

b) Begriindung fiir die Korrektheit der von Ihnen skizzierten Entscheidungsprozedur auf positiven Instan-
zen des EINFACH-ERREICHBARER-CODE Problems.

¢) Begriindung fiir die Korrektheit der von Thnen skizzierten Entscheidungsprozedur auf negativen In-
stanzen des EINFACH-ERREICHBARER-CODE Problems.

Bemerkung: Die Betonung bei dieser Frage liegt auf “skizzieren”. Es wird nur die Skizze eines
Losungsverfahrens verlangt — im Stil der Semi-Entscheidungsprozeduren fiir das HALTEPROBLEM und
das KORREKTHEIT Problem auf den Folien 31/32 der Vorlesung. Was sind die wesentlichen Schritte des
Losungsverfahrens (in diesem Fall: einer Entscheidungsprozedur) als bullet list? Beim ERREICHBARER-CODE
Problem in der Vorlesung (Folie 33) war nur eine Semi-Entscheidungsprozedur moglich, weil weder ein kon-
kreter Input String I noch die Anzahl n der Programmschritte vorgegeben war. In Aufgabe 1.5 ist eine



Entscheidungsprozedur moglich, weil sowohl der Input String I als auch die Anzahl n der untersuchten
Programmschritte als Teil der Instanz gegeben ist.

Loésung 1.5

a) Skizzierung einer Entscheidungsprozedur:
Mit Hilfe eines Interpreters fiir SIMPLE Programme kénnen wir ein Programm II; mit folgenden
FEigenschaften schreiben:

— II; nimmt als Input eine beliebige Instanz des EINFACH-ERREICHBARER-CODE Problems, d.h.:
Quellcode von einem SIMPLE Programm II, Input String [ fiir II, Label L und Integer n > 1;

— II; analysiert II und simuliert die Ausfithrung von IT auf dem Input I;

— II; fiihrt einen Z&hler k, der mit O initialisiert wird und nach jedem Programmschritt von II um
1 erhoht wird.

— II; terminiert, wenn die Simulation von II auf dem Input I terminiert oder wenn der Zéhler k
den Wert n erreicht oder wenn bei der Simulation von IT die Programmzeile mit dem Label L
ausgefiihrt wird:

(1) Falls II; terminiert, weil die Simulation von II auf dem Input I die Programmzeile mit dem
Label L ausfiihrt, gibt IT; den Wert true aus und terminiert selbst.

(2) Falls II; terminiert, weil die Simulation von II auf dem Input I terminiert oder wenn der
Zahler k den Wert n erreicht, aber die Programmzeile mit dem Label L nicht ausgefiihrt
wurde, dann gibt IT; den Wert false aus und terminiert selbst.

Korrektheit der Entscheidungsprozedur: Wir argumentieren, dass das oben skizzierte Programm II; eine
Entscheidungsprozedur fiir das EINFACH-ERREICHBARER-CODE Problem ist, indem wir das Verhalten von
II; auf positiven bzw. auf negativen Instanzen iiberpriifen:

b) Angenommen das Programm II; wird mit einer positiven Instanz (II,I,L,n) des EINFACH-
ERREICHBARER-CODE Problems aufgerufen, d.h.: das Programm II fiithrt auf dem Input I innerhalb
von n Programmschritten die Programmzeile mit dem Label L aus. II; arbeitet in der Simulation von
II einen Programmschritt von II auf dem Input I nach dem anderen ab und wird daher nach der
Simulation von héchstens n Programmschritten die Programmzeile mit dem Label L des Programms
IT ausfithren. Laut Fall (1) der obigen Beschreibung gibt II; in diesem Fall den Wert true aus und
terminiert selbst. Das ist das korrekte Verhalten fiir eine Entscheidungsprozedur auf einer positiven
Instanz.

¢) Angenommen das Programm II; wird mit einer negativen Instanz (II,7,L,n) des EINFACH-
ERREICHBARER-CODE Problems aufgerufen, d.h.: innerhalb von maximal n Programmschritten fithrt
das Programm II bei Aufruf mit Input I die Programmzeile mit dem Label L nicht aus — egal ob
das Programm in weniger als n Schritten terminiert oder nicht. II; arbeitet in der Simulation von II
einen Programmschritt von II auf dem Input I nach dem anderen ab. Und zwar werden maximal n
Programmschritte simuliert. Da es sich bei (II, I, L,n) um eine negative Instanz handelt, wird in der
Simulation innerhalb von n Schritten die Programmzeile mit dem Label L nicht erreicht. Laut Fall (2)
der obigen Beschreibung gibt II; in diesem Fall den Wert false aus und terminiert selbst. Das ist das
korrekte Verhalten fiir eine Entscheidungsprozedur auf einer negativen Instanz.

Aufgabe 1.6

Beim EINFACH-ERREICHBARER-CODE Problem in Aufgabe 1.5 wird das ERREICHBARER-CODE Problem
von der Vorlesung in doppelter Hinsicht vereinfacht: eine Instanz enthélt sowohl einen konkreten Input I als
auch eine maximal erlaubte Anzahl n an Programmschritten, innerhalb derer eine bestimmte Programm-
zeile erreicht werden soll. Wir betrachten nun folgende Variante des ERREICHBARER-CODE Problems, die
sozusagen zwischen den beiden Extremen liegt: dabei ist zwar der konkrete Input I aber nicht die maximal
erlaubte Anzahl n an Programmschritten gegeben.

VARIANTE2-ERREICHBARER-CODE
Instanz: (Quellcode von einem SIMPLE) Programm II, String I, Label (= String) L.
Frage: Fiihrt das Programm II auf dem Input I den Code auf der Programmzeile mit dem Label L aus?

Beweisen Sie die Unentscheidbarkeit von VARIANTE2-ERREICHBARER-CODE mittels Reduktion vom HAL-
TEPROBLEM, d.h.: definieren Sie eine Reduktion vom HALTEPROBLEM auf das VARIANTE2- ERREICHBARER-
CoODE Problem und beweisen Sie die Korrektheit der Reduktion.



Es sind also folgende Teilaufgaben zu l6sen:
a) Reduktion vom HALTEPROBLEM auf das VARIANTE2-ERREICHBARER-CODE Problem.

b) “=7-Richtung des Korrektheitsbeweises: (II,I) ist eine positive Instanz des HALTEPROBLEMS =
(IT', I’, L) ist eine positive Instanz des VARIANTE2-ERREICHBARER-CODE Problems.

¢) “<"-Richtung des Korrektheitsbeweises: (IT',I’, L) ist eine positive Instanz des VARIANTE2-
ERREICHBARER-CODE Problems = (II, I) ist eine positive Instanz des HALTEPROBLEMS.

Bemerkung: Erinnern Sie sich an die Vorlesung, wie wir bei (Many-One) Reduktionen von einem Problem A
auf ein Problem B vorgegangen sind: Wir starten mit einer beliebigen Instanz von Problem A und definieren
dazu eine entsprechende Instanz von Problem B. In diesem Beispiel starten wir also mit einer beliebigen
Instanz (II,I) des HALTEPROBLEMS und definieren eine entsprechende Instanz (IT', I’, L) des VARIANTE2-
ERREICHBARER-CODE Problems. Auf keinen Fall sollen Sie versuchen, ein Programm zu schreiben, das eines
der beiden Probleme “lost”.

Lésung 1.6
a) Reduktion: Sei (II, I) eine beliebige Instanz des HALTEPROBLEMS. Wir definieren daraus eine Instanz
(I', I’) L) von VARIANTE2-ERREICHBARER-CODE, indem wir fiir L einen beliebigen String wiéihlen,
z.B.: L = “abed”, I' = I setzen und II’ folgendermafien definieren:

String Program IT' (String S)
call TI(S);
abcd: return “123”;

d.h.: II' nimmt einen String als Input und ruft mit diesem String sofort das Programm II auf. Wenn
die Kontrolle vom Aufruf von II zu II’ zuriickkommt, dann fithrt II’ nur noch das return-statment aus
und terminiert. Dieses return-Statement hat das Label “abcd”.

Korrektheit der Reduktion: Wir miissen folgende Aquivalenz zeigen:
(I1, I) ist eine positive Instanz des HALTEPROBLEMS <
(II', I’, L) ist eine positive Instanz des VARIANTE2-ERREICHBARER-CODE Problems.

Wir zeigen die zwei Richtungen der Aquivalenz getrennt:

b) “=7: Angenommen (II, I) ist eine positive Instanz des HALTEPROBLEMs. Das heift, bei Aufruf von II
mit dem Input I terminiert II. Wir betrachten nun das Verhalten von I’ beim Aufruf mit dem Input
I’ = I: Das Programm IT' ruft sofort IT mit dem Input I’ = I auf. Laut Annahme terminiert IT auf dem
Input I, d.h.: irgendwann kommt die Kontrolle wieder zu II’ zuriick. Nach der Riickkehr vom Aufruf
von II fithrt IT" die Programmzeile mit dem Label L = “abed” aus. Also ist (II', I’, L) eine positive
Instanz des VARIANTE2- ERREICHBARER-CODE Problems.

¢) “<”: Angenommen (II', I’ L) ist eine positive Instanz des VARIANTE2-ERREICHBARER-CODE Pro-
blems. Das heifit: Bei Ausfithrung von IT' mit dem Input I’ wird der Code auf der Programmzeile mit
dem Label L = “abced” ausgefiihrt. Laut obiger Definition von ITI' ruft II’ zunéchst das Programm II
mit dem Input I (= I’) auf. Damit II’ den Code auf der Programmzeile mit label L = “abed” ausfiithren
kann, muss die Kontrolle vom Aufruf von IT mit Input I zu II’ zuriickkommen. Das bedeutet, dass II
auf dem Input I terminiert Das heift: (II, I) ist eine positive Instanz des HALTEPROBLEMS.

Aufgabe 1.7
Wir definieren eine weitere Variante des ERREICHBARER-CODE Problems:

MINDESTENS- EINS-VON-ZWEI-ERREICHBARER-CODE (kurz MINDESTENS-EVZEC)

Instanz: (Quellcode von einem SIMPLE) Programm II, Strings Iy, Is, Label (= String) L.

Frage: Fiihrt das Programm IT bei mindestens einem der Aufrufe mit Input I; oder mit Input I die Pro-
grammzeile mit dem Label L aus?

Zeigen Sie, dass dieses Problem semi-entscheidbar ist, indem Sie eine Semi-Entscheidungsprozedur fiir
das MINDESTENS-EVZEC Problem skizzieren. Geben Sie auch eine kurze Begriindung, dass es sich dabei
tatsdchlich um eine Semi-Entscheidungsprozedur fiir dieses Problem handelt, d.h.: {iberpriifen Sie, dass sich
die von Thnen skizzierte Semi-Entscheidungsprozedur sowohl auf positiven Instanzen als auch auf negativen
Instanzen korrekt verhalt.

Es sind also folgende Teilaufgaben zu l6sen:



a)
b)

c)

Skizzierung einer Semi-Entscheidungsprozedur fiir das MINDESTENS-EVZEC Problem.

Begriindung fiir die Korrektheit der von Ihnen skizzierten Semi-Entscheidungsprozedur auf positiven
Instanzen des MINDESTENS-EVZEC Problems.

Begriindung fiir die Korrektheit der von IThnen skizzierten Semi-Entscheidungsprozedur auf negativen
Instanzen des MINDESTENS-EVZEC Problems.

Bemerkung: Wie schon in Aufgabe 1.5 liegt auch bei dieser Frage die Betonung auf “skizzieren”. Es wird
nur die Skizze einer Semi-Entscheidungsprozedur verlangt — im Stil der Semi-Entscheidungsprozeduren fiir
das HALTEPROBLEM und das KORREKTHEIT Problem auf den Folien 31/32 der Vorlesung. Was sind die
wesentlichen Schritte des Losungsverfahrens als bullet list?

Losung 1.7

a)

Skizzierung einer Semi-Entscheidungsprozedur:
Mit Hilfe eines Interpreters fiir SIMPLE Programme kénnen wir ein Programm II; mit folgenden
Eigenschaften schreiben:

— II; nimmt als Input eine beliebige Instanz des MINDESTENS-EVZEC Problems, d.h.: Quellcode
von einem SIMPLE Programm II, Input Strings I, I> und Label L.

— II; simuliert abwechselnd einen Schritt von IT auf dem Input I; und einen Schritt von IT auf dem
Input Is.

— Wenn eine der Simulationen die Programmzeile mit dem Label L ausfiihrt, dann gibt II; den Wert
true aus und terminiert selbst.

— Wenn die Simulation auf einem der Inputs terminiert, ohne dass die Programmzeile mit dem Label
L ausgefiihrt wurde, wird nur noch die Simulation mit dem anderen Input fortgesetzt. Wenn auch
diese Simulation terminiert, ohne dass die Programmzeile mit dem Label L ausgefiihrt wurde,
dann gibt II; den Wert false aus und terminiert selbst.

Korrektheit der Semi-Entscheidungsprozedur: Wir argumentieren, dass das oben skizzierte Programm II;
eine Semi-Entscheidungsprozedur fiir das MINDESTENS-EVZEC Problem ist, indem wir das Verhalten von
II; auf positiven bzw. auf negativen Instanzen tiberpriifen:

b)

Wir betrachten zuerst den Fall, dass das Programm II; mit einer positiven Instanz (II, Iy, I, L) des
MINDESTENS-EVZEC Problems aufgerufen wird, d.h.: zumindest auf einem der beiden Input Strings
I, und/oder I, fithrt das Programm II die Programmzeile mit dem Label L aus. Sei I; mit j € {1,2}
der Input auf dem das Programm II die Programmzeile mit dem Label L als erstes ausfiihrt, d.h.:
das Programm II ereicht bei Ausfithrung mit Input I; die Programmazeile mit dem Label L nach einer
gewissen Anzahl k von Schritten; bei Ausfiihrung mit Input Is_; erreicht II die Programmzeile mit
Label L entweder nie oder erst nach &’ Schritten mit & > k.

Das Programm II; simuliert jeweils abwechselnd einen Schritt von IT auf dem Input [; und auf dem
Input 5. Nach der Simulation von %k Schritten wird II; “entdecken”, dass II auf dem Input I; die
Programmzeile mit dem Label L erreicht. Laut obiger Beschreibung gibt II; dann den Wert true aus
und terminiert. Das ist das korrekte Verhalten fiir eine Semi-Entscheidungsprozedur auf einer positiven
Instanz.

Wir betrachten nun den Fall, dass das Programm II; mit einer negativen Instanz (II, I, I, L) des
MINDESTENS-EVZEC Problems aufgerufen wird, d.h.: weder beim Aufruf mit Input String I; noch
beim Aufruf mit dem Input String I fiihrt das Programm II die Programmzeile mit dem Label L aus.

Das Programm II; simuliert jeweils abwechselnd einen Schritt von II auf dem Input I; und auf dem
Input I5. Laut Annahme wird keine der Simulationen jemals die Programmzeile mit dem Label L
erreichen. Wir unterscheiden 2 Félle:

— Das Programm II terminiert auf beiden Inputs I; und I5: Laut Annahme wird bei beiden Inputs
nie die Programmzeile mit Label L erreicht. Laut obiger Beschreibung gibt II; dann den Wert
false aus und terminiert.

— Auf mindestens einem der Inputs I; und/oder I7 lduft das Programm II endlos. Laut Annahme
wird bei beiden Inputs nie die Programmzeile mit Label L erreicht. Laut obiger Beschreibung
lduft dann das Programm II; endlos.



In beiden Fillen ist das ein korrektes Verhalten fiir eine Semi-Entscheidungsprozedur auf einer nega-
tiven Instanz.

Aufgabe 1.8

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass das HALTEPROBLEM unentscheidbar und semi-entscheidbar ist. Daraus
haben wir geschlossen, dass das co-HALTEPROBLEM nicht semi-entscheidbar ist. Es ist leicht zu zeigen, dass
auch folgende Variante des HALTEPROBLEMs unentscheidbar und semi-entscheidbar ist (wir schreiben e fiir
den leeren String, d.h.: e = ).

HALTEPROBLEM-NICHTLEERERSTRING (kurz HALTEPROBLEM-NLS):
Instanz: (Quellcode von einem SIMPLE) Programm II, nicht-leerer String I (d.h.: I # ¢).
Frage: Terminiert das Programm II bei Aufruf mit Input I7

Wir definieren nun noch eine weitere Variante des ERREICHBARER-CODE Problems:

EXAKT-EINS-VON-ZWEI-ERREICHBARER-CODE (kurz EXAKT-EVZEC)

Instanz: (Quellcode von einem SIMPLE) Programm II, Strings Iy, Is, Label (= String) L.

Frage: Fiihrt das Programm II bei ezxakt einem der Aufrufe mit Input I; bzw. Is die Programmzeile mit dem
Label L aus? Das heifit: bei Ausfithrung mit einem der beiden Input Strings erreicht IT die Programmzeile
mit Label L, wihrend bei Ausfithrung mit dem anderen Input String die Programmzeile mit dem Label L
nicht erreicht wird.

Zeigen Sie mittels Reduktion vom co-HALTEPROBLEM-NLS, dass das EXAKT-EVZEC Problem nicht semi-
entscheidbar ist. Geben Sie auch einen Beweis fiir die Korrektheit Threr Reduktion.

Es sind also folgende Teilaufgaben zu l6sen:
a) Reduktion vom co-HALTEPROBLEM-NLS auf das EXAKT-EVZEC Problem.

b) “=7-Richtung des Korrektheitsbeweises: (II, I) ist eine positive Instanz des co-HALTEPROBLEM-NLS
= (Il', I, I, L) ist eine positive Instanz des EXAKT-EVZEC Problems.

¢) “<”-Richtung des Korrektheitsbeweises: (II', I1, I, L) ist eine positive Instanz des EXAKT-EVZEC
Problems = (II, I) ist eine positive Instanz des co-HALTEPROBLEM-NLS.

Tipp: Fiir eine gegebene Instanz (I1, I) des co-HALTEPROBLEM-NLS wiihlen Sie den Input String I; = € (d.h.:
leerer String) und definieren Sie das Programm I’ so, dass das Programm I’ bei Input I; die Programmzeile
mit Label L garantiert erreicht. Mit dem Verhalten von IT' auf dem Input I, miissen Sie in geeigneter Weise
das Verhalten von IT auf I nachbauen.

Lésung 1.8
a) Reduktion: Sei (II,I) eine beliebige Instanz des co-HALTEPROBLEM-NLS. Wir definieren daraus fol-
gende Instanz (I, I1, I, L) des EXAKT-EVZEC Problems mit I; = “7, I = I und L = “abed” (d.h.:

wir withlen einen beliebigen String). Auflerdem definieren wir II" wie folgt:

String Program II’ (String S)
if S'1= “ then call II(S);
abcd: return “123”;

Korrektheit der Reduktion: Wir miissen folgende Aquivalenz zeigen:

(I, I) ist eine positive Instanz des co-HALTEPROBLEM-NLS (d.h.: IT terminiert nicht auf dem Input I) <
(I, I, I5, L) ist eine positive Instanz des EXAKT-EVZEC Problems (d.h.: das Programm IT’ erreicht bei
Ausfithrung mit exakt einem der Input Strings I7, I die Programmzeile mit Label L, und beim anderen
Input String wird die Programmzeile mit Label L nicht erreicht).

Wir zeigen die zwei Richtungen der Aquivalenz getrennt:

b) “=7: Angenommen (II, I) ist eine positive Instanz des co-HALTEPROBLEM-NLS, d.h.: bei Aufruf von
IT mit dem Input I terminiert I nicht. Laut Definition des HALTEPROBLEM-NLS (und somit auch des
co-HALTEPROBLEM-NLS) gilt, dass I ein nicht-leerer String ist.

Wir betrachten zuerst das Verhalten von IT' beim Aufruf mit dem Input [; = “”. Da in diesem Fall die
if-Bedingung im Programm II’ nicht erfiillt ist, wird die if~Anweisung nicht ausgefiihrt. Das Programm
geht sofort weiter zur Programmzeile mit dem Label “abcd”.



Wir betrachten nun das Verhalten von II' beim Aufruf mit dem Input Iy = I. Laut Definition des
HALTEPROBLEM-NLS ist I3 = I ein nicht-leerer String, d.h.: in diesem Fall ist die if-Bedingung im
Programm IT’ erfiillt und die if-Anweisung wird daher ausgefiihrt. Also wird das Programm II mit dem
Input String I, = I aufgerufen.

Laut Annahme terminiert IT auf dem Input I nicht, d.h.: das Programm II' bekommt nie mehr die
Kontrolle zuriick. Daher fiihrt II" in diesem Fall die Programmzeile mit dem Label L = “abced” niemals
aus. Insgesamt gilt also: Das Programm II’ erreicht bei Aufruf mit dem Input I; die Programmzeile
mit Label L, und bei Aufruf mit Input I, erreicht II’ die Programmzeile mit Label L nicht. Also ist
(Il', I, I, L) eine positive Instanz des EXAKT-EVZEC Problems.

c) “<”: Angenommen (IT', I, I, L) ist eine positive Instanz des EXAKT-EVZEC Problems. Das heift:
Bei Ausfithrung von II’ mit einem der beiden Inputs I; oder I wird die Programmzeile mit dem Label
L ausgefiihrt und beim anderen Input nicht.
Wir betrachten zuerst das Verhalten von II’ beim Aufruf mit dem Input I; = “’. Da in diesem Fall die
if-Bedingung im Programm II’ nicht erfiillt ist, wird die if~Anweisung nicht ausgefiihrt. Das Programm
geht daher sofort weiter zur Programmzeile mit dem Label “abcd”.

Laut Annahme erreicht IT' bei exakt einem der beiden Aufrufe mit I; oder I die Programmazeile mit
dem Label “abcd”. Daraus folgt, dass I’ beim Aufruf mit dem Input String I> die Programmzeile mit
dem Label “abcd” nicht erreicht. Das ist aber nur moglich, wenn II' die if-Anweisung ausfiihrt und
die Kontrolle vom Aufruf des Programms IT mit dem Input Iy (= I) nie mehr zu II' zuriickkommt.
Das bedeutet, dass IT auf dem Input I nicht terminiert, d.h.: (I, I) ist eine positive Instanz des co-
HALTEPROBLEM-NLS.

Aufgabe 1.9
Wir betrachten noch einmal das EXAKT-EVZEC Problem und das HALTEPROBLEM-NLS von Aufgabe 1.8.

Zeigen Sie mittels Reduktion vom co-HALTEPROBLEM-NLS, dass auch das co-EXAKT-EVZEC Problem nicht
semi-entscheidbar ist. Geben Sie auch einen Beweis fiir die Korrektheit IThrer Reduktion.

Bemerkung: Wie in der Vorlesung argumentiert wurde, gilt fiir 2 beliebige Probleme P; und Ps:

P1 <Py & co-P1 < co-Py
Sie konnen diese Aufgabe also 16sen, indem Sie das HALTEPROBLEM-NLS auf das EXAKT-EVZEC Problem
reduzieren.

Es sind also folgende Teilaufgaben zu l6sen:

a) Reduktion vom HALTEPROBLEM-NLS auf das EXAKT-EVZEC Problem.

b) “="-Richtung des Korrektheitsbeweises: (II, I) ist eine positive Instanz des HALTEPROBLEM-NLS =
(IT', I, I, L) ist eine positive Instanz des EXAKT-EVZEC Problems.

¢) “<"-Richtung des Korrektheitsbeweises: (Il', I1, I, L) ist eine positive Instanz des EXAKT-EVZEC
Problems = (II, I) ist eine positive Instanz des HALTEPROBLEM-NLS.

Tipp: Fiir eine gegebene Instanz (I1, I) des HALTEPROBLEM-NLS wiihlen Sie den Input String I; = € (d.h.:
leerer String) und definieren Sie das Programm I’ so, dass das Programm I’ bei Input I; die Programmzeile
mit Label L garantiert nicht erreicht. Mit dem Verhalten von IT" auf dem Input I miissen Sie in geeigneter
Weise das Verhalten von IT auf I nachbauen.

Losung 1.9
a) Reduktion: Sei (IL, I) eine beliebige Instanz des HALTEPROBLEM-NLS. Wir definieren daraus folgende
Instanz (I, I1, I, L) des EXAKT-EVZEC Problems mit I; = 7, Iy = I und L = “abed” (d.h.: wir

withlen einen beliebigen String). Aulerdem definieren wir II' wie folgt:

String Program IT' (String S)
if S = “’ then return “123”;
call TI(S);
abcd: return “456”;



Korrektheit der Reduktion: Wir miissen folgende Aquivalenz zeigen:

(I1, T) ist eine positive Instanz des HALTEPROBLEM-NLS (d.h.: IT terminiert auf dem Input I') < (I', I, I, L)
ist eine positive Instanz des EXAKT-EVZEC Problems (d.h.: das Programm II” erreicht bei Ausfithrung mit
exakt einem der Input Strings I, Is die Programmzeile mit Label L, und beim anderen Input String wird
die Programmzeile mit Label L nicht erreicht.

Wir zeigen die zwei Richtungen der Aquivalenz getrennt:

b) “=7: Angenommen (II, ) ist eine positive Instanz des HALTEPROBLEM-NLS, d.h.: bei Aufruf von II
mit dem Input I terminiert II. Laut Definition des HALTEPROBLEM-NLS gilt, dass I ein nicht-leerer
String ist.

Wir betrachten zuerst das Verhalten von I’ beim Aufruf mit dem Input I; = “”. Da in diesem Fall die
if-Bedingung im Programm IT’ erfiillt ist, wird die if-Anweisung ausgefiihrt, d.h.: das Programm liefert
den Wert “123” und terminiert. Insbesondere bedeutet das, dass die Programmzeile mit dem Label
“abed” nie erreicht wird. (Bemerkung: natiirlich hétten wir I’ auch so definieren kénnen, dass in der
if-Anweisung eine Endlos-Schleife steht; auch dann wiirde die Programmzeile mit dem Label “‘abcd”
nie erreicht werden).

Wir betrachten nun das Verhalten von II' beim Aufruf mit dem Input I = I. Laut Definition des
HALTEPROBLEM-NLS ist I3 = I ein nicht-leerer String, d.h.: in diesem Fall ist die if-Bedingung im
Programm II’ nicht erfiillt und die if-Anweisung wird daher nicht ausgefiihrt. Also geht die Program-
mausfithrung von II’ beim Aufruf des Programms IT mit dem Input String I = I weiter.

Laut Annahme terminiert II auf dem Input I, d.h.: das Programm II' bekommt irgendwann die Kon-
trolle zuriick und fiihrt als néchstes die Programmzeile mit dem Label L = “abcd” aus. Insgesamt gilt
also: Das Programm II’ erreicht bei Aufruf mit dem Input I die Programmzeile mit Label L, und
bei Aufruf mit Input I; erreicht II' die Programmzeile mit Label L nicht. Also ist (Il', I1, Iz, L) eine
positive Instanz des EXAKT-EVZEC Problems.

¢) “<": Angenommen (IT', I;, I, L) ist eine positive Instanz des EXAKT-EVZEC Problems. Das heifit:
Bei Ausfithrung von II’ mit einem der beiden Inputs I; oder I wird die Programmazeile mit dem Label
L ausgefiihrt und beim anderen Input nicht.

w»

Wir betrachten zuerst das Verhalten von I’ beim Aufruf mit dem Input I; = *’. Da in diesem Fall
die if-Bedingung im Programm II’ erfiillt ist, wird die if~Anweisung ausgefiihrt, d.h.: das Programm
liefert den Wert “123” und terminiert. Insbesondere bedeutet das, dass die Programmzeile mit dem
Label “abced” nie erreicht wird.

Laut Annahme erreicht IT' bei exakt einem der beiden Aufrufe mit I; oder Iy die Programmazeile mit
dem Label “abcd”. Daraus folgt, dass IT' beim Aufruf mit dem Input String I> die Programmzeile mit
dem Label “abcd” erreicht. Das ist aber nur moglich, wenn zuerst II mit Input I = I aufgerufen wird
und die Kontrolle von diesem Aufruf irgendwann zu II" zuriickkommt. Das bedeutet, dass IT auf dem
Input I terminiert, d.h.: (I, I) ist eine positive Instanz des HALTEPROBLEM-NLS.

Aufgabe 1.10
Wir haben vier Entscheidungsprobleme gegeben: Py, Ps, Ps, P4. Von diesen ist folgendes bekannt:

— Py ist unentscheidbar (und somit auch co-Py),
— Py ist semi-entscheidbar (withrend iiber co-Ps nichts bekannt ist),
— Py ist entscheidbar (und somit auch co-Py).

Uber das Problem Ps und sein co-Problem ist nichts bekannt. Welche zusitzlichen Aussagen kénnen wir
treffen, wenn jeweils folgende (berechenbare) Reduktionen gelten.

a) Angenommen, es gelten die Reduktionen P; < Py und Py < Ps; was kénnen wir dann iiber die
Probleme P;, P, P3 sowie co-P7, co-Po und co-Ps zusdtzlich zum bereits bekannten Wissen aussagen?

b) Angenommen, es gelten die Reduktionen P3 < Py und Po < Pi; was koénnen wir dann iiber die
Probleme P1, Ps, P3 sowie co-P7, co-Po und co-Ps zusdtzlich zum bereits bekannten Wissen aussagen?

¢) Angenommen, es gelten die Reduktionen Py < P3 und P3 < Po; was kénnen wir dann iiber die
Probleme Ps, Ps3, Py sowie co-Ps, co-P3 und co-Ps zusdtzlich zum bereits bekannten Wissen aussagen?
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d) Angenommen, es gelten die Reduktionen Py < P, und Pz < Py; was konnen wir dann iiber die
Probleme Ps, Ps3, Py sowie co-Ps, co-P3 und co-Py zusdtzlich zum bereits bekannten Wissen aussagen?

Lésung 1.10
a) Dann gilt:
— Py ist semi-entscheidbar (wegen P; < Py und Semi-Entscheidbarkeit von Ps);

— co-P; ist nicht einmal semi-entscheidbar (wegen Unentscheidbarkeit und Semi-Entscheidbarkeit

von Prp).
— Po ist unentscheidbar (wegen P; < Py und Unentscheidbarkeit von Py );

— ¢0-Po ist nicht einmal semi-entscheidbar (wegen Unentscheidbarkeit und Semi-Entscheidbarkeit
von Ps);

— P53 ist unentscheidbar (wegen P, < Ps und Unentscheidbarkeit von Ps);

— co-P3 ist nicht einmal semi-entscheidbar (weil Py < P3 dquivalent zu co-Py < co-Ps3 ist und co-Po
nicht einmal semi-entscheidbar ist);

b) Dann gilt:
— Ps ist semi-entscheidbar (wegen P3 < P und Semi-Entscheidbarkeit von Ps).
¢) Dann gilt:
— Py ist semi-entscheidbar (wegen P3 < P, und Semi-Entscheidbarkeit von Ps).
d) Dann gilt:
— P53 ist entscheidbar (wegen P3 < P4 und Entscheidbarkeit von P4) und somit auch co-Ps;
— Ps ist entscheidbar (wegen P2 < P4 und Entscheidbarkeit von P4) und somit auch co-Ps.
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