Theoretische Informatik und Logik
Ubungsblatt 1 (2017S)
LGosungen

Aufgabe 1.1 Sei die Sprache D; gegeben durch folgende induktive Definition: D ist die kleinste
Menge, sodass

—ec€ Dy

—we Dy = [w € Dy

— wy,we € D1 = wywse € Dy

Anmerkung: Dy beschreibt die Sprache der wohlgeformten Klammerausdriicke iiber dem Alphabet
[,

1D

a) Geben Sie eine deterministische Turingmaschine M an, welche die Sprache D; akzeptiert,
und erldutern Sie (jeweils) auch kurz verbal die Arbeitsweise Threr Maschine. Es steht Thnen
dabei frei, ob Sie das auf Folie 26 definierte Modell (mit einem Band) oder das auf Folie 72
definierte Modell (mit zwei Béndern, einem Eingabe- und einem Arbeitsband, wobei M in
diesem Fall die Kellerautomatenbedingung erfiillen soll) verwenden.
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b) Erweitern Sie Ihre unter a) gefundene Maschine so, dass sie die Sprache D,, (also wohlgeformte
Klammerausdriicke iiber dem Alphabet {[,] |1 <1 < n}) akzeptiert.

)
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Losung
Variante 1:

a) Wir definieren eine (deterministische) Turingmaschine

M= ({Qi | 0<:< 3}7 {l71}>{[717 X7B}757 quBv{QS})

wobei
) [ 1 X B
qo (q07[7R) (qlaXvL) <QO7X7R) (QQ7B7L)
q1 (QOaX7R) (Q17XaL)
q2 (QZaBﬂL) (q37B7S)
a3

Idee:

go: Der Lese-/Schreibkopf iiberliest alle Symbole [ bis er das erste Symbol | erreicht; dieses
wird mit X iiberschrieben. ) B

q1: Uber gegebenenfalls bereits mit X markierte Zellen wird die passende 6ffnende Klammer
ebenfalls mit X iiberschrieben.

q2: Hier wird sicher gestellt, dass sich nur noch mit X markierte Zellen auf dem Eingabeband
befinden. Ist dies der Fall, so wechselt die Maschine in den Zustand g3, den Endzustand.

q3: Endzustand; Die Maschine erreicht diesen Zustand nur, wenn zu Beginn des Laufes ein
wohlgeformter Klammerausdruck am Eingabeband war, und akzeptiert somit die Eingabe.



b) Fiir die Sprache D,, definieren wir eine (deterministische) Turingmaschine

= ({QZ | 0 S [ S n+2}7{[1711 | 1 S { S n}v{L;L | 1 S { S n}U{X7B}355q07Ba{Qn+2})

wobei
5 = {lao L[ R)|1<i<n}
U {(qo,] Z,XL)|1<z<n}
U {(QO7X q()aX R) (QO7B QTH-lvaL)}
U {(g:;,X;¢,X,L)|1<i<n}
U {(g,[;390,X,R)|1<i<n}
) {(Qn+17X Qn+1;B L) (Qn+1aB;qn+2aB>S)}

Variante 2:

a) Wir definieren eine (deterministische) Turingmaschine

M = ({90, 01,92, a3}, {[; ]}, {A, Zo}, 0,90, {Z0, Z1, Z2}, B, {q3})

in Normalform, welche die Kellerautomatenbedingung erfiillt; die Ubergangsfunktion § kann
z.B. folgendermaflen definiert werden:

d(qo, [, B) = (90, A, R, R)
6(qo0,], B) = (q1, B, S, L)
6(q1,], 4) = (90, B, R, S)
(g0, Z2, B) = (g2, B, S, L)
5: 0(q2, Z2, Zo) = (g3, Zo, S, R)

Erlduterung:

=W N =

1 : Fiir jedes eingelesene Symbol [ wird ein Symbol A in den Keller (bzw. auf das Arbeitsband)
geschrieben.

2,3 : Fiir jedes eingelesene Symbol | wird ein Symbol A im Keller (bzw. auf dem Arbeitsband)
geltscht.

4,5 : wird Zy auf dem Eingabeband (d.h., das Ende der Eingabe) erreicht, so sollte das
Arbeitsband leer sein. M geht dann in den (einzigen) Endzustand ¢z iiber und akzeptiert
somit die Eingabe.

b) Fiir die Sprache D,, definieren wir eine (deterministische) Turingmaschine

= ({a0, a1, 42,03} [, ], [1 < i <n} AX |1 < i <nfU{Zo}, 6,90, {Z0. 21, Z2}, B, {4s})

in Normalform, welche die Kellerautomatenbedingung erfiillt; die Ubergangsfunktion ¢ kann
z.B. folgendermaflen definiert werden:

1 6(qO,[,,B)—(qO,Xi,R,R) fir 1 SZS’I’L

2 6(qo,],, B) = (91, B, S, L) firl<i<n
3: o(aq, ] X;)=(go,B,R,S) firl<i<n
4: (QO7 ) (QQ7B7S7L)

5: (q27Z27ZO) (q3aZ()7sz)

Aufgabe 1.2 Seien A, B und C Sprachen, die rekursiv aufzihlbar sein kénnen oder auch nicht.
Wir wissen allerdings Folgendes:

- A<B
- B<Z<C



Geben Sie fiir jede der folgenden Aussagen an, ob sie
— jedenfalls zutrifft (unabhingig davon, um welche Probleme es sich bei A bis C' handelt)
— wielleicht zutrifft (je nach dem worum es sich bei A bis C' handelt)

— keinesfalls zutrifft (unabhiingig davon, um welche Probleme es sich bei A bis C' handelt)

Begriinden Sie jeweils IThre Antwort.

a) Ist das Komplement von C entscheidbar, so ist auch A entscheidbar.

b) Ist B rekursiv aufzdhlbar, aber nicht entscheidbar, so kann C entscheidbar sein.

)
)

¢) Ist B unentscheidbar, dann muss A auch unentscheidbar sein.
)

d) Ist A rekursiv aufzéhlbar, so ist B entscheidbar.

Losung

a) Jedenfalls. Entscheidbare Sprachen sind unter Komplement abgeschlossen. Ist also C' ent-
scheidbar, so muss auch C' entscheidbar sein. Weiters sind Reduktionen transitiv, und nach-
dem A < Bund B < C gilt auch A < C. Gibt es also eine Reduktion von A auf C, so muss
C mindestens so schwierig wie A sein. Eine Losung von C' kombiniert mit der Reduktion von
A auf C impliziert auch eine Losung von A. Da C rekursiv (entscheidbar) ist, und A auf C
reduziert werden kann, muss A auch entscheidbar sein.

b) Keinesfalls. Wenn B nicht entscheidbar ist, so kann C' auch nicht entscheidbar sein. Die
Reduktion und ein Algorithmus, der C entscheidet, konnten dazu verwendet werden, D zu
entscheiden. Dies ist aber im Widerspruch zur Angabe (D unentscheidbar).

c¢) Vielleicht. Ist B unentscheidbar, so muss A nicht notwendigerweise unentscheidbar sein.
Ein einfaches Gegenbeispiel: Sei A = {}, also die Leersprache, welche jedenfalls entscheidbar
ist: Die Frage ob w € A ist, kann fiir jedes Wort w mit “nein” beantwortet werden. Sei nun
M eine Turingmaschine, die A akzeptiert und B die unentscheidbare Sprache L,. = {M |
L(M) # {}} (s. Folie 58). Dann koénnen wir eine Reduktion von A auf B so konstruieren:
Gegeben eine Instanz w von A, fragen wir ob M in L, ist. Nachdem L(M) = {}, ist die
Antwort immer “nein”.

d) Vielleicht. Allerdings nur, wenn A auch entscheidbar ist. Denn die Reduktion und ein Al-
gorithmus, der B entscheidet, konnten dazu verwendet werden, A zu entscheiden.

Aufgabe 1.3 Geben Sie an, ob folgende Probleme (un)entscheidbar sind, und begriinden Sie jeweils
Thre Antwort. Sofern jeweils moglich, verwenden Sie dafiir den Satz von Rice. (Das Alphabet ist
dabei jeweils ¥ = {0,1}.)

a) Ist die von einer Turingmaschine akzeptierte Sprache leer?
b) Hat eine Turingmaschine weniger als 42 Zustéinde und hélt bei Eingabe 17

¢) Macht eine Turingmaschine mehr als 1000 Bewegungen, wenn sie mit einem leeren Band
gestartet wird?

d) Ist die von einer Turingmaschine akzeptierte Sprache iiberabzdhlbar (unendlich)?

e) Enthilt die von einer Turingmaschine akzeptierte Sprache (mindestens) ein Palindrom?



Lésung  a) Unentscheidbar, Satz von Rice: Es handelt sich um die Eigenschaft P = {{}}. Diese

Eigenschaft kommt einer Sprache L zu, ndmlich L = {}. Keine andere rekursiv aufzéhlbare
Sprache ist in P, dementsprechend ist P nicht trivial, und damit nach dem Satz von Rice
unentscheidbar.

(Anmerkung: Beachten Sie den Unterschied zwischen P = {{}}, der Eigenschaft die Leerspra-
che zu sein und der leeren Eigenschaft P = {}, welche keiner rekursiv aufzéhlbaren Sprache
zukommt, siehe auch e))

Entscheidbar. Die Menge von (codierten, normierten) Turingmaschinen mit weniger als 42
Zustéinden ist endlich, und damit regulir, also sicher entscheidbar. (Der Satz von Rice ist
hier aber nicht anwendbar.)

Dieses Problem ist entscheidbar: Simuliere 1001 Schritte der Turingmaschine. (Der Satz von
Rice ist hier nicht anwendbar, da es sich nicht um eine Eigenschaft der von Turingmaschinen
akzeptierten Sprachen handelt, sondern um die Turingmaschinen selbst. )

Entscheidbar. Hierbei handelt es sich um eine triviale Eigenschaft: Es trifft auf keine rekursiv
aufzéhlbare Sprache zu, iiberabzihlbar zu sein (d.h. P = {}). In der Tat ist dieses Problem
entscheidbar.

Unentscheidbar, Satz von Rice: P = {L | w = w" fiir ein w € L} ist keine triviale Eigenschaft,
denn es gilt z.B. {} ¢ P aber {0,1}* € P. Daher ist dieses Problem nach dem Satz von Rice
unentscheidbar.

Aufgabe 1.4 Sind folgende Aussagen korrekt? Begriinden Sie jeweils Ihre Antwort.

2)
b)
0
Q)

)

e

Fiir jede Sprache L gilt: |L| < |L*| (wobei |A| die Anzahl der Elemente in A bezeichnet).
Sei Ly = {a" | n >0} und Ly = {b?"c" | n > 0}. Dann gilt: L; Ly = {a"b?"c" | n > 0}.
Jede Teilmenge einer entscheidbaren Sprache ist entscheidbar.

Sind L; und Ly entscheidbar, so ist auch L; U Lo entscheidbar.

Es gibt nicht-regulére Sprachen, deren Komplement regulér ist.

L6sung

e)

Falsch. Gegenbeispiel: L = {e}. Dann gilt: L = L* = {¢}.
Das ist sicher nicht korrekt, da z.B. a? € Ly und b?c € Ly, aber a’b%c ¢ {a"b*"c" | n > 0}.
(Richtig wire in diesem Fall: {a™ | n > 0}{b?"c" | n > 0} = {a"b?"c™ | n,m > 0})

Falsch. Gegenbeispiel: das Halteproblem ist eine Teilmenge der reguliren (und damit ent-
scheidbaren) Sprache {0, 1}*, jedoch selbst sicher nicht entscheidbar!

Das ist korrekt. Ly (bzw. Lo) werde durch die stets haltende Turingmaschine M; (bzw. M)
erkannt. Um Ly U Lo zu erkennen, entwerfen wir eine Turingmaschine M, die zuerst M;
simuliert und dann M simuliert. M wird genau dann akzeptieren, wenn eine der beiden
Turingmaschinen akzeptiert. Da M stets hélt, ist L1 U Lo entscheidbar.

Regulidre Sprachen sind unter Komplement abgeschlossen. Ist also das Komplement L einer
Sprache L regulér, so muss L auch regulér sein.

Aufgabe 1.5 Sind folgende Sprachen L;,1 < i < 4, regulédr? Falls ja, so geben Sie einen entspre-
chenden deterministischen endlichen Automaten an; falls nein, so beweisen Sie dies mit Hilfe des
Pumping Lemmas fiir regulére Sprachen.

(Wéhlen Sie mindestens zwei Unterpunkte.)



Ly = {w#w |w € {a,b,c}*}

b) Lo={u+v=w|uv,we{0,1}* und z(u) + 2(v) = z(w)}
wobei z(z) die durch die Darstellung x repriisentierte Binérzahl bezeichnet. Lo enthélt also
z.B. die Worter 114+1=100 und 100+11=111, hingegen ist z.B. 114+1=01 nicht in L.

C) L3 — {innmodm | n > 0}
wobei m Thre Matrikelnummer (ohne Beriicksichtigung eventuell fithrender Nullen) ist.
(Hinweis: xmody steht fiir den Rest der (ganzzahligen) Division von x durch y.)

d) Ly ={w € {a,b,c}" | [wla = |w]p + [wlc}
(Hinweis: |w|, bezeichnet die Anzahl der Symbole x in w.)

L6sung

a) Lj ist sicher nicht reguldr. Beweis indirekt.
Angenommen, L; ist regulér. Sei dann m die Konstante aus dem Pumping Lemma und das
gewdhlte Wort z.B.

w=a"#a".

Dann gilt w € L und |w| =2m +1 > m.
Wir teilen nun w in zyz so auf, dass |zy| < m und |y| > 0. Nachdem |zy| < m und
w = a™#a™, kann zy nur aus Symbolen a bestehen.
Nach dem Pumping Lemma muss aber zy’z € L fiir alle i > 0 gelten.
Wenn wir nun z.B. i = 2 wihlen, miisste auch xy%z = gm““y'ﬁgm aus Ly sein, was aber
nicht der Fall ist! Wir haben also einen Widerspruch gefunden, Ly kann somit keine regulire
Sprache sein.

b) Beweis indirekt. Angenommen, Lo ist regulir. Sei dann m die Konstante aus dem Pumping

Lemma und das gewahlte Wort z.B.
w=1"4+0=1"

Dann gilt w € L und |w| = 2m + 3 > m.

Nach dem Pumping Lemma kann w in zyz so aufgeteilt werden, dass |zy| < m, |y| > 0 und
fiir alle 4 > 0 gilt: zy’z € L.

Nachdem |2y| < m und |y| > 0, kann kann 2y nur aus Symbolen 1 bestehen, wobei y = 1¥
istfirl <k<m.

Wihlen wir nun z.B. i = 0, so miisste auch 1™ *4-0=1™ aus Ly sein, was aber nicht der
Fall ist! (Denn offensichtlich ist z(1™) nicht die Summe von z(1™~*) + 2z(0).) Wir haben also
einen Widerspruch gefunden, Ly kann somit keine regulére Sprache sein.

Ls ist regulér und wird z.B. von folgendem DEA akzeptiert:

6(q:,0) = iy fir0<i<m-—2,
5(Q’m—1ag) = qo,

6(qi,1) = q; fir 1 <i<m-—1,
§(¢,1)=q,_, fir2<i<m-—1
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d) Beweis indirekt. Angenommen, L, ist regulér. Sei dann m die Konstante aus dem Pumping
Lemma und das gewéhlte Wort z.B.

w=a"p™.

Dann gilt w € L und |w| = 2m > m.

Wir teilen nun w in zyz so auf, dass |zy| < m und |y| > 0. Nachdem |zy| < m und w = a™b™,
kann zy nur aus Symbolen a bestehen.

Nach dem Pumping Lemma muss aber a3’z € L fiir alle i > 0 gelten.

Wenn wir nun z.B. i = 0 wihlen, miisste auch zyz = a™~Wlp™ aus Ly sein, was aber
nicht der Fall ist! Wir haben also einen Widerspruch gefunden, L5 kann somit keine regulire
Sprache sein.



