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Dieses Dokument geht auf das Skriptum der Lehrveranstaltung ,Theoretische Informa-
tik und Logik® aus dem Sommersemester 2011 zuriick. Die Notation wurde an jene der
Lehrveranstaltung ,Formale Modellierung” angepasst. Der Inhalt deckt sich weitgehend,
aber nicht ganz: In der Vorlesung bzw. auf den Folien wurden einige weitere Themen

behandelt.

1 Einleitung

Logik ist eine Grundlagendisziplin, die sich mit den allgemeinen Prinzipien korrekten
Schliefens beschaftigt. Hier wird uns nur die mathematische (auch: formale, bzw. symbo-
lische) Logik interessieren, die fiir diese Aufgabe formale Kalkiile'bereitstellt und analy-
siert. Weiters sei gleich vorweg bemerkt, dass in dieser Lehrveranstaltung nur ein kleiner
Ausschnitt der Themen, Methoden und Ergebnisse der mathematischen Logik, die fir
die Informatik relevant sind, prasentiert werden wird.

Mathematische Logik taucht in sehr vielen Gebieten der Informatik in unterschied-
licher Weise auf. Zu den prominentesten Anwendungsgebieten zédhlen: logik-orientierte
Programmierung (z.B.: PROLOG), Programmuverifikation, Semantik von Programmier-
sprachen, Spezifikationssprachen, wissensbasierte Systeme und automatisches Beweisen.
Ganz allgemein sind die Analyse der Beziehung von Syntax und Semantik und das Au-
genmerk auf algorithmische Aspekte des Schliefens derart grundlegend, dass oft folgende
Analogie zum Verstdndnis der Rolle der Logik zitiert wird: Die Logik steht zur Informatik
wie die Mathematik zur Physik; dhnlich wie die Mathematik oft als ‘Sprache der Physik’
bezeichnet wird, ist die Logik als das Fundament zentraler Aufgaben der Informatik zu
betrachten.

'Das Wort Kalkiil hat zwei unterschiedliche Bedeutungen. Das Kalkiil ist gleichbedeutend mit Berech-
nung oder Uberlegung; in diesem Sinn tritt das Wort etwa in der Redewendung ,ins Kalkiil ziechen®
auf. Der Kalkiil hingegen bezeichnet laut Duden ein System von Regeln zur schematischen Konstruk-
tion von Figuren in der Mathematik. Wir verwenden das Wort hier in der zweiten Bedeutung, also
mit mannlichem Artikel.
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Aussagenlogik

Es gibt so viele unterschiedliche Logiken (im Sinn von: Kalkiilen mit entsprechender Se-
mantik) und verschiedene Themen in diesem Bereich, dass es unmoglich ist, die Disziplin
umfassend in wenigen Worten zu definieren. In allen Fillen wird jedoch analysiert, wel-
che Aussagen bzw. Schlussweisen sich allein auf Grund ihrer Form als wahr, giiltig bzw.
korrekt erkennen lassen.

BEISPIEL. Wenn ein Kind weif, dass es entweder Pudding oder Torte als Nachspeise gibt
und ihm aufserdem gesagt wird, dass es keinen Pudding mehr gibt, so kann es daraus
schliefsen, dass es Torte zur Nachspeise gibt. Vereinbaren wir A als Abkiirzung fiir ,,Fs
gibt Pudding als Nachspeise* und B als Abkiirzung fir ,Es gibt Torte als Nachspeise",
so lésst sich dieser Schluss in iiblicher Notation wie folgt darstellen:

AV B -A
B

Entscheidend ist, dass die Korrektheit (Zuléssigkeit) dieser Argumentationsform offen-
sichtlich nicht vom konkreten Inhalt der Aussagen A und B abhéngt. So konnte A z.B.
auch fiir ,Das Programm terminiert innerhalb von 10 Sekunden“ und B fiir ,,Das Pro-
gramm terminiert nie“ stehen. Weiters ist die Korrektheit des Schlusses unabhéngig da-
von, ob die Aussagen A und B wahr oder falsch sind. a

Genau genommen haben wir uns in diesem sehr einfachen Beispiel bereits einer spe-
zifischen Logik — ndmlich der sogenannten klassischen Aussagenlogik — bedient. In der
klassischen Aussagenlogik? geht man davon aus, dass jede Aussage entweder wahr oder
falsch ist. Man sagt auch: Jeder Aussage wird einer der zwei Wahrheitswerte ,wahr bzw.
Jfalsch* zugeordnet. Auferdem betrachtet man nur Aussagen, die entweder nicht mehr
weiter zerlegt werden (sogenannte ,atomare Aussagen®, fiir die einen nur interessiert, ob
sie wahr oder falsch sind) oder die mittels der logischen Junktoren ,nicht“ (—), ,und*
(N), yoder (V), bzw. ,wenn ...dann“ (D) aus anderen Aussagen zusammengesetzt sind.
Weiters setzt man das Prinzip der Wahrheitsfunktionalitat (Kompositionalitdtsprinzip)
voraus: Die Wahrheit bzw. Falschheit einer zusammengesetzten Aussage héngt nur von
der Wahrheit bzw. Falschheit ihrer unmittelbaren Teilaussagen ab.

Pradikatenlogik

Fiir die meisten Anwendungen ist die skizzierte logische Analyse von Aussagen noch zu
grob. Man abstrahiert zwar weiterhin vom konkreten Inhalt der Aussagen, aber versteht
atomare Aussagen als Behauptungen der Form ,Die Eigenschaft P trifft auf das Objekt
x zu* bzw. allgemeiner: ,Die Objekte z1, ..., x, stehen in der (n-stelligen) Relation
P zueinander®. Im ersten Fall nennt man P ein einstelliges (monadisches) Pradikat; im
zweiten Fall ist P ein n-stelliges Pradikat. Neben den oben genannten Junktoren ist es nun
auch zweckméfig, die beiden Quantoren fiir alle* (Allquantor V) und ,fiir (mindestens)

2Fiir ,,Aussage’ verwendet man in diesem Zusammenhang auch den Fachausdruck ,Proposition®; daher
ist propositionale Logik synonym zu Aussagenlogik.
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ein“ (Existenzquantor 3) zur Bildung zusammengesetzter Aussagen zu verwenden. Man
spricht dann von klassischer Pridikatenlogik (bzw. Quantorenlogik) erster Stufe.?

BEISPIEL. Monadische Prédikate reichen aus, um die sogenannten Syllogismen darzu-
stellen, die bereits in der Antike diskutiert wurden. Das bekannteste Beispiel eines Syl-
logismus ist wohl folgender Schluss:

Sokrates ist ein Mensch. Alle Menschen sind sterblich.
Also ist auch Sokrates sterblich.

Die beiden Aussagen iiber dem Strich heifen Prdamissen, die Aussage darunter Konklu-
sion des Schlusses. Geméft unserer Terminologie ist dabei ,Sokrates” ein Objekt und ,ist
sterblich” bzw. ist ein Mensch“ sind Beispiele fiir (monadische) Priadikate. In logischer
Notation und in Verwendung naheliegender Abkiirzungen lasst sich daher der Schluss als

M(s) (Vx)M(z) D S(x)
S(s)

darstellen. Entscheidend ist wiederum, dass es nur um die Form der Aussagen geht und
dass die Zulassigkeit (Korrektheit, allgemeine Giiltigkeit) des Schlusses keineswegs von
der Wahrheit der Pramissen abhéngt. Dies lasst sich einsehen, indem man beispielsweise
flir s die Zahl 2 setzt, fiir S das Pradikat ,ist ungerade” und fiir M das Pradikat ,ist
grofler als 5“. Unter dieser Interpretation sind offensichtlich die beiden Prémissen und
die Konklusion falsch. Der Schluss jedoch bleibt zuléssig. Ein Schluss heifst ndmlich (per
Definition) zuléssig, falls folgendes gilt: Immer dann, wenn alle Pramissen wahr sind, ist
auch die Konklusion wahr. a

Der oben diskutierte Schluss ldsst sich bei ndherer Betrachtung in noch elementarere
zerlegen, namlich in den Modus ponens (mp) — aus A und der Aussage ,wenn A dann B
folgt B — und in die Spezialisierungsregel (sp) — wenn A fiir alle Objekte z gilt, dann gilt
A auch fiir ein spezielles Objekt c:

A Aop ~ (V2)Al
B Al

sp

A und B sind dabei Platzhalter fiir beliebige Formeln, wobei die Schreibweise A[z] an-
zeigt, dass A eine Variable = enthalten kann, die in Alc] durch ¢ ersetzt wurde. Die
urspriingliche Uberlegung lisst sich mit Hilfe dieser beiden Regeln beweisen:

(V)M (x) D S(z) ©
M (s) M(s) D S(s)
S(s)

mp

Beim Anwenden der Spezialisierungsregel entspricht M (z) D S(x) dem Platzhalter Alx];
beim Modus ponens iibernimmt M (s) die Rolle von A und S(s) jene von B. Man spricht

3Hoherstufige Logiken entstehen, wenn man auch Eigenschaften von Pridikaten, von Relationen zwi-
schen Relationen, von Relationen zwischen Relationen zwischen Relationen usw. in Betracht zieht.
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von einer Instantiierung der Regel: Z.B. fungiert M (s) hier als Instanz der linken Pra-
misse des Modus ponens.

Die klassische Préadikatenlogik erster Stufe ist zweifellos der bedeutendste Formalismus
der Logik. Die Aussagenlogik lasst sich als Spezialfall der Pradikatenlogik verstehen: Die
atomaren Aussagen kann man als O-stellige Pradikate betrachten; mit den Objekten
verschwinden auch die Quantoren und es bleiben nur die Junktoren.*

Logische Kalkiile

Hat man eine Formelsprache (Syntax) gewéhlt und die Interpretation der Formeln (ihre
Semantik) festgelegt, mochte man die Giiltigkeit bestimmter Formeln iiberpriifen konnen.
Im einfachsten Fall reicht es, eine Formel bzgl. der Semantik auszuwerten. Etwa ist s(0)+
5(s(0)) = s(s(s(0))) durch Ausrechnen unschwer als wahr zu erkennen, falls s als die
Funktion ,addiere 14, 0 als Null, 4+ als Addition und = als Gleichheit interpretiert wird.
Die Giiltigkeit der Formel (Vn>0)(3k)(n=2 -k V n=2-k + 1) hingegen ist schwieriger
nachzuweisen, da die Semantik des Allquantors erfordert, fiir alle der unendlich vielen
nicht-negativen Zahlen n ein k zu finden, sodass entweder n=2 - k oder n=2 - k + 1
erfiillt ist. Daher versucht man Regelsysteme — sogenannte Kalkiile — zu finden, mit
deren Hilfe eine Formel durch eine endliche Anzahl von Regelanwendungen bewiesen
werden kann. Dabei muss das Regelsystem zumindest korrekt sein: Jede mit den Regeln
bewiesene Formel soll tatséchlich giiltig sein. Manche Regelsysteme sind dariiber hinaus
auch vollstindig: Alle giiltigen Formeln lassen sich mit den Regeln beweisen.

Ein zentraler Begriff im Bereich der Kalkiile ist der der Ableitung. Darunter versteht
man allgemein eine Kette oder einen Baum von syntaktischen Objekten (z.B. von aussa-
genlogischen Formeln), die bzw. der durch systematische Regelanwendungen aus gegebe-
nen Initialobjekten (,Axiomen* bzw. ,Annahmen®) hervorgeht. Ableitungen entsprechen
formalen Beweisen. Im Prinzip muss jeder exakte Nachweis der Richtigkeit einer Behaup-
tung (sprich: jeder Beweis) als Ableitung in einem geeigneten Kalkiil formalisierbar sein.
Selbstverstandlich ist es fiir die menschliche Kommunikation nicht zweckméfig, jeden
Beweis vollstdndig zu formalisieren. Anderseits sollte klar sein, dass immer dann, wenn
Computersysteme Beweise finden oder {iberpriifen sollen, logische Kalkiile unverzichtbar
sind.

Logik in der Programmierung

Die zahlreichen Anwendungen der Logik in der Informatik sind oft sehr unterschiedlicher
Natur. Wie bereits erwdhnt, gibt es Programmiersprachen, die direkt auf bestimmten
Kalkiilen basieren. PROLOG, LISP und ML sind Beispiele dafiir. Doch auch in allen iib-
lichen prozeduralen Programmiersprachen tauchen Konzepte der mathematischen Logik
mehrfach auf.

BEISPIEL. Der Wahrheitswert einer logischen Formel entscheidet dariiber, ob in einer
if-Anweisung der then- oder der else-Zweig gewédhlt bzw. wie oft eine while- oder

4Man spricht deshalb auch von Junktorenlogik.
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repeat-Schleife durchlaufen wird. Will man in einer if-Anweisung die beiden Zweige
ohne Anderung des Programmverhaltens vertauschen, helfen die algebraischen Regeln
der Aussagenlogik bei der korrekten Umformung der Bedingung; etwa wird

if (x =0) A (y > 1) then P; else P»

durch Anwendung der aussagenlogischen de-Morgan-Regel =(A A B) = =A V =B zum
aquivalenten Programmstiick

if (x #0)V (y <1) then P, else P; .

Ahnliches gilt fiir while-Schleifen, die mindestens einmal durchlaufen werden sollen und
daher in repeat-Schleifen umgewandelt werden. Etwa transformiert sich die Schleife
while (z =0)A(y >1)do P zu repeat P until (x #0)V (y <1). O

BEISPIEL. Ausgangspunkt seien zwei Intervalle [a,b] und [c,d], etwa Aufnahmezeiten
eines Videorecorders (erste Aufnahme von Zeit a bis Zeit b, zweite von ¢ bis d). Wir
nehmen an, dass a < b und ¢ < d gilt.

Die Aufgabe besteht nun darin, eine Warnung auszugeben, wenn die Intervalle iiber-
lappen, wenn also eine Terminkollision vorliegt:

if (Bedingung) then write ,Kollision!“

Um eine geeignete (Bedingung) zu finden, kénnte man in einem ersten Ansatz alle
Moglichkeiten auflisten, wie sich zwei Intervalle iiberlappen kénnen:

1. Das erste Intervall enthélt das zweite: a < ¢ und d < b.

2. Das zweite Intervall enthalt das erste: ¢ < a und b < d.

3. Der Anfangspunkt des zweiten Intervalls liegt im ersten Intervall: @ < ¢ und ¢ < b.
4. Der Anfangspunkt des ersten Intervalls liegt im zweiten Intervall: ¢ < a und a < d.
5. Der Endpunkt des zweiten Intervalls liegt im ersten Intervall: ¢ < d und d < b.

6. Der Endpunkt des ersten Intervalls liegt im zweiten Intervall: ¢ < b und b < d.

Offensichtlich enthélt die Disjunktion dieser sechs Konjunktionen von je zwei Vergleichen
viel Redundanz. Insbesonders werden die ersten beiden Bedingungen bereits von den
tibrigen vier Bedingungen (unter der Voraussetzung a < b und ¢ < d) impliziert. Aber
auch die direkte Umsetzung der Bedingungen 3 bis 6 ist keineswegs optimal.

Ein einfacherer Losungansatz besteht darin, zuerst eine Bedingung fiir Uberlappungs-
freiheit aufzustellen und diese dann zu negieren. Eine notwendige und hinreichende Be-
dingung fiir Uberlappungfreiheit ist:

Das erste Intervall endet vor dem zweiten (b < c)
oder das zweite vor dem ersten (d < a).
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Die gesuchte Bedingung fiir das Vorliegen einer Kollision ldsst sich also schreiben als
—(b < ¢V d < a) bzw. durch Hineinziehen der Negation als b > ¢ A d > a.

Beim Aufstellen, Uberpriifen und vor allem beim korrekten Vereinfachen und Umfor-
men derartiger Bedingungen helfen die Grundgesetze der Logik. Im letzten Schritt wurde
z.B. die Regel =(AV B) = =A A =B angewendet. Viele der Verfahren lassen sich auch
leicht automatisieren. So kénnte man mit einem geeigneten Werkzeug kontrollieren, ob
sich die Formel aus dem ersten Lésungsansatz tatséichlich zu jener des zweiten Ansatzes
vereinfach lasst. ad

BEISPIEL. Zur Verifikation von Programmen werden Zusicherungen (assertions) sowie
Vor- und Nach-Bedingungen (pre- und post-conditions) eingesetzt. Zusicherungen sind
Bedingungen, die jedesmal ausgewertet werden, wenn sie im Zuge des Programmablaufs
erreicht werden. Treffen sie zu, setzt das Programm mit der ndchsten Anweisung fort;
andernfalls wird eine Warnung ausgegeben, die signalisiert, dass das Programm vom vor-
hergesehenen Verhalten abweicht. Im Gegensatz zu den anderen Programmkonstrukten
beeinflussen Zusicherungen nicht die Berechnungen. Im folgenden Programm kontrolliert
die Zusicherung assert(y > 0), dass der Wert von y wie vom Programmautor vorgesehen
nie kleiner als Null wird.

(r=aNy=bAy>0) < Vorbedingung
while y > 0 do
Té—x—1;
y<—y—1L
assert(y > 0); < Zusicherung
endwhile;
(x=a—-bAy=0) < Nachbedingung

Vor- und Nachbedingungen sind Formeln, die die erlaubten Eingabedaten bzw. die ge-
wiinschten Ergebnisse charakterisieren. Sie bilden zusammen mit dem Programm eine
Korrektheitsaussage, die wahr ist, falls das Programm fiir alle Eingaben, die die Vorbe-
dingung erfiillen, Ausgabewerte berechnet, auf die die Nachbedingung zutrifft. Im Bei-
spielprogramm behaupten die beiden Bedingungen, dass x am Programmende den Wert
a — b hat, falls zu Beginn = den Wert a und y den Wert b hat. Der Beweis von Kor-
rektheitsaussagen ist prinzipiell schwieriger als die Uberpriifung von Zusicherungen: Im
ersten Fall miissen alle moglichen Variablenwerte untersucht werden, im zweiten Fall wird
die Formel nur fiir die momentanen Werte berechnet. Zum Nachweis der Giiltigkeit von
Korrektheitsaussagen werden Kalkiile wie der sogenannte Hoare-Kalkiil® eingesetzt. O

Algorithmische Losbarkeit

Die folgenden drei Beispiele beschreiben Resultate, die auf den ersten Blick abstrakt
und theoretisch wirken. Bedenkt man aber, dass praktisch jede Programmiersprache die

Sbenannt nach dem britischen Informatiker Sir Charles Antony Richard Hoare, der unter anderem das
Sortierverfahren Quicksort erfunden hat.



1.6

1.7

Datentypen der Reals und Integers kennt, dass die Spezifikation des Programmverhal-
tens Quantoren erfordert und dass die Uberpriifung von Programmeigenschaften auf den
Nachweis der Giiltigkeit von Formeln hinauslduft, haben diese Resultate unmittelbare
Auswirkungen auf Gebiete wie die Programmverifikation.

BEISPIEL. Die Frage nach der Losbarkeit eines Systems von Gleichungen kann als exis-
tentiell quantifizierte Formel aufgefasst werden, namlich als die Behauptung: ,Es gibt
Werte fiir die Variablen, sodass die Gleichungen erfiillt sind.“ Fiir lineare Gleichungen
iiber den reellen Zahlen ist aus der Schule bekannt, dass es mit dem Gaufsche Elimi-
nationsverfahren ein Regelsystem gibt, das korrekt und vollstdndig fiir das Losbarkeits-
problem ist: Wenn das Verfahren die Losbarkeit behauptet, ist das Gleichungssystem
tatsichlich l6sbar (Korrektheit), und wenn das Gleichungssystem losbar ist, stellt das
Eliminationsverfahren dies auch fest (Vollstdndigkeit). Dariiberhinaus ist es sogar ein
Entscheidungsverfahren: Auch wenn das Gleichungssystem nicht lésbar ist, liefert das
Verfahren eine Antwort, ndmlich ,nicht 16sbar“.

Im Fall der reellen Zahlen kénnen diese Resultate verallgemeinert werden: Selbst wenn
man beliebige (existentielle und universelle) Quantoren zulésst sowie nicht-lineare Glei-
chungen (Polynomgleichungen) erlaubt, gibt es ein korrektes und vollstdndiges Entschei-
dungsverfahren (Alfred Tarski, 1948). O

BEISPIEL. Diophantische Gleichungen sind Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten,
die iiber den ganzen bzw. den natiirlichen Zahlen zu 16sen sind. Fiir lineare diophantische
Gleichungen gilt dhnliches wie fiir Gleichungen iiber den reellen Zahlen: Es gibt korrekte
und vollstéandige Entscheidungsverfahren. Auch mit beliebigen Quantoren sind derartige
Formeln, auch bekannt als ,Presburger Arithmetik®, immer noch losbar (Mojzesz Pres-
burger, 1929, D. C. Cooper 1972).

Anders sieht die Sache im Falle von diophantischen Polynomgleichungen aus (Hilberts
10. Problem). Falls diophantische Polynomgleichungen 16sbar sind, ldsst sich zwar eine
Losung durch systematisches Einsetzen aller moglichen Variablenwerte finden, es gibt
aber prinzipiell kein Entscheidungsverfahren mehr: Die Unlésbarkeit eines Gleichungs-
systems lasst sich im Allgemeinen nicht feststellen, da es prinzipiell keinen korrekten,
immer terminierenden Algorithmus fiir dieses Problem geben kann (Yuri Matiyasevich,
1970).

Noch schwieriger wird die Situation, wenn wir zusétzlich zu den Polynomen beliebige
Quantoren zulassen (Arithmetik der natiirlichen Zahlen mit Addition und Multiplikati-
on): Die Giiltigkeit derartiger Formeln ist nicht nur unentscheidbar, sondern es gibt nicht
einmal mehr ein vollstdndiges Regelsystem (Kurt Godel, 1930). In anderen Worten: aus
prinzipiellen Griinden muss jedes korrekte Verfahren zur Uberpriifung der Giiltigkeit von
arithmetischen Formeln sowohl bei giiltigen als auch bei widerlegbaren Formeln gelegent-
lich passen, d.h., es liefert bei beiden Antwortmdoglichkeiten nicht immer eine Antwort.

O

5Das Gaufsche Eliminationsverfahren leistet sogar noch mehr: Im Falle der Lisbarkeit liefert es eine
endliche Darstellung aller Losungen.
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BEISPIEL. Die Giiltigkeit aussagenlogischer Formeln in der klassischen Logik ist trivia-
lerweise durch Ausprobieren immer feststellbar, da es nur endlich viele Belegungen der
Variablen mit wahr/falsch gibt und alle Junktoren (etwa Und-, Oder-Verkniipfungen)
immer berechenbar sind. Das Problem hier ist vielmehr, die Giiltigkeit effizient zu iiber-
priifen.

Anders sieht es aus, wenn wir Quantoren zulassen, also die Pradikatenlogik betrachten.
Zur Uberpriifung der Giiltigkeit gibt es korrekte und vollstindige Kalkiile, das Problem
ist aber letztlich unentscheidbar, da wiederum aus prinzipiellen Griinden jedes korrekte
Verfahren fiir manche (genauer: unendlich viele) nicht-giiltige Formeln keine Antwort
liefern kann. ad

Nicht-klassische Logiken

Die bisher genannten Beispiele konnten dazu verfiihren, die klassische Logik als einzig
relevanten logischen Formalismus zu betrachten. Doch gerade in der Informatik wer-
den auch Anwendungen verschiedenster nicht-klassischer Logiken immer wichtiger. An-
zahl, Formen und Anwendungen nicht-klassischer Logiken sind kaum mehr {iberschaubar.
Grundsétzlich lassen sich zwei Typen von ,Nicht-Klassizitat® unterscheiden: Einerseits
werden Erweiterungen der Syntax und Semantik der klassischen Logik betrachtet; an-
derseits sind Alternativen zur klassischen Semantik (die manchmal auch syntaktischen
Niederschlag finden) die Basis vieler wichtiger Logiken.

Zur ersten Gruppe zéhlt vor allem die grofe Familie der Modallogiken, die entstehen,
wenn man in der Sprache der Logik ausdriicken will, in welcher Weise (z.B. wann, wie,
wo, in welchem Kontext) eine Formel (klassisch) giiltig ist.

BEISPIEL. Bei der Spezifikation dynamischer Systeme ist es meist sinnvoll, Aussagen der
Form ,Zu allen zukiinftigen Zeitpunkten gilt A“, ,Zum nachfolgenden Zeitpunkt gilt A
Jrgendwann in der Vergangenheit galt A zu betrachten. Dabei nennt man die jeweiligen
zeitlichen Qualifikationen zur Aussage A temporale Modaloperatoren. Syntaktisch sind
Modaloperatoren nichts anderes als einstellige Junktoren. In iiblicher Notation schreibt
man die genannten Beispiele modaler Aussagen als [F]A, OA, bzw. (P)A. Das F steht
dabei fiir Future, das P fiir Past; (O wird als ,,Next-Operator* bezeichnet. Offensichtlich
kann man aber die Semantik dieser Junktoren nicht mehr durch klassische Wahrheitsta-
feln wiedergeben. Vielmehr wird fiir die Temporallogik der klassische Begriff des Modells
einer Formel auf eine Weise erweitert, die die Struktur des Zeitverlaufs reprasentiert. Dies
geschieht so, dass (um in unserem Beispiel zu bleiben) Formeln der Form [F]A D QA
als logisch giiltig erkennbar werden. a

BEISPIEL. Wie bereits erwdhnt, wird der sogenannte Hoare-Kalkiil als Formalismus zum
Nachweis der Korrektheit von Programmen eigesetzt. Ohne hier auf Details einzugehen sei
darauf hingewiesen, dass sich dieser Kalkiil als Spezialfall einer bestimmten Modallogik
— der sogenannten dynamischen Logik — verstehen lasst.

Die Grundaussagen des Hoare-Kalkiils sind von der Form P {a} @, wobei P eine
Vorbedingung und @ eine Nachbedingung zum Programm « ist. Die Rolle von « ist
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dabei die eines Modaloperators ,,Nach Termination des Programmstiicks a gilt ...“ In
tiblicher modallogischer Notation wiirde man also P {a} @ als Formel P D [a]Q der
dynamischen Logik schreiben. ad

Zur zweiten Gruppe der nicht-klassischen Logiken — den Alternativen zur klassischen
Logik — geben wir ebenfalls zwei informatik-relevante Beispiele.

BEISPIEL. In vielen Anwendungen wissensbasierter Systeme hat man es mit vager oder
unbestimmter Information zu tun. Insbesonders die Semantik natiirlichsprachlicher Aus-
sagen lédsst sich oft durch die Zuordnung von einem der beiden Wahrheitswerte ,wahr
bzw. falsch* nicht addquat formalisieren. Fiir Aussagen wie

,Diese Vorlesung ist wichtig.”
.Die Ubungsaufgabe ist leicht.“
,der Student ist engagiert.”

ist es sinnvoll, ein Spektrum von Wahrheitswerten zwischen ,absolut falsch“ und ,ab-
solut wahr vorzusehen. Als eine zweckméflige Formalisierung der Semantik von ein-
stelligen Pradikaten wie ,ist wichtig” oder ,ist leicht verwendet man in der sogenannten
Fuzzy-Logik entsprechend Funktionen, die jedem Objekt eine Zahl aus dem reell-wertigen
Einheitsintervall [0, 1] zuordnen. Ahnlich ordnet man fiir ein zweistelliges Priidikat wie
sargert“ jedem geordneten Paar von Objekten (Individuen) eine relle Zahl zwischen 0
und 1 zu; 0 spielt dabei die Rolle von ,,absolut falsch® und 1 die von ,,absolut wahr*. Die
Semantik der iiblichen aussagenlogischen Junktoren wird durch Funktionen iiber [0, 1]
festgelegt. Beispielsweise ist die Funktion (z,y) — min{xz,y} fiir z,y € [0, 1] ein wichti-
ges Beispiel fiir die Semantik der Konjunktion (A) in der Fuzzy-Logik. Diese Festlegung
bedeutet: der Wahrheitswert einer Aussage der Form A A B ist gleich dem Minimum der
Wahrheitswerte der Aussagen A bzw. B. Ahnlich bietet sich als Semantik der Negation
(=) beispielsweise die Funktion x — 1 — 2 an. Man beachte, dass hier die klassische Logik
als Spezialfall der Fuzzy-Logik in Erscheinung tritt: Wenn statt dem Einheitsintervall
[0, 1] nur die Teilmenge {0, 1} als Wahrheitswertmenge genommen wird, entsprechen die
genannten Funktionen den vertrauten klassischen Wahrheitstafeln. ad

BEISPIEL. Eine schwierige Aufgabe der Informatik ist das Design von Entwicklungs-
umgebungen, die es erlauben, beweisbar korrekte Software automatisch (oder zumindest
semi-automatisch) aus der formalen Spezifikation der Aufgabenstellung zu gewinnen. Fiir
dieses Paradigma der ,Extraktion von Programmen aus Beweisen“ ist die sogenannte in-
tuitionistische Logik (auch: konstruktive Logik) besser geeignet als die klassische Logik.
Die intuitionistische Logik ergibt sich, wenn man die Giltigkeit einer Formel nicht ein-
fach mit der konstanten Zuordnung des Wahrheitswertes ,wahr identifiziert, sondern mit
der garantierten Beweisbarkeit der Formel. Solange man nur endliche Gegenstandsberei-
che betrachtet, entsteht so noch kein Unterschied zur klassischen Logik. Aber bereits
in der elementaren Arithmetik kann man nicht garantieren, dass zu jeder Aussage A



2.1

entweder A selbst oder deren Negation —A beweisbar ist.” Unter der intuitionistischen
Interpretation kann daher die aussagenlogische Formel AV —A — im Gegensatz zur klas-
sischen Logik — nicht logisch giiltig sein.

Die intendierte Semantik der intuitionistischen Logik definiert die Giiltigkeit zusam-
mengesetzter Aussagen in Bezug auf (mogliche) Beweise fiir die jeweiligen Teilaussagen.
Z.B. gilt AN B genau dann, wenn sowohl ein Beweis von A als auch einer von B vorliegt.
Die Beweisbarkeit von AV B muss ebenfalls von zwei Elementen bezeugt werden: Einem
Indikator, der sagt, ob die linke oder die rechte Teilaussage beweisbar ist und einem
Beweis der entsprechenden Teilaussage. Am interessantesten ist die Interpretation der
Giltigkeit von A D B: Sie besagt, dass ein Algorithmus (Programm) vorliegt, der jeden
gegeben Beweis von A in einen Beweis von B transformiert. Vereinbart man nun noch - A
als Abkiirzung fiir A D L, wobei L irgendeine fixe unbeweisbare Aussage ist, so ist damit
die Semantik der intuitionistischen Aussagenlogik im Prinzip vollstdndig festgelegt. Sie
lasst sich auch auf naheliegende Weise auf die Pradikatenlogik erweitern. ad

2 Aussagenlogische Funktionen

Die klassische Aussagenlogik (Propositionallogik) formalisiert die Verkniipfung einfacher
Ja/Nein-Aussagen durch Junktoren® wie Und, Oder, Nicht oder Wenn-dann. Formal
werden Junktoren durch ein- bzw. zweistellige Funktionen iiber der Wahrheitswertmenge
B = {1,0} reprisentiert. Die folgende Tabelle gibt eine Ubersicht iiber Wahrheitstafeln,
die diese aussagenlogischen Funktionen definieren.

o 3 i 'o-g . L%
E o= r 2 ry & & 5 2 & § E =
1 0 110 1 1/1 o 1 0 1 O 1 0 1 0
T 1 0] 1 1 0/0 1 1 0 O 1 0 1 1 0
- 0 1|l0 1 1 0 O 1 1 0 0 1
0o0/o 1 0 1 1 0 1 0 1 0
AtV | = # D P C ¢

Die letzte Zeile der Tabelle gibt die Symbole an, mit denen wir diese Funktionen repra-
sentieren werden.

Die aussagenlogischen Funktionen kénnen aus einer kleinen Zahl von Basisfunktionen
zusammengesetzt werden.

DEFINITION. Eine Menge von Funktionen heiflt funktional vollstindig, wenn alle anderen
Funktionen durch sie ausgedriickt werden koénnen.

"Aus den Sétzen von Gédel (1931) und Turing (1936) folgt auch, dass es fiir jeden hinreichend aus-
drucksstarken, korrekten Kalkiil Aussagen iiber die Termination oder Korrektheit von konkreten
Programmen gibt, die weder beweisbar noch widerlegbar sind.

8 Junktoren werden auch (aussgenlogische) ,;Operatoren® oder ,Konnektive“ genannt.
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2.2

2.3

3.1

BEISPIEL. Jede aussagenlogische Funktion ist eindeutig durch ihre Wahrheitstafel be-
schrieben. Wie wir bei der Konstruktion von konjunktiven und disjunktiven Normal-
formen weiter unten (Abschnitt 6) sehen werden, kann jede Wahrheitstafel durch eine
Formel beschrieben werden, die nur die Funktionen not, and und or beniitzt. Daher ist
die Menge {not, and,or} funktional vollstdndig. Tatséchlich ist nur entweder and oder or
notwendig, da sich die eine Funktion durch die andere ausdriicken lésst:

x and y = not(not x or noty) x or y = not(not x and noty)

Die Giiltigkeit dieser Gleichungen kann mittels der Wahrheitstafelmethode, also durch
,Ausprobieren“ aller moglichen Wertebelegungen fiir die Variablen, iiberpriift werden.
Fiir die erste Gleichung erhalten wir:

x Yy H not A ‘ not B ‘ not A or not B H not(not A or not B) ‘ Aand B
11 0 0 0 1 1
10 0 1 1 0 0
0 1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 1 0 0

Um zu zeigen, dass eine Menge von Funktionen funktional vollstéindig ist, reicht es zu
zeigen, dass alle Funktionen einer beliebigen anderen funktional vollstindigen Menge
ausgedriickt werden konnen, also etwa jene der Menge {not, and}. a

BEISPIEL. Der Funktion nand (negiertes Und) ist funktional vollstindig?, da notz =
x nand z und z and y = (= nand y) nand (z nand y). O

3 Syntax und Semantik der klassischen Aussagenlogik

DEFINITION (SYNTAX AUSSAGENLOGISCHER FORMELN). Die Menge A der aussagenlo-
gischen Formeln ist die kleinste Menge, fiir die gilt:

(A1) V={A,B,C,..., Ay, A1,..} C A

(A2) {T,1}C A

(A3) -F € A, wenn F € A.

(A4) (FxG)e A, wenn F,G € Aund x € {\,1,V,|,=%,D,C}.

Die Elemente von V heiften aussagenlogische Variablen. Die Formeln T und | heifien
aussagenlogische Konstanten. Aussagenlogische Variablen und Konstanten heiften auch
atomare aussagenlogische Formeln oder kurz Atome. Die Zeichen =, A, V, D, etc. nennt
man Junktoren, Konnektive oder auch logische Operatoren.

9Genau genommen miisste man sagen: Die Menge, deren einziges Element die Funktion nand ist, ist
funktional vollstandig.

11



3.2

3.3

Zur Formalisierung der Semantik beziehen wir uns auf die Menge Z der aussagenlogi-
schen Variablenbelegungen; das sind alle Funktionen vom Typ V — B, wobei B = {1,0}
die Menge der Wahrheitswerte symbolisiert. Man nennt diese Funktionen auch (aussa-
genlogische) Interpretationen.

DEFINITION (SEMANTIK AUSSAGENLOGISCHER FORMELN). Der Wert einer Formel in
einer Interpretation I wird festgelegt durch die Funktion val: Z x A +— B, die folgender-
maften definiert ist:

ist.

BEISPIEL. Sei F' die aussagenlogische Formel ((AA—=B) D (= TV(C)). Den Wahrheitswert
von F' in einer Interpretation I mit I(A) = 1, I(B) = 0 und I(C) = 0 erhélt man wie
folgt:

val;(F) = vali((AA—-B)) implies val; (=T v C))
= (valz(A) and val;(=B)) implies (val;(=T) or val;(C))
(I(A) and notval;(B)) implies (notval;(T) or I(C))
= (land notI(B)) implies (not1or 0) = (1 and not0) implies (not1 or 0)
(Iand 1) implies (O or 0) = 1impliesO = 0

O

Wenn der Kontext eindeutig ist, lassen wir im Folgenden das Adjektiv ‘aussagenlogisch’
meist weg. Aufserdem werden wir zur Erhohung der Lesbarkeit weitgehend auf Unter-
streichungen verzichten und auch {iberfliissige Klammern weglassen. Insbesondere steht

Fin...NF, fir (Fl/\(.../\Fn)>

und
FVv...VFE, fir (FiV(..VF)).

Diese Klammereinsparungsregeln sind durch die Semantik von Konjunktion und Disjunk-
tion gerechtfertigt: Die Funktionen and und or sind nadmlich assoziativ.

Da jede Formel nur endlich viele Variablen enthélt, kann ihre Semantik vollsténdig
durch eine Wahrheitstafel beschrieben werden, die fiir jede Belegung der Variablen das
Ergebnis von val;(F') angibt.

12



3.4 BEISPIEL. Als Wahrheitstafel fiir die Formel (A A =B) D (=T V C) erhalten wir:

A B C|-B|AA-B|~T|-TVC|(AA-B)> (-TVC)
I 1 10 0 0 1 1
1 1 0| o0 0 0 0 1
1 0 1| 1 1 0 1 1
1 0 of 1 1 0 0 0
01 1] 0 0 0 1 1
0 1 0 0 0 0 0 1
00 111 0 0 1 1
00 0] 1 0 0 0 1

Genauer miisste die Uberschrift der Spalten statt A, B und C eigentlich I(A), I(B) und
I(C) lauten; ebenso miisste statt jeder Formel F' der Ausdruck val;(F') stehen, in der

letzten Spalte etwa val;((AA—=B) D (=T v ()).

Die Wahrheitstafel ldsst sich kompakter schreiben, wenn die Teilformeln keine eige-
nen Spalten erhalten, sondern ihre Ergebnisse unter den Operator der entsprechenden

Teilformel geschrieben werden:

A B C|(AAN-B)> (=TVC)
1 1 1]1101 1 0111
1 1 0/1101 1 0100
1 0 1/1110 1 0111
1 0 0/1110 0 0100
01 1/0001 1 0111
01 00001 1 0100
0 0 1/0010 1 0111
00 0/0010 1 0100

3.5 DEFINITION. Eine Formel F' € A heifit

e giiltig oder Tautologie, wenn valy(F') =1 fur alle I € Z.

e erfillbar, wenn val;(F') = 1 fiir ein I € Z. (I heift Modell von F'.)

o widerlegbar!®, wenn val;(F) = 0 fiir ein I € Z. (I heift Gegenbeispiel fiir F.)

o unerfillbar, wenn valr(F') = 0 fiir alle I € 7.

10Man beachte, dass der Begriff ,widerlegbar® in der Literatur manchmal in ganz anderer Bedeutung
— namlich dual zum syntaktischen Begriff ,beweisbar — verwendet wird. Unsere Verwendungsweise

bezeichnet hingegen einen semantischen Sachverhalt.

13



3.6

3.7

3.8

4.1

BEISPIEL. A D (B D A) ist giiltig und daher auch erfiillbar:

A B|(BD>A)|AD(BDA)
1 1

1 1

1 0 1 1

0 1 0 1

0 0 1 1

(AA=B)V B ist erfiilllbar und widerlegbar, also weder giiltig noch unerfiillbar:
A B|-B|(AA-B)|(AA-B)VB

1
0
1
0

_ o = O
OO R O
O = =

1
1
0
0
O

DEFINITION. Zwei Formeln F,G € A heifien dquivalent (Notation: F = G), wenn
valy(F) = val;(G) fiir alle I € T gilt.

Der folgende Satz zeigt, dass sich der semantische Aquivalenzbegriff im syntaktischen
Operator = widerspiegelt.

SATZ. F und G sind dquivalent genau dann, wenn F' = G giiltig ist.

BEWEIS. F' = G wenn val;(F) = val;(G) fiir alle I € Z. Das bedeutet, dass val;(F) =1
genau dann, wenn val;(G) = 1, und dass val;(F) = 0 genau dann, wenn val;(G) = 0.
Laut Definition von = ist das aber gleichbedeutend mit val;(F' = G) =1 fiir alle I, also
mit der Giiltigkeit von F' = G. ad

4 Formeln und Formelschemata

Eine Substitution (Ersetzung) ist eine Abbildung von Variablen A; auf Formeln F;. Eine
Substitution auf eine Formel anzuwenden bedeutet, in der Formel gleichzeitig alle Vor-
kommnisse der Variablen A; durch die entsprechenden Formeln F; zu ersetzen. Da wir nur
Substitutionen bendétigen, die eine endliche Zahl von Variablen ersetzen und die anderen

unverdndert lassen, konnen wir sie durch Ausdriicke der Form [A; — Fy, -+, A, — Fy]
beschreiben. Das Ergebnis der Anwendung einer Substitution o = [Ay +— F, ---, Ay, —
F,] auf eine Formel F' schreiben wir als Fo = F[A; — Fy, -+, A, — F,].

Jede Formel kann als Formelschema aufgefasst werden, indem man die Variablen als
Platzhalter fiir beliebige Formeln interpretiert. Handelt es sich beim Schema um eine
Tautologie, sind auch die daraus abgeleiteten Formeln Tautologien.

SATZ. Ist o eine Substitution und F' eine giiltige (bzw. unerfillbare) Formel, dann ist
auch Fo eine giiltige (bzw. unerfillbare) Formel.

14



4.2

4.3

4.4

BEWEIS. Sei o = [A; — Fi, --+, A, — F,]. Die Auswertung von Fo in einer Interpre-
tation I, d.h. val;(Fo), ist gleichbedeutend mit der Auswertung von F' in einer Interpre-
tation I’, wobei I’ folgendermafen definiert ist:

, _ fvali(F;) wenn A= A;fireini=1,...,n
r(4) = {I(A) sonst

Da F giiltig ist, evaluiert F in allen Interpretationen zu 1, insbesondere in I’. Wir erhalten
also fiir alle I:
valj(Fo) =val(I',F) = 1

d.h., Fo ist giiltig. Der Beweis fiir unerfiillbare Formeln erfolgt analog. ad
FOLGERUNG. Gilt F = G, dann auch Fo = Go.
BEISPIEL. F' = (A A (A D B)) D B ist giiltig, daher auch

F[A = XV-Y, B s ~XAY] = ((X\/ﬂY) A((XV=Y) D (—|X/\Y))) 5 (~XAY) .

O

Der folgende Satz driickt aus, dass man aus einer Formel dquivalente Formeln erhélt,
wenn beliebige Teilformeln durch dquivalente ersetzt werden. Dies ist in Zusammenhang
mit dem letzten Satz niitzlich beim Umformen von Formeln mit Hilfe giiltiger Gesetze
wie der De-Morgan-Regel.

PROPOSITION. Angenommen es gilt Iy = Gy und F» = Go fiir Formeln Fi,G1, Fs,Gs.
Dann gilt =Fy = =Gy sowie (Fy x Fy) = (G1 * Ga) fiir x € {A\,V,D}.

BEWEIS. Wir zeigen die Félle = und A; der Nachweis fiir V und D verlauft analog.
Nach Definition von val gilt fiir beliebiges I:

(*) Va|](_\F1) = —|V3|[(F1), Va|](_\G1) = _\V3|]<G1).

Wegen valr(Fy) = valr(Gy) (dies folgt aus Fy = G ) gilt auch —(val;(F1)) = —(val;(Gy))

(da — eine Boolsche Funktion ist). Wegen (%) erhalten wir dann
Va|](—|F1) = Va|[(—|G1).

Da dies fiir beliebiges I gilt folgt =F; = -G].

Wir zeigen nun den Fall fiir A: Sei I eine beliebige Interpretation. Dann gilt per Defi-
nition von val:

(i) valf((F1AFy)) = valr(F1) Avalr(Fy),
(ZZ) Va|[((G1/\G2)) = Va|[(G1) VAN Va|[(G2).

15



4.5

Nach Voraussetzung gilt val;(Fy) = val;(G1) und val;(Fy) = val;(Gs). Da A eine Boolsche
Funktion ist folgt dann auch

(zit) valp(Fy) Avalr(Fy) = valr(Gy) Avalr(Ge).
Aus (7), (21) und (éi7) folgt dann
valr((F1AFy)) = valr ((Gi1AG2)).
Da dies fiir beliebige I gilt folgt (F1AF3) = (G1AG2). O

SATZ. Seien o1, oo Substitutionen, sodass Aoy = Aoy fiir alle Variablen A g¢ilt. Dann
gilt Fo1 = Fog fir alle Formeln F.

Bewels. Mit Induktion nach o(F'), der Anzahl des Vorkommens logischer Operatoren
in F.
o(F) = 0: Dann ist F' eine Variable und Fo; = Foy gilt nach Voraussetzung.
Induktionshypothese (IH): Angenommen Fo; = Foy fiir alle Formeln F' mit o(F) < n.

Wir betrachten den Fall n+1, d.h. sei F' eine Formel mit o(F') = n+1. Wir unterscheiden
die folgenden Fille:

(a) F=-F",

(b) F = (FAR),

(c) F=(F1VFy),
) F

(d = (FlDFQ).
Wir betrachten den Fall (a):

Foy = (=F")oy = ~(F'o1), (al)
FO’Q = (—|FI)0'2 = _\(FIO'Q). (a2)

Da o(F') < n wenden wir (IH) an und erhalten F'o; = F’o9. Unter Verwendung von
Proposition 4.4 erhalten wir
—|(F,Ul) = —|(F/0'2).

Mittels (al) und (a2) ergibt sich dann Fo; = Fos.

(Fl/\FQ)O‘l = Flo1A\Fsoq, (bl)
(Fl/\FQ)O'Q = FlooNFh0s. (b2)

Da o(F1) < n und o(F») < n wenden wir (IH) an und erhalten
Fio1 = Fiog, Fyo1 = Fyoo (b3).
Wir verwenden Proposition 4.4 und erhalten
FioiNFyo1 = FiooNFs09.

Aus (b1) und (b2) ergibt sich dann Fo; = Fos.
Die Fille (c),(d) sind analog zu (b). O
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4.6 BEISPIEL. Sei F' = (AAB) D C,01 =[B+ ADB, C+ Blund oy = [B+— —AVB, C
BJ. Da

Boy =(ADB)=(-AVB)=DBoy und Co;=B=B=Co»
gilt, erhalten wir
Fop,=(AAN(ADB)) D B=(AA(-AVB)) D B=Foy .

Diese Formel ldsst sich als Anwendung der Regel (A D B) = (—AV B) auf eine Teilformel
links oder rechts des Aquivalenzzeichens interpretieren. Das Resulat ist die #quivalente
Formel auf der anderen Seite von =. 0O

5 Logische Konsequenz und Implikation

5.1 DEFINITION. Wir definieren F1,..., F,, =5 G wenn gilt:
Ist valr(F;) =1 fiir 1 <4 <mn, dann gilt auch val;(G) = 1.
Eine Formel G ist eine logische Konsequenz der Formeln F1, ..., F),, geschrieben Fi, ..., F, &
G, wenn fiir alle Interpretationen I F,..., F, =5 G gilt.
Man sagt auch: G folgt logisch aus Fi,..., F,.
Fiir n = 0 ist = G gleichbedeutend mit ,,G ist giiltig.”

Der folgende Satz zeigt, dass der semantische Begriff der logischen Konsequenz im
Implikationsoperator sein syntaktisches Pendant besitzt.

5.2 SATZ (DEDUKTIONSTHEOREM ).
Fi,...,F, = G gilt genau dann, wenn Fi, ..., F,_1 = (F, D G) zutrifft.

BEWEIS. Es geniigt zu zeigen, dass fiir alle I gilt:

Fy,...,F, =1 G genau dann wenn Fy, ..., F,_1 1 (F, D G).

(a) Angenommen Fi, ..., F, =7 G. Wir unterscheiden zwei Fille

(al) valj(F;) = 0 fir ein ¢ < n. Ist © < n — 1 dann gilt sicher Fy,..., F,—1 1
F,, D G — per Definition von |=7. Ist ¢ = n so ist val;(F,) = 0 und daher
val;(F,, D G) = 1. Auch in diesem Falle gilt F1,...,F,_1 =1 F, D G.

(a2) valy(F;) =1 fir alle ¢ < n. Nach Definition von |=; muss val;(G) = 1 gelten.
Damit gilt aber val;(F,, D G) = 1 und somit auch F,...,F,_1 =15 F, D G.

(b) Angenommen, Fi,...,F, 1 =; F, D G.
(b1) Ist val;(F;) =0 fiir ein ¢ < n — 1 dann gilt trivialerweise F1,..., F, =1 G.
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5.3

5.4

6.1

(b2) Angenommen, val;(F;) = 1 fiir i < n— 1. Nach Annahme und nach Definition
von =y gilt dann val;(F, D G) = 1.

Ist val;(F),) = 0 so gilt sicher Fi,..., F, =1 G.

Ist nun val;(F,) = 1, so folgt wegen val;(F, D G) = 1 auch val;(G) = 1;
daraus folgt aber F,..., F, =1 G. a

FOLGERUNG. Fi,...,F, E G gilt genau dann, wenn Fy D (F3 D -+ (F, D G)--*) bzuw.
(F1 A---ANF,) DG eine giiltige Formel ist.

BEIsPIEL. B folgt logisch aus A und A D B, d.h., es gilt A, A D B |= B. Daher sind die
Formeln A D ((ADB) D B) und (A A (ADB)) D B Tautologien.

Umgekehrt ergibt sich aus der Tatsache, dass (A A B) D (A V B) eine Tautologie ist,
dass AV B eine logische Konsequenz von A A B ist. ad

6 Normalformen

Unter der Normalform einer Formel versteht man eine standardisierte vereinfachte Vari-
ante, die dquivalent zur urspriinglichen Formel ist.

DEFINITION. Ein Literal ist eine aussagenlogische Variable A € V oder ihr Negat, —A.
Seien im Folgenden L; ; Literale fir i =1,...,m, j=1,...,n;.
Eine Formel ist in disjunktiver Normalform (DNF), wenn sie die Form

(Ll,l/\"'/\Ll,nl)\/"'\/([/m,l/\"'/\Lm,nm)

besitzt, d.h., wenn sie eine Disjunktion von Konjunktionen von Literalen ist.
Eine Formel ist in konjunktiver Normalform (KNF, CNF), wenn sie die Form

(Ll,l\/"‘\/Ll,nl)/\"‘/\(Lm,l\/"'\/Lm,nm)

besitzt, d.h., wenn sie eine Konjunktion von Disjunktionen von Literalen ist. Die einzelnen
Disjunktionen einer KNF werden auch Klauseln genannt, die KNF entsprechend auch
Klauselnormalform.!!

Als Spezialfall rechnet man auch die Formeln T und L zu den konjunktiven und
disjunktiven Normalformen. Dabei entspricht T einer leeren Konjunktion und L einer
leeren Disjunktion.

Da Konjunktion und Disjunktion assoziativ, kommutativ und idempotent sind, wird
fiir KNFs und DNFs oft die Mengenschreibweise verwendet. Demnach kann die Menge
von Literalmengen

{Lig,- s Ly by oo {Lmas - Linn, b}

\an beachte, dass Formeln wie Ly A -+ A L, und Ly V ---V L,, d.h. reine Konjunktionen und Dis-
junktionen von Literalen, sowohl in konjunktiver als auch in disjunktiver Normalform sind.
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6.2

sowohl als DNF als auch als KNF interpretiert werden. In diesem Skriptum wird die
Mengennotation ausschlieklich fiir KNFs verwendet. Dem entsprechend repréasentiert eine
Klauselmenge, d.h. eine endliche Menge von endlichen Mengen von Literalen, hier immer
eine KNF.

Gemaéfs der oben getroffenen Vereinbarung steht die leere Menge {} auf der Ebene der
Klauseln fiir 1, auf der Ebene einer vollstandigen Kauselnormalform jedoch fiir T.

SATZ. Zu jeder aussagenlogischen Formel gibt es eine dquivalente Formel in disjunktiver
bzw. konjunktiver Normalform.

Als Beweis dieses Satzes beschreiben wir zwei Methoden, um zu einer gegebenen Formel
eine dquivalente in Normalform zu konstruieren.
Syntaktische (algebraische) Methode

Schritt 1: Ersetze alle Operatoren durch A, V und —.

A>B=-AVB A% B=AA-B
ACB=AV-B A¢ B=-AANB
At B=-AV-B AlB=-AN-B

(A=B)=(AANB)V(-mAAN-B) (A#B)=(-AAB)V(AAN-B)
Schritt 2: Schiebe alle Negationen direkt vor die Variablen und Konstanten.

~(AANB)=-AV-B —(AVB)=-AA-B ——A=A

Schritt 3: Reduziere die Formel mittels der Konstanten T und L.

ANT =A ANL =1 AVvT =T AvLl=A T =1 -l =T

Schritt 4: Wende die Distributivgesetze an. Die linke Aquivalenz fiihrt zu einer DNF,
die rechte zu einer KNF.

AN(BVCO)=(AAB)V(AANC)  AV(BAC)=(AVB)A(AVC)

In den letzten beiden Schritten beriicksichtigen wir implizit die Kommutativitdt von
Konjunktion und Disjunktion. Mit anderen Worten: A A T steht auch fiir T A A und
AN (BVC) auch fir (BVC) A A, etc.

Die Korrektheit der Methode beruht auf drei Tatsachen. Erstens sind alle angegeben
Gleichungen giiltige Aquivalenzen, wodurch alle durch Umformung entstehenden For-
meln aquivalent zur urspriinglichen sind, insbesondere die im letzten Schritt konstruierte
DNF bzw. KNF. Zweitens kann man sich davon iiberzeugen, dass auf jede Formel, die
noch nicht in disjunktiver bzw. konjunktiver Normalform vorliegt, eine der Aquivalenzen
anwendbar ist. Und drittens gibt es keine unendlich langen Umformungsketten, wenn die
Aquivalenzen von links nach rechts angewendet werden. Somit terminiert das Verfahren,
und das Ergebnis ist eine DNF/KNF, die dquivalent zur urspriinglichen Formel ist.
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6.3 BEISPIEL. Wir konstruieren Normalformen zur Formel (A 1 (BV C)) D (=D A—=—=T).

Schritt 1: —(=AV~(BVC))V (=DA-=T)
Schritt 2:  (AA (BVC))V(=DAT)
Schritt 3: (AN (BVC))V-D
Schritt 4:  Ausdistribuieren liefert:

DNF: (AAB)V(AAC)V-D

KNF: (AVv-D)A(BvVCV-D)

In der Mengennotation entspricht die KNF der Klauselmenge {{A,-D}, {B,C,—-D}}.
O

Semantische Methode

Sei FF € A eine aussagenlogische Formel. Die semantische Methode konstruiert die
DNF/KNF an Hand der Wahrheitstafel, wobei jede Interpretation I (jede Zeile der
Wahrheitstafel) entweder eine Konjunktion zur DNF oder eine Disjunktion zur KNF
beisteuert.

DNF: Zu jedem I € 7 definieren wir eine charakteristische Konjunktion K7:

A falls I(A) =1

K= /\ La wobei LA:{—‘A falls () = 0

Ain F

K ist wahr ausschliefslich in I, und falsch in allen anderen Interpretationen: val;(Ky) =
1 und val(I’, K1) = 0 fiir I’ # I. Die gesuchte DNF ist die Disjunktion der Kon-
junktionen K7 fiir jene I, in denen F' den Wert 1 besitzt:

DNFp = \/ K;
IeZ val;(F)=1

Die Formel DNF g evaluiert in einer Interpretation I genau dann zu 1, wenn sie Ky
enthélt, was wiederum per Konstruktion nur dann der Fall ist, wenn F in I zu 1
evaluiert. In Summe erhalten wir: val;(DNFr) = 1 genau dann, wenn val;(F) = 1.

KNF: Zu jedem I € 7 definieren wir eine charakteristische Disjunktion Dy:

A falls I(A) =0

D[: \/ LA wobel LA:{—\A fallsI(A):]_

Ain F

Dy ist falsch ausschliefilich in 7, und wahr in allen anderen Interpretationen: valy(Dy) =
0 und val(I’, Dy) = 1 fiir I # I. Die gesuchte KNF ist die Konjunktion der Dis-
junktionen Dy fiir jene I, in denen F' den Wert | besitzt:

KNF = /\ Dy
I€Z val; (F)=0

Die Formel KNF i evaluiert in einer Interpretation I genau dann zu 0, wenn sie Dy
enthélt, was wiederum per Konstruktion nur dann der Fall ist, wenn F in I zu 0
evaluiert. In Summe erhalten wir: val;(KNFz) = 0 genau dann, wenn val;(F') = 0.
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6.4

A B C D|BvC ANBVC) -D F K; bzw. Dy

0 0 0 O 0 1 1 1

1 0 0 O 0 1 1 1

01 0 O 1 1 1 1|-AANBA-CA-D (Kj)
11 0 O 1 0 1 1

0 0 1 0 1 1 1 1

1 0 1 O 1 0 1 1

0 1 1 0] 1 1 1 1

11 1 0 1 0 1 1

0 0 0 1 0 1 0 O

1 0 0 1| 0 1 0 0

0 1 0 1 1 1 0 0

1 1 0 1 1 0 0 1

0 0 1 1 1 1 0 0

1 0 1 1 1 0 0 1

0 1 1 1] 1 1 0 0|Av-Bv~-CVv-D (D)
1 1 1 1 1 0 0 1

Abbildung 1: Wahrheitstafel fiir die Formel (A 1 (B V C)) D =D (Beispiel 6.4)

DNF g bzw. KNF g ist die eindeutig bestimmte wvollstindige DNF bzw. KNF von F: Jede
Konjunktion K bzw. jede Disjunktion Dj enthélt alle in F' vorkommenden Variablen.

BEIspIEL. Wir konstruieren die Normalformen der Formel F' = (A 1 (B V C)) D =D.
Als Ausgangspunkt dient die Wahrheitstafel in Abbildung 1. Exemplarisch greifen wir je
eine Interpretation mit val;(F') = 1 bzw. val;(F') = 0 heraus. Die letzte Spalte der dritten
Zeile gibt eine charakteristische Konjunktion fiir die Interpretation mit I(B) = 1 und
I(A) = I1(C) = I(D) = 0 an. Offenbar evaluiert die Konjunktion ausschliefslich in dieser
Interpretation zu 1. Da die Tafel elf Zeilen besitzt, in denen F' zu 1 evaluiert, erhalten
wir eine DNF mit insgesamt elf Konjunktionen:

DNFr = (=AA-BA-~CA-D)V (AA=BA-CA-D)V (~ANBA-CA-D)
V (AABA-CA-D) V (wFAA~BACA-D) V (AA~BACA-D)
V (RAABACA-D) V (AANBACA-D) vV (ANBA-CAD)
V (AA~BACAD) V (ANBACAD)

Die vorletzte Zeile der Wahrheitstafel représentiert eine Interpretation, in der F' zu 0
evaluiert. Die letzte Spalte gibt die charakteristische Disjunktion zu dieser Interpretation
an. Offenbar evaluiert die Disjunktion ausschliefslich in dieser Interpretation zu 0. Da die
Tafel fiinf Zeilen besitzt, in denen F' zu 0 evaluiert, erhalten wir eine KNF mit insgesamt
fiinf Disjunktionen:

KNFr = (AVBVCV-D) A (=AVBVCV—D) A (AV-BVCV-D)
A (AVBV—=CV-D) A (AV-BV-CV-D)
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bzw. in Mengennotation geschrieben:

KNFr = {{A,B,C,-D}, {-A,B,C,-D}, {A,-B,C,—-D},
{A7B7_'Ca _'D}’ {Aa_'Ba_'Ca _'D} }

O

Die Lange einer disjunktiven bzw. konjunktiven Normalform kann exponentiell grofer
sein als die urspriingliche Formel. Verursacht wird dieses Wachstum bei der algebraischen
Methode durch die Elimination von = und # sowie durch das Anwenden der Distribu-
tivitat, bei der semantischen Methode durch die Anzahl der méglichen Interpretationen
(Zeilen der Wahrheitstafel). Wéhrend die semantische Methode aber immer lange Nor-
malformen liefert, erhdlt man durch die algebraische Methode meist deutlich kiirzere.
Der schlechteste Fall tritt ein, wenn man eine DNF in eine KNF (oder umgekehrt) trans-
formieren muss.
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