6. Ubung - Differenzengleichungen

Beispiel 200

Gesucht sind alle Losungen von (a) 2x,41 — 32, +1=0und (b) 41 — 2, +7=0,
jeweils fiir n > 0.

Um diese lineare Differenzengleichung erster Ordnung zu losen, verwenden wir die im
Buch auf Seite 273 fiir die explizite Gleichung x,, 1 = ax, + b hergeleitete Formel:

a—1

o a"xo+ bE=t  fiir a # 1
"o To+ bn fira=1

Um die Koeffizienten a und b ablesen zu konnen, miissen wir also zuerst die beiden
gegebenen Gleichungen auf die explizite Form bringen:

3 1 3 1
(a) 20,41 — 32, +1=0 <& Tnt1 = 5%n 5 = a:§undb:—§
(b) Tpni1 —Tpn+7=0 & xp1=x,—7 = a=1lundb=-7

Wenn wir jetzt in obige Formel einsetzen, dann bekommen wir die Losungen:

o e (G ) -
(b) Tp = \1’9/—’—(—7)71

=:C

Da kein bestimmter Anfangswert fiir zy gegeben ist, kann xy durch C ersetzt werden.



Beispiel 203
Gesucht ist die allgemeine Losung von 2,1 = 32"z, + 3" fiir n > 0.

In diesem Fall haben wir es mit einer allgemeinen linearen Differenzengleichung erster
Ordnung der Form x, 1 = a,x, + b, zu tun, wobei a,, = 3*" und b,, = 3"* der Stérterm
der Gleichung ist. Wir gehen nach folgendem Kochrezept vor:

1. Suche die allgemeine Losung (das ist eine ganze Losungsschar) der homogenen

Gleichung z,,1 = a,x,, die sogenannte homogene Losung M.

2. Suche eine (und das heifit eine einzige, beliebige) Losung der inhomogenen Glei-
chung x,.1 = a,x, + b,, die sogenannte partikuldre Losung x%p ), z.B. mittels
Variation der Konstanten oder mit der Methode des unbestimmten Ansatzes.

3. Bilde die Losungsgesamtheit durch z,, = e 4 2@

Homogene Losung

Wir méchten die homogene Gleichung x,, 11 = 32"z, 16sen. Dann folgt (indem wir riickwiirts
immer wieder passend einsetzen) aus

Tp = Qp—1Tp—1 = Qp—-1Apn—2Tp—2 = *++ = Xg H Qs

dass unsere homogene Losung (zg wieder durch C' ersetzen) durch P = = CII5, ' 32
gegeben ist. Wir miissen also noch das Produkt ausrechnen. Dabei verwenden wir die

GauB’sche Summenformel Y271 i = S 1i = ”("2_1), um folgendes zu berechnen:

1:[ 921 _ 320 321 32(n—1) _ g5l 2 _ 9230 32"<" D gn?-n

Die homogene Losung ist also P = .3,

Partikulidre Losung

Als niichstes betrachten wir die inhomogene Gleichung x,., = 3*"x,, + 3" und suchen
eine partikuldre Losung davon. Wenn wir die Tabelle mit Storfunktionen auf Seite 285
zu Rate ziehen, so sehen wir, dass unsere Storfunktion b, keinem der angefiihrten Félle
entspricht, insbesondere nicht dem Fall 7", da unsere Stérfunktion von der Form r™ ist
und die Versuchslosung nicht einfach mal so an unser Problem ‘angepasst” werden kann!
Tatsédchlich wiirde man etwa mit dem Ansatz xn = Ar"* auf einen Ausdruck kommen,
der am Ende, wenn man ihn wieder in die Differenzengleichung einsetzt, auf eine falsche
Aussage fiihrt, d.h. keine Losung dieser ist. Da wir eine Losung wollen, darf so etwas
nicht vorkommen!



Wir versuchen also unser Gliick mit einer Variation der Konstanten, d.h. wir nehmen die
homogene Losung und machen C' ebenfalls von n abhéngig. Unser Ansatz schaut also so
aus: 27 = C,-37°~". Diesen Ausdruck setzen wir jetzt in die inhomogene Differenzenglei-
chung ein und erhalten (beachte: auf der linken Seite vom Gleichheitszeichen verwenden
wir den Index n + 1, auf der rechten Seite den Index n):

xfﬁzl = 32z 4 37 | einsetzen
Chpq - 3HD°=(41) — 320 o gn®—n 4 3n? | zusammenfassen
Chy1 -3V = C, - 3V 4" 4 377 | gritn
1
Cn—l—l - On + 3_n

Wir haben also eine neue, aber relativ einfach zu lésende Differenzengleichung erhalten
von der wir irgendeine Losung suchen - speziell kénnen wir also den Startwert Cy = 0
setzen. Beachte, dass wir hier nicht die Methode von Beispiel 200 anwenden koénnen,
weil dies nur fiir konstante Koeffizienten a und b moglich war - hier hiangt 3% aber ganz
offensichtlich von n ab! Wir 16sen die Differenzengleichung also durch Aufsummieren und
erkennen, dass wir hier eine endliche geometrische Reihe vorliegen haben, fiir die wir eine

Summenformel kennen (oder nachschlagen):

n—1 1
- 1-= 3 1
—1 3n
’Vl: e = — 1——
Co=2 37" =72 2( 3n>

1
i=0 3

Also haben wir eine partikuldre Losung der Gestalt P = C, - 3M " = % (1 — 3%) 3n*-n
gefunden.

Losungsgesamtheit

Als allgemeine Losung ergibt sich

3 1 3 1
_ (h) (p) _ . nZ2—n 1 = n%2—n _ n2—n b B
Ty, =x, +a,P) =C-3 +2< 3n)3 3 (C+2( 3n>)

Zusatz: Was passiert, wenn ein Anfangswert z, gegeben ist?

Angenommen, wir hétten noch 2o = a € R gegeben. Dann miissten wir in der allgemeinen
Losung jetzt noch C' bestimmen. Dazu betrachten wir die Gleichung

emmewr (o2 (1o 1)) <

Wir miissten also nur das C durch unseren Startwert xo ersetzen.



Beispiel 213

Gesucht: Die Losung folgender Differenzengleichung zweiter Ordnung zu vorgegebenen
Anfangsbedingungen

dxp.0 + 122,01 — Tx, = 36, To=6, ;=3

Homogene Losung

In unserem Fall lautet die zu 16sende homogene Gleichung
Azp10 + 122,01 — Tx,, =0 (1)

Setzt man den Ansatz 24’ = A" in Gleichung (1) ein, erhédlt man die charakteristische
Gleichung

7
TP HINT TN =0 = AN HI2A-T=0 <= N43A-2=0

Losen dieser quadratischen Gleichung mittels kleiner Losungsformel

IR

(> +pr4+q=0= 01 =—-5=+ \/%2 — q) ergibt folgende Losungen: \; = %, Ao = —
Somit lautet die allgemeine Losung der homogenen Gleichung

1 n 7 n
Iglh)zcl'(g) +CQ'(_§) .

Da die Storfunktion s,, = 36 konstant ist, kann der Ansatz 2P = A (siche Tabelle Seite
285) zur Bestimmung einer partikuldren Losung verwendet werden.

Partikulidre Losung

Einsetzen des Ansatzes in die Differenzengleichung ergibt

AA+12A-TA=36 — A=4

Eine partikulire Losung ist somit %) = 4.

Allgemeine Losung

Die Losung der allgemeinen Differenzengleichung lautet

np>zcl.(%)n+@. (_;)n+4 (2)

)
3

I
&/—\
°=
+
&g/—\



Anfanswerte einsetzen

Das Einsetzen der Anfangswerte xy = 6 und x; = 3 in (2) ergibt:

1\’ 7\’
$0:6261'<§> —1—02-(—5) +4<—6=c1+c+4d<—=c;=2—cy
1\' 7\ 1
$1:3201'<§> +C2<_§> +4<:>3201'§_02'
1
:>2—02:—2+702:>02:§:>01:

Losung

Die gesuchte Losung ist somit



Beispiel 238

Sei a, die Anzahl aller Teilmengen der Menge {1,2,...,n}, die keine zwei aufeinander-
folgenden Zahlen enthalten.
Gesucht: Die Rekursion der gesuchten Zahlen a,, und die Losung dieser.

Gesuchte Rekursion

Die gesuchte Rekursion mit dazugehorigen Anfangswerten lautet
Unto = Ani1+an, o= 1,01 =2,

Diese ist folgendermaflen zu erkléren:

Die Anzahl aller gesuchten Teilmengen der Menge {1,2,...,n+ 2} =

(Anzahl aller gesuchten Teilmengen ohne das Element n+2, dies entspricht genau der
Anzahl der gesuchten Teilmengen der Menge {1,2,... ,n+1}) +

(Anzahl aller gesuchten Teilmengen mit dem Element n+2, dies entpricht genau der
Anzahl der gesuchten Teilmengen der Menge {1,2,...,n}).

Die leere Menge hat genau eine Teilmenge (sich selbst), dh. ay = 0, die einelementige
Menge hat die leere Menge und sich selbst als Teilmengen, daher a; = 2.

Losung der Rekursion
Die zu losende Differenzengleichung lautet

Up42 — Qpy1 — Ap = 0

Es handelt sich um eine homogene Differenzengleichung zweiter Ordnung.
Das charakteristische Polynom dieser Gleichung ist

1 ) 1 ) 1—+5
)\2—)\—120 —— 2)\1:§:|: Z_]; - Al = +2\/_, Ay = 2\/_

Da es sich um eine homogene Differenzengleichung handelt, ist es nicht notwendig eine
partikuldre Losung zu berechnen, daher lautet die Losung der allgemeinen Gleichung

145 1-v5\"
o (57 o ()

Einsetzen der Anfangswerte ergibt:

ap=l=c1+c=—=c1=1—cy

145 1-5
(5




Die gesuchte Losung ist somit

C3+vE (14vB) 3-VB (1-45)
“=5 2 2.5 2




