9 Optimierung mehrdimensionaler
reeller Funktionen f:R" — R

9.1 Optimierung ohne Nebenbedingungen

Ein Optimum zu suchen heifit, den gréfiten oder den kleinsten Wert zu suchen.

Wir suchen also ein zy € R”, sodass

o f(zg) < f(x) fiir alle z € R™ (dann heifit xy globales Minimum)

o f(x9) > f(x) fiir alle z € R™ (dann heifit xy globales Maximum)

Die Funktion f heifit auch Zielfunktion.

Die Formulierung bzw. das Finden einer ,,geeigneten® Zielfunktion ist meist der schwie-
rigste Teil einer Optimierungsaufgabe.

Zunachst suchen wir aber nach lokalen Minima bzw. Maxima:

Suche x5 € R" so, dass

e f(zo) < f(x) fiir alle z aus einer Umgebung U.(x¢) um z, (2 nahe bei zy):
xg ist dann ein lokales Minimum

e f(zo) > f(x) fiir alle z aus einer Umgebung U.(x¢) um z, (2 nahe bei zy):
o ist dann ein lokales Mazimum.

Wie finden wir solche Punkte?

BEISPIEL 9.1

n=1f:R—R.

Wir berechnen die Ableitung f’(z) und setzen sie gleich 0: f’(z) = 0 (horizontale Tan-
gente, kein Anstieg/Abstieg im Extremum). Punkte, die diese Forderung erfiillen, sind
Kandidaten fiir Extremwerte. Zur genauen Bestimmung berechnen wir f”(x), die zweite
Ableitung eines Kandidaten xg, d. h., das Kriimmungsverhalten der Funktion in bzw. um
xg. Falls f"(x¢) > 0, so ist xq ein lokales Minimum, ist f”(x¢) < 0, so ist x ein lokales
Maximum. Erhalten wir aber f”(x¢) = 0, so ist es notwendig weiterzurechnen, eventuell
befinden wir uns an einer Sattelstelle, das ist jedoch genauer zu untersuchen.
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Abbildung 8: Plot der Funktion (z — 1)?(z + 1)2.

Sei etwa f(z) = (z — 1)*(z + 1)

Dann ist f'(z) = 4x(z — 1)(x + 1) und dieser Ausdruck verschwindet in g = —1, 1 =0
und x5 = 1. Alle drei Punkte sind stationire Punkte, also Kandidaten fiir Extremalstellen.
Wir berechnen die zweite Ableitung und erhalten f”(z) = 1222 — 4. Wir stellen fest, dass
f"(=1) = f"(1) =8 > 0 und f”(0) = —4. Also sind die Stellen zy und x5 lokale Minima
und die Stelle z ist ein lokales Maximum (siehe Abbildung 8).

Was passiert bei n > 17

Eine lokale Betrachtung ist moglich mittels (partieller) Ableitungen (falls die Funktion
differenzierbar ist, sonst wird es komplizierter). (Partielle) Ableitungen werden in Gradi-
enten V f(x) zusammengefasst. Dieser kann auch als Richtungsvektor im R" betrachtet
werden. Betrachten wir Niveaumengen der Funktion f(z), so stellt sich heraus, dass
V f(z) immer ,senkrecht* zu den Niveaumengen steht (egal an welcher Stelle).

Auflerdem zeigt der Gradient immer in die Richtung, in der die Funktion vom Punkt x
aus gesehen am steilsten ansteigt.

Falls also V f(x) = 0, dann gibt es auch lokal keinen An/Abstieg und damit eventuell ein
lokales Minimum oder Maximum.

Auf diese Art konnen wir auch im mehrdimensionalen Raum R" Kandidaten fiir Extre-
malstellen finden.

Zur Bestimmung, ob ein Minimum oder Maximum vorliegt, brauchen wir wie im eindi-
mensionalen Fall hohere Ableitungen.

Mehrdimensionaler Taylor
Ahnlich wie im eindimensionalen Fall, kann auch fiir mehrdimensionale Funktionen unter
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bestimmten Bedingungen lokal eine Approximation mit Hilfe von Ableitungen an einer
bestimmten Stelle berechnet werden. Meist wird nur eine Approximation zweiten Grades
benotigt (siche auch Abschnitt 1.2.3 Mittelwertsétze):

THEOREM 9.1
Sei f zweimal total differenzierbar bei zy. Dann gilt:

f(x) = f(xo) + Vf(xo)(xr — 0) + %(m — 0)'V2f(20)(x — 70) + Rest,

Rest

wobei 5
[lz—ao]

— 0 mit ||z — x| — 0.

THEOREM 9.2 (NOTWENDIGE BEDINGUNG FUR LOKALE OPTIMA)

Sei xq lokales Minimum (Maximum) von f und f bei z( differenzierbar,
dann gilt V f(zo) = 0.

BEWEIS. [eigentlich nur Beweisskizze fiir Minimum]

Wir wissen, dass V f(zo) in Richtung des steilsten Anstiegs zeigt.
Angenommen, V f(zq) # 0. Sei 2 = zg — A[V f(z0)], mit A > 0, klein.
Daraus folgt dann, dass auch ||z — zo|| = |A|||V f(x0)]| klein ist. Also

flzo) < f(x) = f(xo)+ Vf(zo)(x — o) + Rest (siche Taylor)

(o) = AV f(20)V f(x0)" + Rest (da x — xg = (=) [V f(20)]")
(o) — M|V f(x0)||* + Rest, dieser Rest ist aber sehr klein
(x9) und daher ein Widerspruch!

f
= f
f

Umgekehrt gilt:

THEOREM 9.3 (HINREICHENDE BEDINGUNG FUR LOKALE OPTIMA)

Sei f zweimal stetig differenzierbar bei x;.

Ist die erste Ableitung V f(zo) = 0 und die zweite Ableitung H = H(zo) = V2 f(z0)
(die Hesse’sche Matrix) positiv definit (d. h., u* Hu > 0, fiir alle v # 0), dann ist z eine
lokale Minimalstelle.

Ist die erste Ableitung Vf(xo) = 0 und die zweite Ableitung H = V?f(xy) (die Hes-
se’sche Matrix) negativ definit (d. h., u'Hu < 0, fiir alle u # 0), dann ist z eine lokale
Maximalstelle

BEWEIS. [wieder nur Beweisskizze fiir Minimum]|

f(z) (z0) + su'Hu + Rest (klein)
(x9) fiir z nahe bei zq (da u'Hu > 0)

f
f

AVANI

BEMERKUNG 9.1
H positiv definit heifit, dass die quadratische Form u! Hu, die in der Taylorapproximation
den quadratischen Term représentiert, positiv gekriimmt ist (d. h., die Steigung nimmt
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— im eindimensionalen Fall — von ,links nach rechts“ zu), also konvex ist. u'Hu > 0
bedeutet, dass alle Eigenwerte der Matrix H = Hy(x() positiv sein miissen, da u'Hu > 0
fiir alle Vektoren u gelten muss, also gilt speziell fiir Eigenvektoren v und den zugehorigen
Eigenwert A

v Ho = v' v = Mo = Ap|* > 0,

also muss A > 0 sein, da die Lénge [|v|| immer positiv ist.
Analog gilt fiir negativ definite Matrizen, dass alle Eigenwerte negativ sein miissen.
DEFINITION 9.1

Eine n x n-Matrix A = (a;;)7,—, hat n Hauptminoren Ay, k =1,...,n.

Ein Hauptminor Ay ist definiert als Ay = (ai;)5 ;.

THEOREM 9.4 (KRITERIUM VON SYLVESTER)
Eine symmetrische Matrix ist

e positiv definit, wenn alle ihre Hauptminoren positiv sind.

e negativ definit, wenn ihre Hauptminoren alternierend negativ und positiv sind, d. h.,
A1 <0, A2>0, A3<0, A4>0, ...,A2k>0, A2k+1 <0,

BEISPIEL 9.2
Suche die lokalen Minima der Funktion f(zy, z2, 73) = 23+223 09 +2129w3+ 23— 229+ 2012
Dann ist

x1, 322 + dx 19 + 1073
VIl 22 |)=| 222 + x123 + 229 — 2 + 22
T3 r1T9 + 2.1’2273

Setzen wir V f(x1, x2, x3) = 0, so erhalten wir:

I: 3.73% + 41’1$2 + Toxy = 0
I: 223+ a3+ 20 —2+23 = 0
IIT : 129 + 2x923 = 0

Aus 1T : z9(x1 4+ 223) = 0 folgt nun, dass entweder (1) zo = 0 oder (2) 21 = —2x3.

Fall(1) z3 = 0: Durch Einsetzen folgt aus I, dass 3z7 = 0 und daher z; = 0.
Andererseits folgt dann aus II, dass —2 + 22 = 0 und damit z3 = +/2.
Wir erhalten nun zwei Kandidaten fiir Extrema:

0 0
W = 0 , @ = 0
+v2 V2
Fall(2) x; = —2z3: Durch Einsetzen in I und die einfache Umformung: 1222 — 7xoz3 =

23(1223 — Tx9) = 0 erhalten wir die zwei Unterfille (2a) z3 = 0 bzw. (2b) z3 = 5 s.

12
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Fall(2a) x3 = 0: Durch Einsetzen erhalten wir ; = 0 und z, = 1, also einen neuen
Kandidaten fiir ein Extremum

0
+® =11
0
Fall(2b) 3 = Lxa:
Hier folgt, dass 1 = —él’g, und durch Einsetzen in II, dass %x% + 229 — 2 =0.

Diese quadratische Gleichung hat zwei Losungen, die anndhernd folgende Werte anneh-
men: —1.428 und +0.588. Daraus ergeben sich die beiden letzten Kandidaten (mit un-
gefahren Koordinaten):

1.666 —0.686
@ =1 —1428 |, 20 =1 0588
—0.833 0.343

Nun gilt es zu priifen, ob die obigen Punkte Minima sind. Dazu berechnen wir die Hes-
se’sche Matrix der zweiten partiellen Ableitungen:

6x1 + 4xy 4x1 + 23 T3
H(:L‘) = VQ(Q?) = 4I1 + x3 2 r1 + 21’3
) T+ 21‘3 21’2

Wir setzen nun die Punkte ein, also:
0 V2 0
HizW)=|[ v2 2 2V2 |, diese Matrix ist indefinit! (0-,...)
0 2v2 0
0 —v2 0
H@z®) = -2 2 —2v/2 |, ist indefinit! (0-,...)
0 -2v2 0

4
Hz®)=1| o
1

S NN O

1
0 |, ist positiv definit (4,+,+), also ist 23 lokal minimal.
2

1.121 5.831 —1.428
H(z™®) = 5.831 2 0 , ist indefinit! (+,-,...)
—1.428 0  —2.856
—1.764 —2.401 0.588
H(z®))= [ —2401 2 0 , ist indefinit! (-,+,+)
0.588 0  1.176

0 0
Das einzige lokale Minimum ist daher & = [ 1 | mit f(z®)=f([ 1 |) = -1
0 0
Achtung: Durch einfache Uberlegungen kénnen wir feststellen, dass 23 zwar lokale, aber
A
keine globale Minimalstelle ist: f([ 0 |) =A% — —00, A = —c0.
0
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9.2 Einfache numerische Optimierungsverfahren

Wir kénnen unser Wissen iiber Gradienten und den Taylor’schen Lehrsatz auch fiir ite-
rative Naherungsverfahren zur Bestimmung von Extremwerten verwenden:

Methode des steilsten Abstiegs (steepest descent)

Algorithmus:

T11
(1) Wihle ein z; = : als Startpunkt.

T1in
(2) Fiir k =1,2,3,... berechne die Richtung dj := —(V f(z))"
Minimiere ¢(\) = f(zx + Ady) durch ,eindimensionale Optimierung nach A.“
Wir erhalten einen optimalen Wert \*!
Als néchsten Punkt wahlen wir z,1 = xp + \*d.

Zunéchst gehen wir wie Wasser vor: Wir wéhlen die Richtung des steilsten Abstiegs. Diese
Richtung behalten wir so lange bei, bis die Funktion f (diese entspricht der ,Hohe®)
wieder anzusteigen beginnt. Dort sehen wir uns erneut nach dem steilsten Abstieg um
(Gradient und Hohenschichtlinie sind dort ja immer orthogonal zueinander).

Warum kénnen wir es nicht wirklich genauso wie das Wasser machen? Wir miissten unend-
lich viele Neuberechnungen der Richtung machen (die Schrittweite miisste infinitesimal
klein werden) und wir wiirden dadurch eine unendliche Rechenzeit erreichen.

Unser Optimierungsverfahren ist hingegen schon recht effizient: Anfangs machen wir grofie
Schritte, erst wenn wir uns dem Optimum néhern, werden die Schritte kleiner.

Das Steepest descent-Verfahren verlauft immer in aufeinander folgenden, orthogonalen
Richtungen (siche Abbildung 9).

BEISPIEL 9.3
Sei fiir folgende Funktion f(x,y) = 2% + y* — 2z — 6y ein Minimum zu bestimmen.

Wir wahlen zunéchst x; = 0 ) als Startpunkt.

0

Wir berechnen (V f(x))! = ( ;;j :(23 ) Dann ist d; = —(V f(x1))" = —( 6 ) und wir

erhalten: p(\) = f(z1+Ady) = f((

Abgeleitet nach A erhalten wir ¢’())
in \* = 1.

Damit ergibt sich der néchste Punkt als zo = x1 + A*d), = ( 8 ) + %( 2 ) = ( ;) )

8 ) —|—)\< 2 )) = 4A?2 4+ 362 —4X— 36\ = 40\% — 40\
= 80\ —40. Die Funktion () hat also ein Minimum

Dieser ist auch schon das Minimum.
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Abbildung 9: Steepest Descent.

Das mehrdimensionale Newtonverfahren

Wir approximieren die Funktion f(x) an der Stelle zy durch eine quadratische Funktion

1
h(z) = a+ bz + éxth :

Es muss dann gelten:

f(z1) h(z)) = a+ba + 321Gy
V() = Vh(r) = b +2iG
VQf(.’L'l) = V2h(£€1) = G

Wir erhalten daraus: b' = V f(x1) — 2 V2 f ().

Wenn wir nun das Minimum z* von h(z) berechnen, erhalten wir eine Naherung fiir das
Minimum von f.

Wir setzten wieder VA(x) = 0 und erhalten:
b' + 2*'G = 0 und daraus =* = z; — (V2f(21)) 1 (Vf(z1))".

Daraus leitet sich der Algorithmus von Newton und Raphson fiir den mehrdimensionalen

Fall ab.

Algorithmus nach Newton—Raphson:

11
(1) Wihle ein z; = : als Startpunkt.

T1n
(2) Wiederhole xy,11 = zp — (VZ(z)) " (Vf(zx))! bis die gewiinschte Genauigkeit erreicht
ist.
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Eal

Abbildung 10: Newton-Raphson.

Vorteil: Wir gehen gleich in eine ,,gute Richtung® (bei quadratischer Zielfunktion genau
in Richtung des Minimums), statt einen Zick-Zack-Kurs zu steuern.

Nachteile:

— Die zweiten Ableitungen miissen bekannt sein.

— Die Hesse’sche Matrix muss immer positiv-definit sein (entspricht strikter Konve-
xitét)

— Der Funktionswert kann zwischendurch sogar ansteigen (das ist bei steepest de-
scent nie der Fall), dies konnen wir aber durch Kombination mit dem line search
Verfahren vermeiden.

— Die Inversion der Hesse’schen Matrix kann numerisch aufwéandig sein.

Das Newton-Raphson Verfahren kann also nur dann angewendet werden, wenn die zweiten
Ableitungen bekannt bzw. berechenbar sind.

9.3 Optimierung mit Nebenbedingungen

Zusétzlich zur Zielfunktion f miissen wir noch Restriktionen fiir die zulissigen Werte
betrachten, d. h., es sind nur Werte aus einer Teilmenge des R" zur Konkurrenz zugelassen
(x € S CR").

Diese Restriktionen kénnten in unterschiedlicher Weise beschrieben werden. Im Folgenden
gehen wir davon aus, dass unsere Restriktionen mit Hilfe von Gleichungen und Unglei-
chungen beschrieben werden koénnen.
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Unser Optimierungsproblem ldsst sich also folgendermafien formulieren:

flx) — min!
gi(z) < 0
gm<x> < 0
hi(z) = 0
he(x) = 0

Wir haben hier ein Minimierungsproblem mit m Ungleichheits- und r Gleichheitsnebenbe-
dingungen beschrieben, wobei die Funktionen g;(x), i =1,...,m und h;(z), j=1,...,r
im Prinzip beliebige Funktionen sein kénnen.

BEISPIEL 9.4

Es sei ein Wartehduschen mit folgenden Vorgaben zu konstruieren: Die Riickwand darf
hochstens 3m lang sein. Die Gesamtliange der Wande (Riick- und Seitenwinde) soll gleich
4m sein. Die iiberdachte Fléche ist zu maximieren.

Als mathematische Formulierung erhalten wir dann daraus (z; ist die Linge der Hinter-
wand, z, ist die Ldnge der Seitenwénde):

g(‘rth) = I 3

flz1,20) = mx9 —  max!
<
h([El, 172) = x1+ 21’2 = 4

Ein wichtiger Spezialfall: Nur Gleichheitsnebenbedingungen

THEOREM 9.5
Es sei f(z1,...,2,) : R — R stetig differenzierbar.
Der zulédssige Bereich S sei durch Gleichungen beschrieben

X1

T

die Funktionen g; seien stetig differenzierbar und die Matrix der partiellen Ableitungen
der g; (m x n-Matrix) habe den Rang m, m < n.

L1 il
Dann ist fiir ein lokales Extremum von f(| : |) mit : € S notwendig, dass
Ty Tn
Vf(z) =3, \MiVgi(x), mit eindeutig bestimmten Koeffizienten \; (diese heissen La-
grange’sche Multiplikatoren).
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Wir gehen so vor, dass wir die Lagrange-Funktion

L(ZL’l,. c. ,In,)\l, ce ,)\m) = f(xl, . ,I‘n) — Z)\lgz<$1, R ,l’n)
=1

bilden und sowohl nach z1, ..., x, als auch nach Aq,...,\,, ableiten und die Ableitungen
gleich 0 setzen.

Danach miissen wir das entstandene (im Allgemeinen nichtlineare) Gleichungssystem in
n + m Variablen zu losen.

BEISPIEL 9.5

flry,20) = 129 —  max!
g(x1,m) = ai4+25—-1 = 0

Die Lagrange-Funktion ist dann:
L(Il, T2, /\) = T1To — )\(.T% + Ig - 1)

Wir leiten nach allen Variablen und A ab und setzen gleich 0:

I: g—{l = To — 2)11 =0
II : aa—gf; = T1 — 2AT9 =0
mr: 8 = —@i+ai-1) = 0

Falls 1 = 0, dann folgt aus I, dass auch x, = 0; das steht aber im Widerspruch zu III.
Wir schlieflen daraus, dass x; # 0.

Ahnliches gilt auch fiir x5, es muss also auch z, # 0 sein.

Falls aber nun z; # 0, dann erhalten wir durch Umformung aus I, dass 2\ = ﬁ—f Aus II
folgt dann (wegen x5 # 0), dass 2\ = L. Daraus schlieBen wir, dass x1 = £x. Eingesetzt

in III, erhalten wir dann xz; = j:g = :I:\/iﬁ. Also erhalten wir schliellich 4 Kandidaten
fiir lokale Extremwerte:

m 2\ Lo 2 ®) —2 ) L@ ~
Sl W Rl (N )RR (R S R Q.
2 2 2 2

mit Funktionswerten % bzw. —%.

Wenn wir nicht nur Gleichheits- sondern auch Ungleichheitsnebenbedingungen haben,
dann gibt es ein dhnliches, aber etwas komplizierteres Verfahren — das Karush-Kuhn-
Tucker-Verfahren — mit dem auch solche komplexeren Félle behandelbar sind.
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