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Mehrdimensionale Funktionen
Graph

Definition

Der Graph einer mehrdimensionalen Funktion  : →
ist die Menge

Eine Niveaumenge einer mehrdimensionalen Funktion  : →
ist eine Menge

Mehrdimensionale Funktionen
Niveaumengen

Kontourplot
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Mehrdimensionale Funktionen
Niveaumengen

Graph/Kontourplot

Mehrdimensionale Funktionen
Stetigkeit

Definition

Die Stetigkeit wird über den Begriff des Grenzwertes bzw.
über einen Abstands‐ bzw. Längenbegriff eingeführt. 

Im mehrdimensionalen Fall wird dies genauso geschehen.
Dazu müssen wir aber zuerst die Struktur des  betrachten (MBT).
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Mehrdimensionale Funktionen
Der euklidische Vektorraum 

⋮ , … , ∈

Mehrdimensionale Funktionen
Der euklidische Vektorraum 

⋮ , … , ∈

Definition

Metrischer Raum  , 	∙	
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Mehrdimensionale Funktionen
Folgen im metrischen Vektorraum 

Definition

Definition

Mehrdimensionale Funktionen
Stetige Funktionen   

Definition

⟺
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Mehrdimensionale Funktionen
Stetige Funktionen im  

Theorem

Eine Funktion    : → ist stetig auf  ⊆ , 
wenn jede ihrer Komponentenfunktionen auf  stetig ist.

Bemerkung

Mehrdimensionale Funktionen
Topologisches aus dem  

Bevor wir den nächsten Schritt in Richtung Differenzierbarkeit tun, 
müssen wir uns noch kurz mit der Topologie des  	befassen, 
d. h. mit Mengen im  .
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Mehrdimensionale Funktionen
Spezielle Mengen im 

Mehrdimensionale Funktionen
Spezielle Mengen im 



16.03.2011

8

Mehrdimensionale Funktionen
Folgen und Mengen im 

Theorem

Theorem

Definition

Theorem

Theorem

Bemerkung

Numerische Näherungslösungen iterativer Algorithmen 
sind nichts anderes als Glieder von Folgen im 

Differenzialrechnung im 
Definitionen

Differenzialquotient

Wie sieht das im mehrdimensionalen Fall aus?
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Differenzialrechnung im 

Die Tangentialebene an einen Punkt  , , ∈ dieser Funktion ist durch 
zwei linear unabhängige Richtungsvektoren gegeben.

Wir bewegen uns entlang einer Gitternetzline parallel zur  ‐Achse und erhalten einen 
Richtungsvektor über die Tangente an die Gitternetzlinie. 
Bei konstantem  betrachten wir die Ableitung nach  .

Differenzialrechnung im 

Tangentialebene Projizierende Tangentialebene 



16.03.2011

10

Differenzialrechnung im 
Partielle Ableitung

Definition

Bemerkung

Ableitung in Richtung 

als Variable

alle anderen Argumente werden als konstant angesehen 

Definition

Eine Funktion heißt partiell differenzierbar nach  im Punkt 

∈ , wenn der obige Lines dort existiert.

Eine Funktion heißt partiell differenzierbar nach  auf  ⊆ , 

wenn sie in allen Punkten  ∈ partiell differenzierbar ist.

Differenzialrechnung im 
Partielle Ableitung, Notationen

Beispiel
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Differenzialrechnung im 
Gradient, erste Ableitung

Definition

Bemerkungen

Wir verwenden hier die Notation des Gradienten als Zeilenvektor,
da er dann direkt in Approximationsformeln etc. verwendet werden kann.
Manchmal wird der Gradient auch als Spaltenvektor definiert, 
Insbesondere wenn durch ihn eine Richtung angezeigt werden soll. 
Beides ist möglich und zulässig.

Differenzialrechnung im 
Höhere partielle Ableitungen

Beispiel
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Differenzialrechnung im 
Hessematrix, zweite Ableitung

Definition

Theorem

Differenzialrechnung im 
Total differenzierbar

Definition

Definition
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Differenzialrechnung im 
Total differenzierbar

Beispiel

Differenzialrechnung im 
Beispiel

Problem:
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Differenzialrechnung im 
Beispiel (Fortsetzung)

ist symmetrisch bez. der Vertauschung von  und 

ist symmetrisch bez. der Vertauschung von  und 

Niveaumengen sind Hyperbeln

Differenzialrechnung im 
Partielle Ableitungen

Theorem

Theorem

Beispiel
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Differenzialrechnung im 
Ableitungen für Funktionen  : →

Bisher:  Reelle Funktionen  : →
Jetzt:     Funktionen  : →

Jede Koordinatenfunktion  ist eine reelle Funktion  : →

⟹ Setze Ableitungen aus jenen der Koordinatenfunktionen zusammen.

Differenzialrechnung im 
Jacobimatrix, Funktionalmatrix

Ist  : → ,

Und sind alle Koordinatenfunktionen  partiell differenzierbar

Definition

so ist die erste Ableitung von	 	die Jacobimatrix (Funktionalmatrix)
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Differenzialrechnung im 
Jacobimatrix, Funktionalmatrix

Ist die Jacobimatrix quadratisch, 
dann heißt ihre Determinante Funktionaldeterminante.

Da wir  Komponentenfunktionen jeweils  ‐mal partiell ableiten, 
ist die Jacobimatrix  eine  ‐Matrix.

Zweite Ableitungen von Funktionen : → werden in geschlossener 
Form im Allgemeinen nicht mehr betrachtet, da wir jede partielle 
Ableitung wiederum partiell in  Richtungen ableiten können. 
Das ergäbe einen „ ‐Würfel“, der nicht so leicht handhabbar ist. 
Für Taylorreihen spielen höhere Ableitungen jedoch eine Rolle.

Bemerkung

Differenzialrechnung im 
Jacobimatrix, Funktionalmatrix

Beispiel

Beispiel
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Differenzialrechnung im 
Differentiationsregeln

Wie im Eindimensionalen gelten auch hier weiterhin die bekannten Differentiationsregeln.

Sie können bewiesen werden, indem man die Funktionen und Ableitungen 
komponentenweise betrachtet. 

Voraussetzung ist, dass die beteiligten Funktionen differenzierbar sind.

Differenzialrechnung im 
Differentiationsregeln

Theorem (Verallgemeinerte Kettenregel)
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Differenzialrechnung im 
Verallgemeinerte Kettenregel

Beispiel

Differenzialrechnung im 
Richtungsableitung
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Differenzialrechnung im 
Richtungsableitung

Definition

Bemerkung

Differenzialrechnung im 
Richtungsableitung

Für welchen Vektor  	ist die Richtungsableitung maximal?

Da diese das innere Produkt von  mit dem Gradienten von  ist, 
ist sie proportional zum Cosinus des eingeschlossenen Winkels.

Da der Cosinus von 0∘ am größten ist, muss  parallel zum Gradienten 
liegen, also

Der Gradient zeigt in Richtung des größten Anstiegs.

Bemerkung:
Wenn wir eine Funktion maximieren wollen und irgendwo anfangen,
werden wir in Richtung des Gradienten weitergehen (Gradientenverfahren).
Ist der Gradient gleich 0l, so sind wir in einem stationären Punkt angekommen,
d. h. wir kommen nicht weiter. 
Wir könnten uns damit in einem Maximum befinden.
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Differenzialrechnung im 
Mittelwertsätze, Taylorreihen

Theorem

Differenzialrechnung im 

Landau´sche O‐Symbole
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Differenzialrechnung im 
Mittelwertsätze, Taylorreihen

Taylorreihe erster Ordnung, lineare Approximation

Taylorreihe zweiter Ordnung, quadratische Approximation

Differenzialrechnung im 
Mittelwertsätze, Taylorreihen

Beispiel
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Differenzialrechnung im 
Tangentialabbildung

Definition

Beispiel

Differenzialrechnung im 
Tangentialabbildung

Beispiel
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Differenzialrechnung im 
Das totale Differential

Definition

Differenzialrechnung im 
Das totale Differential

Beispiel (Fehlerfortpflanzungsgesetz)

Definition
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Differenzialrechnung im 
Das totale Differential

Beispiel (Fehlerfortpflanzungsgesetz)

Differenzialrechnung im 
Die Jacobimatrix der Umkehrabbildung
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Differenzialrechnung im 
Die Jacobimatrix der Umkehrabbildung

Theorem

Differenzialrechnung im 
Die Jacobimatrix der Umkehrabbildung

Beispiel
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Differenzialrechnung im 
Die Jacobimatrix der Umkehrabbildung

Theorem (Satz von der Umkehrabbildung)

Differenzialrechnung im 
Die Jacobimatrix der Umkehrabbildung

Beispiel
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Differenzialrechnung im 
Die Jacobimatrix der Umkehrabbildung

Beispiel


