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Stetige Funktionen f: R —- R

Folgen, Limiten

W] =
=
vl =
B

N =

Folge (a,):N > R,n~ a, <%>:<1

Konvergenz von Folgen
Eine Folge (a,) konvergiert gegen ein a € R, wenn es fiir jedes & > 0 eine natiirliche
Zahl N € N gibt, sodass a, € (a—¢,a+¢) furalle n > N. Die Folge heilt konvergent,
a heift Grenzwert oder Limes der Folge. Wir schreiben

rllimu,,:a = Ve>03INeN: |lap—-al<e Yn>N.

{an) —a e-Umgebung Uc(a) = (x| |x — al < &}
Konvergenz von Funktionen
Sei f: A — B eine Funktion. Ein a € R heift Grenzwert oder Limes der Funktion f
an der Stelle x;, wenn fir jede Argumentfolge (x,), die gegen x strebt ({x,) — x¢
oder lim,, ... x, = xo) gilt: lim,, ... f(x,) = a.
Wir schreiben dann
lim f(x)=a.
X—-Xo

\I_in\1_f(,\‘|—a = Ve>038>0: |f(x)-—al<e Vixo—x|<d
X=X
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Stetigkeit

Stetige Funktionen f: R —- R

Stetigkeit von Funktionen

Eine Funktion f : A — B heiBt stetig an der Stelle xo = A, wenn limy .y, f(x)

existiert und limy .x, f(x) = f(xo).

Eine Funktion heiBt stetig, wenn sie in allen Punkten der Definitionsmenge A stetig

ist, d. h.,

f:A— Bstetig =

f:A— Bstetig < ‘!i!{l flx) =f(xo0) VxocA

Vxpc A:

VYe>038>0: [flx)-flxo)l <&

Vx-xol <&

Beispiele

Stetige Funktionen f: R —- R
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Stetige Funktionen f: R —- R

Heaviside-Funktion

0 x<0
h(x) :{ 1 x=0

Unstetigkeitsstelle 0

Stetige Funktionen f: R —- R

Links- und rechtsseitig stetig

2T :
D
limg ., flx) e

lil“.rl.m f(z) 4o w

_Il —_— .I:|_| -— é

Leydold: Mathematik fiir Okonomen
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Stetige Funktionen f: R —- R

Links- und rechtsseitig stetig

Eine Funktion f : A — B heilt in x; rechtsseitig stetig, wenn es zu jedem £ > 0 ein
§ > 0 gibt, sodass

|f(x) - flxo)| <€ Vx € [xo,x0 + &) .
lim f(x) = !_ir\nflxi = f(xp) ® Ve>035>0: |[f(x)-f(x0)l <& Vx € [xp,x0+0)
X-X3 xixo

Eine Funktion f : A — B heilt in x, linksseitig stetig, wenn es zu jedem & > 0 ein
& > 0 gibt, sodass

If(x) — fxo)l <€ Vx e (xo - d,x0].

lim f(x) = llr\n flx)=flxp) ® Ve>0386>0: [flx)-flxp)l <& ¥x e (xp-8,x0]

X—Xp

Eine Funktion ist in xp genau dann stetig, wenn sie dort links- und rechtsseitig
stetig ist, und daher dort auch die Funktionswerte (Limiten) iibereinstimmen.

Stetige Funktionen f: R —- R

Links- und rechtsseitig stetig

Jlr) = “illf N A \|
/o

Die Funktion sin% ist im Nullpunkt weder links- noch rechtsseitig stetig. Es kann
nachgewiesen werden, dass sie in jeder noch so kleinen e-Umgebung um 0 jeden
beliebigen Wert zwi.f.chen (-1) und 1 annehmen kann.
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Stetige Funktionen f: R —- R

Links- und rechtsseitig stetig

~_ fle) =xsin “
\/ ~——_ \/
~ ~~

~

Die Funktion x sin% hingegen ist im Nullpunkt stetig, da die Funktion x den be-
tragsmilig mit 1 beschrinkten Sinus dominiert.

Stetige Funktionen f: R —- R

Mittelwertsatze
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Stetige Funktionen f: R —- R

Mittelwertsatze

Mittelwertsatz fur stetige Funktionen

Version 1

Ist f : A = B eine auf dem Intervall [a, b] stetige Funktion so nimmt diese
alle Werte zwischen f(a) und f(b) mindestens einmal an.

Version 2

Ist f : A —= B eine auf dem Intervall [a, b] stetige Funktion und gilt
f(a) < 0 < f(b) dann gibt es zumindest eine Nullstelle in [a, b],
das heiBt, es gibtein E mit f(§) =0, a <& < b.

Differenzierbare Funktionen f: R —» R

Differenzierbarkeit

Differenzenquotient ‘

Af _ flx1) = flxo) _ flxo+Ax) = f(xo)
AXx X| — Xo AX

(xo + A, f(wo + Aux)) \ Sekante
L PAS
(o f(x0))
O
| |
o Iy — A.f'
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Differenzierbare Funktionen f: R — R

Differenzierbarkeit

Differentialquotient ‘ ‘

fxo+ Ax) — f(x0) — lim Af

Ax Ax—0 AX

f'txo) = lim,

Tangentengleichung V

(ro+ A LX) =¥ = f(x0) + [ (x0)(x — Xq)

£

(o, flaon))

Differenzierbare Funktionen f: R —» R

Differenzierbarkeit
Differentialquotient

f(xo+Ax) = f(x0) Af

"(xp) = li = lim —
I (xo) _\.,{»IPU AXx ;\.i-lllu Ax
f(x0) = dfixo) _df | _ lim flxo+AX) = fixo) _ lim S - x
dx dx |xy Ax—0 Ax X-X0 X — Xp
Definition

Sei f: A — R eine reelle Funktion, A ein offenes Intervall.

[ heit differenzierbar in A, wenn der Differentialguotient

df(xo) _ af - lim flxo+Ax) — f(xg) _ lim flx)—x
ax Adx |xg Ax—0 Ax X=Xx0 X — Xp

S(x0) =

flr alle Punkte x; € A existiert.
Die Funktion f’(x): A — R heilit dann erste Ableitung der Funktion f in A.
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Differenzierbare Funktionen f: R — R

Differenzierbarkeit

Theorem

Ist eine Funktion f(x) in x; differenzierbar, so ist f in xq stetig.

Ableitungen einiger wichtigen Funktionen f(x)

c 0

xn n-xn" 1
x« o - xol
sinx COos X
CcOS X —sinx

e.\' c.\'
a* a* -loga
logx =Inx Ai

1 _ 1
log, x x108.¢ = 3155
x* x*(logx + 1)

Differenzierbare Funktionen f: R —» R

Differenzierbarkeit

Wichtige Differentiationsregeln

Mult. mit Konstante ¢
Summenregel
Produktregel
Quotientenregel
Kettenregel

Ableitung der Inversen

(e f(x)) =c- fl(x)
(f(x)+g(x)) = f(x) + g (x)
(f(x)-g(x)) =f'(x)-glx)+ flx)-g'(x)

(ftx))’ _fx) - g(x) - flx) - g'(x)
g(x) (g(x))*

(flg(x)) = f(g(x)) - g'(x)
fix) =

1
M (x))

Fur die Ableitung der Inversen muss natirlich die inverse Funktion existieren und
differenzierbar sein, weiters muss auch f”(x) = 0 sein. Die obige Formel folgt dann
aus der Kettenregel, angewendet auf f(f !(x)) = x (Rechnen Sie dies als Ubung).
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Differenzierbare Funktionen f: R — R

Differenzierbarkeit

Die Ableitung von arcsin(x)
Der arcsin ist die Umkehrfunktion von sin auf dem Intervall [— T_' %]

YW = s
)
1

1
sin’(arcsin(x))  cos(arcsin(x))

Daher gilt:
(arcsin(x))" =

e . . .2 5
Weiters wissen wir, dass sin” x + cos’x =1

cos(arcsin(x)) = \"‘I - sin’(arcsin(x)) = V1 — x2

also gilt
1

T—x2’

und damit insgesamt
(arcsin(x))’ =
Y

Differenzierbare Funktionen f: R —» R

Differenzierbarkeit
Far die Exponentialfunktionen a* gilt
a* = exp(log(a®)) = exp(xloga)
und daher ist
(a*)" = (exp(xlog(a))) = exp(xlog(a)) - loga = a*loga.
Analog ist (2¥)" = 2¥log 2.
Die Logarithmische Ableitung von x*

x* = exp(log(x*)) = exp(x - log x)

Ableitung mit Hilfe der Kettenregel
(exp(x - logx))" = exp(xlogx)(1 -logx + x - %i =x%(logx + 1)




Differenzierbare Funktionen f: R — R

Differenzierbarkeit

Die Ableitung von e*

Die Exponentialfunktion ist definiert durch

N |
=5 —xk
5

., . ¥th _ px - (,Jt ~1 - 1 1.2
(e¥) =lim&——=— = ¢¥lim ©p—= :(""}lI’l’l(-E(l+.,1+'7Th’+"‘*“]
10 2

h-o0 h—-0
e imPa s L s
=¥ }]1‘(::10(7;{11»2-!-;1 Tmh + ))

UTEETY PR PP x
—L.‘A}In_ra(h-(lf?!h A-ﬂh +ee0)) =e¥

Differenzierbare Funktionen f: R —» R

Extrema

Eine Funktion f : A — R besitzt in x¢ ein lokales Maximum (lokales Minimum), wenn
fir alle Punkte x einer Umgebung Us(xo) gilt, dass f(xo) = f(x) (f(x0) = f(x)).

Eine Funktion f : A — R besitzt in x; ein globales Maximum (globales Minimum),
wenn fiir alle Punkte x € A gilt, dass f(xp) = f(x) (f(xp) = f(x)).

14.03.2011
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Differenzierbare Funktionen f: R — R

Krimmung

Eine Funktion f : A — B heifit konvex in einem Intervall [a, b], wenn die Funktion
dort immer unter der Sekante liegt, d. h.,

flhx; + (1 = h)xz) = hf(x)) + (1 -h)f(x2) Vx,x;€[a,b] VO=zh=1

Eine Funktion f : A — B heilt konkav in einem Intervall [a, b], wenn die Funktion
dort immer tiber der Sekante liegt, d. h.,

flhxy + (1 —h)x2) = hf(x1) + (1 - h)f(x2) ¥Vxi,x2€[a,b] YO<h=1

Differenzierbare Funktionen f: R —» R

Krimmung

Wenn wir den Graphen der Funktion f(x) = x* — x betrachten, sehen wir, dass
flx) auf (—o0,0] konkav ist, auf [0, ) konvex. Weiters bemerken wir, dass der
Anstieg der Tangente an den Graphen im konkaven Bereich immer kleiner wird, je
groler x wird, im konvexen Bereich immer groRer. Das gilt auch allgemein.

Theorem
F(x)=0 Vx

FrEy =0 v

f konkav =

f konvex =

14.03.2011
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Differenzierbare Funktionen f: R — R

Finden von Etremata

| )
o

1. Berechne f'(x) und f"(x).

2. Finde alle x;, an denen f"(x;) = 0. Stationare Punkte
3. Uberpriife f'(x;) fiir alle gefundenen Punkte:

a) f"(x;) <0 = x;istlokales Maximum.

b) f"(x)) >0 = x;istlokales Minimum.

¢ f"(x))=0 = keine Aussage moglich.

Differenzierbare Funktionen f: R —» R
Finden von Extremata

7

flx)=x%-x

L f(x) =3x2 -1, f"(x) = 6x.

2. f'(x) =0also3x? -1 =0oderx = :_]'a

2./3> 0, d. h., Minimum in —'—i
2

V3 <0, d. h., Maximum in _47

14.03.2011
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Differenzierbare Funktionen f: R — R

Spezialfalle

Warum koénnen wir nichts tiber den stationaren Punkt xp aussagen, wenn wir wis-
sen, dass f"'(x) = 0.

Dazu einige Beispiele:

- f(x) = x* hat in x5 = 0 einen Wendepunkt mit horizontaler Wendetangente,

d. h, f"(0) = f7(0) = 0.

- f(x) = x* hat in x; = 0 ein Minimum und es gilt dort: f'(0) = f”(0) =
f7(0) = 0.

- f(x) = x° hat in xo = 0 einen Wendepunkt mit horizontaler Wendetangente
und es gilt sogar f'(0) = f7(0) = f3(0) = fF9(0) = 0.

Die jeweils nichsten Ableitungen sind aber ungleich Null und geben Auskunft iber
die Art des stationaren Punktes.

Differenzierbare Funktionen f: R —» R

Spezialfalle

Theorem

Sei f : A — B eine (mindestens) n-mal differenzierbare Funktion und x¢ ein sta-
tiondrer Punkt (d. h. f'(xp) = 0). Sei £ (x) die erste in x;, nicht verschwindende
Ableitung, d. h., f™(x,) = 0, so gilt:

- Ist n ungerade, so ist x¢ ein Wendepunkt bzw. Sattelpunkt.

- Ist n gerade, so ist x,
- ein Minimum, falls £ (xq) > 0,

- ein Maximum, falls /'™ (x,) < 0.

14.03.2011
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Differenzierbare Funktionen f: R — R

Hohere Ableitungen

f”)‘, - f f‘lnill — (finl)r n=>0

n-te Ableitung

d"f(xo) d"f

(M) () — _4J
F )= dx" dx™ |

und sagen, eine Funktion f heift in xo n-mal differenzierbar, wenn f, f*,..., f1
in einer ganzen Umgebung von x; existieren und £ wenigstens im Punkt xo.

Ist eine Funktion auf R sogar n-mal stetig differenzierbar, gehort sie zur Klasse
C™(R); es gibt ,sogar” C*(R) Funktionen (etwa sin x).

Differenzierbare Funktionen f: R —» R

Hohere Ableitungen

Funktionen miissen nicht beliebig oft differenzierbar sein.

fla) = ?sint

— Z

T 7 A |
\ ~ — . _ ) x*sing x=0
y J,/::—_: = — - /\\ e { 0 § x =0
™~ \

f(x)=2x sin%—cos; ist im O-Punkt nicht stetig, da limx_o f"(x) nicht existiert

£ (x) ist aber dort differenzierbar

o]
flo) —fo) XTSIy
x-0 X x

f(0) = I‘mﬁ

14.03.2011
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Differenzierbare Funktionen f: R — R

Globale Extremata

Theorem

Ist die Funktion f stetig auf einem abgeschlossenen (kompakten) Intervall [a, b]
und differenzierbar auf dem offenen Intervall (a, b), sind weiters xq,...,2 x, die
stationiaren Punkte von f in (a, b), so gilt fur das Maximum von f auf [a, b]

max|{f(x)|x € [a,b]} =max{f(a),f(b),x1,...,xr|
und fir das Minimum von f auf [a, b]

min{f(x)|x € [a,b]} = min|f(a), f(b),x1,...,x¢}.

Bei nicht differenzierbaren Funktionen komplizierter

Differenzierbare Funktionen f: R —» R

Mittelwertsatz

Theorem (Satz von Rolle)
Ist die Funktion f stetig auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b] und dif-
ferenzierbar auf dem offenen Intervall (a, b), und ist f(a) = f(b), so gibt es
einen Punkt & € (a, b) mit f'(€) = 0.

f(a) f(b)

/
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Differenzierbare Funktionen f: R — R

Mittelwertsatz

Theorem (Mittelwertsatz der Differentialgleichung)

Ist die Funktion f stetig auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b] und diffe-
renzierbar auf dem offenen Intervall (a, b), so gibt es einen Punkt & € (a, b)
mit

f(b) - fla) = f'(E)(b - a).

25 T

fia)

Differenzierbare Funktionen f: R —» R

Kurvendiskussion

Definitionsmenge, Wertemenge, Graph

Unstetigkeitsstellen, Stetigkeitsstellen und -bereiche
Verhalten in Randpunkten und in obigen Stellen (Asymptoten)
Verhalten im Unendlichen (Asymptoten)

Nullstellen und zugehdorige Steigungen der Tangenten
Kritische Punkte und Tangentensteigung in diesen Punkten
Extrema

Wendepunkte und Wendetangenten
Monotoniebereiche

Konvexe bzw. konkave Bereiche

14.03.2011
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Integrierbare Funktionen f: R - R

Riemann-Integral

Eine Funktion heift Riemann-integrierbar, wenn die Ri('l_nannschcn Untersum-
men S, (f) = Z;\i“ 2" und Obersummen Sy (f) = > f; 2 " einer Funktion
gegen denselben Grenzwert konvergieren. Dieser heilt dann das Integral der
Funktion.

lim S, (/) = im3,(f) = [ £00) dx

2 2

. (x)=sin(2x)- 15 +3 . fx)=sin(26)- 1543

www.geogebra.org

Integrierbare Funktionen f: R - R

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

b
[ 10 =Feoty = F - F@

f (x) Riemann-integrierbare Funktion auf [a, b].
F (x) ist die Stammfunktion von f(x): F'(x) = f(x)

Verallgemeinerungen
Rieman-Stieltjes Integral

Lebesgue-Integral

http://home.eduhi.at/teacher/alindner/Dyn_Geometrie/Diffint/HS_Diffint.htm

14.03.2011
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Reelle Funktionen f: R —- R

Zusammenfassung

Wir betrachten nun einige grundlegende Figenschaften von Funktionen bzw.
deren Definitionen. Funktionen liefern (Funktions-)Werte fiir Elemente einer De-
finitionsmenge A. Diese Werte liegen in einer Werte- oder Bildmenge (image) B.
Dabei muss gelten:

f A — B Funktion = Yac A 3beB: fla)=»b.
Um uns ein Bild von einer Funktion zu machen, betrachten wir oft den Graphen
G einer Funktion
Gy ={la,fla))lac A, fla) e B} =(AxB).
Obwohl wir uns immer wieder reelle Funktionen vorstellen, d. h., Funktionen
f : R — R, missen wir bedenken, dass sowohl obige Definitionen als auch

die Eigenschaften von Funktionen mit rein abstrakten Objekten funktionieren,
solange sie in Mengen zusammengefasst werden konnen.

Reelle Funktionen f: R —- R

Zusammenfassung

Eigenschaften von Funktionen f: A — B:

- Injektivitat: f(x) = f(¥) & x =y, Vx,y € A,
- Surjektivitit: Vb € BIa < A: fla) = b.
- Bijektivitit: gleichzeitig surjektiv und injektiv.
Bijektive Funktionen kénnen invertiert (umgekehrt) werden:
flof=fof'=id.
Exakt notiert gilt
(f e @) = £ (@) = £ (b) = a = ida(a)

und
(f o f9(b) = FfF D) = fla) = b = idp(b) .

14.03.2011
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Reelle Funktionen f: R —- R

Zusammenfassung

Eigenschaften von Funktionen f: A — B:

+ Monoton wachsend: Vx < v : f(x) = f(¥).

- Streng monoton wachsend: Vx < v : f(x) < f(»).

- Monoton fallend: Vx < v : f(x) = f(»).

- Streng monoton fallend: Vx < y: f(x) > f(y).

- Gerade Funktion: f(x) = f(—x) (symmetrisch beztiglich y-Achse).

- Ungerade Funktion: f(x) = —f(-x) (punktsymmetrisch beziglich des
Ursprungs).

- Konvexe Funktion (strikt): f”(x) > 0 (Sekante immer tiber dem Funkti-
onsgraphen).

- Konkave Funktion (strikt): /" (x) < 0 (Sekante immer unter dem Graphen).

Reelle Funktionen f: R —- R

Zusammenfassung
Eigenschaften von Funktionen f: A — B:

Funktionen kénnen verkniipft werden (Komposition von Funktionen):

f:A=B, g:B—-C = gof:A-C,(g-fla)=g(fla))ecC.
P
A — B
qj\ l g
c
BEISPIEL

f(x) =2x und g(x) = e¥, dann (f o g)(x) = 2¢¥ und (g o f)(x) = e**.

14.03.2011
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Reelle Funktionen f: R —- R

Zusammenfassung

Eigenschaften von Funktionen f: A — B:

Stetigkeit:

Funktionen heifen stetig (in x;), wenn gilt

‘I_iIT\} f(x) = f(xo) = Ye>038>0: [flx)-flxg)l <& ¥Vix—xol <8.
A=X0

Wir unterscheiden auch zwischen linksseitig stetig, rechtsseitig stetig und ste-
tig per se.

Reelle Funktionen f: R —- R

Zusammenfassung
Eigenschaften von Funktionen f: A — B:

Differenzierbarkeit:

Um weitere Eigenschaften bzw. Charakteristika von Funktionen zu untersu-
chen, etwa Anderungsraten, Extremwerte, stationire Punkte etc., benétigen wir
die Begriffe der Ableitung bzw. des Differentialquotienten (— differenzierbare
Funktionen).

df(xg) -~ ﬂ - lim flxo+ Ax) = flxo)

fiixo) = dx  dxlx, ax-0 Ax

i flx) -x
= m
X=Xo X — Xp

Ebenso wichtige Begriffe sind konkav und konvex, die das Krimmungsverhal-
ten einer Funktion (lokal oder global) beschreiben.

14.03.2011
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Reelle Funktionen f: R —- R

Zusammenfassung

Eigenschaften von Funktionen f: A — B:

Integrierbarkeit:

Weiters kénnen wir auch Flachen unter und zwischen Funktionen berechnen (—
integrierbare Funktionen).

Eine Funktion heifit Riemann-integrierbar, wenn die Riemannschen Untersum-
men S, (f) = Siih 27" und Obersummen Sy (f) = Xy fi,2 " einer Funktion
gegen denselben Grenzwert konvergieren. Dieser heift dann das Integral der
Funktion.

im S, () = lim S, () = [ £0e)dx
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