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Definitionen

Kurven ,sind“ einfache mehrdimensionale Funktionen

fiR-RY  to f(8) = (LD, (0, ., (D)

Definition
Eine stetige Funktion f : [a,b] — R", t — f(t) heilkt Weg.
f(a) heilkt Anfangspunkt, f(b) heilkt Endpunkt.

Falls f(a) = f(b), heikt der Weg geschlossener Weg.
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Kurven
Spur
Definition
Weg f:[a,b] —R", t~ f(t)
Die Menge [ f(t) |t € [a,b]} = R™ heilt Spur.
Beispiel
Die zwei folgenden Wege f, und f> haben dieselbe Spur.
f1:00,2w] = R%, fi(t) = (cost,sint)
f2:00,2] — R?,  fo(t) = (cos2t,sin2t)
f1 durchliuft die Spur einmal, f> zweimal.
Ist die Funktion f(t) ein Weg,
so ist ihr Graph die Spur des Weges F : t — (t, f(t))
Kurven

Wege und Kurven
Betrachten wir die Wege

fi10, T~ B2, fi(t) = (sint,cost)
f2000,1] = R%, falw) = (u,VT-u?)
so beobachten wir, dass diese Wege gleich sind.
Die Parametertransformation u = sint fuhrt f) in f> tiber.
Definition

ZweiWege fi:[a,b]l =1 —R", t+~ fi(t)
foile,dl =L —R®, t— foll)

heiBen dquivalent, wenn es eine stetige, streng monoton wachsende
Parametertransformation w : [a,b] — [¢,d], t — t" = w(t) gibt,

sodass fa(w(t)) = fi(t), Vi = [a,b]

bzw. F(t) = fitw L)), vVt € [c,d]

16.03.2011



Kurven

Wege und Kurven

Die letzte Definition beschreibt eine Aquivalenzrelation auf der Menge der
Wege, d. h. eine Relation zwischen Wegen, die reflexiv, symmetrisch und
transitiv ist.

Wir erhalten daher eine Klasseneinteilung der Wege
in (paarweise disjunkte) Klassen.

Definition

Eine Aquivalenzklasse von Wegen heilt stetige Kurve y:t — y(t).

Eine Kurve besitzt unterschiedliche, aquivalente Parameterdarstellungen.

Kurven

Die Lange einer Kurve

Wir unterteilen eine Kurve in Abschnitte und approximieren die Lange
der Kurve durch Streckenabschnitte.
Wir verkiirzen dann die Abschnitte immer mehr.

Streckenabschnitte
Vr(f) = Z'L] | f(te) = f(ter)

T ist die Unterteilung des Intervalls in
ﬁ (to,t1,...,tN)
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Die Lange einer Kurve

Existiert eine differenzierbare Parameterdarstellung y:t — (x(t),y(t))
so gilt nach dem Satz von Pythagoras

Flte) = flte-) 1?2 = (x(tg) = x(tg—1))% + (v (te) — v(tg-1))?
und nach dem Mittelwertsatz

_ f(b) - fla)

f:la,b] — R stetig und differenzierbar = 3¢ € [a,b]: f (L) b a

gilt

flt) = fte-)| = J(X(T)2+ (0 ()2 - (b = tiy)

Verkleinern wir die Intervalle [t_4, t;] stetig, so erhalten wir:
L(y) = Viap)(f) = limy_o S5, £ (1) = f(tr1)

My oo SR-y /(X7 ()2 + (V' (1)) - (L = L)

oo )2+ (v ()2t

Kurven

Die Lénge einer Kurve

Theorem

Ist f:[a,b] — R", t — f(t) = (fi(t),..., fu(t)) eine stetig differenzierbare

Kurve, so ist ihre Linge gegeben durch
b

Ly) = [ N2+ -+ (fy(t)2dt
a

Theorem

Der Graph Gyg:t — (t, f(t)) hatdieldnge L(y) = j:\el + (fr(e)2de

y:[o, Bl = R, @ —rig)

ﬂ |
L(y) = J N (@))2+ (@) de
o
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Die Lange einer Kurve

Theorem

Ist eine Kurve in Polarkoordinaten gegeben

y:le, Bl = R", @ —r(p)

so ist ihre Lange

B
L(y) = I V(@) + (r'(e)de

X

Beweisidee
fila, Bl = R%, @~ (rig)cos@,r(gp)sing)
Esgilt x(p)=r(@lcosq und yi(g)=r(g)sing
xX'(@)=r(@)cosp —r(@)sing
V(@) =r(@)sing +r(@)cose

(X (@N2+ (Vi (@)= (@) + (rig))?

Kurven

Die Lénge einer Kurve

Beispiel (Kreis)
Der Kreis mit Radius R hat die Parameterdarstellung
rig)=R, 0=@<2m

und es gilt somit fiir den Umfang U
2

2T
U= I VR2 +02d@ =21mR
0
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Die Lange einer Kurve

Beispiel (Ellipse)

Die Ellipse mit der Hauptachsenlinge 2a und der Nebenachsenlinge 2b hat die
Parameterdarstellung

y:[0,21] - RZ, @~ (acosq,bsing)
Fur den Umfang gilt

U = [["Jx(@)+(y(@)2dp = o \,i'a? sin® @ + b2 cos? @ dg

= A= Tar—bcotpdp =afi VT -k cos? g d

‘a2 — b2 . . ..
k= % ist die sogenannte Exzentrizitt

Da die Ellipse symmetrisch ist, gilt U = -laJ’ \J'l —k2costpdy
0

w2 —
E(k)#[ V1 —Kk2cos? @ dg
0

heillt vollstindiges elliptisches Integral zweiter Gattung.

Es lasst sich nicht mit Hilfe elementarer Funktionen ausdriicken,
sondern nur ndherungsweise berechnen.

Kurven

Die Lénge einer Kurve
Beispiel (Logarithmische Spirale) i
Die logarithmische Spirale hat die Parameterdarstellung // \.‘
X @) .
y:rip)=e, k>0 I /

) /
Die Lange eines Spiralabschnittes ist \

o

L — (B
L, B) = j Vezke + k2p2ke o =1+ k2 J oke do
o

VLR gy — ()

und ist somit proportional zum Zuwachs der Kurve zwischen Anfangs- und
Endpunkt des Abschnittes.

Der innere Abschnitt der Spirale hat endliche Lange,
denn es ist

W1 + k2

L(—,0) = lim L(x,0)
P k
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Die Lange einer Kurve

Beispiel (Zykloiden)

Rollt ein Kreis vom Radius 1 entlang der x-Achse ab und ist an diesem im
Abstand R ein Punkt ,befestigt”, so beschreibt dieser eine Zykloide. Diese hat
die Parameterdarstellung

y:[0,2m] — R?, @ — (1 =Rsing,1 —Rcos@)
Die Linge fur eine Umdrehung ist
2 —
L = L 1 -2Rcos@ +R2dgp

Ersetzen wir ¢ = 1 + 2t, so erhalten wir das elliptische Integral

miz 4R . 2VR
LR—4(1+R)J0 ]—mﬁln fLif—4(1+R)E(]+R)

Ist R = 1, d. h. liegt der Punkt am Umfang des rollenden Kreises, so erhalten
wir die Lange fur einen Umlauf

w2 - ™2
L1=8J \l—sinztdt=8j costdt =8
0 0

Kurven

Tangentialvektoren an eine Kurve

Definition

Essei f:1 — R" t — f(t) = (fi(t),..., fa(t)) eine stetig differenzierbare
Parameterdarstellung einer Kurve y.

Vfty)

Der VeKtor e(ty) = ———
TVt

heilt Tangenteneinheitsvektor oder Tangentialvektor der Kurve y im Punkt t.

Die Gerade T: T(t)=f(tg) +t-elty), teR
heilt Tangente an die Kurve im Punkt to.

Die Tangente bzw. der Tangentialvektor dreht sich stetig um die Kurve, wenn
wir entlang der Kurve gehen. Eine solche Kurve heilkt daher glatt.
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