10 Mehrdimensionale Integration

Wir empfehlen allen, sich das Integrieren von reellen Funktionen f : R — R in ihren
Mathematik-Schulbiichern anzusehen und sich die Integrationsregeln in Erinnerung zu
rufen. Das mehrdimensionale Integrieren basiert auf dem eindimensionalen Integrieren,
oftmals ist es nur das mehrfache Hintereinander- Ausfiihren eindimensionaler Integrations-
methoden. Das Integrieren von einfachen Polynomfunktionen, trigonometrischen Funk-
tionen, rationalen Funkrionen, Wurzelfunktionen und der Exponentialfunktion und der
Logarithmusfunktion sollten sie beherrschen. Die Substitutionsmethode und das partielle
Integrieren sollte sie kennen und kénnen, bzw., ihr Wissen dahingehend auffrischen.

10.1 Das Riemann-Integral im R"

Fiir eindimensionale reelle Funktionen, d. h. Funktionen f : R — R, wird, um das
(bestimmte) Integral iiber einem Intervall I zu berechnen, i.e. [, f(x)dz, das Intervall in
Teilintervalle geteilt. Die darauf zu integrierende Funktion wird durch Treppenfunktionen
angendhert und das Integral wird durch Bildung eines Grenzwertes berechnet (Riemann-
integral).

Die Grundlage des Integrals bildet die Volums- oder Inhaltsmessung (das Maf ist die
Léange des Intervalls, fiir Intervalle in R).

Alle wichtigen Mengen in R sind Intervalle oder Vereinigungen bzw. Durchschnitte von
Intervallen.

Im Mehrdimensionalen, i.e. in R™, entsprechen den Intervallen (verallgemeinerte) n-

dimensionale Quader.

DEerINITION 10.1
Die Menge @ = [a,b) C R™ heiit halboffener Quader im R", wobei a = (ay,...,a,) und
b= (b17 . 7bn)7 a; < b; fir alle 7,.

Q=A{z|ay <z <by,...,a, <z, <b,}.
(@ kann auch als kartesisches Produkt von Intervallen geschrieben werden

Q = [a,b) = [al,bl) X [Clz,bg) X+ X [an,bn).

DEFINITION 10.2
Der Inhalt oder das Volumen eines Quaders @) = [a,b) ist definiert als

n

Q) =] —a) .

i=1
Im R” sind Quader aber kein ausreichendes Mengensystem. Zum Beispiel kann eine Kreis-
scheibe nicht als endliche Vereinigung oder als endlicher Durchschnitt von QQuadern dar-

gestellt werden.
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Im eindimensionalen ,Raum* R werden Funktionen f : [a,b) — R durch Treppenfunk-
tionen angenéhert (von oben und von unten) und die Fldche unter der Funktion auf
dem Intervall [a,b) durch Aufsummieren der Flidche der entstehenden Rechtecke approxi-
miert. Im Limes (die Teilintervalle der Treppenfunktion werden immer kleiner) erhalten
wir dann das Integral (die echte Fliche), falls die Limiten von Obersumme und Unter-
summe iibereinstimmen.

Im R™ gehen wir fiir Funktionen f : B — R, B C R", dhnlich vor, nur miissen wir hier
auch im Definitionsbereich sicherstellen, dass die Menge B auch einen Inhalt besitzt. Es
sind nun aber auch im R" alle wichtigen Mengen als Vereinigung oder Durchschnitte von
Quadern darstellbar, allerdings brauchen wir meist unendlich viele Vereinigungen oder
Durchschnitte.

BEISPIEL 10.1

Sei f(z,y) : R? — R gegeben.
x

Das Volumen der Menge M = {| y | € R?| ( z ) € Bund 0 < z < f(z,y)} wird das
z

Integral von f iiber dem Bereich B genannt

V://Bf(:c,y) dz dy

s Graph von f

Falls B ein Rechteck ist,
Bz{(i)\agxgbundcgygd},

ist das folgendermaflen zu berechnen.
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AV.

Eine Scheibe hat ungefihr das Volumen: AV, ~ Ay; f: f(z,y;) de

Alle Scheiben zusammen ergeben: V ~ > 7" ( fab f(z,y;)dx) Ay,
Fiir n — oo und max(Ay;) — 0 gilt

n b d rb
V=1 [ [z, y:)dz]Ay; = f(z,y;) dxd
”g&;/a T, Y;)axr| Ay /C/a T, y;)axray

THEOREM 10.1 (SATZ VON FUBINI)
Sei f: R? — R stetig und beschrinkt, dann gilt:

d bf(%y)dxdy: ’ df(x,y)dydx.
/] 11

D. h., die Integrationsreihenfolge kann vertauscht werden. Der Satz von Fubini kann auch

auf hohere Dimensionen verallgemeinert werden.

Integration iiber Normalbereiche

THEOREM 10.2
Sei ein Bereich folgendermaflen gegeben:

( . a < z; < b
x; filzy) < 1 < gi(m)
B = flx1,29) < x5 < go(w1,22)
Tn
L fm—l(x17-~~;xm—1) S Tm S 9m—1($17-~

die Funktionen fi,..., f,, und g1, ..., g, stetig, dann gilt:

fB f(xl, . ,wm)d<.§€1, . ,xm) = f:fjg((ail)) o
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BEISPIEL 10.2
Seien ¢ : [a,b] - R und h : [a,b] — R stetig und g < h,
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dann ist B ein Normalbereich.

Fiir das Integral einer Funktion f auf diesem Bereich gilt dann:

J[ raaizay = [ b / (h()) f(z,y) dydz.
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Es gibt auch kompliziertere Mengen (Nicht-Normalbereiche). Diese miissen in kleinere
Teilbereiche zerlegt werden, und dann kann auf den einfacheren Bereichen ein Integral
berechnet werden.
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BEISPIEL 10.3
Als konkretes Beispiel betrachten wir die Funktion f(z,y) = 2 — xy auf dem Bereich

B:{<;)|ogx§1,ogy§2}.

Es gilt dann:

//B(Q—xy) dxdy = /02/01(2—:cy) dxdy = /02[255—%23/]}) dy = /02(2_%) dy — [%—%3 _ 5

BEISPIEL 10.4 .
Es soll [[; 2*y? dzdy berechnet werden, wobei B = {( > | 2

der unten skizzierte Viertelkreis ist.
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B ist ein Normalbereich, denn es gilt:
B:{<§>\0§x§r, 0<y<Vr2—a?}.

Das obige Integral ist also:
T m 1 T 3
/ (/ mgyzdy)dx:—/ 3 (r* — 2?)2 da .
o Jo 3 Jo

Mittels partieller Integration (u = z2, v/ = z(r2 — 22)2) erhalten wir ==r" als Ergebnis.

Wir kénnen B auch anders anschreiben und die Reihenfolge der Variablen vertauschen:

B:{<§>|0§y§r,0§x§\/r2—y2}.

Das Integral ist dann

r r2—y2 1 r 9
3,2 2.2 2\2 7
dr)dy = - — dy = —r".
/0 (/0 ry 93) Yy 4/0 Yy (T Yy ) Yy 1O5T

Wie wir sehen ist dieses Integral etwas einfacher zu berechnen. Durch Vertauschen der
Integrationsreihenfolge kénnen wir eventuell einigen Rechenaufwand einsparen.

10.2 Koordinatentransformation in Integralen

Aus der eindimensionalen Integralrechnung kennen wir die Substitutionsregel:

Sei g : [¢,d] — [a,b] differenzierbar und streng monoton, dann ist g bijektiv, also inver-
tierbar. Sei die Funktion f : [a,b] — R auf dem Bildbereich von g definiert.

Dann gilt

b g~ t(b)
/ f () d = / Fla(t)g'(t) dt

~1(a)
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oder dquivalent dazu

d / g(d)
| o= [ sy
¢ g(c)
Eine analoge Regel dazu gibt es auch im Mehrdimensionalen.

THEOREM 10.3 (TRANSFORMATIONSSATZ)
Sei g eine umkehrbare differenzierbare Funktion von A nach B (A, B C R").
Weiters sei f eine Funktion f: B — R.

Dann gilt: Falls eines der beiden Integrale

/ fxy, ... xy)d(zq, ..., xy)
B

oder

Af<g1<t1, R 7tn>7 R 7gn(t17 e ,tn)) : det(Jg<t1, R 7tn>> d(tl, . ,tn)

existiert und die Determinante der Jacobi-Matrix det(J,(t1,...,%,)) der ersten partiellen
Ableitungen von g ungleich 0 ist, so existiert auch das zweite Integral und die beiden sind
gleich.

Also kurz geschrieben:

flzy, .. xn)d(zy, ... x,) =
B

— —

Un Uy

AV “
—~|AG

U AU 1y

BEISPIEL 10.5 (POLARKOORDINATENTRANSFORMATION)
Manchmal ist es einfacher, statt in kartesischen Koordinaten in Polarkoordinaten zu
rechnen. Sei etwa folgendes Integral zu berechnen:

/ vy dedy mit N ={(z,y) € R’z >0,y > 0,1 <a”+y* <4},
N
dann konnen wir uns folgende natirliche Transformation iiberlegen:

g:(r,0)— (rcos@,rsinf) mit x =rcosf, y=rsinfd, also g(r,0)=(z,y).
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Dann ist M = {(r,0)[1 <r < 2,0 <6 < 7} und obiges Integral kann folgendermafien
umgeformt werden:

/ xy dedy = / rcos® - rsinf - det(Jy(r,8)) drdf.
N M

cosf —rsind
sinf 7rcosf

Da J,(r,0) = (

Also erhalten wir:

), ist det(Jy(r,0)) =1+ (cos? 0 + sin ) = r.

[y zy dedy = ff Ow/2rcosﬁ-rsin6-rd6d7"
= [P [T cos6 - sin 6 df dr

= fow/2[§ cos @ -sinf]*_, db

= %’ 0”/20030-sin9 df

_ E[Sin29]7r/2
4179 le=0

15
8
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