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Mehrdimensionale Funktionen

Definition

Mehrdimensionale Funktion

FIRT—R™  f(x) =y

frixy,...,: Xp) V1
Fi(2) = Floeua Xp) = : = : =y
Fm (X100 Xn) Vi
Koordinatenfunktionen
JfiiR" =R, filxy,...,: Xp)=V;eR, j=1,..., m

Ziel: (A) Stetigkeit
(B) Differenzierbarkeit
(C) Integrierbarkeit
Wir werden von den Eigenschaften reeller Funktionen ausgehen und in Analogie

dazu die Eigenschaften fiir Komponentenfunktionen (mehrdimensionale reelle
Funktionen, d. h., das Ergebnis ist in R) betrachten.
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Mehrdimensionale Funktionen

Graph
Definition

Der Graph einer mehrdimensionalen Funktion f: R™ - R™
ist die Menge

Gr=1{(x,f(x)|Ix R", f(x)=R"} = R"xR™

Eine Niveaumenge einer mehrdimensionalen Funktion f: R™ - R™
ist eine Menge

Ne(f)={xeR"| f(x)=ceR"]

Mehrdimensionale Funktionen
Niveaumengen
fiRZ =R, f(x1,X2)=X1X>2
flix,x2)=x1x2=¢ = x1#0: x2= \(— (Hyperbeln)

c=0 = x;=0o0derx;=0

Kontourplot
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Mehrdimensionale Funktionen

Niveaumengen

f:R? ~ R?

flxy,x2) = ( cos(xy) — 2cos(0.4x2),sin(x;) — 2sin(0.4 x7) )

Graph/Kontourplot

Mehrdimensionale Funktionen

Stetigkeit
Definition
f iR — Riststetig in xo, wenn lim f(x) = f(xg)
X—X0
o Ve>030>0: [fix)—flxp)l <& V|x—Xol <0

f ist stetig auf R, wenn f in allen Punkten x, € R stetig ist,
Die Stetigkeit wird Gber den Begriff des Grenzwertes bzw.
iber einen Abstands- bzw. Langenbegriff eingeflhrt.

Im mehrdimensionalen Fall wird dies genauso geschehen.
Dazu missen wir aber zuerst die Struktur des R™ betrachten (> MBT).
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Mehrdimensionale Funktionen

Der euklidische Vektorraum R™

X1
R" = {( : ) X1, 0, Xy € ]R{}
xn
X1 N1 X1+ M1
Vektoraddition : + : = :
Xn Vn Xn + Vn

X1 \ ( ;\,\'] \
Skalarmultiplikation :\L : = : ,AER

o) )

Skalarprodukt (X, v)=x'y=x-y=X1V1+- - +XpVn
5 \ = S vTv = [To vy — a2 o .2
Linge (Norm) x|l = Vxtx = J(x,x) = X7 + - - - + X3

Mehrdimensionale Funktionen

Der euklidische Vektorraum R™

X1
R" = {( : ) X1, ., Xy € ]Ri}
xn
Linge (Norm) x| = Vxtx = J(x,x) = \.“‘.\’f +e X2
Definition
Eine Abbildung || - || : R® — R heikt Norm genau dann, wenn folgende drei
Bedingungen erfullt sind:
(1) |x|=0e x=0,xR", 0ec R
(2) [Ax| = Al x|, x e R", A € R.
(3) lIx+ vl = x|l + v, x, v € R* (Dreiecksungleichung)

Metrischer Raum (R™, || - ||
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Mehrdimensionale Funktionen

Folgen im metrischen Vektorraum R™

Definition

Eine Folge (ay)ren = R™ heilt konvergent gegen ihren Grenzwert oder Limes
a € R" (limy, .. a, = a), wenn gilt:

Ve>03INeN: |lap—al < Vn=N.

Wir sprechen davon, dass ab einem gewissen N alle Folgenglieder in einer so-
genannten &-Umgebung von a liegen.

Definition

e-Umgebung bzw. e-Kugel

Us(X0) = Be(xp) = {x € R" | ||x — xpl| < €}

Mehrdimensionale Funktionen

Stetige Funktionen R"
Definition
Eine Funktion f : R™ — R™ heillt stetig in xo € R™, wenn gilt:

\!im flx) = flxo)

X=X

S Ve>030>0: [[f(x)— flxo)l <& Vx—xoll <6

1 heiBt stetig auf A = R™, wenn f stetig in jedem xo € A ist,
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Mehrdimensionale Funktionen

Stetige Funktionen im R"

Bemerkung
f ist stetig in x;, wenn

Alim flxg) = flxo) ¥Yixk) = R™ mit Pm Xk = Xo,

dies gilt fur alle denkbaren Folgen (xj) mit Grenzwert x

Theorem

Eine Funktion f:R™ — R™ ist stetig auf A € R",
wenn jede ihrer Komponentenfunktionen auf A stetig ist.

Mehrdimensionale Funktionen

Topologisches aus dem R™

Bevor wir den nachsten Schritt in Richtung Differenzierbarkeit tun,
mussen wir uns noch kurz mit der Topologie des R"™ befassen,

d. h. mit Mengen im R™.

&-Umgebung bzw. e-Kugel

Ug(xp) = Be(xp) = Ix € R" | |x — X0l < €}
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Mehrdimensionale Funktionen

Spezielle Mengen im R™

Offene e-Umgebung: Us(a) = {x € R | ||lx —all < &}
Abgeschlossene e-Umgebung: Us(a) = {x € R"||x —al| = &}
Punktierte -Umgebung: Us(a) = Us(a) \ la)

Umgebung: Eine Menge M heilt Umgebung von a £ R"™, wenn sie eine offene
&-Umgebung von a enthilt, d. h., Us(a) = M.

Innerer Punkt: a heillt innerer Punkt von M, wenn eine Umgebung von a voll-
standig in M liegt, d. h., 3¢ > 0: Ug(a) = M.

Offene Menge: Eine Menge heilt offen, wenn sie nur aus inneren Punkten be-
steht.

Inneres: Das Innere M° einer Menge M ist die Menge ihrer inneren Punkte.

Mehrdimensionale Funktionen

Spezielle Mengen im R™

Isolierter Punkt: a heilit isolierter Punkt von M, wenn es 1nindest¢ns eine punk-
tierte Umgebung von a gibt, die nicht in M liegt, d. h., 3U:(a) : Ugla) n M = 0.

Randpunkt: a heikt Randpunkt der Menge M, falls in jeder Umgebung von a
mindestens ein Punkt liegt, der in M liegt und mindestens ein Punkt, der nicht
in M liegt: (Usda)nM =0) A (Usla) n M€ = 0), VUc(a).

Rand oM: Der Rand oM einer Menge M ist die Menge all ihrer Randpunkte.

Abgeschlossene Menge: Eine Menge heift abgeschlossen, wenn sie ihren Rand
enthalt.

Abgeschlossene Hiille: Die abgeschlossene Hiille M ist die Menge vereinigt mit
ihrem Rand, d. h., M = M U oM.

Beschrdnkt: Eine Menge M heillt beschrinkt, wenn es ein R > 0 gibt, sodass
[[x|l < R fiur alle x € M, oder anders ausgedriickt, M = Ug(0).

Kompakt: Eine Menge M heift kompakt, wenn sie beschrinkt und abgeschlos-
sen ist.
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Mehrdimensionale Funktionen

Folgen und Mengen im R™

Theorem

Eine Menge M ist abgeschlossen, wenn mit jeder konvergenten Folge (a,) = M
auch ihr Grenzwert in M liegt.

Theorem
M abgeschlossen < M€ = R™ \ M offen.
Definition

Eine Folge (ay) heilt Teilfolge von (a,), wenn sie durch Weglassen von Folgen-
gliedern von (a,) entsteht.

Theorem

Eine Menge M ist genau dann kompakt, wenn jede Folge in M eine in M konver-
gente Teilfolge besitzt.

Theorem
Konvergente Folgen sind beschréankt.
Bemerkung

Numerische Naherungslésungen iterativer Algorithmen
sind nichts anderes als Glieder von Folgen im R"

Differenzialrechnung im R"

Definitionen

Differenzialquotient

— vy o Sx+h) - flx) _d . df
f:R-R Fxy = }:“—Té h B d,\'f T dx

Wie sieht das im mehrdimensionalen Fall aus?
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Differenzialrechnung im R"

f iR =R, flx,x2) = x1x2

3 2 y
Die Tangentialebene an einen Punkt (x,x,, x;x,) € R3 dieser Funktion ist durch
zwei linear unabhangige Richtungsvektoren gegeben.

Wir bewegen uns entlang einer Gitternetzline parallel zur x;-Achse und erhalten einen
Richtungsvektor Giber die Tangente an die Gitternetzlinie.
Bei konstantem x, betrachten wir die Ableitung nach x;.

Differenzialrechnung im R"

fiR? = R, flx1,Xx2) = x1x2

Tangentialebene Projizierende Tangentialebene




Differenzialrechnung im R"

Partielle Ableitung
Definition
Die partielle Ableitung fur reelle Funktionen f : R"™ — R ist definiert als

b
—f(x1,...,Xxn)
oxX;j

—lim Sy X, X+ N Xy, X)) — f(X,000 XjyoooyXn)
h—0 h
Bemerkung
Ableitung in Richtung x;
x; als Variable
alle anderen Argumente werden als konstant angesehen

Definition
Eine Funktion heift partiell differenzierbar nach x; im Punkt

X € R™, wenn der obige Lines dort existiert.

Eine Funktion heift partiell differenzierbar nach x; auf A < R™,
wenn sie in allen Punkten xo € A partiell differenzierbar ist.

Differenzialrechnung im R"

Partielle Ableitung, Notationen

-~

[} .
—f(x1,...,xn)
0Xj
_ “mft,\‘l,...,,\'1‘,1‘,\’1-+h,,\'_,-+|,...,,\',,) —flxy, . X, X))
h—0 h
0 o . . . of
= f(x1,...,xn) ==—f(x) = Djf(x) =f;x) = ,f x
0X oXj ; 0Xj
Beispiel
. af . of _ .
flx,v)=x-v Fyv fax(x,¥) =) v folx,y) =x

16.03.2011
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Differenzialrechnung im R"

Gradient, erste Ableitung

Definition

Wenn fiir eine Funktion f : R" — R alle partiellen Ableitungen existieren, so ist

die erste Ableitung von f, der sogenannte Gradient V f(x), definiert als

Vf(x)=grad f(x) = (qi_f'(_\'l,..‘,.\‘,,).....L‘f‘(.\‘.,.....\'n})
axy 0Xn

Bemerkungen

Wir verwenden hier die Notation des Gradienten als Zeilenvektor,

da er dann direkt in Approximationsformeln etc. verwendet werden kann.
Manchmal wird der Gradient auch als Spaltenvektor definiert,
Insbesondere wenn durch ihn eine Richtung angezeigt werden soll.
Beides ist moglich und zuldssig.

Y
. e

4
|
—

Der im Gradienten verwendete Nabla-Operator V ist definiert als V = \

Differenzialrechnung im R"

Hohere partielle Ableitungen

a 2 2 of g "
{ (X1, X)) = ———F(x1,...,X0) = fx = foks
ox; E’-\'k'r : " OXk ij'f ! n) = foik = Foxj
Beispiel
: of _ ¢ of .,
fix,y)=x-y  Fo=fxx,¥)=) ay foylx,y) =X
Ff 1 Af |
axay dvax
~2 ¢ 2
: L d [~ 0
oxX- a-\,L

16.03.2011
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Differenzialrechnung im R"

Hessematrix, zweite Ableitung

Definition

Ist f: R™ — R jeweils (mindestens) zweimal partiell differenzierbar nach allen

Koordinatenrichtungen, so ist die zweite Ableitung von f die Hessematrix

* r - 02 ope 5
m.f(,\’[.....f\n] m.f(,\l.....,\,ﬂ
V2f(x) = Hp(x) = : :
2 rr. = 2 £ra z
mf(,\h...,.\n' mf('\l'”'"\"'

Theorem
Ist f: R™ — R zweimal partiell differenzierbar, so gilt
82 a!

(X, Xp) = ———
Sy, Xy X0,

EYEY Sy, xy)
0X{0Xj

Die Hessematrix ist eine symmetrische n x n-Matrix,

Differenzialrechnung im R"

Total differenzierbar

Definition

Eine Funktion f : A = R™ — R™ heilt in einem inneren Punkt xo € A (total)
differenzierbar, wenn sie in x, partiell differenzierbar ist, alle partiellen Ablei-

tungen in einer Umgebung von X existieren und diese Ableitungen dort stetig
sind.

Definition
Sei f: R™ — R™ differenzierbar. Die lineare Abbildung
: o o . ¢
df(xp) = Vfixo) - (x —x0) = =—f(xp)dx) + -+ -+ —f(xp)dxn,
09X 0Xn

mit dx; = (x; — .\',!U’), heilt totales Differential der Funktion f in xg. Das totale
oder vollstandige Differential wird oft auch mit % bezeichnet.

16.03.2011
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Differenzialrechnung im R"

Total differenzierbar

Beispiel

Fx1,X2,Xx3) = x1x5 + 2x2 explx3) + exp(x3)

Vflx) = ,\,. 2x1X2 + 2exp(xs), 2x» c\p(,\q)—h,\*sc\p(.\’ ))
0 2X, 0
Vif(x) = k 2X5 2x1 2exp(xs)
0 2explxz)  2xzexpl(x3) +2exp(x3) +4x35exp(x3)

\
)

Differenzialrechnung im R"

Beispiel
% (x1,x2) = (0,0)

[XT + X5

flxy,x2) = v -
0 (x1,Xx2) = (0,0)

fist auf R2\ {(0,0)} differenzierbar

i . x XX
B%‘r('\-l'A—z} = [ '7\2 5> .2 : 2\ 5
VXT + X35 (X7 +Xx35)2
5 f0x2) = §E=1
2 f(x1,0) = 0
Problem: x2) = lim —f(:\] 0)
x2—0 x1—0 0X

die partielle Ableitung - f ist in (0,0) nicht stetig

daher ist f dort nicht differenzierbar

16.03.2011
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Differenzialrechnung im R"

Beispiel (Fortsetzung)

—— xp,x2) = (0,0)

0 (x1,x2) =(0,0)

f ist symmetrisch bez. der Vertauschung von x; und x,
f ist symmetrisch bez. der Vertauschung von x; und —x,
fl=x1,x2) = =f(x1,Xx2)

Sx1,=x2) = = f(x1,x2)

Niveaumengen sind Hyperbeln

Differenzialrechnung im R"

Partielle Ableitungen

Theorem
Sei A = R" eine offene Menge und f: A — R™ zweimal stetig partiell differen-
zierbar. Dann gilt far alle xo € Aund alle i, j € {1,...,n}:
% P2 .
(xXg) = —f(x
0Xi0X; J(xo) 3,\",8,\',‘“ o)
Theorem

Sei A = R™ eine offene Menge und f : A — R™ k-mal stetig partiell differenzier-
bar. Dann gilt fur jede Permutation 1t der Zahlen 1,... k:

k k
d fo d P

A AN o ‘. JX; ‘
OA;IOA,k af\lml.o‘\lmm

Beispiel

*f  __@Fr  _¥@F

3x18x38,\‘3 - 8,\’38,\’38,\’1 - a.\’3axla.‘(2

16.03.2011

14



Differenzialrechnung im R"

Ableitungen flr Funktionen f: R™ - R™

Bisher: Reelle Funktionen f: R™ - R
Jetzt:  Funktionen f: R™ - R™

fIR"=R™  f(x)=y
‘f-l {'\'I ------ Xn) M1

FEEY = Floi10007 xn) = : = :
.fm ('\’l ------ X —n ) J‘Hi

Jede Koordinatenfunktion f] ist eine reelle Funktion f] R™ - R

fiiR" =R, filxy,...,: xn)=YVieR, j=1,..., m

= Setze Ableitungen aus jenen der Koordinatenfunktionen zusammen.

Differenzialrechnung im R"

Jacobimatrix, Funktionalmatrix
Definition

Ist f:R" - R™, f(x)=

fm (X1,...,2 Xn)

Und sind alle Koordinatenfunktionen f; partiell differenzierbar

JiiR" =R, filx1,...,: Xp) =V, eR, j=1,..., m

so ist die erste Ableitung von f die Jacobimatrix (Funktionalmatrix)

Silx) VX, xn)
Vfilx) = Jelx)=V : = :
Sm(x) Vfm(xy,...,0 Xn)
%f}(.\'[, ..... Xp) - ﬁf‘l (X1,...,X0)
%\.I_fn!(c\'l-----r\’n) et %fnl(:\'l;---.—\’n)

16.03.2011
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Differenzialrechnung im R"

Jacobimatrix, Funktionalmatrix

@ £ [+ - S F [+ .
Ef”'\l'“'"\") ao' .ll(’\lv--'-'\n)

Xn

Vflx) =

d r . " 3 ¢ . .
E.fm('\]. ..... Xn) -+ mfm(-\l‘---‘-\n)

Da wir m Komponentenfunktionen jeweils n-mal partiell ableiten,
ist die Jacobimatrix eine m X n-Matrix.

Ist die Jacobimatrix quadratisch,
dann heillt ihre Determinante Funktionaldeterminante.

Bemerkung

Zweite Ableitungen von Funktionen f: R™ — R™ werden in geschlossener
Form im Allgemeinen nicht mehr betrachtet, da wir jede partielle
Ableitung wiederum partiell in n Richtungen ableiten kénnen.

Das ergabe einen ,m X n X n-Wirfel“, der nicht so leicht handhabbar ist.
Fur Taylorreihen spielen hdhere Ableitungen jedoch eine Rolle.

Differenzialrechnung im R"

Jacobimatrix, Funktionalmatrix
Beispiel
. 2x1X5
flx1,x2,x3) = ( 132 )

5 R
Xoexp(x3) + 2x;

Vfix)

2x3  4x,x, 0
2 explx?) 2xoxzexplx?)
Beispiel
F(x) = sin(x) cos(x) f'(x) = cos?(x) — sin’(x)

flx,y)=sin(x)cos(y) Vfix,y) = (cos(x)cos(y),—sin(x)sin(y))

v _ [ sin(x) o } cos(x) 0
Jx,y) = ( cos(y) ) VI, y) =Jpx.y) = ( 0 —sin(y) )

16.03.2011
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Differenzialrechnung im R"

Differentiationsregeln

Wie im Eindimensionalen gelten auch hier weiterhin die bekannten Differentiationsregeln.

Sie kdnnen bewiesen werden, indem man die Funktionen und Ableitungen
komponentenweise betrachtet.

Voraussetzung ist, dass die beteiligten Funktionen differenzierbar sind.
V(f+g)x)=Vf(x)+Vg(x), f,g :R" = R"™ (Jrig = J5 +Jg)
VIAfIx) =AVf(x), AR (Jag = AJy)

Ist f in einer Umgebung U, (x) konstant, so ist Vf(xy) =0
Ist f eine lineare Abbildung (f(x) = Afx), soist Vf(x) = Ay

L VX)) e £-pn
wf(,\')]_ f.E(X),tdllsf.[R R

Differenzialrechnung im R"

Differentiationsregeln

Theorem (Verallgemeinerte Kettenregel)

Sei f:R" — R™und g: R™ — R, f differenzierbar in x und g differenzierbar
inflx)=yso0istgof:R"— Rkund (go f)(x) = g(f(x)) differenzierbar in
x und es gilt:

V(go fx)=Vg(fi(x)) - Vfi(x)

16.03.2011
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Differenzialrechnung im R"

Verallgemeinerte Kettenregel

Vige f)x)=Vg(fix)) Vf(x)

Beispiel o
X1+ X2
(X xp) = [ X2 7N (x1,x2) = x3
fxi,x2) = ( exp(xz) ) gixn, -
X1
. -1 1 .
Y.f[-\’l--\".’) = ( 0 L’XI)(XZ) ) Tg{,\'l,,\'g) = 0 2.\’3
1 0
X2 — X1 +explxez)
(ge fx),x2) = exp(2xz)
Xo — X
Vi(go flxi,x2) =Vg(f(xy,x2)) - Vfixy,x2)
1 1 -1 1 +explxy)
Vigoef)=1] 0 2exp(xz2) |. ( -1 ' ): 0 2exp(2x2)
1 0 0 exp(x2) -1 1

Differenzialrechnung im R"

Richtungsableitung

Sei f : R?2 — R. Wir wollen die Ableitung von f im Punkt xp in Richtung eines
Vektors a € R? betrachten, wobei a normiert sein soll, d. h. |lal| = 1 (die Linge
von a soll sich nicht auf den Wert der Ableitung auswirken).

Sei h(t) =xo+t-a, dannist Vh(t) =a,t € R.

Fur x = xo + ta = h(t) gilt:
fx)=f(xo+ta)=f(h(t)) =(foh)(t)

also V(feh)(t) =Vf(xg+ta)-Vh(t)

Alsoistin xo,d. h. t =0:  V(foh)(0) = Vf(xo) -a=(Vfixo),a)

Die Richtungsableitung ist also nichts anderes als das innere Produkt (Skalar-
produkt) des Gradienten von f mit dem Richtungsvektor a.

16.03.2011
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Differenzialrechnung im R"

Richtungsableitung

Definition
Die Richtungsableitung einer Funktion f : R™ — R™ in Richtung a € R", mit
|la]l = 1, in einem Punkt xq ist definiert durch:

Daf(x0) =Vfixg)-a=(Vfixg),a)

Bemerkung

Fiir die Richtungsableitung gilt

: (xg +ta) — fix
Dy f(xg) = 1!i113 J(xo+ta) - flxo) a[) f(xo)

und

J
—f(x0)

D, fxp) =
E’L.f{\ol a.\k

wobei ¢; den k-ten Einheitsvektor (die k-te Einheitsrichtung) bezeichnet.

Differenzialrechnung im R"

Richtungsableitung

Fur welchen Vektor a ist die Richtungsableitung maximal?

Da diese das innere Produkt von a mit dem Gradienten von f ist,
ist sie proportional zum Cosinus des eingeschlossenen Winkels.

Da der Cosinus von 0° am groften ist, muss a parallel zum Gradienten
liegen, also ,
Tf (Xx0)
a=——=-——-
IV f(x0)l

Der Gradient zeigt in Richtung des gr6Bten Anstiegs.

Bemerkung:

Wenn wir eine Funktion maximieren wollen und irgendwo anfangen,

werden wir in Richtung des Gradienten weitergehen (Gradientenverfahren).
Ist der Gradient gleich 0l, so sind wir in einem stationaren Punkt angekommen,
d. h. wir kommen nicht weiter.

Wir kénnten uns damit in einem Maximum befinden.

16.03.2011
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Differenzialrechnung im R"

Mittelwertséatze, Taylorreihen

Wie im eindimensionalen Fall, wo fiir eine differenzierbare Funktion f: R — R
in einer Umgebung von xp gilt, dass f(x) ~ f(xg) + f'(x0)(x — xp) (Definition
des Differentialquotienten, Tangentengleichung), gibt es auch im mehrdimen-
sionalen Fall solche Approximationen.
Theorem
Sei f: A c R" — R eine reelle, auf der offenen Menge A differenzierbare
Funktion und enthalte A die Strecke S von x nach xg. Dann gibt es einen Punkt
& £ § auf dieser Strecke, fir den gilt
f(x) = f(x0) + Vf(E)(x - xp)

bzw. f(x) = f(xo) + Vf(xo)(x —x0) + O(||x - xoll?).

Ist f zweimal stetig differenzierbar, so gilt

. . . 1 2
f(x) = f(x0) + Vfixp){x — x0) + 5(x - x0)'VAF(E)(x = x0)
bzw. -

. . 1 2
f(x) = flxo) + Vfxo)x = x0) + 5(x - x0) V2 f(x0)(x — x0) + O(||x —x0l*)

Differenzialrechnung im R"

Landau’sche O-Symbole

o (Klein-o) : f(x)=o0(g(x)) mit x — a, wenn limy_, —%-H =0

O (GroR-0) : f(x)=0(g(x)) mitx —a, wenn 3C > 0 : [f(x)| = Clg(x)|

Da im obigen Fall die Funktion g(x) = ||x — xoll®> bzw. g(x) = [lx — xo[/* mit
X — xp schnell gegen 0 geht, heil’t das, dass der Fehler O(g(x)) mindestens
genauso schnell gegen 0 geht: |[x — xp|l = h < 1, es gilt nun fiir dieses h: h?
geht schneller gegen 0 als h?, wenn h gegen O geht.

16.03.2011
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Differenzialrechnung im R"

Mittelwertséatze, Taylorreihen

Taylorreihe erster Ordnung, lineare Approximation

Sei f: A< R"™ — R eine reelle, auf der offenen Menge A differenzierbare
Funktion. Dann

F(x) = fixo) + Vf(xo)(x — x0) + O(llx — x0l%)

Taylorreihe zweiter Ordnung, quadratische Approximation

Ist f zweimal stetig differenzierbar, so gilt

: . - 1 5
J(x) = flxo) + Vfixo)(x —xo) +5(x —x0) V2 F (xc0) (x — xp) + O(|lx — x0]%)

Differenzialrechnung im R"

Mittelwertsatze, Taylorreihen

Beispiel
o X2 — X
Sei f(xy,x2) = exp(x2)

-1 |
dann ist Vflxy,x2) = ( )

0  exp(x2)
und in der Ndhe des Ursprungs xp = (0,0) gilt

flxy,x2) =~ flxo)+V f(xo)(x—xq) =

(D)5 () - ()
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Differenzialrechnung im R"

Tangentialabbildung

Definition
Sei f: A< R" — R™ in einem inneren Punkt von A differenzierbar.
Die Funktion g(x) = f(xg) + Vf(xp)(x — x0)

ist eine affin lineare Abbildung und heillt Tangentialabbildung von f.

Beispiel
Fiir f:R? — Rund xp = l.\‘io',.\'ém) £ R?, sowie x = (x, x2) ist der Graph von
glx1,x2) = f(xo)+ Vf(xo)(x —x0)
= Fx7 x5 + 2 F g xd™) x — x17) + g F A, ™) (2 — x5™)

die Tangentialebene an f im Punkt xg = (.\'im. .\"zm )t (Ortsvektor).

Differenzialrechnung im R"

Tangentialabbildung

Beispiel

An die Funktion f : R? — R, f(x1,Xx2) = x1X2 soll im Funktionswert des Punk-

tes xp = (.\‘{0’,.\'50’) = (1, 1) eine Tangentialebene gelegt werden.

g(x1,x2) = f(xo) + Vfixo)(x —xp)

(0) (0) 0) ,.(0) X
X xy 4 (XN )-(( x

‘ X1 |
l-lf(l.l}-((’\,z)f(l
x1—1
l+(l'”'(,\’3—l)

l+(.\’1— l)+(,\'3— 1)
X1 +.\'2—l

1
)

bhbENonE DD
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Differenzialrechnung im R"

Das totale Differential

Flr eine differenzierbare Funktion f : R" — R™ liefert die Tangentenabbildung
fr(x) = fxo) + Vfixe)(x —x0)
in der Umgebung von x¢ eine gute Ndaherung der Funktion f, also
Sfe(x) — fxo) = Vf(xo)(x — x0) =~ f(x) — flxo).

Definition
Sei f: R" — R™ differenzierbar. Die lineare Abbildung
dfi(xg) = Vf(xg) - (x —xq) = if[,\’c;)d,\'] + oo+
a,\‘] ar\'n
mit dx; = (x; — .\‘}0' ), heilt totales Differential der Funktion f in xg. Das totale
oder vollstandige Differential wird oft auch mit g—i bezeichnet.

fxo)dxy

Das totale Differential gibt also die ungefédhre Abweichung des Funktionswertes
f(x) an, wenn x von xg wenig abweicht.

Differenzialrechnung im R"

Das totale Differential

Beispiel (Fehlerfortpflanzungsgesetz)

Gegeben sei eine Funktion f : R" — R von n Messgrofen xi,...,: Xn.
Die Messungenauigkeit betrage +Axy,..., +Axy,,
wobei Ax; > O far alle i = 1,..., n.

Dann gilt fiir den Fehler Af(x) von f(xy,...,x):

70y i o TG, Xn) < )i\f’(.\’) Axyp+ -0 4+ ‘if(.\') Axy
axy Xy
Definition
Die Grole
A fmax(x X ]‘—‘i‘(\’”A\' +oee g lif(\') Ax
Jmax \ ALy ey nl = a.\_f - | Al T a—\_“. - An

heilt der maximale Fehler von f.

d fmax (X

Der Quotient ar \,)‘) heilt der relative maximale Fehler von f.
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Das totale Differential

Beispiel (Fehlerfortpflanzungsgesetz)
Aus der Physik wissen wir: s = v - t, d.h., Weg=Geschwindigkeit x Zeit,
mit den SI-Einheiten: [m] = [m/s] - [s].

Ein Marathonlaufer soll tiber eine Strecke von s = 10km eine Zeit von t =
30min erzielen. D. h., die mittlere Geschwindigkeit ist v = % = 20km/h.

Der Messfehler flr die Strecke s sei As = =1 m, jener der Zeit At = =1 sec.
Wie grof ist dann Av maximal?

Avis,t) = |Zvisn]as+ | v n|at
= IHAH |—?‘, At
0.001 km 10 kl]l( l h =0.013km/h

= 705 h T 0.25 hZ 3600

= v =(20=0.013) km/h

Differenzialrechnung im R"

Die Jacobimatrix der Umkehrabbildung

Wir erinnern uns, dass im eindimensionalen Fall fiir die Umkehrabbildung f~!
einer differenzierbaren Funktion f : R — R, x — f(x) = y gilt (falls sie exis-

tiert):
. |
1) =—0—7——.
e F o
Das ist ableitbar aus f o f! = id und der Kettenregel bei der Ableitung dieser
Gleichung.

Ahnliches gilt auch fiir differenzierbare Funktionen f : R" — R", nur dass es
sich bei der ersten Ableitung um eine Matrix handelt.

VIO =TT
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Die Jacobimatrix der Umkehrabbildung
Theorem
Sei Sr(xy,...,0 Xy)
SiR" - R" flx) = :
\ fnlxy,...,2 Xn) }

differenzierbar und

hi(yvi,..., V)
h:R" — R" hiy) = :

mit h=f"' alsohef=fch=id

so gilt Vh(vi,...,vn) = ['\__f(h(_vl,...,_v,t}]]fl

BEwWEIS. Es gilt f o h = id, daher V(f o h) = Vid = I, die n x n Einheitsmatrix.
Wegen der allgemeinen Kettenregel gilt nun

Vifoh)x)=Vf(h(x)) - -Vh(x)=1
und daher  Vh(x) = [V.f(h(x) ]

Differenzialrechnung im R"

Die Jacobimatrix der Umkehrabbildung

. ) = X2 — X _ V1
fxi,x2) = exp(x2) |~ \ »m

. -1 |
V. x2) = ( 0 explxz) )

Beispiel

Die Umkehrabbildung zu f ist h(y, o) = ( l()glyg - )
- - 0g V2

Vhiyy,v2) = [Vf(h(y, )]

RN A S R S
R T oowm\ 0 -1 ) 0 ‘1’
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Differenzialrechnung im R"

Die Jacobimatrix der Umkehrabbildung

Theorem (Satz von der Umkehrabbildung)

Sei f: R"™ — R" stetig differenzierbar und J¢(xp) reguldr, dann gibt es eine
Umgebung Ug(xo) und Vs(f(xp)) und eine Umkehrfunktion f~!: Vs — U von
f auf Uy, die stetig differenzierbar ist.

Es ist
Jp1(f(x0)) = (Jp(x0)) !

Differenzialrechnung im R"

Die Jacobimatrix der Umkehrabbildung

Beispiel
el cos x»

Die Funktion  f(x, x2) = L
el sin X7

) ist nicht global invertierbar.

Esist f(0,0) = f(0,2m) = (1,0)".
. o e cosxy; —e¥sinxg
Esist jedoch  Jg(x1,x2) = ( ¥ sinxs el cos X )

und die Funktionaldeterminante det J; = ¢**! > 0 und damit J; regulir, d. h.
invertierbar, daher ist f tberall lokal invertierbar und es gilt:

L 0 -1 LT 0
X0 =(0,5) J;«m.,—’?y:( Lo ) £0.7) = ( ! )

-1
. T T T E —~1 0 -1 0 |
Jp(£(0,5)) =Jp1(0,1) = Jr(0,5) =( 1 0 =l 1 o
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Die Jacobimatrix der Umkehrabbildung
Beispiel

Die komplexe Funktion f : € — C, z — w = z° kann als mehrdimensionale

Funktion g : R — R?, (x,¥) — (u,v) aufgefasst werden, mit z = x + iy und
w=u+iv,alsou =x%—-y?und v =2xy.

Es gilt

Uy Uy 2x =2y 5 5 5
«’f‘(z)=(ux v, )‘(w ) = detfy(z) = 4(x% + ¥?) = 422
X y “_ e

d. h., fiir alle z + 0 gibt es eine Umgebung, die bijektiv auf z? abgebildet wird!
Daher gibt es dort auch eine (lokale) Umkehrfunktion.
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