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Optimierung: Roadmap

Branch-and-Bound
Dynamische Programmierung

Approximation(salgorithmen): Erzeuge in polynomieller Zeit eine Naherungslosung, die
eine Giitegarantie besitzt. Die Giite eines Algorithmus sagt etwas liber die Fihigkeit
aus, optimale Lésungen gut oder schlecht anzundhern.

Heuristische Verfahren
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Giitegarantie

Annahmen:

m Sei A ein Algorithmus, der fiir jede Instanz x eines Problems X eine giiltige
Losung mit Losungswert ca(x) > 0 liefert.

m Sei copt(x) > 0 der Wert einer optimalen Losung.

Fiir Minimierungsprobleme gilt: Falls es ein € > 0 gibt, sodass fiir alle Instanzen x

von X
ca(z)

Copt (7)

gilt, dann ist A ein e-Approximationsalgorithmus und der Wert ¢ heifit Giitegarantie.

<e
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Giitegarantie

Fiir Maximierungsprobleme gilt:

Es folgt:
m fiir Minimierungsprobleme: € > 1,
m flir Maximierungsprobleme: 0 < e <1,

me=1 <« Aistein exakter Algorithmus
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Approximationsalgorithmus fiir Vertex Cover
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Vertex Cover

Ein Vertex Cover eines Graphen G = (V, E) ist eine Menge C C V, so dass jede Kante
des Graphen zu mindestens einem Knoten aus C inzident ist.

Minimales Vertex Cover: Finde fiir einen gegebenen Graphen ein Vertex Cover mit
kleinster GroBe |C|.

Aufwand: Ist NP-schwer, d.h. kann i.A. vermutlich nicht in polynomieller Zeit gelost
werden.
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Minimales Vertex Cover: Approximationsalgorithmus

2-Approximationsalgorithmus: Findet ein Vertex Cover in einem Graphen G = (V, E),
das hochstens zwei Mal so groB wie ein optimales (minimales) Vertex Cover ist.

Approx-Vertex-Cover(G):
C <« 0
while E +# ()
Wahle eine beliebige Kante (u,v) € E
C + CU{u,v}
Entferne aus E alle Kanten, die inzident
zu uw oder v sind
return C'
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Approx-Vertex-Cover: Beispiel

Beispielhafter Ablauf des Algorithmus, Vergleich mit optimaler Losung.

aoa e ¢
" @

Ausgang55|tuatlon (b) 1. Kante auswahlen
(c) 2. Kante auswahlen (d) 3. Kante auswéhlen
(e) Ergebnis (f) Optimale Lésung
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Minimales Vertex Cover: Giitegarantie

Theorem: Approx-Vertex-Cover ist ein polynomieller Algorithmus mit einer
Glitegarantie von 2.

Laufzeit: Ist polynomiell.
m In der Schleife werden nacheinander Kanten ausgewahlt, zwei Knoten zu C
hinzugefiigt und dann alle inzidenten Kanten geldscht.
m Mit Adjazenzlisten kann dieser Algorithmus mit Laufzeit O(n + m) implementiert
werden.
O Wir schreiben n = |V'| und m = |E)|.
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Minimales Vertex Cover: Giitegarantie

Glitegarantie:

m Sei M die Kantenmenge, die vom Algorithmus ausgewdhlt wird; M ist ein
Matching.

m In einem kleinsten Vertex Cover C* muss gelten: Fiir jede Kante e € M existiert
ein Knoten v € C*, der inzident zu e ist.

m Daher muss C* zumindest einen der Endpunkte jeder Kante e € M enthalten.
m Es folgt, dass copt = |C*| > |M].

m Da Approx-Vertex-Cover (kurz AVC) ein Vertex Cover der GroBe 2|M | findet, gilt
fiir alle Instanzen z:

cave(z) = 2|M| <2 copt()
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Minimales Vertex Cover: Giitegarantie

Approx-Vertex-Cover: Fiir einen bipartiten vollstandigen Graphen (kurz K, ;) ist die
Schranke sogar eine scharfe Schranke.

Hinweis: Ein einfacher Graph heiBt bipartit oder paar, wenn sich seine Knoten in zwei
disjunkte Teilmengen A und B aufteilen lassen, sodass zwischen den Knoten innerhalb
einer jeden Teilmenge keine Kanten verlaufen.

Beispiel: Approx-Vertex-Cover wiirde alle Knoten auswahlen. Die optimale Lésung
besteht aus den Knoten einer Seite.
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Minimales Vertex Cover: Alternativer Algorithmus

Alternativer Algorithmus: W3hlt immer einen Knoten mit aktuell maximalem Grad.

Approx-Vertex-Cover2(G):

C+0

while E # ()
Wahle einen Knoten w mit maximalem Grad im aktuellen Graphen
C + CU{u}
Entferne aus E alle Kanten, die inzident zu u sind

return C
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Minimales Vertex Cover: Alternativer Algorithmus

Alternativer Algorithmus: W3hlt immer einen Knoten mit aktuell maximalem Grad.

Approx-Vertex-Cover2(G):

C+0

while E # ()
Wahle einen Knoten w mit maximalem Grad im aktuellen Graphen
C + CU{u}
Entferne aus E alle Kanten, die inzident zu u sind

return C

Giitegarantie: Man kann zeigen, dass dieser Algorithmus eine logarithmische
Glitegarantie hat. Die scheinbar intelligentere Auswahl fiihrt hier nicht zu einer
Verbesserung!
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Minimales Vertex Cover: Alternativer Algorithmus

Schlechtes Beispiel:

N
<\
~
S
==\ .
—= === “i‘\\\> .
—— =
= e

= =SS

—

@ Minimal Vertex Cover
@ Approx-Vertex-Cover2
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Minimales Vertex Cover: Alternativer Algorithmus

Schlechtes Beispiel:

@ Minimal Vertex Cover

@ Approx-Vertex-Cover2
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Minimales Vertex Cover: Alternativer Algorithmus

Schlechtes Beispiel:

@ Minimal Vertex Cover

@ Approx-Vertex-Cover2
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Minimales Vertex Cover: Alternativer Algorithmus

Schlechtes Beispiel:

@ Minimal Vertex Cover

@ Approx-Vertex-Cover2
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Minimales Vertex Cover: Alternativer Algorithmus

Schlechtes Beispiel:

@ Minimal Vertex Cover

@ Approx-Vertex-Cover2
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Minimales Vertex Cover: Alternativer Algorithmus

Konstruktionsschema fiir schlechtes Beispiel:
m Wihle n Knoten auf der linken Seite.

m Fiir i = 2,...n geben wir jeweils eine Menge R; mit || Knoten auf der rechten
Seite hinzu.

m Jeder Knoten aus der Menge R; hat einen Grad 7 und ist jeweils mit i Knoten auf
der linken Seite verbunden.

Beispiel aus vorheriger Folie:
m Links gibt es 8 Knoten.
m Rechts gibt es 12 Knoten:
Rs (4 Knoten mit Grad 2), R3 (2 Knoten mit Grad 3),
R4 (2 Knoten mit Grad 4), R5 (1 Knoten mit Grad 5),
Rg (1 Knoten mit Grad 6), Ry (1 Knoten mit Grad 7),
Rg (1 Knoten mit Grad 8).
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Minimales Vertex Cover: Alternativer Algorithmus

Giitegarantie: Fiir n Knoten auf der linken Seite.

m Approx-Vertex-Cover2 wihlt alle Knoten auf der rechten Seite, d.h.

n

Z|R\—ZLJ Z(——1>>nzf—2n—n -2)

1=2 =2
Knoten. Dabei ist H,, die n-te harmonische Zahl.
m Esgilt H, =Inn+ O(1).
m Minimales Vertex Cover umfasst n Knoten. Giitegarantie ist daher:
n(H, —2)

= Q(
p (logn)
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Spanning-Tree-Heuristik (ST)
fiir das symmetrische TSP
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Traveling Salesperson Problem (TSP): Wiederholung

Traveling Salesperson Problem (TSP):

m Man sucht eine Reihenfolge (Tour) fiir den Besuch mehrerer Orte, sodass die
gesamte Reisestrecke eines Handlungsreisenden moglichst kurz ist
(Minimierungsproblem).

m Jeder Ort wird genau einmal besucht und nach dem letzten Ort wird zum ersten
zuriickgekehrt.
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Traveling Salesperson Problem (TSP): Beispiel

Beispiel: Die 13509 Stidte der USA mit mehr als 500 Einwohner.
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Traveling Salesperson Problem (TSP): Beispiel

Beispiel: Die 13509 Stiadte der USA mit mehr als 500 Einwohner: Optimale Tour
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Traveling Salesperson Problem (TSP)

Darstellung: Die kiirzesten Wege zwischen allen Knotenpaaren konnen durch einen
gewichteten vollstandigen Graphen reprasentiert werden.

Vollstandiger Graph:
m Ist ein schlichter Graph, in dem jeder Knoten mit jedem anderen Knoten durch

eine Kante verbunden ist.
m Ein vollstandiger Graph mit n Knoten wird als K,, bezeichnet.

Beispiel: 6 Orte, minimale Tour der Lange 17.
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Symmetrisches TSP:

Symmetrisches TSP:
m Gegeben ist ein ungerichteter vollstandiger Graph G = (V, E) mit Distanzmatrix ¢
mit ¢;; = +o00 und ¢;; > 0.
m Fiir alle Knotenpaare (4, j) sind die Distanzen in beide Richtungen identisch, d.h.
es gilt ¢;; = cj;.
m Jede Tour hat dieselbe Lange in beide Richtungen.

Hinweis: Das TSP ist NP-schwer
(Beweis durch Reduktion von HAM-CYCLE).
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Spanning-Tree-Heuristik (ST) fiir das sym. TSP

Spanning-Tree-Heuristik: Tour wird aus einem Minimum Spanning Tree (MST) fiir den
gegebenen Graphen G abgeleitet:

Vorgehen:

1.
2.
3.

Bestimme einen MST (V, B;) von G.
Verdopple alle Kanten in By, das ergibt Graph (V, Ba).

Bestimme eine Eulertour F' im Graphen (V, Bz). Gib dieser Tour eine
Orientierung, wihle einen Knoten i € V/, markiere i, setze p < i, T < (.
Sind alle Knoten markiert, setze T < T'U {(p, )} und retourniere T" als
Ergebnis-Tour.

Laufe von p entlang der Orientierung von F' bis ein unmarkierter Knoten ¢
erreicht ist. Setze T' <— T'U {(p, q)}, markiere g, setze p <— q und gehe zu (4).
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Spanning-Tree-Heuristik (ST): Beispiel

Ausgangspunkt: Vollstindiger Graph mit 6 Knoten.

Schritt 1: MST (V, By) sieht beispielsweise folgendermaBen aus:

)
=)
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Spanning-Tree-Heuristik (ST): Beispiel

Schritt 2: Alle Kanten im MST werden verdoppelt (V, Ba).
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Spanning-Tree-Heuristik (ST): Beispiel

Schritt 3: Bestimme Eulertour F', die jede Kante genau einmal enthilt.

Eulertour: FF = (A, K, D, W, D, K, B, F, B, K, A)
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Spanning-Tree-Heuristik (ST): Beispiel

Schritt 4 und 5: Eulertour = TSP-Tour
m A ist der Startknoten.
m In der Tour wird jeder Knoten nur einmal besucht.

m Wird ein Knoten besucht, dann wird er markiert.

m Der nachste TSP-Tour-Knoten ist immer der nachste unmarkierte Knoten auf der
Eulertour.
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Spanning-Tree-Heuristik (ST) fiir das sym. TSP

Eulertour: Eine Rundtour, die jede Kante des Graphen genau einmal beinhaltet.

Theorem: Eine Eulertour existiert in einem ungerichteten Graphen genau dann wenn er
zusammenhadngend ist und jeder Knoten einen geraden Grad hat.

Hinweis: Durch die Verdopplung der Kanten in ST hat jeder Knoten geraden Grad.
Eine Eulertour existiert somit immer.
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Spanning-Tree-Heuristik (ST): Giitegarantie

Laufzeit: Der erste Schritt (MST finden) kann beispielsweise mit Prims Algorithmus in
Zeit O(n?) gelést werden. Die restlichen Schritte sind nicht aufwendiger und daher
lduft die gesamte Heuristik in Zeit O(n?).
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Algorithmus von Hierholzer (1873)

Ueber die Moglichkeit, einen -Linienzug ohne Wiederholung
und ohne Unterbrechung zu umfahren.

Von Carn Hierzorzer.
Mitgetheilt von Cur. Winxen*).

In einem beliebig verschlungenen Linienzuge mogen Zwcige eines
Punktes diejenigen verschiedenen Theile des Zuges heissen, auf welchen
man den fraglichen Punkt verlassen kann. Ein Punkt mit mehrercn
Zweigen heisse ein Knotenpunkt, der so vielfach genannt werde, als

Hinweis: Findet eine Eulertour (falls vorhanden) in einem Graphen G in linearer Zeit.
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Eulertour: Algorithmus von Hierholzer

Grundlegende Idee:

m Beginnend von einem Startknoten wird ein Pfad (nicht notwendigerweise einfach)
mit einer noch nicht benutzten Kante fortgesetzt. Wenn alle Knoten geraden Grad
haben, kehrt man wieder zum Ausgangsknoten zuriick. Dieser geschlossene Pfad
bildet einen Zyklus mit den Knoten vy, vo, ..., v, v1.

m Die Kanten E(Z) = {(v1,v2), (v2,v3), ..., (Vk—1, V%), (vk,v1)} des gefundenen
Zyklus Z werden aus dem Graphen entfernt. Im Restgraphen sind, wenn eine
Eulertour vorhanden ist, wiederum alle Knotengrade gerade.

m Gibt es in einem Zyklus Z einen Knoten mit einem Grad gréBer 0, dann kann man
von dort aus wiederum einen Zyklus bilden.
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Eulertour: Algorithmus von Hierholzer

Vorgehen:

1.

Wihle einen beliebigen Knoten vy des Graphen und konstruiere von vy ausgehend
einen geschlossenen Pfad Z in GG, der keine Kante in G zweimal durchlauft. Wir
nennen Z einen Zyklus.

2. Wenn Z eine Eulertour ist (aIso alle Knoten beinhaltet), terminiere. Andernfalls:

3. Losche nun alle Kanten in Z aus G.

4. An einem Knoten von Z, dessen Grad groBer 0 ist, l3sst man nun einen Zyklus Z’

entstehen, der keine Kante in G zweimal enthalt.

Fiige in Z den zweiten Zyklus Z’ ein, indem der Startpunkt von Z’ beim ersten
Auftreten in Z durch alle Knoten von Z’ in der durchlaufenen Reihenfolge ersetzt
wird.

Fahre bei Schritt 2 fort.
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Eulertour: Algorithmus von Hierholzer: Beispiel

Ausgangsgraph:

1. Zyklus:

Z =(1.237.1)
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Eulertour: Algorithmus von Hierholzer: Beispiel

2. Zyklus:
(3) (4)
O, (909 7' = (1,3,4,7,8,1)
Z =(134781.23,71)
O
O~

3. Zyklus:

O OO
@ Q‘o 7' = (7,6,9,5,4,9,7)

Z =(1,3476,95,497381.237,1)
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Eulertour: Algorithmus von Hierholzer: Beispiel

Mogliche Eulertour: Weiteres Beispiel
m Kantenfolge: a, b, ¢, d, e, f, g, h,i,j, k, I, m, n, o
m Knotenfolge: 1,2,3,1,8,7,6,9,5,4,9,7,4, 3,7, 1

f

Laufzeit: Liegt in O(n + m).
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Ist das symmetrische TSP 2-approximierbar?

Theorem: Angenommen P=£NP. Dann gibt es keinen polynomiellen
2-Approximationsalgorithmus fiir das symmetrische TSP.

Beweis: (durch Widerspruch)

m Angenommen, es existiert ein polynomieller Approximationsalgorithmus A mit
einer Giitegarantie 2.

m Sei G = (V, E) ein Graph, fiir den wir bestimmen wollen, ob der Graph einen
Hamiltonkreis enthélt (HAM-CY CLE-Problem ist NP-vollstandig).

m Wir mochten jetzt A benutzen, um den Hamiltonkreis effizient zu finden.
m Dazu wird G in eine TSP-Instanz G’ = (V, E’, ¢) transformiert.

40 /60



Ist das symmetrische TSP 2-approximierbar?

Beweis (Fortsetzung):

m Transformation von G in eine TSP-Instanz G’ = (V, E/, ¢):
Sei (V, E') der vollstandige Graph:
- B ={(u,v) ru,v €V, u#uv}
- mit Kantenkosten:

1 wenn (u,v) € B
Cup =
2-n+1 sonst

m G kann in polynomieller Zeit in G’ transformiert werden.
m Wenn G einen Hamiltonkreis H enthélt, dann werden jeder Kante von H die
Kosten 1 zugewiesen und G’ enthilt eine Tour mit den Kosten n.

m Wenn G keinen Hamiltonkreis enthilt, dann benutzt jede Tour in G’ mindestens
eine Kante, die sich nicht in E befindet. Solch eine Tour hat aber die Kosten von
mindestens

2n+)+(n—-1)=2-n+n=3-n>2-n
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Ist das symmetrische TSP 2-approximierbar?

Beweis (Fortsetzung):

Daher sind die Kosten einer Tour in G, die kein Hamiltonkreis in G ist, zumindest
um den Faktor 3 groBer als die einer Tour, die ein Hamiltonkreis in G ist.

Nun wenden wir Algorithmus A auf die TSP-Instanz G’ an.

Algorithmus A liefert garantiert eine Tour zuriick, deren Kosten hochstens um den
Faktor 2 iiber denen einer optimalen Tour liegen.

Wenn G einen Hamiltonkreis enthalt, dann muss A ihn zuriickliefern.

Wenn G keinen Hamiltonkreis enthalt, dann liefert A eine Tour mit Kosten groBer
als 2-n.

Daher kann A benutzt werden, einen Hamiltonkreis in polynomieller Zeit zu
finden. Das ist aber ein Widerspruch dazu, dass HAM-CY CLE NP-schwer ist.
Das konnte nur der Fall sein, wenn P=NP gilt. [J
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Spanning-Tree-Heuristik (ST): Giitegarantie

Theorem: Ahnlich kann fiir ein allgemeines £ > 1 gezeigt werden, dass es es keinen
polynomiellen e-Approximationsalgorithmus fiir das symmetrische TSP gibt.
Das symmetrische TSP ist ,,nicht approximierbar”.

Beweis: Wie auf den vorherigen Folien, nur gilt jetzt c(u,v) =& -n+ 1 wenn
(u,v) ¢ E. O

Frage: Wozu dann der ganze Aufwand, wenn eine beliebige Approximation nicht
effizient moglich ist?

Antwort: Unter einer einfachen Voraussetzung wird das Ergebnis besser.
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Spanning-Tree-Heuristik (ST): Metrisches TSP

Metrisches TSP: Ein TSP heiBt metrisch, wenn fiir die Distanzmatrix C die
Dreiecksungleichung gilt, d.h. fiir alle Knoten i, j, k gilt

cip < Cij + Cjk-

Hinweis: Insbesondere ist auch das Euklidische TSP, bei dem den Knoten Punkte in
der euklidischen Ebene entsprechen und die Distanzen die euklidischen Distanzen sind,

metrisch.

Theorem: Das metrische TSP besitzt einen polynomiellen Approximationsalgorithmus
mit einer Giitegarantie von 2, d.h.

csT(x)
Copt (2)

< 2 fiir alle TSP-Instanzen x
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Spanning-Tree-Heuristik (ST): Metrisches TSP

Laufzeit: Die Spanning-Tree-Heuristik lauft in polynomieller Zeit (aufwendigster Schritt
ist Ermitteln des MST im ersten Schritt).

Beweis fiir Gilitegarantie: Es gilt
csT ()L e, (2)=2cp () &2¢opt ()
O Gilt wegen der Dreiecksungleichung.

@ Gilt, da Bs durch Verdopplung der Kanten aus B entsteht. @ Gilt, da ein MST die
kiirzeste Méglichkeit ist, in einem Graphen alle Knoten zu verbinden.
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Lastverteilung (Load Balancing)
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Lastverteilung

Eingabe: m identische Maschinen; n Jobs (Aufgaben), Job j hat Bearbeitungszeit ¢;.
m Jeder Job j muss ununterbrochen auf einer Maschine ausgefiihrt werden.

m Eine Maschine kann nur einen Job auf einmal ausfiihren.

Definition: Sei J; die Teilmenge von Jobs, die Maschine i zugewiesen wurde.
Die Last der Maschine 7 ist L; = Zjeji t;.

Definition: Die Bearbeitungsdauer (makespan) ist die maximale Last auf irgendeiner
Maschine L = max;=1,....n L,L

Lastverteilung: Teile jeden Job einer Maschine so zu, dass die Bearbeitungsdauer
minimiert wird.
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Lastverteilung: List-Scheduling

List-Scheduling-Algorithmus:

m Beriicksichtige n Jobs mit einer fixen Ordnung.

m Greedy-Algorithmus: Teile Job j einer Maschine mit der aktuell kleinsten Last zu.
m [, = Last auf Maschine 3.
[

J; = Jobs, die Maschine i zugewiesen wurden.

List-Scheduling(m,n,t1,t2,...,tn):
for i <+ 1 bis m
for j < 1 bis n
7 = argming—1
Li<—Li+tj
return Ji,...,Jm

[0 Maschine i hat geringste Last

.....

Laufzeit?
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Lastverteilung: List-Scheduling

List-Scheduling-Algorithmus:
m Beriicksichtige n Jobs mit einer fixen Ordnung.
m Greedy-Algorithmus: Teile Job j einer Maschine mit der aktuell kleinsten Last zu.
m L, = Last auf Maschine i.

m J; = Jobs, die Maschine ¢ zugewiesen wurden.

List-Scheduling(m,n,t1,t2,...,tn):
for i < 1 bis m
Ji+ 0
LrL(—O
for j <1 bis n
i = argming=1,..,m Lk
Ji « J; U{j}
Li<—Li+tj
return Ji,...,Jm

O Maschine i hat geringste Last

Laufzeit: O(nlogm) mit einer Priority-Queue.

49 /60



Lastverteilung: Analyse von List-Scheduling

Theorem: [Graham, 1966] List-Scheduling ist ein 2-Approximationsalgorithmus.
m Erste Worst-Case-Analyse eines Approximationsalgorithmus.

m Dazu muss man die resultierende Losung mit der optimalen Bearbeitungsdauer L*
vergleichen.

Lemma 1: Fiir die optimale Dauer gilt in jedem Fall L* > max; t;.

Beweis: Eine Maschine muss den aufwendigsten Job verarbeiten. [J

Lemma 2: Fiir die optimale Dauer gilt in jedem Fall L* > —Zj t;.
m

Beweis:
m Die gesamte Verarbeitungszeit ist 3, ¢;.

m Eine der m Maschinen muss zumindest den 1/m-ten Teil der Arbeit machen. OJ
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Lastverteilung: Analyse von List-Scheduling

Theorem: List-Scheduling ist ein 2-Approximationsalgorithmus.

Beweis: Wir betrachten die Last L; einer Maschine 4, die einen Flaschenhals darstellt.
m Sei j der letzte zugeteilte Job auf Maschine 1.

m Wenn Job j Maschine ¢ zugewiesen wird, hat ¢ die geringste Last.
Die Last vor der Zuteilung ist L; —t; = L; —t; < Ly firalle 1 <k < m.

Blaue Jobs vor j zugeteilt

Maschine | I

|
0 | |
Li—t; L=

L;
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Lastverteilung: Analyse von List-Scheduling

Theorem: List-Scheduling ist ein 2-Approximationsalgorithmus.

Beweis: Wir betrachten die Last L; einer Maschine 4, die einen Flaschenhals darstellt.

m Sei j der letzte zugeteilte Job auf Maschine 1.

m Wenn Job j Maschine ¢ zugewiesen wird, hat ¢ die geringste Last.
Die Last vor der Zuteilung ist L; —t; = L; —t; < Ly firalle 1 <k < m.

m Wir summieren alle Ungleichungen iiber alle k£ und dividieren durch m:

1

Li—t; < — Zk:Lk
1

== t;

m 2t

J

<L

m Nunist L; = (L; — t;) + & < 2L*. O
—_——— M~
<L* <L*
O Lemma 20 Lemma 1
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Center Selection
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Center Selection

Eingabe: Menge von n Standorten sy,...,s, und ganze Zahl k > 0.

Center-Selection-Problem: Wahle k& Mittelpunkte C', so dass die maximale Distanz von
einem Standort zu einem nichsten Mittelpunkt minimiert wird.

® Mittelpunkt
m Standort
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Center Selection

Eingabe: Menge von n Standorten s1,...,s, und ganze Zahl k& > 0.

Center-Selection-Problem: Wahle k& Mittelpunkte C', so dass die maximale Distanz von
einem Standort zu einem nichsten Mittelpunkt minimiert wird.

Notation:

m dist(z,y) = Distanz zwischen z und y.
m dist(s;, C) = min.cc dist(s;,¢) = Distanz von s; zu einem nichsten Mittelpunkt.
m 7(C) = max; dist(s;, C) = kleinster iiberdeckender Radius.

Ziel: Finde eine Menge von Mittelpunkten C, die r(C') minimiert, unter Beriicksichtigung
von |C| = k.

Eigenschaften der Distanzfunktion:

m dist(z,z) =0 (Identitat)
m dist(x,y) = dist(y, ) (Symmetrie)
m dist(z,y) < dist(z, z) + dist(z, y) (Dreiecksungleichung)
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Center Selection: Beispiel

Beispiel: Jeder Standort ist ein Punkt in der Ebene, ein Mittelpunkt kann jeder Punkt
in der Ebene sein, dist(x,y) = Euklidische Distanz.

Anmerkung: Es gibt unendlich viele potentielle Lésungen!

® Mittelpunkt
m Standort
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Greedy-Algorithmus: Falscher Ansatz

Greedy-Algorithmus: Wahle fiir den ersten Mittelpunkt einen besten Platz fiir einen
Mittelpunkt. Danach fiige iterativ Mittelpunkte so hinzu, dass der Abdeckradius immer

am meisten reduziert wird.

Anmerkung: Kann beliebig schlecht sein!

@
nion Mittelpunkt 1

Schlechte Wabhl fiir
k = 2 Mittelpunkte

@ Mittelpunkt
m Standort
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Center Selection: Greedy-Algorithmus

Greedy-Algorithmus: Wahle den ersten Mittelpunkt beliebig aus der Menge aller Standorte.
Wahle wiederholt als ndchsten Mittelpunkt einen Standort, der am weitesten von jedem
existierenden Mittelpunkt entfernt ist.

Greedy-Center-Selection(k,n,s1,82,...,8n)

C = {81}

wiederhole k — 1 mal
Wahle einen Standort s; mit maximaler dist(s;,C)
Flige s; zu C hinzu

return C

O Standort am weitesten von jedem Mittelpunkt.

Beobachtung: Nach der Terminierung sind alle Mittelpunkte in C' paarweise zumindest r(C')
voneinander entfernt.

Beweis: Durch Konstruktion des Algorithmus.
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Greedy-Algorithmus: Analyse

Theorem: Sei C* eine optimale Menge von Mittelpunkten. Dann ist r(C) < 2r(C*).
Beweis: (durch Widerspruch) Angenommen r(C*) < 3r(C).

m Fiir jeden Standort ¢; in C betrachte den Radius 37(C) um ihn herum.
m Nur ein ¢; € C* in jedem Radius; sei ¢; der Standort mit ¢}.
m Betrachte einen beliebigen Standort s und seinen nachsten Mittelpunkt ¢} in C*.

m dist(s, C) < dist(s, ¢;) < dist(s, &) + dist(c, &) < 2r(C*).

m Daher r(C) < 2r(C*). O
O A-Ungleichung @ < r(C*) da ¢} der nichste Mittelpunkt ist.

e (C*
m Standort
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Center Selection

Theorem: Sei C* eine optimale Menge von Mittelpunkten. Dann gilt #(C) < 2r(C*).

Theorem: Greedy-Algorithmus ist ein 2-Approximationsalgorithmus fiir das
Center-Selection-Problem.

Anmerkung: Greedy-Algorithmus platziert Mittelpunkte immer auf Standorten aber
erreicht trotzdem eine Giitegarantie von 2 gegeniiber einer optimalen Losung, bei der

Mittelpunkte liiberall platziert werden diirfen.
O z.B., Punkte in einer Ebene

Frage: Gibt es Hoffnung auf einen 3/2-Approximationsalgorithmus? 4/3? Eher nein!

Theorem: Es existiert ein e-Approximationsalgorithmus fiir das
Center-Selection-Problem fiir ein beliebiges € < 2 nur dann wenn P = NP gilt.
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