Allgemein

Definitionsbereich: Zahlenbereich (N, Q, R, Z, C) » Parameterzahl (Exponent) (1)
Finden: Funktion betrachten (z.B.: sqrt(x) => Definitionsbereich R+)

Wertebereich: Ergebnis der Funktion (N, Q, R, Z, C) » Parameterzahl (Exponent) (meistens
R, N, etc.)

Finden: Was kann rauskommen? Meistens R mit Einschrankung (z.B.: f(x) = 1/x"2
=>W:y€ER|0<=y<=1)

Hoéhenlinien: f(x,y) = c, c fixieren (z.B. ¢ = 0, ¢ = 1) und Linie zeichnen
Beschreiben: x und y auf eine seite bringen, c(oder z) und zahlen auf die andere
seite: sqrt(1 - x"2-y*2)=c =>x"2+y*2=1-c"2

Partielle Ableitung: (8)
Ableitungsrichtung z.B.: x =>vy, (z, ...) werden zu konstanten
Ableiten It. Regeln (Kettenregel - Ableitung auf3en * innen)
Partielle Ableitung 1. Ordnung: fx, fy
Partielle Ableitung 2. Ordnung: fxx, fyy, fxy = fyx

Tangentialebene z = f(x,,y,) + fx(x,,¥o)"(x-X,) + fy(X,Y0)* (Y-Yo)
ist eine Ebene die an einem Punkt (x,,y,) von den partiellen Ableitungen aufgespannt
wird. Sie muss NICHT existieren.

Implizite Funktion y(x) hat die Form Ax + By + C=0 (24)
(beliebige Potenzen flir x und y)
Funktion ableiten nach x (Fy) und y (F ) danniny =-F /F,

Y-Punkte finden an denen die Gleichung halt
(wenn y(x) = 0 => Nullstellen bestimmen)
1. x einsetzen in die urspringliche Gleichung
2. Gleichung 0 setzen
3. Linearisieren und 0-Stellen ablesen (zb x * (x-1)=>x=0und x = 1)
4. vy’ an den Punkten berechnen

Punkte an denen die Kurve nicht existiert
(wenn die Steigung unendlich grof ist)
1. F,=0=>damit x =y ausdricken
2. xin der original Formel ersetzen;
3. y berechnen (z.B.: mit der quadr. Losungsformel)
4. x berechnen durch ruckeinsetzen

Symmetrische Matrix A mit q(x) = xAx" (29)



Positiv definit: Alle Hauptminoren sind > 0

Hauptminoren = Determinante von allen Matrixgréf3en (also det(a) und det(a, b, b, ¢))
Hauptminore (1) = Kastal 1x1

Hauptminore (2) = Kastal 2x2

b ausdriicken und Werte suchen die die Ungleichung erflllen

Parametrisierte Kurve diskutieren

Senkrechte Tangente: dy / dx =y’ / x’ = 0 (Null-setzen)
Waagrechte Tangente: dx / dy = x’ / y’ = 0 (Null-setzen)
Wendepunkte gegeben durch:
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Relative Extrema/Sattelpunkte bestimmen (48)

Stationar Punkt = relatives Extrema (Steigung in beiden Richtungen 0)
Relatives Extrema = (lokal) Hochpunkt/Tiefpunkt

fo T, fo f,,und f, ,, berechnen
Erste partielle Ableitungen fx,fy = 0 setzen ergibt Gleichungssystem
Gleichungssystem l6sen (z.B.: | - II), damit x = y ausdriicken

In | oder Il einsetzen (sodass nur 1 Variable bleibt)

Therme linearisieren und Nullstellen finden (ACHTUNG auf Definitionsbereich)
a. z.B.wannist cos(x) =0 — bei x = Pi/2

Hesse Matrix betrachten:

Luw A
#4(’{'7}: by JY:)

Stationaren Punkt in die Hesse Matrix einsetzen und
H,=f H,=det(2x2 H)
positiv definit=H,>0&&H, >0
negativ definit = H, < 0 && H, > 0 negativ definit

/



indefinit =H,<0
[Hp| < 0 = X ist Sattelpunkt
[Hy| >0 und [Hy| >0 = xg ist lokales Minimum
[Hj| > 0 und [Hy| < 0 = Xg ist lokales Maximum

|H2‘ = = Keine Aussage méglich

Werte in f einsetzen (ausrechnen) = maxf (oder minf)
Fir den Rand:
b. y mit O fixieren
f berechnen
f’ <0 => konkav, f* > 0 => konvex, f’ = 0 => Sattelpunkt
Werte (0 und den errechneten) in f einsetzen ergibt maxf, und minf,
y mit (maxwert) fixieren
b - d wiederholen und maxf, und minf,
maxf = max(maxf, maxf, , maxf,) (minf analog)
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Fir 3 Variablen ohne Rand (51)

o bk wbd =

f., fy und f, berechnen
Gleichungssystem aufstellen mit f, = 0 etc.

Hesse Matrix aufstellen (3x3)

Punkte in Matrix einsetzen und definitheit bestimmen
+,+,+ => relatives Minimum

-,+, - => relatives Maximum

alles andere => Sattelpunkt

Extrema mit Nebenbedingung (63)

1.
2.
3.

No oA

Formel die maximiert(minimiert) werden soll aufschreiben f,

Nebenbedingung finden f,

Lagrange faktoren aufschreiben:

F(x,y,A)=f, - A*f,

far mehrere NB einfach - A *f , - A, - ...

Ableiten F, Fy, F.

Gleichungssystem aufstellen und 0 setzen

Ausdrutcken von A

Ausdricken der anderen Variablen bis die Formel (max/min) mit der gewlnschten
Variable beschrieben werden kann (einsetzen der ausgedrtickten Werte)

Bereichsintegrale (76)

1.

= »

In Bereichsintegral wenn stationare Punkte gegeben sind den minimalen und
maximalen Wert von X und Y suchen

Die Grenzen des inneren Integral mit den Werten von Y einsetzen, wenn wir zuerst
nach dy integrieren

Nach dy integrieren und obere Grenze minus untere Grenze rechnen

Grenzen von X fur das nachste Integral einsetzen

Nach dx integrieren und obere Grenze minus untere Grenze rechnen



Polarkoordinaten Transformation fiir Kreis
e Xx=r*cos(p)
e y=r*sin(p)
Polarkoordinaten Transformation fiir Ellipse
e XxX=a*r*cos(y)
e y=b*r*sin(p)
Funktionsdeterminante (100)
Kreis

Ellipse
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Bogenlédngen Parametrisierung (117,120)

y durch x ausdriicken z.B.: y = +/- xA(3/2)

In y das ausgedrickte einsetzen und x durch t ersetzen c(t)

c’(t) berechnen

Lange von c’(t) berechnen => sqrt(coord142 + coord2"2)

Integral mit Grenze berechnen

(Manchmal muss man die Flache 2 mal nehmen weil die Funktion symmetrisch ist)

o0k wN~

Kurvenintegral von skalarwertigen Funktionen (123)
1. Integral von f(x(t),y(t)) * Iange(c’(t))
(ahnlich wie Bogenlangen Parametrisierung)

Kurvenintegral iiber ein Vektorfeld (entlang eines Wegs) (130)
1. Kurvenintegral auf x umformen (z.B.: x = y*3)
X in Vektor ersetzen durch y Ausdruck
y durch t ersetzen — c(t) = (x,y)*T
Ableiten von c(t)
Integral u(c(t)) * c’(t) mit Grenzen minx und max vom Weg (siehe Definition 6.57)

oRroDdN



Kurvenintegral (iiber ein Vektorfeld) entlang eines Streckenzugs (130)
1. Weg aufteilen (d =d, +d,)
2. Wegabschnitt
a. (z.B.:(0,0)->(3,0)>(3,2)
i. =d, =t 0)mit0<=t<=3
i. =>d,=(0t)mit0<=t<=2
Immer in richtung der Bewegung! 0 => 0 nicht zulassig!
3. dableiten
4. Integral u(c(t)) * c'(t) mit Grenzen minx und max vom Weg
a. Indiesem Fallistc(t) =d

Wegunabhangigkeit (142)

Wenn in der 1. Zeile nur x, 2. Zeile nur y und 3. Zeile nur z dann = Wegunabhangig!

Oder Ableitung (f1 nach y) = (f2 nach x), (f2 nach z) = (f3 nach y), (f3 nach x) = (f1 nach z)
(Def. 6.59 und 6.60)

Info: Wenn Gradientenfeld dann existiert die Stammfunktion

Integral von 1. Zeile + C(y,z)

C(y,z) = 2. Zeile integrieren + D(z)

D(z) = 3. Zeile integrieren + C

F =1. Integral + 2. Integral + 3. Integral

Bestimmtes Integral von F = F(Wegende) - F(Wegbeginn)

o LN=

Stammfunktion des Vektorfeldes (144)
1. Wegunabhangigkeit untersuchen
2. Falls unabhangig: F = integral (f,) dy + C
3. Potential = -F (Einfach: - Stammfunktion)
4. Wenn Vektorfeld auf R2 definiert (bzw. wenn => zusammenhangendes Gebiet =>
Uberall wegunabhangig! Sonst (?77?)

Fourierreihe :( (156)
Wenn die Funktion NICHT symmetrisch ist: (Definition Fourierreihe)
v S egE
C.ff) = oy W T
/g LY ’ i,
wsZ = Ziel

1. Unterscheiden zwischen k =0 und k !=0
2. c¢,=1/T integral (von Untergrenze bis T) f(t) * e”(ikt)) fur k = 0 und k != 0 berechnen
3. Ergebnis = ¢, + Summe (siehe Angabe)

Wenn die Funktion um die y Achse symmetrisch ist:

= Ziel



2. a, = 2/T * integral(von Untergrenze bis T) f(t) * cos(nt) dt

Symmetrie kann nur sein wenn die Funktion im - und + bereich definiert ist, bei z.B.: 0
<=t <= pi gibt es keine Symmetrie => immer a, und b, berechnen!

" Dreht die Vorzeichen vor i um.
I =>-1; -1=>1

Berechnung von Spektralfunktionen

/ e~ ™t f(t)dt

1. Unterscheiden zwischenw =0 und w !=0
2. w=0: einmal f(t) integrieren, w != 0: e”(-iwt) * f(t) integrieren
3. Mit Integralgrenzen berechnen

Theorie

Epsilon Umgebung
ist die Umgebung in der alle Punkte x um einen Punkt x, deren Abstand kleiner als € zu x,

ist.

Grenzwert
Far alle € > 0 existiert ein & > 0 sodass flr 0 < ||x - x,|| < d die Ungleichung [f(x) - c| < € gilt.

Stetigkeit
Funktion f heilt stetig an der Stelle x, falls lim
jeder Stelle x, aus D stetig ist.

f(x) = f(x,) gilt und stetig auf D, wenn f an

x->x0

Konvergenz /| Grenzwert
Eine Folge x, heil3t konvergent gegen den Grenzwert x wenn fur alle € ein N existiert, so
dass ||x,- || < € fur alle n > N.

Menge offen / abgeschlossen /kompakt
Eine Menge heil3t offen wenn eine U (x) existiert fur die U (x) < D gilt.

Partiell differenzieren



Funktion fist partiell differenzierbar falls beide partiellen Ableitungen f, und f, existieren.
Funktion f ist stetig partiell differenzierbar, wenn beide partiellen Ableitungen f, und f,
existieren und diese stetig sind

fistin (x0,y0) partiell nach x differenzierbar wenn der Grenzwert existiert:

fistin (x0,y0) partiell nach y differenzierbar wenn der Grenzwert existiert:

Total Differenzierbar
fist im Punkt x, total differenzierbar wenn f(x) = f(x,) + f(x - x,) + R(x) gilt

und fir den Rest gilt.

Jacobi-Matrix

Die lineare Abbildung f' heif3t Ableitung von f im Punkt x, und die Jacobi-Matrix
Determinante der Jacobimatrix wird als Funktionaldeterminante bezeichnet

Gradient
Wenn f total differenzierbar ist dann ist grad f = (f,, f,, ... f,,) der Gradient.

Richtungsableitung
Richtungsableitung von f an der Stelle x nach v versteht man den Grenzwert:

Hesse Matrix



f:r.;::' f.:r' Y f: -
f Y,x f ‘y..r,f fu”
f:.:r fa.y f’“”

Lokale Extrema
f hat ein lokales Minimum bei x, wenn x € U (x,) gilt: f(x) <= f(x,) (analog fur Maximum)
(global wenn es fur alle x € D gilt).

Stationarer Punkt
Punkte im grad f(x) = 0 heif3en stationare Punkte.
Diese Bedingung ist notwendig aber nicht hinreichend.

Lagrange Multiplikatoren
f... Funktion D -> R
g; ... Funktionen

Es existiert ein Vektor (A,,, ... ,Ay,), SO dass die Funktion

Pl A A = S = 3 A (%)
=1
die Gleichung
grad F(xs, Aoty - -5 Aom) =0

erfullt.

Satz von Fubini (Bereichsintegral)
Integral einer Funktion in x und y Richtung ist das Bereichsintegral

: d - pily)
f/f{i',y]ci:crirF/[ [z, y) dz dy.

0 3 Eln)

Kurve
ist eine stetige Abbildung c: [a,b] —» R".

Parameter einer Kurve
Variable heifl3t Parameter der Kurve.

Rektifizierbarkeit
Polygonzug = Vereinigung der Verbindungsstrecken einer Folge von Punkten



Rektifizierbarkeit = Wenn die Lange von Polygonziigen gegen einen Grenzwert
konvergieren, falls die Feinheit F(Z) die Zerlegung Z gegen 0 konvergiert

Bogenlange
Die Lange der Kurve wirds als Bogenlange bezeichnen und ist gegeben durch:

Kurvenintegral der skalaren Funktion

ist definiert als -

Krimmung
Wenn c(t) eine stetig differenzierbare ebene Kurve ist und I(t) = s die Bogenlange ist dann ist
die Krimmung der Kurve im Punkt c(t):

Kurvenintegral

ist definiert als _

Zusammenhangend(es Gebiet)

Eine Teilmenge heil’t zusammenhangend wenn es zu je 2 Punkten x, x, eine Kurve c: [a,b]
— D gibt mit c(a) = x, und c¢(b) = x, existiert. Gebiet = offene und zusammenhangende
Menge.

Gradientenfeld & Potential
f ist ein Gradientenfeld wenn es ein Skalarfeld F mit grad F = f gibt. F = Stammfunktion, -F
heil’t Potential

Integrabilititsbedingungen
Ein stetig differenzierbares Gradientenfeld f erfillt die Integrabilitatsbedingung:

furallei,jmit1>=ij<=n

Einfach zusammenhéangend



ein Gebiet indem sich jede geschlossene Kurve stetig auf einen Punkt zusammenziehen
lasst. (Schnlrl zu Knoten zusammenziehen, wenn das geht top, sonst nicht einfach
zusammenhangend)

Fourier-Reihe
f = T-periodische Funktion (auf [0,T] stiickweise stetig)

mit Fourier Koeffizienten:

T-Periodische Funktion
Eine (reell oder komplexwertige) Funktion heil3t T-periodische Funktion wenn f(x+T) = f(x). T
ist die Periode.

Trigonometrisches Polynom (Sinus-Cosinus-Form)

Exponentialform

a, b, ¢, heillen Koeffizienten. N ist der Grad.

Trigonometrische Reihe



Euler Formeln

Konvergenz (gleichmaRig)

Eine Funktionenfolge fy(x), f,(x), ... konvergiert gleichmafig auf einem Intervall | gegen die
Funktion f(x) wenn fir jede beliebig kleine Fehlerschranke € > 0 ein fir alle x aus |
gemeinsamer Index N = N, existiert, so dass gilt:

WeierstraBscher M-Test

Wenn eine Abschatzung [f,(x)| >= M, innerhalb eines Intervalls | gilt und - dann ist
die Funktionsreihe s(x) gleichmaRig konvergent.

Rechenregeln fiir Fourierreihen



DFT (Fourier-Koeffizienten, Spektralkoeffizienten)

R~ R T e T T S :

Diskrete Fourier Transformation (und IDFT)



Cauchy Hauptwert

Spektralfunktion

Absolut Integrierbar
f heifl3t absolut integrierbar wenn sie auf jedem endlichen Intervall stlickweise stetig ist und

fur Riemann Integral: richtig ist.

Laplace Transformation
Wenn das uneigentliche Integral

fur ein s € R konvergiert dann heil3t f: [0,unendlich) — C Laplace transformierbar.
F(s) ist die Laplace-Transformierte von f(t). F(s) ist die Bildfunktion von f(t)

f(t) ist die Urbildfunktion von F(s) — _

Sampling-Theorem



Nyquist-Bedingungen (Abtastbedingung)




Regeln










— Definition 6.57
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Prufungsfragen Theorie

Erklaren Sie die Begriffe Abtastfrequenz, Abtastwerte und Bandbreite fiir eine
Zeitfunktion /(1))
Signalverarbeitung: Werte nur zu diskreten Zeitpunkten ablesbar.

Abtastfrequenz: Abtastfrequenz legt den Abstand zwischen diskreten Zeitpunkte fest (Formel: w,
= 2pi/(deltat)).

Abtastwerte: Funktionswerte an den Stellen an denen abgetastet wird (f(kdeltat))

Bandbreite: Frequenzbereich unterschiedlicher Schwingungen

Wie ist die s1-Funktion (Spaltfunktion) definiert? Machen Sie eine Skizze!

sinr
; — 0,
si(x) = !" j f 5



-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Formulieren Sie mit diesen Begriffen das Abtasttheorem und geben Sie die
Abtastformel an!

Abtasttheorem:

Signal wird nur zu diskreten Zeitpunkten gesampled (Abtastfrequenz) dadurch erhalt man
Abtastwerte. Um alle Werte zu erhalten muss die Bandbreite endlich sein.

Um die Funktion korrekt zu rekonstruieren muss die Abtastfrequenz mindestens 2 mal der
Signalfrequenz entsprechen.

Merksatz:
sipiti t-akti fakti

Sin/Cos Form Fourier Reihe sowie exponential Form

Beziehung zwischen a_ b, und c,



Rechenregeln fiir Fourier-Transformation
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Fur die Stromstlirke im Bildbereich gilt deshalb die Gleichung:

-

(7 r]__. ¢ Ls)l(s) = U.

swischen der Quellspannung und der

! 8),
RI(8) + =—1(8) + Lsl(s)
(s
woraus wir im Bildbereich den folgenden Zusammenhang
Stromstlirke echalten o0

{(s) B & Lo

H(s)U.(3)

mil (s
His)

8.6 :-Transformation
n kontinuierliches komplexwertiges Signal f(/

itpunkten kAt, fiir k € N, im Takt Af > 0 abge
f”.'_\f ). ke N, also eine F\a»mplr-w

fiir kontinuierliche Signale konnen wir

Wie im vorigen Abschnitt betrachten wir ei
¢t > 0, welches nun aber nur zu diskreten Ze
tastet wird. Man erhiilt dadurch ein diskretes Signal [,

Zahlenfolge ( fi)ren. In Analogie zur L-Transformation
jie Folge von diskreten Abtastwerten die Reihe

S (ke

k=10

nun darangehen, fiir ¢

7u bilden. Ersetzen wir darin noch z = ¢*®' filhrt dies bereits zum zentralen Begriff dieses

Abschnitts.
Definition 8.65 Sei (fi)ken, mit fi € C, eine komplexe Zahlenfolge. Die Folge ( fi) heiBt
~-transformierbar, wenn die unendliche Reihe

F(z) = 2{(f)} = X _ fuz™*
k=0

fiir ein = € C konvergiert. F(z) heift dann die z-Transformierte von ( fi).
Die inverse Abbildung
(fidken = 27 {F(2)}

wird als inverse z-Transformation bezeichnet.

Bemerkung: Wie oben ausgefiihrt, kann die 2-Transformation als diskretes Analogon zur
Laplace-Transformation angesehen werden und wird deshalb auch “Laplace~Tmnx‘l‘0m1:mun fir
Abtastfunktionen” genannt. Wir wollen weiters erwiihnen, dass die hier gemachte Definition des
Ofteren als einseitige oder unilaterale z-Transformation bezeichnet wird, da in der Praxis auch
analoge Begriffe fiir Folgen (f;), mit k € Z, als zweiseitige oder bilaterale z-Transformation

Verwendung finden.




