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Mathematische Symbole

€, ¢
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ist Element, ist nicht Element von

fiir alle

es existiert ein

es existiert genau ein

es gibt kein

sodass gilt (als logisches Symbol)

nicht, Negation

logisches 'und’

logisches ’oder’

Zuordnung eines Elements
Mengenzuordnung

daraus folgt, dass

genau dann, wenn

ist definiert als

vereinigt

geschnitten mit

ist (echte) Teilmenge von

ist (echte) Obermenge von

unendlich

Summe, >/  k=1+24---+n
Produkt, [[z.,k=1-2---n

kongruent

ungefahr

dquivalent

die leere Menge

die natiirlichen Zahlen {0,1,2,...}

die ganzen Zahlen

die rationalen Zahlen (Briiche)

die reellen Zahlen

die komplexen Zahlen (a + ib)

die Hilbert’schen Quaternionen

die Menge der stetigen Funktionen
n-mal stetig differenzierbare Funktionen
unendlich oft stetig differenzierbare Funktionen
der Logarithmus naturalis (in der Schule: In)
der dekadische Logarithmus (10er-Logarithmus)
die Exponentialfunktion (&%)

die Kreiszahl Pi

die Kulersche Zaht
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Das griechische Alphabet
A a Alpha N v Ny
B Beta (vita) = ¢ Xi
o~ Gamma 0O o Omikron
A b Delta I x Pi
E & Epsilon X o Sigma
Z ¢ Zeta T 7 Tau
H n Eta Y v Ypsilon
e 7 Theta P ¢ Phi
I Jota P p Rho
K & Kappa X x Chi
A A Lambda v Psi
M p My Q w Omega
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Ziele und Voraussetzungen

Der ,,Unterricht” an einer Universitit dient nicht nur der Vermittlung von , Fakten®, son-
dern soll auch dazu dienen, die Studierenden zu verantwortlichen und kritischen Biirge-
rInnen zu machen, die Gehortes, Gelesenes oder Gesehenes kritisch hinterfragen und sich
nicht nur auf eine Quelle verlassen.

Dazu werden auch gewisse Vorkenntnisse vorausgesetzt, die laut aktuellen Lehrplinen in
der Schule vermittelt werden. Im Bereich eines Studiums der Informatik setzen wir zusitz-
lich voraus, dass die Studierenden mit Computern umgehen und insbesondere Office-
Standardpakete sinnvoll verwenden kénnen, sowie einen verantwortungsvollen Umgang
mit Infernet und E-Mail.

Ziele

Die Studierenden sind nicht KonsumentInnen eines vorgegebenen Wissens, sondern Pro-
duzentinnen ihres Wissens. Lernen ist ein individueller und konstruktiver Prozess und
bedeutet aktives Erarbeiten, Krforschen, Darstellen und Reflektieren des Wissens. Inshe-
sondere heifit das auch, dass nicht alles restlos und leicht konsumierbar erklirt wird, bzw.
erkldrt werden kann, und jede/r einzelne selbst dafiir verantwortlich ist, sich zuverlissige
Zusatzinformationen zu beschaffen, die sie/er bendtigt, um das Dargebotene zu verstehen
bzw. anwenden zu kénnen.

Ziel des ,Mathematikunterrichts“ ist es nicht, Rechnen zu lernen. Es sollen Kompetenzen
vermittelt werden, die fiir das Fach Informatik von grundlegender Wichtigkeit sind. Dies
sind unfer Anderem:

— Problemlosefdhigkeiten erwerben

— Prézision der Sprachverwendung

- Prézises Beschreiben von Sachiverhalten

~ Analytisch folgerichtiges Denken

- Arbeiten unter bewusster Verwendung von Regeln
— Logisches, widerspruchsfreies Begriinden (Beweisen)
— Argumentieren und exaktes Arbeiten

— Kritisches Denken
Zusiitzlich wird in Mathematik versucht, anf Programme bzw. Programmpakete hinzuwei-
sen, bzw., diese zu verwenden, die fiir eine weitere Verwendung im Bereich der Mathema-

tik und angewandten Mathematik wihrend des Studiums und auch spéter im Berufsleben
sinnvoll erscheinen.
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Voraussetzungen

Die folgenden Gebiete sind Teil des Lehrplans der AHS bzw. BIHS in Osterreich und dienen
als Voraussetzung der Inhalte aus Mathematik zur Informatik. Die Beherrschung dieser
Inhalte wird vorausgesetzt. Unbekanntes muss selbstéindig aus Schul- oder Fachbiichern
erarbeitet werden, da an der Universitit (leider) keine Zeit besteht, den Schulstoff in den
Lehrveranstaltungen zu wiederholen.

e Mengen

— Mengenoperationen

— Mengenalgebra
o Zahlen

— Zehnerpotenzen, Zahlendarstellungen

— rationale Zahlen, Bruchrechnen (6. Schulstufe!)

— Bruchdarstellung in Dezimaldarstellung umwandeln (und umgekehrt)
— Komplexe Zahlen

— Polarkeoordinaten
¢ Analysis

— reelle Funktionen

+ Beziehungen zwischen Funktionen, Umkehrfunktion
* Potenzrechnen, Wurzeln, Exponentialrechnung, Logarithmen

— Grenzwert
— Stetigkeit
— Trigonometrie
* Sinus, Cosinus, Polarkoordinaten
— Term- und Formelumwandlung
— Polynome

* Abspalten von Linearfaktoren
x Nullstellen
* Quadratische Gleichungen

— Folgen und Reihen (Arithmetische und Geometrische Folge/Reihe)
— Differentialrechnung

x Prazisieren der Begriffe Grenzwert und Stetigkeit
* Differentiationsregeln

% Losen einfacher Differentialgleichungen

— Integralrechnung
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% Hauptsatz
* Flachen und Volumina

¢ Lineare Algebra

— Losen linearer Gleichungssysteme

x geometrische Interpretation der Gleichungssysteme
e Algebra
— Variable

— Umformen von mathematischen Formeln, Gleichungen und Termen
— Formeln anwenden und interpretieren kénnen

— Relationen und Aquivalenzrelationen
e Geometrie

— Darstellungen von ebenen und raumlichen Gebilden
— Kreis und Kugel

— Kegelschnitte allgemein (Darstellung und Formeln)

Neben den Voraussetzungen aus Schulmathematik, nehmen wir von Studierenden der In-
formatik an, dass sie mit E-Mail umgehen kénnen, insbesondere auch ihre Studierenden-
UNET-Accounts an der Universitit Wien aktiviert haben und beniitzen, da auf die-
sem Wege die Informationen zwischen Lehrenden und Lernenden ausgetauscht werden.
Insbesondere setzen wir voraus, dass die Studierenden das Internet verantwortlich ver-
wenden und sich Grundkenntnisse im Umgang mit dem Internet (Stichwort-Netiquette)
selbstindig aneignen bzw. bereits angeeignet haben. Auflerdem sollten sie mit Textver-
arbeitungen, Tabellenkalkulationen und eventuell Funktionsplottern bzw. Computeralge-
brasystemen (CAS) umgehen kénnen.
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Algebra

Die Algebra befasst sich im weitesten Sinne mit dem , Rechnen mit Buchstaben.” Das
Wort Algebra geht zuriick auf den Titel eines Lehrbuchs des persischen Mathematikers Al-
Khwarizmi (9. Jahrhundert, auch das Wort Algorithmus gebt auf seinen Namen zuriick).
Die elementare Algebra beschaftigt sich mit Rechenregeln fiir verschiedene Zahlenmengen,
die abstrakte Algebra mit Strukturen in Mengen, ausgehend von jenen der Zahlenmengen.

Alle Computeralgebrasysteme (CAS) basieren auf diesen Regeln und Strukturen und
haben diese implementiert. Numerische Ergebnisse werden entweder direkt mit Hilfe al-
gebraischer Formeln gerechnet, durch Einsetzen von Zahlenwerten in die Formeln, oder,
erst wenn dies , fehl schldgt®, mit numerischen Niherungsverfahren, die natiirlich fehler-
behaftet sind.

1 Mengen

Einer der grundlegenden Begriffe der Mathematik ist der der Menge, ein Begriff, den
wir intuitiv erfassen und abhandeln kénnen, den wir aber im mathematischen Sinn nicht
richtig definieren kénnen. Das ZFC-Axiomensystem?® ist eine ,logisch widerspruchsireie
Notation® dieser Intuition.

Von Georg Cantor, dem Vater der Mengenlehre, stammt folgende Formulierung:?

FEine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmier wohlunterscheidba-
rer Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens, welche die Ele-
mente der Menge genannt werden, zu einem Ganzen.

Eine Menge wird demnach {iber ihre Elemente erkldrt. Dies ist keine (mathematische)
Definition, denn der Begriff der Menge aller Mengen, also alle Mengen zusammengefasst,
fithrt zu einem Paradoxon (Russel’sche Antinomie), einem Widerspruch im zugrunde
liegenden Axiomensystem ZFC, d. h., diese ,Menge" ist nicht wohldefiniert. Diese ,Menge
aller Mengen“ existiert somit nicht bzw. ist keine Menge, denn es stellte sich die Frage,
ob nun die Menge in sich selbst enthalfen ist, oder nicht, ein logischer Widerspruch.

BEISPIEL 1.1 (KINFACHE MENGEN)

Einfache Mengen sind etwa die Menge der Ziffern {0,1,2,3,4,5,6,7, 8,9} oder die Menge
aller Studierenden im Horsaal. Aus der Schule kennen wir auch unendliche Mengen wie
N, Z, Q, R, und manchmal auch C und H, oder etwa die Menge der bindren Zahlen, die
sich aus den Ziffern {0, 1} zusammensetzen.

Die leere Menge ¢ = {} ist die Menge, die keine Elemente enthilt. Tn ZFC ist die Existenz
dieser verankert.

1 Zermelo-Fraenkel und Axiom of Choice
Z0riginaldokument unter http://gdz.sub.uni-goettingen.de/dms/load/img/7IDDOC=36218
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Wir wollen nun aber nicht weiter auf den Begriff der Menge eingehen, da er einerseits
bereits in der Schule intensiv behandelt wurde, andererseits wir ein intuitiv richtiges
Verstindnis fiir Mengen haben (sollten).

Ebenso wird der Begriff #lement nicht weiter erklért bzw. definiert.

Die moderne Mengenlehre und damit ein Grofiteil der modernen Mathematik basiert auf
den Zermelo-Fraenkel Axiomen der Mengenlehre.

Wie grundlegend die Begriffe Menge und Element sind, zeigt uns das mathematische
LJKonzept® der Funktion, der ohne diese beiden Begriffe ,unméglich® wire. Wir wollen
den Begriff der Funktion im Folgenden entwickeln.

Dazu betrachten wir zuerst Vorschriften, die Elemente oder auch Teilmengen einer Menge
Elementen bzw. Teilmengen anderer Mengen zuordnen. Solche Vorschriften nennen wir
allgemein Relationen (siehe spiter), zwel oder melr Elemente stehen dann in Relation
zueinander,

Abbildungen wiederum sind spezielle Relationen, die Elementen der einen Menge ein
oder mehrere Elemente einer anderen Menge zuordnen oder auch nicht. Funktionen sind
wiederum spezielle Abbildungen, die jedem Element einer Menge genau ein Element einer
anderen Menge zuordnen. Wir wollen hier eine bzw. die mathematische widerspruchsfreie
Definition geben. Dazu bendétigen wir einige Voraussetzungen.

DEermNITION 1.1
Die Produktmenge oder das kartesische Produkt A x B zweier Mengen A wnd B ist
definiert als die Menge aller moglichen geordneten Paare (a,b), mit a € A und b € B.
Symbolisch:

Ax B={(a,b)lac Ajbe B}.

Ein geordnetes Paar ist definiert als (a,b) = {a, {a,b}}.

D. h., auch ein geordnetes Paar ist eine Menge.

DEFINITION 1.2
Gegeben seien zwei Mengen A und B. Jede Teilmenge C C A x B heifit Graph.

DErFNITION 1.3
Sei R C A x B. R definiert eine Relation aul A und B. Fiir alle (a,b) € R gilt: aRb, d. h,,
a € A steht in Relation zu b € B.

Diese Begriffe benotigen wir, um eine Funktion als spezielle Relation definieren zu knnen.
Relationen, insbesondere spezielle Relationen wie Ordnungen, Aquivalenzrelationen und
deren Eigenschaften werden spéter behandelt.

DEFINITION 1.4
Eine Funktion f: A — B ist eine Relation, die jedem a € A genau ein b € B zuordnet.
Wir schreiben f{a) = b.
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Da eine Funktion eine spezielle Relation ist und Relationen tiber ihre Graphen festgelegt
sind, ist auch eine Funktion iiber ihren Graphen festgelegt.

Wir beachten hier, dass in keiner der obigen Definitionen eine Aussage getroffen wurde,
welcher Art die Elemente der Mengen A und B sind. Insofern ist der Begriff der Relation
und auch jener der Funktion ein Abstraktum.

1.1 Mengenalgebra

Wir kénnen nun nicht nur mit Elementen einer Menge wie den reellen Zahlen rech-
nen, sondern auch mit Mengen selbst. Wir ktnnen Vereinigungen, Durchschnitte und
Komplemente von Mengen berechnen. Diese ,Rechnungen® folgen den fixen Regeln der
Mengenalgebra.

BEISPIEL 1.2 (WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG )

Das Ezperiment Wiirfeln hat als Ergebnis den Ereignisraum S = {1,2,3,4,5,6}, das ist
nichts anderes als die Menge aller méglichen Ausfélle. Jedes Element dieser Menge S ist
ein Elementarercignis. Ereignisse sind Teilmengen des Ereignisraumes S, also etwa das
Ereignis, eine gerade Zahl zu winfeln F; = {2,4,6}, oder das Ereignis, eine Zahl grofer
als 3 zu wiirfeln £y = {4, 5,6}. Das Ereignis eine gerade Zahl grofer als 3 zu wiirfeln ist
nun B3 = Ey N Ey = {4,6}, der Durchschnitt der beiden Ercignisse E; und E,.

Die wahrscheinlichkeitstheoretische Bewertung der Ereignisse, d. h., die Wahrscheinlich-
keit des Fintretens dieser Ereignisse kann einfach aus der Anzahl der Blemente der Er-
eignisse berechnet werden:

gy — Ll 3 1 _2_ 1

In diesem Beispiel wurde das Symbol {4| fiir die Mdchtigkeit einer Menge verwendet,
d. h., die Anzahl ihrer Elemente. Uber diese Anzahl der Elemente konnten wir Wahr-
scheinlichkeiten berechnen, nachdem wir die Rechenregeln fiir Mengen, die Mengenalge-
bra, angewendet haben.

Wir wollen hier gleich einige Definitionen, d. h., widerspruchsfreie (engl. sound) Begriffs-
erklidrungen, geben.

DEFINITION 1.5 (MACHTIGKEIT)

Die Machtigkeit |A| oder §A einer Menge A ist die Anzahl ihrer Elemente.

|A| = n, wenn es eine bijektive Abbildung der Menge A in die Menge {1,2,...,n} gibt.
Zwei Mengen A und B heilen gleich mdachtig, d. h. |A] = |B|, wenn es eine bijektive
Abbildung zwischen A und B gibt.

In diesem Sinn sind die Mengen N und Q gleich méchtig, d. h., haben gleich viele Ele-
mente, obwohl dies, naiv gesprochen, nicht offensichtlich ist!

GMA - Cenker, Uchida (Mirs 2010) 3




BEISPIEL 1.3
Die Michtigkeit kann nun, wie im letzten Beispiel, zur Berechnung von Wahrscheinlich-
keiten herangezogen werden:

|[Ex N By 1
5] 3

|EiUEy|  |Bil+|Ee|— [ExNFEy| _ 3432
151 B 6

P(E;) = P(E;NE)=

P(E, U E2)

Uber diese intuitiven , Rechenregeln® kann nun die Axiomatik fiir die Wahrscheinlich-
keitsrechnung aufgebaut werden (Axiome von Kolmogorov?).

Der Vollstindigkeit halber die folgenden Definitionen, die allgemein bekannt sein sollten.

DEFINITION 1.6 (MENGEN, MENGENOPERATIONEN)

B ist eine Teilmenge der Menge 4, BC A, wenn gilt: v € B=xz € A,

B ist eine echte Teilmenge der Menge A, B C A, wenn gilt: 2 € B= z € Aund B # A.
Zwei Mengen heiflen disjunkt, wenn sie keine gemeinsamen Elemente haben.

Die Potenzmenge P(A) einer Menge A ist die Menge aller Teilmengen von A.

Das Komplement von A in einer Grundmenge G: A° = {z |z € G Az ¢ A} (A° = A)

Die Vereinigungsmenge von A und B: AUB = {z|z € AVz € B}
Die Durchschnittsmenge von A und B: AN B = {z|x € AAz € B}.
Die Differenzenmenge von A und B: A\ B = {2z € ANz ¢ B}.
Die symmetrische Differenz von A und B: AAB = (A\ B)U{B\ A).

Wir wollen nun mit diesen Mengenoperationen rechnen und die intuitiv erfassbaren Re-
geln aufschreiben, denn es ist méglich, wenn wir ein ,,System“ von Mengen haben, eine
immer wiederkehrende Struktur in diesem System zu erkennen. Wir wollen diese nun
definieren.

3 Andere Transkriptionen: Kolmogorow, Kolmogoroff
siche auch: http://en.wikipedia.org/wiki/Andrey Kolmogorov
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DermNITION 1.7 (VERBAND)
(V,u,m,°) heifit Verband, wenn fiir alle Mengen A, B, C' € V gili:

¢ Kommutativgesetz: AUB=BUAund ANB=BnNA
¢ Assoziativgesetz: AU(BUC) =(AUB)UCund AN(BNC)=(ANB)NC
o Distributivgesetze: AU(BNC) = (ANB)U(ANC) und AN(BUC) = (AUB)N(AUC)

Neutrale Elemente: AU¢=Aund ANV =4

¢ Inverses Element: AUA*=V und ANA°=¢

* Gesetze von DeMorgan: (AU B)¢ = A°N B°und (AN B)° = A°U B®
¢ Idempotenz: AUA=Aund ANA=A4A

Absorption: AU(ANB)=Aund AN(AUB)=A

BEMERKUNG: Statt Verband wird oft auch der Begriff Mengenalgebra verwendet. Die
Gesetze von DeMorgan, sowie Idempotenz und Absorption sind bereits Folgerungen aus
dem Rest und miissten oben nicht angefithrt werden.

BEISPIEL 1.4

Einfache Beispiele von Verbidnden ergeben sich, wenn wir, ausgehend von einer beliebigen
Menge A, ihre Potenzmenge P(A) betrachten. (P{A), U, N} ist dann ein Verband mit Null
¢ und Eins A. Hier haben wir ein endliches Mengensystem.

Ist die Méchtigkeit von [A] = n, dann ist [P(A)| = 2" (Beweis als Ubung).

(P(N),uU,n) ist ein Beispiel eines Verbandes mit unendlich vielen Mengen, mit Null ¢
und Eins N.

BEMERKUNG: [N} = Rg und |P(N)| = 2% = ¢ = [R].

D. h. Ry (sprich Aleph-Null) ist die Anzahl der natiirlichen Zahlen und ¢ ist die Méchtig-
keit des Continuums, d. h., die Anzah! der reellen Zahlen.

Ny und ¢ sind sogenannte Ordinalzahlen.

BEISPIEL 1.5
(P({0,1}),U,M,°) ist ein weiterer Verband. Er ist der kleinste sinnvolle Verband und
besteht nur aus den vier Mengen ¢, {0}, {1}, {0,1}.

Es gilt: {0} = {1} und {1}° = {0}.

ot
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Zur Veranschaulichung von Mengenoperationen dienen Venndiagramme, die das Rechnen
in der Mengenalgebra meist verstindlicher machen.

Mit Hilfe der Venn-Diagramme kénnen die folgenden Mengentheoreme (Gesetze fiir das
Rechnen mit Mengen) leicht veranschaulicht werden. Als Beweis gelten diese Veranschau-
lichungen jedoch nicht, Beweise kénnen (bzw. diirfen) nur mit Hilfe der Mengenaxiome
ZFC und der Logik gefithrt werden.

THEOREM 1.1
Sei (V,),N) ein Verband, so gilt:

> AUA®=V und AN A° = {}.

> (AUB)\C = (A\C)U(B\C).
> (ANBY\C={A\C)N(B\C).
> A\(BUC) = (A\ B)N(A\C).
> A\(BNC)=(A\BYU(A\ Q).
> A\ (B\C)=ANSkb.

> AAB = BAA.

> AA(BAC) = (AAB)AC.

> (AAB)NC = (ANC)A(BNC).

Es kénnen noch unzihlige Theoreme bewiesen werden, insbesondere, wenn mehr Mengen
daran beteiligt sind. Diese Mengenoperationen bilden mit eine Grundlage der Mathema-
tik. Mit dem Verstindnis der Mengenalgebra lassen sich viele ,abstrakte® Sétze (Theo-
reme) der Mathematik leichter verstehen. Wir wollen nun aber Richtung Anwendungen
in der Informatik gehen.
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2 Boolesche Algebra und Schaltalgebra

Nachdem wir mit Mengen gerechnet haben und die algebraische Struktur kennengelernt
haben, wollen wir dies verallgemeinern, d. h., weg von Mengenoperationen gehen. Als
Ergebnis werden wir eine Struktur erhalten, die die Grundlage fiir das Verstehen {und
das Entstehen) digitaler Schaltungen bildet. Sie ist somit die Grundlage fiir das Entstehen
des modernen Computers und die Voraussetzung fiir unsere digitale Welt. Die Wurzein
fithren uns in das 19. Jahrhundert zu George Boole (1815-1864). Er war ein Mathematiker,
der sich mit Logik beschiftigte und die Boolesche Algebra definierte (fand/erfand?). Da
er noch weit weg von industriellen Anwendungen war (und auch von Mengenalgebren)
und das Konzept auch auf andere als die Schaltalgebra bzw. Logik angewendet werden
kann, werden wir zuerst allgemeine, ,,inhaltsleere” Symbole verwenden und eine Boolesche
Algebra, einen Booleschen Verband, definieren.

DEFINITION 2.1 (BOOLESCHE ALGEBRA)
Gegeben eine Menge M mit den folgenden drei Verkniipfungen:

®: MxM-— M, (e,b)—»a®b  DBoolesche Summe
®: MxM-— M, (a,b) = a®b  Boolesches Produkt
~ M= M, ari~a Boolesches Komplement

(M, @, ®,~) heifit Boolesche Algebra, wenn fiir alle a, b, c € M:

Kommutativgesetz: a b =bBound a@b=0®a

Assoziativgesetz: a® (b D c)={e®b)dcund e R (bR c)=(a @ b) @ c
Distributivgesetze: a® (b ®c) = (@b @ (a®c) und e ® (b®c) = (e ®b) B(a B c)
Neutrale Elemente Qund l: a®0=cund a®1=a

Komplemente: a® ~a=1und a® ~a =0

BEMERKUNG: ® und & sind biniire Verkniipfungen (bindre Operatoren), d. h., sie wirken
auf zwel Operanden. ~ ist ein undrer Operator, er wirkt auf (genau) einen Operanden.

Dualitétsprinzip. Durch Vertauschen der Operatoren @ und & in obigen Gesetzen
erhalten wir jeweils das andere entsprechende Gesetz. Dies ist Folge des sogenannten
Dualititsprinzips, d. h., zu jeder ,Formel® bzw. zu jedem Theorem gibt es eine duale
Formel, die wir durch Vertauschen der beiden Operatoren und der neutralen Elemente
und 1 erhalten.

Rechenregeln. Fiir Boolesche Algebren gelten folgende Gesetze, die sich aus der De-
finition ableiten lassen:

CGesetze von DeMorgan: ~ (a ©b) =~ a® ~bund ~ (a & b) =~ ab ~ b.
Idempotenz: e Ga=c und a @ a = a.

Absorption: a® (e ® b)) =a und a ® (e B b) = a.

Inverse: ~0=1lund ~1=0,sowiea®l=1und e ®0 =0

* & & &
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Eine Boolesche Algebra fiir sich ist ein rein abstrakter Begriff ohne Inhalte.
Wir haben jedoch schon ein Modell fiir eine solche Boolesche Algebra kennengelernt,
namlich Mengenalgebren:

Sei M eine Menge, P(M) ilwe Potenzmenge, so bildet (P{M),U,N,¢) eine Boolesche
Algebra. D. h. wir ersetzen:

@ durch U Vereinigung von Mengen
® duarch N Durchschnitt von Mengen
~ durch ¢ Komplement von Mengen

und haben 0 = ¢ und 1 = Ad.

Fiir jede Mengenalgebra gelten obige Rechenregeln der Booleschen Algebra, wie wir im
letzten Abschnitt ja schon darlegten. Die Rechenregeln fiir die symmetrische Differenz
von Mengen folgen ebenfalls, wenn wir betrachten, dass

AAB = (AUB)\ (AN B)
oder besser, da die Rechenvorschrift ,\* im obigen System nicht direkt definiert ist
AAB = (A°U B°)n (AU B)°,

d. h. A\ B = AN B Skizzieren Sie Venn-Diagramme zur Veranschaulichung.

Wihrend Mengenalgebren sehr viele Flemente haben kénnen, interessieren uns digitale
Anwendungen. Im Speziellen bildet auch die (zweiwertige) Aussagenlogik mit der Grund-
menge {wahr, falsch} ein Modell einer Booleschen Algebra. Ein weiteres Modell ist die
Schaltalgebra.
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2.1 Schaltalgebra

Als Grundmenge fiir die Schaltalgebra dient die Menge B = {0,1}. Das sind genan die
Zustinde, die ein Schalter haben kann: Zu und Offen bzw. Strom fliefit oder Strom
fliefit nicht. Auch Daten auf digitalen Tréigern werden als 0 und 1 gespeichert bzw. die
gespeicherten Daten so interpretiert, denn die Speicherung auf DVDs etwa findet nicht
durch die Zahlen 0 und 1 statt.

Diese Schaltzustinde kdnnen durch bistabile Schaltelemente (Ein-Aus-Schalter) darge-
stellt werden, die Variablen, die genau die zwei Zustdnde 0 und 1, die Schaltkonstanten,
haben, heifien bindre Schaltvarioblen. Funktionen f : B" — B heiflen bindre Schaltfunk-
tionen, ihre technischen Realisierungen heiflen Schaltungen.

;- —
= ®

Schalterstellungen und Layout einer Schaltung

st e R e

Die Schaltalgebra (P(B),V,A,—) mit B = {0,1} ist eine Boolesche Algebra. D. h. wir

ersetzen:
& durch V logisches UND

® durch N logisches ODER
~ duarch - logisches NON

und haben die Null 0 und die Eins 1.
BEMERKUNG: In der Schaltalgebra sind fiir die Negation mehrere Notationen {iblich:

f

oder ~ oder - also 0'=0=-0=1 und I'=1=-1=0

Das hat seiner Ursprung in der Nihe von Schalt- und Mengenalgebra zur Aussagenlogik.
Die Negation bindet am stérksten, da ja —a = @ = o' ein eigenstiindiges Element ist.

Fs gelten dann alle Rechenregeln einer Booleschen Algebra, insbesondere natiirlich

*

Kommutativgesetze: aVb=0bVaundaAb=0bAa

Assoziativgesetze: aV (bve) = (avb)Veund a A(bAc) = (aAd)Ac

Distributivgesetze: a V (b Ac) = (a VI AlaVe) und e A (BVe) = (@ Ab) V(e Ac)

Neutrale Elemente Qund l: athl=acund e Al =a

Komplemente: ¢ V-a=1und a A —a =0
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A — Serienschaltung

N

Serienschaltung a A b

N R

Serienschaltung a A b A ¢

V — Parallelschaltung

N B N

/o - —C/o———

Parallelschaltungen a Vb und avVb Ve

Die Distributivgesetze

s 7,
el N e A
e e ‘E; <

Veranschaulichmng der Distributivgesetze durch Schaltfunktionen

GMA — Cenker, Uchida (Mirz 2010)
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Schalttabellen

Schaltfunktionen konnen nicht nur durch diese Diagramme veranschaulicht werden, son-
dern auch durch Schalttabellen, die im Grunde genommen wie die Wahrheitstabellen aus
der Aussagenlogik aussehen. Mit Hilfe der Schalttabellen kénnen Schaltfunktionen nicht
nur berechnet, sondern auch vereinfacht werden.

Die logischen Funktionen NON, UND und ODER:

ajbi—-al|-bllaAblijaVh

0104 1 ]1 0 0

o1l 1|0 0 1

(o 0|1 0 1

111} 0[O0 1 1

Die Distributivgesetze:

alblcllavac)[lavi)a(ave)|an(@ve) | (eaAb)Vianc)
0:i0|0 4] 0 0 0
0101 0 0 0 0
0110 0 0 0 0
0111 1 1 0 0
1010 1 1 0 0
1011 1 1 1 1
1{1(0 1 1 1 1
1(1(1 1 1 1 1

Die Gesetze von DeMorgan {Ubung)

b anb [ =@Ab) [~a] b ~avb]

0

= o

[avb]~(avb) [-a]-b]-an—b]

[ Bl ] ] ]
b O =] O o

GMA — Cenker, Uchida (Mérz 2010)
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Bindungsregel

Es sollte aufgefallen sein, dass die Regeln zur Definition von Booleschen Algebren sehr
dhnlich den Rechenregeln in @ oder R sind, wenn wir @ und @ durch die iibliche Addition
und Multiplikation ersetzen. Wir wissen, dass es dort die Rechenregel , Multiplikation vor
Addition“ (Punktrechnung vor Strichrechnung) gibt.

In Booleschen Algebren ist dies ebenso: Die Bindungsregel besagt, dass die UND-Verkniipfung
stérker bindet als die ODER-Verkniipfung.

Die folgende Schalttabelle sollte dies verdeutlichen (Ubung).

anblbvel|(anb)Velan(bve)lfanbve

b et |l el O D OO
b | ik | T D = = O O
[l Re=llet R an] N Neol Norl ot i o !

Normalformen

Logische Schaltungen kénnen auch dahingehend vereinfacht werden, dass man jede ein-
zelne Schaltung nur mittels der Operatoren A und — aufbauen kann, oder nur mittels v
und —.

Die kanonische konjunkiive Normalform (KNF) einer logischen Schaltung besteht aus
Konjunktionen {A) von Maxtermen. Mazterme (Volldisjunktionen) sind logische Ver-
kniipfungen von Schaltvariablen, die nur Disjunktionen (V) und Negationen (—) enthal-
ten. Die Bezeichnung Maxterm kommt daher, da diese als Ergebnis das Maximum aller
beteiligten Schaltvariablen hat.

Die kanonische disjunktive Normalform (DNF) einer logischen Schaltung besteht nur aus
Disjunktionen von Mintermen. Minterme (Volldisjunktionen) sind logische Verkniipfun-
gen von Schaltvariablen, die nur Konjunktionen (A) und Negationen {(—) enthalten. Die
Bezeichnung Minterm kommt daher, da diese als Ergebnis das Minimum aller beteiligten
Schaltvariablen hat.

Maxterme und Minterme miissen alle beteiligten Schaltvariablen enthalten.
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Zur Veranschaulichung der Berechnung von KNF, DNF, Maxtermen und Mintermen soll
die folgende Schalttabelle dienen.

Wir nehmen eine (beliebige) logische Funktion f(a,b,c) an, deren Werte in der Schalt-
tabelle angegeben sind, und berechnen den Minterm und den Maxterm aus den Werten
der Funktion:

a b c| flabc) Minterm Maxterm
0 00 ( avVbve
0 01 0 aVbV-c
0140 1 —afAbAc

011 0 aV bV e
1 00 1 aA—-bA e

1 01 1 ah—bAc

1 10 0 -V - bVe
111 1 =g A b A e

DNF: f(a,b,c) = (raAbAS)V(@A=bA-c)V(aA=bAc)V{(maA=bA )
KNF: f(a,b,¢) = (aVbVc)A(aVbV-c)A(aV-bV-c)A{-aV-bVc]

Aus der obigen Schalttabelle ist ersichtlich, wie wir bei der Berechnung vorgehen. Wichtig
ist, dass bei Belegung der Schaltvariablen a, b, ¢ mit den Werten 0 und 1 sowohl Minterm
als auch Maxterm den richtigen Funktionswert (a, b, ¢) als Ergebnis liefern. Dasselbe gilt
auch fiir die Zusammenfassung zur KNF und DNF.

Ubungen

Stellen Sie die Wahrheitstabelle folgender logischer Ausdriicke auf, vereinfachen Sie diese
Ausdriicke wenn moglich und skizzieren Sie die zugeh6rigen Schaltfunktionen:

aV{aAb)
an{aVh)

aV (—aAb)

aA(—aVvb)

(aVbyA{aV—b)

(@ AbYV {a A—b)

(aVb)A(—aVh)

(a Ab)V (ma A b)

(a AB)V (ma A —b)

aA-bAc

—a A b AC

(aVbVc)A(-aVbVe)

(@AbAc)V(—aAbA)

—(—a V =b) A =(-a A —b)
(aVbV—e)V(maV-bV-c)V(@aAbAc)V (maA-bAc)
(“ﬂa/\ﬁb/\ﬂc/\ﬂd)V(-ﬂa/\b/\ﬂc/\—nd)V(—m/\ab/\-ﬂc/\d)v(ﬁa./\b/\—'c/\(l)
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3 Elementare Logik

Die Mathematik hasiert im Wesentlichen auf drei Sidulen:

- Der strengen Axiomatik, d. h., Axiome legen grundlegende Regeln fest.

— Der zweiwertigen Priadikatenlogik, die aus den Axiomen mit festgelegten logischen
Regeln die mathematischen Aussagen herleitet bzw. iiberpriift, ob getitigte ma-
thematische Aussagen mit den zugrunde liegenden Axiomen vereinbar sind, d. h.,
entweder beweishar oder widerlegbar.*

- Der Mengenlehre, die wiederum auf den Begrifien Menge und Element basiert und
einem Axiomensystem ,gehorcht” (Zermelo-Fraenkel = ZF oder ZFC).

Die Mathematik ist somit eine formale Sprache, wie die (Pridikaten-) Logik, deren Aus-
sagen und Rechenregeln sich logisch von Axiomen herleiten lassen. Darin unterscheidet
sie sich wesentlich von der natiirlichen Sprache, sowohl Hochsprache wie auch Umgangs-
sprache. Auch die natiirliche Sprache folgt anscheinend festen Regeln, z. B. ihrer Gram-
matik, jedoch gibt es immer wieder Ausnahmen wie zum Beispiel unregelmifige Verben,
Lautverschiebungen und, insbesondere bei der Umgangssprache, regionale Unterschiede.
AuBlerdem konnen sich diese Regeln #ndern, wie etwa bei einer Rechtschreibreform.

Dies ist bei der Mathematik unméglich. Die Axiome &ndern sich nicht, die Logikregeln
sind ebenfalls fir alle Zeit festgeschrieben®, es gibt keine regionalen Unterschiede, die
Mathematik ist eine universelle Sprache.

Wir werden uns nun eingehender mif einigen grundlegenden Begriffen aus der Logik
beschiftigen.

Fiir die Mathematik sind die Aussagenlogik und die Pridikatenlogik interessant. Es gibt
aber auch andere Logiken wie die Modallogik, Zeitlogik etc.

Was untersucht die Logik ?

Die Logik untersucht Sprachen, in denen die Welt beschrieben werden kann. Dabei miissen
rationales Argumentieren sowie gerechtfertigte Schliisse und Argumente moglich sein.

Beispiele:
» Wenn eine Zahl durch 3 teilbar ist, dann ist ithre Quersumme durch 3 teilbar.

Die Quersuinme einer zu pritfenden Zahl ist nicht durch 3 teilbar.
Also ist die Zahl nicht durch 3 teilbar.

1Diese Aussage ist nicht ganz richtig, siche spiter: Gédels Unvollsténdigkeitssata.

5 Axiomensysteme kinnen erweitert werden, einzelne Axiome kénnten verworfen oder gedndert werden,
wenn sie sich als zum Rest des Axiomensystems widerspriicklich oder aber daraus ableithar erwiesen -
dies ist jedoch unwahrscheinlich, da die Widerspruchsfreiheit des giilltigen Axiomensystems ZFC bewiesen
ist.
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» Wenn Lackmuspapier in Siure getaucht wird, firbt es sich rot.
Das Lackmuspapier, in cine Testfliissigkeit getaucht, verfarbt sich nicht rot.
Also handelt es sich dabei wm keine Sfure.

Fs handelt sich bei dieser Schlussart um den sogenannten modus tollens.

modus tollens

Wenn P dann . Und nicht Q. Also: nicht P.

Dieser logische Schluss kann jedoch auch als Formel der Aussagenlogik formuliert

werden:
P Q

(P = Q)A—-Q)—= P oder: - Q
- P

Wozu benétigen wir die Logik ?

> Beschreibung von Welten

> Uberpriifung von Theoremen (allgemeine Aussagen)
> Verifikation von Soft- und Hardware

> Programmierung: Prolog, Algol, Lisp

> Kiinstliche Intelligenz

> Wissensbasierte Systeme (Knowledge Management)

> Konsistenz von Datenbanken

3.1 Die Aussagenlogik

Aussagen (P, Q,...) kénnen wahr oder falsch sein, d. h., die Werte >Wahr<C (w, 1)
oder >¥Falsch< (f, 0) annehmen. Wir werden im Folgenden die in der Informatik iiblichen
Werte 1 und 0 verwenden.

In der Mathematik und Informatik wird das >>tertium non datur< als giiltig aner-
kannt, d. h., eines von beiden, w oder f, trifft immer zu, nie aber beides zugleich.

Beispiele

¥ G ist durch 3 teilbar. - wahr
¥ 7 ist durch 5 teilbar. — falsch

» Am 24. April 2000 regnete es in Wien. — wahr/falsch ?
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Andere Wissenschaftsdisziplinen verwenden jedoch beispielsweise die Fuzzy Logic, in
der das ferfium non dafur nicht gilt. Dort werden Eigenschaften iiber Zugehorigkeits-
funktionen definiert. Es ist zum Beispiel der Begrift >>profi< relativ.

Ein Objekt kann nun etwa zu 75 % grof} sein, gleichzeitig aber auch zu 25% klein. Die
Fuzzy Logic entspricht mehr unserer Alltagssprache (Fuzzy Mengenlehre).

Aussageformen

Aussageformen enthalten Individuen-Variablen. Werden die Individuen-Variablen durch
Objekte (z. B., Zahlen-Werte) ersetzt, so ergeben sich Aussagen, die entweder wahr oder
falsch sind.

Aussageformen sind weder wahr noch falsch, sie kénnen jedoch allgemein giiltig sein,
wenn sich bei beliebigem Einsetzen wahre Aussagen ergeben.

Beispiele

> Aussageform A(z)= ‘z ist gerade’.

> g =2: Aussage A(2), ‘2 ist gerade’, ist wahr.
> =17 Aussage A(17), ‘17 ist gerade’, ist falsch.

» Aussageform A(z)= ‘@z = 2’ ist allgemein giiltig.

Eine Aussage heifit entscheidbar, wenn sie oder ihr Gegenteil in endlich vielen Schritten
verifiziert werden kann.

3.2 Syntax
Grammatik der wohlgeformten Formeln

Das Alphabet oder Vokabular der terminalen Symbole der Logik besteht aus

1. Einer abzéhlbaren Menge von Aussagen-Konstanten wie etwa ‘2 ist gerade’, ‘Das
Meer ist blauw’.

2. einer abzdhlbaren Menge von Aussagen-Variablen, anch Atome oder atomare
Formeln genannt: A, B, C,..., Ay, Ag,...;

3. dem unédren Junktor — (nicht) und dem bindren Junktor V (oder)
4. Klammern: ;)

5. Definitionen, z. B. des Junktors A (und): AA B = —(=AV —B)
Die folgenden Regeln sind die Grammatik der Logik
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S SIS AS)|(SVS)

Hier bedeutet das Symbol —, dass das Syntaxelement S durch Ausdriicke der rechten
Seite ersetzt werden kann, und ']’ bedeutet 'oder’.

Beispiel: (A A B) g

Alle Elementaraussagen (Atome, Literale) sind einfache atomare Formeln, die entweder
wahr oder falsch sein konnen. Etwa: 'Das Meer ist blaw’, 'Der Hund bellt’, "2 ist eine
gerade Zahl’, ’3 ist eine gerade Zahl." Falls I und G Formeln sind, so sind auch -F,
(FVG), (FAG) Formeln. So kénnen alle wohlgeformten Formeln (WEF - well-formed
formulas) gebildet werden; das sind all jene, deren Aussagen entscheidbar sind.

Junktoren

Aus den Basisjunktoren A, V und - kdnnen mit Hilfe von Formeln alle denk-méglichen
Ausdriicke gebildet werden. Interessant (und sinnvoll) sind aber nur wohlgeformte For-
meln (WFFs), das sind solche, die logisch sinnvoll sind, d. h., entweder wahr oder falsch
sein kénnen. Diese nennen wir Formeln.

Beispiele fiir Formeln:
A (AADB) ((Av B)A(CV-A)) ({AAB)—O)
Keine Formel ist etwa (VA B), d. h., dies ist kein wohlgeformter Ausdruck.

Wir zdhlen nun einige Junktoren (in verschiedener Notation) auf und geben auch die
{logische) Sprechweise wieder.
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Basisjunktoren
Negation - ~,—
Konjunktion A &
Disjunktion v +
Zusammengesetzte Junktoren
Implikation — = (Fy = o) =(F Vv E)
Aquivalenz o E= v = (R AR)V R A-R))

= (Fl — Fg) A (Fg — Fl)
Iterierte Konjunktion A = (FLAFYAF) A AR,
Iterierte Disjunktion v =(--(MVER)VF)V...VE)
Verum (Top) T = ([ V)V (V)
Falsum {Bottom) L = {FAF) A (Fy A—Ty)
Junktoren aus der Informatik
Negierte Konjunktion NAND T = (A1)
Negierte Disjunktion NOR M =-(FVE)
Exkludierende Disjunktion XOR v =(FIA=F)V (-F A F)

NAND (1) wird als Sheffer- und NOR (]} als Peirce-Funktion bezeichnet.

Vorsicht! Das V in der Logik entspricht nich? unserem (umgangs-} sprachlichen oder<;
diesemn entspricht das V (XOR).

Sprechweisen:
—-Fy nicht Fy; non Iy; not [y
FIAF, Fi und F5; sowohl Fy als auch F
Fl vV F2 FI oder Fz, F1 oder F2 oder beide
L= F wenn Iy dann Fy; aus I folgt Fy;
F| impliziert F,
IR Fy ist Aquivalent Fy;

wenn £ dann F; und umgekehrt;
F} genau danm, wenn [y
Fy dann und nur dann, wenn F3

Im Cegensatz zur Logik werden in der Mathematik die Implikation und die Aquivalenz
meistens mit einem Dopplestrich dargestellt, d. h., durch ‘=’ bzw. ‘<.

Fi(z) = Fy(x) Die Voraussetzung Fy(z) ist eine hinreichende Bedingung (sufficient
condition) fiir Fa(x).

Die Behauptung Fy(z) ist eine notwendige Bedingung (necessary condition) fiir F;(z).
F1 wird auch als Antezedens, Fj als Sukzedens bezeichnet, F} = Fj als Konditional.

Fi(z) & Fa(z) Die Voraussetzung I (z) ist eine notwendige und hinreichende Bedingung
fir F5(x). Und da der Ausdruck symmetrisch ist, ist auch die Behauptung 5(z) eine
notwendige und hinreichende Bedingung fiir £ (z).
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Aussagen-Kalkiil

Die Aussagenlogik ist entscheidbar, d. h., fiir jede beliebige, wohlgeformte Formel] kann
entschieden werden, ob sie wahr oder falsch ist. Ein solches Entscheidungsverfahren sind
etwa die Wahrheitstafeln.

Fiir die Pradikatenlogik gibt es keine Entscheidungsverfahren, weshalb ein Kalkiil, d. h.,
eine Ableitungsmaschinerie fiir wahre Siitze, gebraucht wird. Die Basis fiir diesen Kalkiil
liefert der Aussage-Kalkiil. Die Pridikatenlogik ist eine Erweiterung der Aunssagenlogik,
die , definierende” Pridikate verwendet, wie etwa: .. . ist ein Mensch’, ’. . . st blaw’,’. . .ist
grofer als ... . Hier wird dann ’..." durch ,Eigennamen® ersetzt.

Ein Kalkiil ist ein formales Regelsystem (wie etwa auch beim Schach). Er besteht aus
dem Begriffsnetz und dem Deduktionsgeriist. Das Begriffsnetz des Aussagen-Kalkiils
ist die Grammatik der wohlgeformten Formeln. Das Deduktionsgeriist besteht aus ei-
ner Menge von Axiomen und einer Menge von Schlussregeln. Axiome sind allgemein
giiltige Aussagen, die widerspruchsfrei (sound) sein miissen.

Als Axiomenmenge konnen etwa alle Tautologien genommen werden, da wir ja durch die
Wahrheitstafeln entscheiden kénnen, ob eine Formel eine Tautologie ist oder nicht. Eine
Tautologie ist dabei eine stets wahre Aussage, wie etwa "Jede gerade Zahl ist durch zwei
teilbar’; oder auch A — A.

Am bekanntesten ist jedoch der Aussagen-Kalkiil von Lukasiewicz der drei Axiome hat:

@ Replikation: A = (B — A)
@ Sclbstdistribution: [A — (B — C)] -+ [(A = B) = (A = ()]
© Kontraposition: (-4 — =B) — (A — B)

Es gibt jedoch auch andere Axiomenmengen, z. B. die von Bertrand Russell auf der Basis
von — und V.

Der Aussage-Kalkiil hat nur zwei Schlussregeln:

@ Ersetzungsregel: Jede Aussagen-Variable kann durch eine wohlgeformte Formel er-
g
setzt werden; das muss aber an allen Stellen thres Vorkommens gleichzeitig durch-
gefiihrt werden!

@ Modus Ponens: Von A und A — B kann zu B iibergegangen werden. A
A= B
B

Mit diesen Regeln kénnen aus den Axiomen Si#tze (Theoreme) in Form eines Beweises
abgeleitet werden. Ein Beweis ist cine endliche Folge von Formeln F\, Fy, ..., Fy,
wobei jedes I} entweder ein Axiom ist, oder bereits aus vorhergehenden Formeln abgeleitet
wurde.
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Der Kalkiil bildet die Syntax bzw. Sprache der Aussagenlogik. Parallel dazu gibt es die
Wirklichkeit, den Bereich der {mathematischen) Strukturen und der wahren und falschen
Aussagen tiber die (mathematische) Welt.

Die Abbildung der Sprache auf die Strukturen (der Welt) heiftt Interpretation, und
wenn diese richtig ist, bildet die Struktur ein Modell. Diese Relation zwischen der Spra-
che und den Objekten und Strukturen heifit Semantik.

Fiir die Syntax und die Semantik sind folgende Begriffe wichtig:

Im Kalkiil gibt es nur die Ableitungen (oder Herleitungen, Deduktion) von Formeln, d. h.,
- F', oder in Worten: F wird aus den vorhandenen giiltigen Formeln mittels logischem
Kalkiil hergeleitet (oder ist herleitbar).

Dem entspricht in der Wirklichkeit die Giiltigkeit der Formel |= F, also etwa die Tauto-
logie |= A — A, jede giiltige Formel ist eine Tautologie. Werden zusitzlich Annahmen A
erlaubt, so kann aus A auch B abgeleitet werden: A+ B.

Dem entspricht im Modell (bzw. in der Struktur) die logische Folgerung A |= B.

© Ein Kalkiil soll korrekt sein, d. h., dass nur wahre Formeln abgeleitet werden
kénnen:

FA=EA
@ Fs soll vollstéindig sein, d. h., alle wahren Formeln sollen abgeleitet werden kénnen:

A =FA

® Es soll widerspruchsfrei (sound) sein, d. h. z. B.
HAN-A

Die Aussagenlogik ist korrekt, vollstindig und widerspruchsfrei, auch die Pridikatenlogik,
nicht jedoch die Arithmetik {Zahlentheorie).

Kurt Friedrich Godel (geb. 28. April 1906 in Briinn/Brno, gestorben 14. Jinner 1978 in
Princeton; USA) machte aber mit seinem Unentscheidbarkeitssatz alle Hoffnung zu-
nichte (vor allem, die der MathematikerInnen), die 3>Welt< vollstindig beschreiben zu
kénnen.

Unentscheidbarkeitssatz
In jedem Axiomensystem gibt es formal unentscheidbare Sitze.

Alan Turings (Unlosbarkeit des Halte-Problems fiir Turingmaschinen) und Gregory J.
Chaitins (‘Zufélligkeit der Arithmetik’) Unvollstéindigkeitsresultate basieren auf Gédels
Satz.

Quantoren

Obwohl die Quantoren nicht direkt hierher passen, erwihne ich sie hier, da sie spéter [iir
das mathematische Beweisen von grundlegender Bedeutung sind (Prédikatenlogik).

GMA - Cenker, Uchida (Mirz 2010) 20




Allgquantor v o A (. firallefjede ... gilt
Existenzquantor 3 \/,(E...) es gibt (mindestens) ein ..., dass
Bl Es existiert genau ein ..., dass

Beispiele:

» Yr: 2 A = z € B heift: ‘Alle A sind B’. Oder ‘Jedes A ist B’
¢ ist die Elementschaftsrelation.

» 3z 2 <y A x> z heiBt: ‘Es gibt (mindestens) ein «, dass kleiner-gleich y und
griBer-gleich z ist’ oder ‘Binige # sind zwischen 2z und ¥’

» Vr: 26 A = —x e B heifit: ‘Kein A ist B’. Oder: ‘Alle z aus A sind nicht aus
B

Wahrheitstafeln

Mit Hilfe von Wahrheitstafeln (truth tables) kénnen komplexe Formeln bewiesen werden.
Dabei wird jeder Formel, beginnend mit den Atomen (Elementaraussagen), ihr Wahr-
heitswert zugewiesen. Flementaraussagen konnen entweder wahr (1) oder falsch (0) sein.

Sei M, dic Menge aller Atome, so heifit eine Abbildung
W My— {D, 1}

Wahrheitswertzuweisung oder Belegung.

1 falls W(AY =W(B) =1

Etwa W(AA B) = { 0 sonst

Tn Wahrheitstafeln wird die Notierung der Belegung oft weggelassen und statt W(I) nur
I* geschrieben, da dies aus dem Kontext ersichtlich ist.

A!B|-A|AANB|AVB|A=B{ A+ B| AXORB
1110 i 1 1 1 0
1|10 0 0 1 0 0 1
01 1 0 1 1 0 1
010 1 0 0 1 1 0

Insgesamt gibt es 16 mogliche Verkniipfungen zweier Mengen; vergleiche dazu auch die
Tabelle der 2-stelligen Junktoren.

Eine andere Moglichkeit, die Wahrheitstabelle einer komplexen Formel aufzustellen ist,
diese aufzuschreiben und die Spalten nach der syntaktischen Struktur abzuarbeiten.
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ATA B [=[[(ATV]=]0)
Lz | L[+ |1 |32
1T 11T ifol1
t{alafaf1{1]1]o
t{ojolrf1|t]of1
tlofofltf1lt]|1]o
ojol1f1]fololo]1
olo|1]1lfof1i1]o0
ololof1ilololol1
olojol1fo|t|1]o0

Wie wir sehen machen die Belegungen die Formel (den Hauptoperator ‘=) wahr,
Damit ist die Aussage bzw. Folgerung allgemein giiltig,

2-stellige Junktoren

Durch die Basisjunktoren — und V kénnen alle Formeln gebildet werden. Hierbei ist —
ein 1-stelliger (unérer) Junktor (1 Argument), V ein 2-stelliger (biniirer) Junktor. Es gibt
insgesamt 16 2-stellige Junktoren, die in folgender Tabelle aufgelistet sind.

A B Jl JZ J3 J4 J5 JS J‘? JS JQ JlO JlI J12 J13 JM JIS J16
11111112211 0 0 O T I I I 0 0
1012l 1(0|0]10]0 1 1 1 110610 0 0
ogf1 |1 {1001 |1(0;0 1 1 00| 1 1 0 0
o101 f{o0{17011(0f(1]0 1 0 1 gt 1|0 1 0

TV — <+ | A | NAND | XOR NOR | L

Da, wie wir wissen, fitr komplexe logische Zusammenhiinge nur eine Minimalmenge von
Junkforen notwendig ist, schreiben wir die Minimalmengen auf:
1. Jeder 2-stellige Junktor ist durch {-, V} ansdriickbar.
2. Jeder 2-stellige Junktor ist durch {—, A} aunsdriickbar.
3. Jeder 2-stellige Junktor ist durch {NAND} ausdriickbar.
4. Jeder 2-stellige Junktor ist durch {NOR} ausdriickbar.
5. Jeder 2-stellige Junktor ist durch {—, —} ausdriickbar.
Dies gilt sogar fiir n-stellige Junktoren (n endlich).
Bem.: Der Aufbau komplexer logischer Schaltungen (etwa Computer) ist alleine durch

NAND (1) und NOR (}) Gatter méglich, da etwa: A = ANAND A und AAB = ~(ANAND B).
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3.3 Modelle
Eine Belegung W ist passend zu einer Formel F, falls W fiir alle atomaren Teilformeln
(Flementaraussagen) von F' definiert ist.

Fine zu F passende Belegung W heifit Modell fiir £, wenn W(F") = 1. Wir schreiben
W E F, d. h., >W macht F wahr<, oder F gilt unter der Belegung W. Dasselbe gilt
fiir Mengen von Formeln.

Giibt es ein Modell W fiir eine Formel I, dann heifit F erfiillbar, andernfalls unerfiill-
bar. Dasselbe gilt fiir Mengen von Formeln.

Eine Formel F heifit giiltig, falls jede Belegung W ein Modell fiir F* ist. I heifit dann
auch Tautologie oder allgemein giiltig, wir schreiben F /.

Bem.: Zu jeder allgemein giiltigen Formel (Tautologie) gibt es eine unerfiillbare (An-
tilogie), ndmlich ihre Negation. Eine Antilogie ist eine Aussage, die unabhingig vom
Bedeutungskontext falsch ist.

Eine Formel F heift kontingent, wenn sic erfiillbar ist aber nicht allgemein giiltig. d. h.,
es gibt zumindest eine passende Belegung von F, die kein Modell fiir 7 ist.

Beispiele:

> Jede atomare Formel ist erfiillbar und kontingent.
> AV A ist allgemein giiltig, d. h., eine Tautologie.

3 A A A ist unerfiillbar.

Folgerbarkeit

Eine Formel G folgt logisch aus einer Formelmenge M = {F},... , Fr}, wenn jedes W,
das Modell fiir jede Formel F; € M ist, auch Modell fiir ¢ ist.

WEF,VEeM = WECG
Eine andere Schreibweise dafiir ist

o L FrG
Bem.: I ist eine Relation zwischen Formeln, kein Junktor!

Es gilt jedoch: F'E G < (F — G) allgemein giiltig.

Bem.:

> Fine allgemein giiltige Formel ist aus jeder Formelmenge folgerbar (X F AV —A).
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> Aus jeder unerfiillten Formelmenge ist jede beliebige Formel folgerbar.
Ex falso quodlibet, AV -AF X.

Beispiel: % ist Teiler von 7
& st Teiler von 10
2 ist Teiler von 12

Wabhrheitstabellen dienen unter anderem dazu, das Verhalten von Formeln unter verschie-
denen Belegungen zu testen. Eine Formel mit n Atomen hat 2" verschiedene Belegungen.
Alle zu testen ist daher oft sehr langwierig,

Wir wollen Erfiillbarkeit, Allgemeingiiltigkeit oder Unerfiillbarkeit von Formeln nachwei-
sen. Iolgt eine Formel G aus einer Formel F| so gelten fiir & die gleichen Aussagen wie
fiir F',

Bine mathematische Aussage ist etwa:

THEOREM a-b=0&a=0Vb=0.
Ein Produkt ist genau dann 0, wenn mindestens ein Faktor gleich 0 ist.

Um solche Aussagen zu beweisen, bedienen wir uns spezieller Aussagen.

Die Idee des indirekten Beweises lisst sich so beschreiben. Es gilt

FEG e FA-G  ist unerfiillbar

Das entspricht genau dem indirekten Beweis (reductio ad absurdum): FA -G — ~F .
F—d

Ahnlich ist auch die Kontraposition: (4 = B) < (=B = —A). Sie liefert einen Beweis
fiir (A = B) aus (B = —A4).

Als Beispiel mag hier folgender Satz dienen.

THEOREM. Es gibt unendlich viele Primzahlen.

BEWEIS. Indirekt: Wir nehmen an, dass es nur endlich viele Primzahlen py, ..., p, gibt.
Dann muss es darunter eine Primzahl p; geben, die die Zahl p=1p;----- P+ 1 teilt. Das
heifit aber auch, dass p; die 1 teilt, ein Widerspruch. (]

Bem. Aus diesem Beweis folgt aber nicht, dass die Zahl p=p; -~ .- Pn + 1 eine Primzahl
ist !

Eine weitere Beweisstrategie ist die, dass die Allgemeingiiltigkeit einer Formel / bewiesen
wird, indem nachgewiesen wird, dass es keine Belegung gibt, die F' falsch macht {durch
Analyse der Wahrheitstafel von F).

Die logische Aquivalenz vont Formeln kann anch fiir Beweise genutzt werden:
Zwei Formeln £ und G heiflen dquivalent, FF = G, falls ¥ F G und G k& F.

D. h., es wird versucht zu zeigen, dass sich zwei Formeln unter allen passenden Belegungen
gleich verhalten, denn

> Wenn Fi B G und Fy = F,, damm Fy B G
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> Wenn F = G und Gy = Gy, dann F E Go.

Bem.: Aquivalenzumformungen in der Mathematik.

Wichtige Aquivalenzen

>
>
>

Yy

Yv

[dempotenz
Kommutativitit
Assoziativitit
Absorption
Distributivitit

Doppelte Negation
DeMorgan-Regeln

Kontraposition
Tautologie-Regeln

Unerfiillbarkeitsregeln

Weitere

(FAF)=Fund (FVF)=F
(FAGY=(GAF)und (FVG)=(GVF)
(FAGYANH)=(FA(GAH))
(FVG)VH)=(FV(GVH))
(FA(FVG)=F

(FV{(FAG)=F
(FA(GVH)=({FAG)V{(FAH))
(FV(GAH))=({(FVG)A(FV H))
= F

~(FAG)=(—FVG)

~(FVG) = (-F A-G)

(F - G)= (-G — ~F)

(F'v G)= F falls F Tautologie
(FAG)=( falls F Tautologie

(FV G) =G falls F unerfiillbar
(FAG) = F falls F unerfiillbar
(F— (G- H)=({(FAG)— H)
—(F = G) = (FA-G)

(FeG) =(F-G)ANG—F)
(F e G)=(FAG)V (-F A-G)

Bemerkung: Alle Aquivalenzen sind Tautologien, wenn = durch < ersetzt wird.

Bemerkung: Sehr dhnliche Regeln gelten in der Mengenlehre und auch beim Rechnen mit
Zahlen. Der Grund ist die algebraische Struktur, die hinter diesen Konstrukten steckt
(Mengen-Algebra, Boolescher Verband, Zahlen-Kérper, etc.). Siehe dort.

3.4 Normalformen

Eine atomare Formel bzw. ihre Negation wird als (positives bzw. negatives) Literal
bezeichnet. Positives und negatives Literal sind zueinander komplementér.

Fine Disjunktion von Literalen L; wird als Klausel K bezeichnet: K = (VL L;).

Beispiele:

> Klauseln sind: AV B, 2A VA, VO, A (da A=AV A).

> Keine Klausein sind: -4, AV BAC.

» Da jede Klausel mindestens ein Disjunktionsglied enthélt, ist jede (nicht-leere) Klau-
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» Fine Klausel ist genau dann allgemein giiltig, d. h., eine Tautologie, wenn sie min-
destens ein Paar komplementirer Literale enthilt,

Bemerkung: Beiin automatischen Beweisen wird auch noch die leere Klausel (1 verwendet,
die unerfiillbar ist! Sie stellt eine Verallgemeinerung des Klauselbegriffs dar;
folgt ans: (Vi_; L;) = (Vieq,..nyLi) und O = (Vs Ly).

Bemerkung: Die Horn-Klausel AV —B; V...V —B, ist eine spezielle Form. Sie hat die
Interpretation A <= (By A ... A By,). Die Sprache Prolog (‘programing in logic’) basiert
auf Horn-Klauseln.

THEOREM. Jede Formel kann (dquivalent) in eine der beiden folgenden Normalformen
ithergefiihrt werden.

Eine Formel F ist in konjunktiver Normalform (KNF), wenn sie eine Konjunktion
von Disjunktionen von Literalen ist. Sie hat dann die Form:

F= (/\?=1 V§;1 Lij)

Eine Formel £ ist in disjunktiver Normalform (DNF), wenn sie eine Disjunktion von
Konjunktionen von Literalen ist. Sie hat dann die Formn:

F= (V-?zl /\?;1 Lij)

Bemerkung: Bine Formel in KNF ist dann eine Konjunktion von Klauseln.

Algorithmus zur KNF. (Analog: DNF).

@ Eisetze alle 2-stelligen Junktoren durch die Basisjunktoren {—, A, V}
O Lrsetze folgende Teilformeln folgendermaBen:

——F durch F
=(F AG) durch (—+F V =G) (DeMorgan)
=(F Vv G) durch (-F A =G) (DeMorgan)

Solange, bis nur noch negierte oder nicht-negierte Atome vorkommen.
© Ersetze folgende Teilformeln folgendermafien:

(FV{(GAH))durch (FVG)YA(FV H))
(FAGYV H) durch (FV H)YA(GV H))

Solange, bis alle Disjunktionen innen stehern.

O Reduziere tberfliissige Literale, Disjunktionen und Klammern durch Anwendung
der Regeln fiir Tautologie, Idempotenz, Assoziativitit und Kommutativitit.
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Beispiel:

(AA(B - C) = D
(AN(-BVC)) =D
~(AN(=BVC) VD

= (mAV-(-BVC))VvD

= (2AV(~—BA=C)V D

= (AV(BA-C)VD Vereinfachung von ——
= (FAVB)A(mAV-C)) VD Distributivgesetz bez. —A
= ((FAVB)VD)A({(mAV-C)V D) Distributivgesetz bez. D

(~AV BV D)A(mAV-CV D)

Erstellung der Normalformen aus Wahrheitstafeln

Ersetzen von —
Ersetzen von —
DeMorgan
DeMorgan

Assoziativgesetz

Haben wir eine Wahrheitstabelle zu einer beliebigen Formel F, dann folgt die DNY aus
der Disjunktion aller Konjunktionen jener Zeilen, in denen die Formel F' die Belegung
wahr (1) hat. Hat das Atom A; den Wert 1 so nimm 4; in die Konjunktion, sonst -4

Die KNF als Konjunktion der Disjunktionen jener Zeilen, in denen die Formel F die
Belegung falsch (0} hat, wobei jeweils die negierten Werte der wahren Atome (1) in die
Disjunktion aufgenommen wird, d. h., hat das Atom A; den Wert 1 so nimm —4; in die

Disjunktion, sonst A; (DeMorgan).

Nur als Beispiel

DNF

AlB!CI|F
olololff1l(~AA-BA-C)
00|10

0i1{0]| 11 (mAABA-C)
o110

10|00

10710

1t1|of1| (AABA-C)
1110

= DNF: (mAA-BA-C)V (mAABA-C)V (ANBAC)
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KNF

AlB|C|F

clofo]1

0lo|1||ofl (AvBv-()
013001

0|1l1]0| (Av-Bv~0)
110jo0| (~AVvBVC)
11010} (cAVBvV-C)
11101

11110 (mAV-BY-0)

= KNF: (AVBY-C)A(AV-BV-CYA(RAV BV CYA(RAV BV ~CYA{=AV-BV-C)

Wir kénnen jeder Zeile der Wahrheitstafel eine Formel zu Grunde legen, die, bei der
KNF als Konjunktion — bei der DNF als Diskjunktion, den Wert wahr (1) fiir diese Zeile
annimmt.

Wir kénnen daher die obigen Wahrheitstafeln folgendermaflen erweitern.

DNF Konjunktionen
A|BICLHF | R K|\ B\ F B FF
o|(ofoffr|frjojojoj0ojo|l0}0
0ol foyoj1(0]|0i0|0|0]|0O
{110t ppojo|1;,010l01010
gfrjryofo(ojojl1r{ofo|{0io0
16066 {o0(0|0|1T|0;0[0
tjoj1rjjojjojorofojol1j0¢0
(1rjo||1g4o0(0|0|0j06j0|1]|0
i1 j1fjoyyo|lojojojo0lo|lo|1
Z.B:Fs=(AAN-BAC)
Wahrheitstafel = DNF: F = Fy v [y V I
KNF Disjunktionen
A|BiC|F|G |Gy |Gs|Ga|Gs|Gs| Gr| Gs
orojofr|yfr1ioro0jojojo0jo0y}o0
ojfofryojfot1joj|o|o|0o]|0]|oO
o(rf(oytLtjyolo|1ji0{0|0[0]|O0
oyi1(1Q4o0o)jo(o0ojo|1j0(0|0]0
(oo ogyo;0j0(0(1]10:010
rfojryjojfoejo|olojo;1]|0]|0
f1rjiog1po0(0|010;0[0711(0
rjrj1rgojofoajlo;ofofoj|ofi1

Z.B.:Gg=(—AV BV -C) (Beachte: Gg = ~(AA-BAC))
Wahrheitstafel = KNF: FF= Go A Gy A Gs AGg A Gy
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3.5 Schlussregeln

Sei (A1 A...AA,) = B eine Tautologie, dann heifien A; Préimissen und B Konklusion.
Eine Tabelle mit folgender Form heifit Schiussregel (vgl. Horn-Klauseln):

Al

An

B

Jede Schlussregel (linke Seite) kann auch als Formel der Aussagenlogik (rechte Seite}
dargestellt werden.

Modus ponens:

A oder {((A=B)AA)=B

Modus tollens:
A= B oder (A= ByAn-B)= -4
—B
-A

Kettenschluss:

A= B oder ((A=BIA(B=0))= (A=)
B=C
A=C

Konstruktives Dilemma: Av B

A=C
B=C
C
Vereinfachung: AADB
A
Addition: A
AV B
Weiters: B A= B (AVB)=C
A= B (ANCY=B A=C

Indirekter Beweis (reductio ad absurdum) neu formuliert:
Aus den Annahmen (immer wahr) Hy, ..., H, soll P bewiesen werden.
Zeige, dass aus AHy, ..., H,, —F der Widerspruch Q A () folgt.

Ay, .. Hy,—P - H,...H,
(Q@A-Q) P
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Beispiele

Eine Implikation ist genau dann wahr, wenn das Antezedens (Vorderglied) ader das Con-
sequens (Hinterglied) wahr ist.

Daher sind auch folgende Aussagen wahnr:

~ Wenn der Mond aus griinem Kise ist, dann sind die Ozeane voller Wasser.
— Wenn der Mond aus griinem Kise ist, dann sind die Ozeane aus Beton.
— Wenn der Mond nicht aus grilnem Kise ist, dann sind die Ozeane voller Wasser.

Beweise durch Wahrheitstafeln, dass folgende Formeln allgemein giiltig sind.

B1{PAQ)— P

B2 P—=(PVQ)

B-3 (PVQ)A(P—RNIAQ—R)—R
B4 (P—-Q)e (-PVQ)

B5 (PA(P—=Q) = Q

B-6 (-QA(P—Q))—> P

B-7 ((PVQ)A-P)Y=Q

B8 (P—-Q)—= ({(PAR)— Q)

B-9 (Pv@)— R)—> (P> R)

Beweise durch Wahrheitstafeln, dass folgende Formeln nicht allgemein giiltig sind.

G1P—={PAQ)

G2 P—=>Q

G-3 (PVv@)—= P

G4 {(P->Q)ANQ)— P
G-5 ({(P—=Q)A-P) > -Q

Beweis durch logische Aquivalenzen

L (PYVQAS(PAQ)=~(P & Q)

Beweis: (PV@)A-(PAQ)
(~—PVQ)A-(PAQ) Komplement
(P V- A=(PAQ) Komplement
(2P A-Q)A (P AQ) DeMorgan
(P A-Q)V(PAQ)) DeMorgan
(P& Q)
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3.6

Geschichte und Systeme der Logik

Geschichte der Logik

>
»
>
>

A\

Y Y Y Y Y Y XYY

Pythagorier, Megariker

Aristoteles (- 322 B.C.)

Scholastik; Thomas von Aquin, Occam

Leibniz: Calculus de Continentibus et Continentis, Ars Combinatoria (17. Jhdt.)

De Morgan: Formal Logic, or the Calculus of Inference, Necessary and Probable
(1847)

Boole: An Investigation of the Laws of Thought, on which are founded the Mathe-
matical Theory of Logic and Probabilities (1854)

Frege: Begriffsschrift (1879)

Russel & Whitehead: Principia Mathematica (1910-13)
Hilbert: Formalismus, Metamathematik (1920)
Brouwer: Intuitionismus (1920)

Godel: Unvollstindigkeitsbeweis (1931)

Church, Turing: Logik und Berechenbarkeit (1935/36)
Kripke: Semantik der Modallogik (1959)

Robinson: Resolventenkalkiil (1965)

Systeme der Logik

>

»

>

Klassische Logik

> Aussagenlogik
> Klassenlogik
> Pridikatenlogik erster Stufe

Erweiterungen der Logik

> Modallogiken

> Zeit-Logik

> Sorten-Logik

> Pridikatenlogik hoherer Stufen

Alternativen, Modifikationen
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> Intuitionistische Logiken, Relevanzlogik
> Mehrwertige Logiken, Fuzzy Logic

> Nicht-monotone Logiken
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4 Elementare Gruppentheorie

Wir betrachten eine Menge G und eine zugehorige Operation ® (das muss nicht die
Multiplikation sein, dieses Symbol kann alles Mogliche bedeuten). Die Operation & ist
eine binfire Operation: Das heifit, fiir je zwel Elemente a,b € G ist a ® b definiert.

Folgende Eigenschaften kénnen erfiillt sein (oder auch nicht):

DEFINITION 4.1 (GRUPPENEIGENSCHAFTEN)
G1 Abgeschlossenheit: a,b € G = a® b € G.

G2 Assoziativitdt: o,bce (=2 (e @) @c=a (@ c).

G3 Einheitselement: Es gibt ein e € 7, genannt FEinheitselement oder neutrales Ele-
ment, das linksneutral und rechtsneutral ist. ¢ heifit linksneutral, falls e ® o = o fiir
alle @ € G und e heifit rechtsneutral, falls a @ e = a fiir alle a € G.

Es kann hochstens ein Einheitselement geben, denn sind e und ¢’ Einheitselemente,
sofolgte=e®e =¢€.

G4 Inverse Elemente: Zu jedem a € G gibt es ein inverses Flement o' € G, das zu a
linksinvers und rechtsinvers ist. ' heifit linksinvers zu a, falls @/ ® a == e. o' heiflt
rechisinvers zu a, falls a ® ' = e.

Gilt (G2), so ist auch das inverse Element eindeutig bestimmt:
Seien o’ und a” inverse Elemente zu a.
Damngilt ¢ =d @e=0¢ @ {(a®d") = (! Ra) D" =e@a" = a".

G5 Kommutativitit: a,be G=a@b=0Q a.

Wir definieren nun eine Hierarchie von algebraischen Strukturen.

DEFINITION 4.2 (EINFACHE ALGEBRAISCHE STRUKTUREN)
Eine algebraische Struktur ((7, ®) heifit

o Cruppoid, falls G1 erfiillt ist.

Halbgruppe, falls G1 und G2 erfiillt sind.

Monoid, falls G1, G2 und G3 erfiillt sind.

Gruppe, falls G1, G2, G3 und G4 erfiillt sind.

kommutative Gruppe oder Abelsche Gruppe, falls G1, G2, G3, G4 und G5 erfiillt
sind.

Jede Halbgruppe ist somit auch ein Gruppoid, jedes Monoid eine Halbgruppe etc., aber
nicht nmgekehrt.
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BrispigL 4.1
(R,+) ist eine kommutative Gruppe.

(R,) ist nur ein Monoid: Das neutrale Element ist die Zahl 1, aber es existiert nicht zu
jedem a € R ein inverses Element, denn die Zahl 0 hat kein inverses Element.

4.1 Permutationen und ihre Verkniipfungen

DEFINITION 4.3
Eine Permutation der Zahlen 1,...,n ist eine bijektive Funktion

m:{l,...,n} = {1,...,n}

Mit S, wird die Menge aller Permutationen der Zahlen 1,...,n bezeichnet.

BEISPIEL 4.2 (n = 4)
Seien folgende Permutationen gegeben:

4 i [1 2 3 4
1 )3 1 2 4

7 |1 2 3
()12 8 4

Fiir diese zwei Permutationen m;, my € Sy betrachten wir 7o 0o m € 5y

Beachte die Reihenfolge!

Und somit ergibt sich

bt |
Do D
| W

| oo

(2 0 71) ()
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4.2 Permutationsgruppen

Behauptung: (S,,0) ist eine Gruppe:

ad G1: Folgt daraus, dass die Verkniipfung zweter bijektiver Abbildungen wieder bijektiv
ist.

ad G2: Folgt aus der Assoziativitit der Verkniipfung von Funktionen.

ad G3: Das Einheitselement ist die Identititsfunktion id(x) = 2:

ce=1id, damoid=14dow =m.

ad G4: Das zu 7 inverse Element ist die zur Funktion 7 inverse Funktion 7" (sie existiert,
da 7 bijektiv):

g tor=won~l=id
(Sp,0) ist nicht kommutativ, da die Verkniipfung zweier Funktionen keine kommutative
Operation ist. Man nennt (S,, o} die symmetrische Gruppe der Ordnung n.

Das letzte Beispiel kann man noch weiter ausbauen. Dazu ist es notwendig, dass wir
uns mit Permutationen niher beschiftigen. Eine Permutation ldsst sich wie oben als
gerichteter Graph darstellen

e ¢ e P

m g g O M

Dies kann man auch folgendermafen notieren: Jede Permutation sich aus Zyklen zusam-
eIl

m = (1234)
o = (132)(4)
mom = (1)(2)(34)

Aligemein: Jede Permutation kann als "Produkt” von paarweise disjunkten Zyklen dar-
gestellt werden. ("Produkt” = Verkniipfung o).

Zyklen der Lénge zwei nennt man Transpositionen. Jeder Zyklus der Linge £ ldsst sich
als Produkt von k — 1 Transpositionen darstellen. Zum Beispiel:

(1324) = (13}{32)(24)

1234

L@y
1432

B2
1423

boo(13)
3421
Man beachte die Rethenfolge:

(13)(32) (24) = (13)0(32) 0 (24).
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Besteht die Permutation also aus s Zyklen der Lingen ky,..., ks, so kann man sie als
Produkt von
(ky =Dt oo (ks — 1) =t

Transpositionen darstellen. Ist ¢ eine gerade Zahl, so nennt man die Permutation 7 gerade,
andernfalls heifit 7« ungerade.

Zum Beispiel ist
(123){4) = (12){23) eine gerade Permutation,

(1234) = (12)(23)(34) eine ungerade Permutation.

Vorsicht: (12 3 4) bezeichnet die Permutation

z 1 2 3 4

@) |2 3 4 1)
(1) (2) (3) (4) hingegen bezeichnet die Permutation

i 1 2 3 4

m@O]1 2 3 4]

Bemerkung: Zur Definition von geraden bzw. ungeraden Permutationen wurde eine
bestimmite Art der Darstellung der Permutation als Produkt von Transpositionen
benutzt, wie sie sich aus der Zyklen-Darstellung der Permutation ergibt. Das ist
natiirich nicht die einzige Art. Zum Beispiel kann die gerade Permutation (12 3)
nicht nur als (12)(23) dargestellt werden, sondern etwa auch als (12)(13)(13)(23).

Es gilt aber: Jede Darstellung einer geraden (ungeraden) Permutation als Produkt
von Transpositionen enthélt eine gerade (ungerade) Anzahl von Transpositionen.

Bemerkung: Es ldsst sich sogar zeigen, dass sich eine beliebige Permutation immer
als Produkt von Transpositionen benachbarter Flemente darstellen ldsst.

Nun sind wir soweit, das nfichste Beispiel fiir eine Permutationsgruppe zu formulieren:

BrIsPIEL 4.3
Sei A, die Menge der geraden Permutationen der n Elemente 1,...,n.
Dann ist (A,, o) eine Gruppe, die sogenanute alternierende Gruppe der Ordnung n, denn
es gelten:
¢ (G1: Eine gerade Anzahl Transposifionen plus eine gerade Anzah! Transpositionen

ergibt eine gerade Anzahl Transpositionen.

o (2: Ubertriigt sich unmittelbar von (S,,0) anf (4,,0).
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o G3:idyy,. n} ist eine gerade Permutation, da durch 0 Transpositionen erzielbar.
e (G4: Inverses Element: Wemn alle Zyklen wmgedreht werden, erhalten wir wieder

eine gerade Permutation.

Fiir bestimmte Anwendungen ist es niitzlich, auch noch andere Permutationsgruppen zu
betrachten: Es lassen sich etwa in der Geometrie Drehungen und Spiegelungen durch
geeignete Matrizengruppen darstellen.
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5 Relationen und Ordnungen

Wir haben in der Einfithrung bzw. bei den Funktionen bereits von Relationen gehért.
Wir wollen in diesem Abschnitt die Begriffe prazisieren und definieren.

DErINITION 5.1
Eine n-stellige Relation R ist eine Teilmenge eines kartesischen Produkts

Dics ist die allgemeinste Forin des Relationenbegriffs, wie er auch in der Theorie der Rela-
tionalen Datenbanken verwendet wird. In der Mathematik sind die hiufigsten Relationen
zweistellig.

Bemerkung: Funktionen sind Sonderfille von Relationen: Sei f : A — B. Anstelle von
f kann man auch die Relation Ry C Ax B, gegeben durch (a,b) € Ry <= b= f(a),
betrachten. Was ihren Informationsgehalt betrifft, sind f und R; dquivalent.

Allgemein gilt: Eine Relation  C A x I ist eine Fanktion genan danm, wenn es
fiir jedes a € A genau ein b € B gibt, sodass (a,b) € R (vergleiche frither}.

B .

A4 3 d AxB
4 (u\ 154 G {C\ S—8f %‘;{:ﬁ%

AxB
3 999 H(_ Bl\,I}J )‘/—C’ 132
2 9§ c/ O —O—@
1
i 2 3 4

R ist Funktion; R’ hingegen ist zwar Relation, aber keine Funktion.

Von besonderer Bedeutung ist bei den zweistelligen Relationen R C A x B der Sonderfall
A=B:

DEFINITION 5.2
Eine zweistellige Relation R auf einer Menge A ist eine Teilmenge von A x A.

Andere Notationsweisen fiir (a, b) € R: R(a, b) (Prifix-Notation), oder a Rb (Infix-Notation).

BEISPIEL 5.1
Kleiner-Gleich-Relation:
A=R,

R={(z, )iz, yeR, 2 <y} CAx A=R%
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Wir sehen, dass die Schreibweise x < y nichts anderes als eine Infix-Notation fiir die
Klemer-Gleich-Relation ist.

Um das néchste Beispiel formulieren zu kénnen, brauchen wir eine

DEFINITION 5.3
Die Potenzmenge P(AM) ist die Menge aller Teilmengen von A

P(M) = {M'I M C M}.

BEISPIEL 5.2

Teilmengenrelation.

M sei eine beliebige Menge.

A=P(M),

R={UV)|IU,VeP(M), UCV}CAx A=P(M)xP(M).

Wieder st "7 C V" eine Infix-Notation.
Sei etwa M = {0,1}. Dann ist P(M) = {¢, {0},{1},{0,1}}, und R ist
{{e, ¢}, (¢.{0}), (9, {1}), (¢, {0,1}), ({0}, {0}), ({0}, {0,1}),
({1 (1), ({1}, {0, 1}), ({0,1}, {0, 1})}.

Graphisch:

{0,1} O B X
{1) ¥ o X o
{0} ¥ ¥ O O
¥4 ¥ O 0 O

& {op {1} {0,1)

Offensichtlich ist die Teilmengenrelation (aufler fiir A/ einelementig) keine Funktion!

Es gibt noch eine andere graphische Darstellungsméglichkeit fiir Relationen als die obige,
némlich die durch einen sogenannten gerichteten Graphen.

Erinnere: Ein gerichteter Graph besteht aus Knoten und gerichteten Kanten (Pleilen)
gwischen Knoten.

Um die Relation B € A x A darzustellen, wihlen wir
- als Knoten die Elemente von A,

- fiir jedes Paar (a,b) € R eine gerichiete Kante vom Knoten a zum Knoten b.
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BEISPIEL 5.3
Teilinengen-Relation auf A = P{{0,1}).

BEISPIEL 5.4

Gleichheitsrelation
A beliebig.
R={(a,a)|ac A} (Infix-Notation: a = a).
Darstellung:
o)
3 —+& 3
A 2 X
1
—Tﬁ Fa 0N £ f:\
ﬁ/ s h 7 \.}-—/
1

2 3 4
A

G
1

o 62

@ &
3 4 A

Die Gleichheitsrelation bildet stets eine Funktion, die sogenannte Identitit(-sfunktion).

Zwel wichtige Spezialklassen von Relationen sind

+ Agquivalenzrelationen

« Halbordnungen
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5.1 Aquivalenzrelationen

DEFINITION 5.4 )

Eine Relation A auf der Menge A heifit Aquivalenzrelation, wenn gilt:
1. Reflexivitat: afla fir allea € A
2. Symmetrie: aRRb = bRa fiir alle o, b A

3. Transitivitit: aRb A bRe = aRc fiir alle a,b,c € A

BEISPIEL 5.5
Die Gleichheitsrelation ist eine Aquivalenzrelation:

a:a,
—u=b=>b=uq,
a=bAb=c=a=c

Die Kleiner-Gleich-Relation und die Teilmengen-Relation sind keine Aquivalenzrelatio-
nen, da sie zwar reflexiv und transitiv sind, aber nicht symmetrisch.

BEISPIEL 5.6

Sei A eine Menge von Datensétzen und aRb die Relation ,a und b liegen auf derselben
Speicherseite*. R ist offenbar reflexiv, symmetrisch und transitiv, also eine Aquivalenzre-
lation. Wir beobachten, dass wir A in nicht iiberlappende Teilmengen A; (die Datensitze
auf Speicherseite ¢} unterteilen kénnen, sodass a b gerade dann, wenn @ und b in dersel-
ben Teilmenge A; liegen.

Das letzte Beispiel lidsst sich verallgemeinern:

DermNiTION 5.5
Zwei Mengen A, B heiflen disjunkt, wenn sie sich nicht iiberlappen, d.h., wenn

ANB=¢.

Eine Zerlegung der Menge A in nichtleere, paarweise disjunkte Teilmengen A; (i € I)
heifit Klesseneinteilung oder Partition von A.

Falls die Mengen A; (i € I) eine Partition von A bilden, muss also gelten:

I Uierdy = A,
it A;NA; =¢ fiiri # 7, und
i A; # ¢ fiir alle 4.
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BrispiEL 5.7
Beispiele von Partitionen von A = {1,2,3,4} sind:

(a) {1}, {2}, {3}, {4},
(b) {1,2,3,4}.

(c) {1,2},{3,4;
(@) {1}{2,3,4}

THEOREM 5.1
Bilden die Teilmengen A; (i € I) eine Partition von A, dann ist die durch

aRb <> a und b liegen in derselben Klasse A;

definierte Relation eine Aquivalenzrelation.

BrEISPIEL 5.8
A= {1,2,3,4}.

e Partition {1}, {2}, {3}, {4} : @ und b liegen in derselben Klasse A; genau dann, wenn

a = b. Die entsprechende Relation ist also hier die Gleichheitsrelation.

e Partition {1,2,3,4} : Die entsprechende Aquivalenzrelation ist die Allrelation: Fiir
je zwei Elemente a,b € A gilt immer aRb.

Es gilt auch die Umkehrung der obigen Aussage:
THEOREM 5.2
Ist R eine Aquivalenzrelation auf A, dann bilden die Mengen
K(a) = {b| aRb}
eine Partition von A, und es gilt
aRb < K(a) = K(b).

Jeder Aquivalenzrelation R auf A entspricht daher eine Partition von A. Die Klassen A;
dieser Pariition heiflen Agquivalenzklassen.

BrispieL 5.9
A =7, nRm & 2n—m (,2 teilt n —m*).
Dies ist offenbar eine Aquivalenzrelation; die zugehérigen Aquivalenzklassen sind

Ay = {ncZ|ngerade} und Ay ={n ¢ Z|n ungerade}.

Allgemeiner: Fiir ,nRm < n — m durch k teilbar (k € N)“erhalten wir die Aquivalenz-
klassen
A; = {n € Z|n durch k ergibt Rest 4, =0,...,k — 1}

D.h.,
n =m (mod k)

fiir die zuletzt definierte Aquivalenzrelation.
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5.2 Halbordnungen

DEFINITION 5.6
Eine Relation R auf der Menge A heifit Halbordnung (partial order}, wenn sie folgende
Figenschaften hat:

1. Reflexivitdt: aRa fiir allea € A
2. Antisymmetrie: aRbAbRa = a=1bfiv alleq, b€ A

3. Transitivitit: aRb A bRc = aRc fiir alle a,b,c € A

Bemerkung: Wir sehen, dass hier gegeniiber der Definition der Aquivalenzrelation die
Symmetrie durch die Antisymmetrie ausgetauschit wurde:
Wiihrend bei der Aquivalenzrelation aus aRb stets bRa folgt, schliefen sich bei der
Halbordnung aRb und bRa gegenseitig aus, es sei denn, a = b.

BEispieL 5.10

Die Teilmengenrelation ist eine Halbordnung:
-UCv,

—-UCVAVCU=U=V,
~UCVAVCW=UCW.

BEISPIEL 5.11
Die Kleiner-Gleich-Relation auf R ist ebenfalls eine Halbordnung. Sie ldsst sich via

I i
<o | em <y, Vi
:En yn

zu einer Halbordnung auf R" erweitern.

DEFINITION 5.7
Fine Halbordnung R auf A, fiir die gilt, dass

aRbV bRa, Ya,be A,

heillt fineare Ordnung oder Totalordnung.
BEISPIEL 5.12

Die Kleiner-Gleich-Relation auf R ist eine Totalordnung, nicht aber die auf R™. Es sind
etwa folgende Vektoren nnvergleichbar:

(7) = o)

Die Teilmengenrelation ist ebenfalls keine Totalordnung: {1,2} und {2,3} sind unver-
gleichbar,
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Wie alle anderen Relationen auf endlichen Mengen A lassen sich auch Halbordnungen
durch gerichtete Graphen darstellen. Unter Ausnutzung von Reflexivitit und Transitivitit
kénnen wir diese Darstellungen vereinfachen:

e Entfernen aller Schlingen {aRe muss fiir Halbordnungen sowieso immer gelten).

e Falls aRb und bRc, also auch alRc, lassen wir den Pleil @ — ¢ weg (dieser ergibt sich
automatisch aus der Transitivitit).

BEISPIEL 5.13 (HASSE-DIAGRAMM)
Teilmengenrelation mit M = {0,1,2}, d.h., auf A =P({{0,1,2}).

0, 1 2]
[0 1} Co 2} {1 ,2
C?O} {0 7))

N

D

Vereinfachen zu:

{0,1,2}
0, 1}><{o 2}><{1 2}

{0}

Hier wurden zusiitzlich gerichtete Kanten durch ungerichtete ersetzt, mit der Konven-
tion, dass stets Pfeilrichtung nach oben gemeint ist. Diese graphische Darstellung einer
Halbordnung heifit Hasse-Diagramm.
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Analysis

Die Analysis beschéftigt sich mit Folgen, Funktionen und Limiten. Wichtige Teilgebiete
sind die Differential- und Integralrechnung, aber auch die Mafitheorie und die Topologie.
Funktionen und Folgen sowie deren Eigenschaften werden sowohl im Bereich der reellen
als auch der komplexen Zahlen untersucht.

6 Reelle Funktionen f:R - R

Jede mathematische Formel in einem Buch halbiert die Verkaufszahlen
dieses Buches. -— Stephen Hawking

Einer der grundlegenden Begriffe der Mathematik ist der der Menge, ein Begriff, den
wir intuitiv erfassen, im mathematischen Sinn aber nicht richtig definieren kénnen. Von
Georg Cantor, dem Vater der Mengenlehre, stammt folgende Formulierung:

Fine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmier wohlunterscheidba-
rer Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens, welche die Ele-
mente der Menge genannt werden, zu einem Ganzen.

Eine Menge wird demnach iiber ibre Elemente erklirt. Dies ist keine {mathematische)
Definition, denn der Begriff der Menge aller Mengen, also alle Mengen znsammengefasst,
fiihren zu einem Paradoxon (Russel’sche Antinomie), einem Widerspruch im zugrunde
liegenden Axiomensystem ZFC, d. h., diese ,Menge® ist/wiire nicht wohldefiniert. Diese
»Menge aller Mengen“ existiert somit nicht bzw. ist keine Menge.

Wir wollen nun aber nicht weiter auf den Begriff der Menge eingehen, da er einerseits
bereits in der Schule intensiv behandelt wurde, andererseits wir ein intuitiv richtiges
Versténdnis fiir Mengen haben (sollten).

Ebenso wird der Begriff Element nicht weiter erklirt bzw. definiert.

Die moderne Mengenlehre und damit ein Grofiteil der modernen Mathematik basiert auf
den Zermelo-Fraenkel Axiomen der Mengenlehre.

Wie grundlegend die Begriffe Menge und Element sind, zeigt uns das mathematische
LBonzept® der Funktion, der ohne diese beiden Begriffe ,,unmoglich® wiire.

Dazu betrachten wir zuerst Vorschriften, die Elemente oder auch Teilmengen einer Menge
Elementen bzw. Teilmengen anderer Mengen zuordnen. Solche Vorschriften nennen wir
allgemein Relationen®, zwei oder mehr Elemente stehen in Relation zueinander.

Abbildungen wiederum sind spezielle Relationen, die Elementen der einen Menge ein
oder mehrere Elemente einer anderen Menge zuordnen, oder auch nicht. Funktionen sind

®Der Begriff Relation wird in der Algebra, einem Teilgebiet der Mathematik niiher behandelt (siehe
spiiter).
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wiederum spezielle Abbildungen, die jedem Element einer Menge genau ein Element einer
anderen Menge zuordnen. Wir wollen hier eine bzw. die mathematische widerspruchsireie
Definition geben.

Um die Mengenlehre wieder ins Spiel zu bringen, im Folgenden einige Definitionen:

DEFINITION 6.1
Die Produkimenge oder das kartesische Produkt A x B zweier Mengen A und B ist
definiert als die Menge aller méglichen geordneten Paare {(u,b), mit « € A und b € B.
Symbolisch:

Ax B={(a,b)|a € Abe B}.

Hierbei ist ein geordnetes Paar definiert als (a,b) = {a, {a, b} }.

DEFINITION 6.2
Gegeben zwei Mengen A und B. Jede Teilmenge C' C A x B heifit Graph.

DEFINITION 6.3
Sei R C A x B. R definiert eine Relation auf A und B. Fiir alle (a,b) € R gilt: aRb, d. .,
a € A steht in Relation zu b € B.

Diese Begriffe benstigen wir, um eine Funktion als spezielle Relation definieren zu knnen.
Relationen, insbesondere spezielle Relationen wie Ordnungen, Aquivalenzrelationen und
deren Eigenschaften, werden im Kapitel Algebra behandelt.

DEFINITION 6.4
Eine Funktion f: A — B ist eine Relation, die jedem a € A genau ein b € B zuordnet:

YVoc A FbeB: fla)=0>.

Wir schreiben f(a) = b. Die Menge A wird hierbei auch als Definitionsmenge oder auch
Urbild(menge) bezeichnet, die Menge B als Wertemenge, Bild(menge) oder auch Image.

Da cine Funktion eine spezielle Relation ist, und Relationen iiber ihre Graphen festgelegt
sind, ist auch eine Funktion iiber thren Graphen festgelegt. Wir beachten hier, dass
keiner der obigen Definitionen einc Aussage getroffen wurde, welcher Art die Elemente der
Mengen A und B sind. Insofern ist der Begriff der Relation und auch jener der Funktion
ein Abstraktum.

Zulsissige Mengen fitr A und B sind unter anderem der Kérper der reellen Zahlen R, oder
aber die Vektorriume R" mit Dimension n, aber etwa auch die Menge der komplexen
Zahlen C.

Beispiele fiir einfache Funktionen zwischen diesen Mengen sind die Identitdt
idg: A=A arra Ya€e A,

wobei diese Definition wieder von der Art der Menge A unabhiéingig ist,
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Projektionen wie
PRE=RxR—-R, (z,9) =z, Y(z,y) e R,

oder

oder die stiickweise definierte Betragsfunktion

z fallsz >0

- + 3 C| =
/iR RY, mH!ml—{ —z fallsz <0

Auch die Addition |
[ BRxR R, (e,b) CRxRrsa+beR
oder aber allgemein fiir Vektoren
FR"XR* >R, (,b) eR"xR"—a+beR"

ist eine Funktion, wobei hier »+<« oft auch als binéirer Operator bezeichnet wird, d.h., er
wird auf zwei Operanden angewendet.

Wir orientieren uns oft an ,Bildern" bzw. Grafiken von Funktion, den sogenannten Gra-
phen. Wir geben hier die zu obiger Definition dquivalente Formulierung fiir Funktionen.

DEFINITION 6.9
Sei f: A— B, arr b= f(a) eine Funktion. Dann heit die Menge

G={(a,f(a))|a€ A, fla)e BfCAx B
Graph der Funktion f.

BERISPIEL 6.1
Die reelle Funktion f(z) = z* hat den Graphen G = {(z,2%)| z € R} C R~

Oft sehen wir nur das Bild einer Funktion, ohne zu wissen, wie die tatséchliche Funktion
aussieht, etwa wenn wir ein Foto betrachten, als Abbild einer Projektion der Realitit.
Moglicherweise sind wir aber an dem Urbild interessiert, d. h., daran, woher das Bild
kommt (etwa astronomische Aufnahmen). Leider kann es aber auch vorkommen, dass
verschiedene Urbilder das gleiche Bild ergeben, wie etwa der Wert 4 bei der Funktion
x>y = x2, der sowohl von {(-2) als auch von 2 kommen kann.

Um solche Fille besser handhaben zu konnen, werden die folgenden Figenschaften von
Funktionen definiert.

DEFINITION 6.6
Eine Funktion f : A — B, a = b = f(a) heiBt injekiiv, wenn nur jeweils genan ein
Element von A auf ein Element von B abgebildet wird, d. h., wenn gilt

Ha)=/f(b) & a=0.
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DEFINITION 6.7
Eine Funktion f: A — B, a v b= f(a) heiit surjektiv, wenn jedes Element b € B Bild
mindestens eines Urbilds a € A ist, oder

VoeB JaeA:b= fla).

DEFINITION 6.8
Eine Funktion heifit bijekiiv, wenn sie sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Wann kénnen wir also von den Bildern wieder auf die Urbilder in eindeutiger Weise
schlieBen? Doch genau dann, wenn es zu jedem Bild ein Urbild gibt, d. h., alle Elemente
der Bildmenge »getroffen< werden, d. h., die Fanktion surjektiv ist, und weiters, wenn
dieses Urbild eindeutig ist, d. h., jedes Bild genau ein Urbild hat, die Funktion also
injektiv ist. Zusammengefasst muss die Funktion also bijektiv sein, damit wir von ihren
Bildern wieder in eindeutiger Weise zu ihren Urbildern kommen kénnen.

DEFINITION 6.9
ist die Funktion f: A - B, a— b= f(a) bijektiv, so heifit die Funktion
Fl:B= A b=fla)—a

die Umkehrfunktion oder Inverse von f.

Es ist also nicht jede Funktion umkehrbar, wie schon das obige Beispiel der Funktion
f(z) = 2° zeigte.

Oft ist es jedoch moglich bzw. sinnvoll, Funktionen auf gewisse Teilmengen der Defi-
nitionsmenge einzuschrinken: f(z) = z* elwa auf R", sodass sie {auf R™) invertierbar
wird.
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DEFINITION 6.10
Sei f: A — B, ar b= f(a) eine Funktion und H C A eine Teilmenge von A. Damn
heifit die Funktion

f|HZH4)B: a— bﬂf(ﬂ)

Finschrankung von f auf H.

Ein Beispiel dafiir ist der Sinus sin(z),

e T A=
der im Intervall [-%, Z] bijektiv ist, und dort die Umkehrfunktion Arcus-Sinus arcsin(z)
hat.
1 5 _'\ T T T T
1 JUen
_t"’“
.
ra
”
<
= arcsingx)
0
051 7
ey
J"
-
e 1
15}, , ]
-1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.8
Wenn wir uns die auf das Intervall [—Z, 7] eingeschrinkte Funktion sin{z) ansehen, mer-

ken wir, dass sin(z) dort von links nach rechts ansteigend ist, wir sagen »streng monoton
wachsend<«.
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DEFINITION 6.11
Fine Funktion f: A = B, a+» b= f(a) heiit monoton wachsend, falls gilt

flx) < fly)  Ve<y.

Sie heifit sireng monoton wachsend, wenn gilt
)< [ly)  VYr<y.

DEFINITION 6.12
Fine Funktion f: 4 — B, a— b= f(a) heiBt monoton fallend, falls gilt

fl@) = fly)  Vo<y.

Sie heifit sireng monoion fallend, wenn gilt
f@) > fly)  Vz<y,

Streng monotone Funktionen sind gute Kandidaten fiir bijektive und daher umkehrbare
Funktionen.

Da Funktionen Zuordnungsvorschriften zwischen Mengen und ihren Elementen sind,
kénnen wir auch von einer Menge zur anderen mittels dieser Zuordnungsvorschriften wan-
dern. Sind gewisse Voraussetzungen erfiillt, so kinnen wir zwei oder mehrere Funktion
verkniipfen, d. h., durch eine Funktion ersetzen.

DEFINITION 6.13
Sind f : A » B und g : B — C Funktionen, so ist die zusammengeseizte Funktion

definiert als
h=gof:A—=C, acArsc=g(fla))eC.

Fine iibersichtliche Darstellungsform fiir Funktionen und ihre Verkniipfungen ist ein so
genanntes kommautatives Diagramm, in dem zu je zwei verschiedenen Mengen alle Funk-
tionen (auch zusammengesetzte), die die eine in die andere Menge iiberfiihren, iiberein-
stimmen.

f
A —— B

so N | 0
'
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Spezielle reelle Funktionen
Geraden: r kr+d R—R
k heifit Steigung oder Anstieg
Potenzfunktionen: re> 2" nelR D— W

Wurzelfunktionen: gy Yz=2'" neN Do W

D =W =R{ falls n gerade
D =W =R falls n ungerade

Polynome: x> plz) = Z apz® R—R
k=0
Rationale Funktionen: =z + M D—-R
g(z)

p(z), g{z) Polynome
D = R\ {Nullstellen von ¢}

Exponentialfunktion:  z + exp(z) = €* R—RY
zrra® aeRt R—R*
Logarithmusfunktion: 2 +» log(z) = In{x) R* =R

Inverse Funktion zur Ezponentialfunktion

zrrlog,(z) aeRtY R R
Winkelfunktionen: x +— sin{x) R—[-1,1]

z > cos(z) R—[-1,1]

tan(z), cot(z)
arcsin(x), arccos{z)
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6.1 Stetige Funktionen f:R =+ R

Eine besondere Klasse von Funktionen sind die stetigen I'unktionen. Als Faustregel konnen
wir uns merken, dass das jene Funktionen sind, die wir in einem Zug, d. h., durchgehend
ohne Unterbrechung, zeichnen kénnen.

Um wiederum eine mathematische Formulierung dieser , Eselsbriicke” zu bekommen,
miissen wir uns vorher den Begriff des Grenzwertes in Erinnerung rufen. Zuerst betrachten
wir reelle Zahlenfolgen {a,) und definieren:

DEFINITION 6.14
Eine Folge ist eine Abbildung ¢ : N — R, die jedem n € N genau ein a{n) = a, € R
zuordnet. Wir notieren diese Funktion auch mittels ihrer Funktionswerte als (a,).

DEFINITION 6.15
Eine Folge {a,) konvergiert gegen ein a € R, wenn es fiir jedes ¢ > 0 eine natiitliche Zahl
N € N gibt, sodass a, € (a — ¢,a+¢) fir alle n > N.

Die Folge heiit konvergent, a heifit Grenzwert oder Limes der Folge.
Wir schreiben

lima,=a < Ve>03INeN: |g,—a|<e Vn>N.

n—co

Salopp ausgedriickt, konnen wir auch sagen, dass die Folge gegen den Grenzwert strebt
{{a,) — @) bzw. ihm ab einem Index beliebig nahe kommt. In der Mathematik sprechen
wir von einer sogenannten e-Umgebung

Ula)={z||z —a| <e}.

Diese Definition kénnen wir sofort auch fiir Funktionen anpassen.

DEFINITION 6.16
Sei f: A — R eine Funktion. Ein a € R heifit Grenzwert oder Limes der Funktion [ an
der Stelle z,, wenn fiir jede Argumentfolge (z,), die gegen @ strebt, d. h., (z,) — 2o
oder lim,, ;0 Tn = Tg, gilt: Hm,, o f(3,) = .
Wir schreiben dann

lim f(z) =q.

TEY

In mathematischer , Kurzschrift® schreiben wir

lim f(z)=a < Ve>030>0: |flz)—a|<e V]jzo—=z|<d.

T—Ip
BEMERKUNG 6.1

Das Argument xy muss nicht in der Definitionsmenge der Funktion liegen, ebensowenig
muss der Limes in der Wertemenge der Funktion liegen. Der Limes kann auch oo sein.
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Jetzt konnen wir die Stetigkeit von Funktionen definieren.

DEFINITION 6.17
Eine Funktion f : A — B heit stetig an der Stelle xy € A, wenn lim, ., f(z) existiert

und limg ., f(x) = f(=zg).

Eine Funktion heifit sfefig, wenn sie in allen Punkten der Definitionsmenge A stetig ist,
d. h.,
J: A= Batetig < lim f{x) = f(x)) Vepe A
o

oder

f:A— Bstetig & VepeAd: Ve>036>0: [flz)— fm)| <& V]jz—m <46

das ist die ,,berithimte” e-0-Definition der Stetigkeit von Funktionen.

BEISPIEL 6.2
Die Funktion sin : R — [—1, 1] ist eine stetige Funktion, ebenso |2
Ebenso ist die Funktion f : R\ {0} - R, 2 — 1

7 stetig, die Sprungstelle bei 0 gehort
nicht zum Definitionsbereich der Funktion.

_

— :

0 z<0

1 23>0 ist {iberall stetig auffer in der Sprungstelle

Die Heaviside-Funktion h(z) = {
bei 0.

Die Heaviside-Funktion, wie auch andere, zeigt, dass es noch eine Differenzierung des
Begriffs des Grenzwertes bzw. der Stetigkeit geben muss, ndmlich linksseitig- bzw. rechts-
seitig stetig, d. h., ob wir uns von links oder von rechts dem entsprechenden Argument
Ty nihern.
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DEFINITION 6.18
Fine Funktion f : A — B heifit in zq rechisseitig stetig, wenn es zu jedem £ > O ein o > 0
gibt, sodass

flz) — flma)l <& Yo € [zg, 7m0 +9).

Wir notieren den rechtsseitigen Limes

1im+f(:1;) :ill'l;flf(aq}) = flzg) Ve >036>0: |f(z) — f(zo)| <& V& g, x0+0).

.’E""HBD

Eine Funktion f : A — B heifit in zp linksseitig stetig, wenn es zu jedem £ >0 ein § > 0
gibt, sodass
|f(x) = flmo)l <& Yz € (o — b,z

Wir notieren den linksseitigen Limes

lim f(x) :i%r;f(fc) = flzo) ©Ve>036>0: |f(a) — flzo)| <& Vo & (zg— 0,20

T—HIq

In diesem Sinn ist die oben definierte Heaviside-Funktion im Punkt 0 rechtsseitig stetig,
da f(0) = 1 und der Funktionswert 1 auf dem rechten ,Ast“ der Funktion liegt. Sie ist
im Punkt 0 nicht linksseitig stetig, da limgqq f(z) =0 # f(0) = 1.

BEMERKUNG 6.2
Eine Funktion ist in zy genau dann stetig, wenn sie dort links- und rechtsseitig stetig ist,
und daher dort auch die Funktionswerte (Limiten) {ibereinstimmen.
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BEISPIEL 6.3

Die Funktion sin% ist im Nullpunkt weder links- noch rechtsseitig stetig. Es kann nach-
gewiesen werden, dass sie in jeder noch so kleinen e-Umgebung um 0 jeden beliebigen
Wert zwischen (-1) und 1 annehmen kann. :

Die Funktion z sin % hingegen ist im Nullpunkt stetig, da die Funktion z den betragsmiBig
mit 1 beschréinkten Sinus dominiert.

BEMERKUNG 6.3

Das Problem einer Darstellung am Computer bzw. Papier wird in der Abbildung zur
Funktion sin:i; offenbar: Computer rechnen diskret bis zu einer festgelegten Genauigkeit
bzw. Displays etc. kinnen nur diskrete Punkte darstellen, sodass die Darstellung der
Funktion nicht exakt ist. Vor allem in der Nihe des Unstetigkeitspunktes 0, wo es immer
mehr Funktionswerte zu berechnen gibe, versagt der Computer.

L

k4

J(&) = rsin

Fiir stetige Funktionen gilt folgender Satz
THEOREM 6.1 (MITTELWERTSATZ)

Ist f: A — B eine auf dem Tntervall [a, 8] stetige Funktion und gilt f (@) < 0 < f(b),
dann gibt es sumindest eine Nullstelle £ in [a,8], d. h., f(£) =0, a0 < & < b.
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6.2 Differenzierbarkeit

(;L’o + A, f(*”ﬂ + A;L‘)) " Sekante

Af
(ii’o.- f(-b'o)) "

p.
Y

Der Differenzenquotient

Af _ fle) = flzo) _ flmo+ Aw) ~ f(z0)

Az T — Tp Az

ist die Steigung der Sekante durch die benachbarten Punkte (g, f(o}) und
(2o + Az, f(zo + Ax)) auf dem Graphen der Funktion f(z).

Lassen wir Az nun immer kleiner werden, so wird diese Sekante zur Tangente.
Der Differentialquotient

o+ Az) — flao) . AS

! =0 f(@o = lim —

f'{zo) A Az A0 Az

ist die Steigung der Tangente im Punkt =g, sodass die Tangente in 2 folgende Geraden-
gleichung erfiillt

y = f(@o) + f'(@o)(x — o).

DEFINITION 6.19
Sei f: A — R eine reelle Funktion, A ein offenes Intervall.
[ heiBt differenzierbar in A, wenn der Differentialquotient

df(zo)  df - [{zo+ A2) - flmg) L [z} f(=
oo = 0 = ] = o LIy, S

fitr alle Punkte zy € A existiert.
Die Funktion f'(z): A — R heifit dann erste Ableitung der Funktion f in A.
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Wir diirfen hier keine geschlossenen Intervalle nehmen, da an den ,Ecken®, d. h. an den
Randpunkten, keine Tangenten gelegt werden kénnen. Ebenso konnen an ,Ecken® eines
Funktionsgraphen keine Tangenten gelegt werden (etwa an || im Punkt 0), sodass diese
Funktionen dort nicht differenzierbar sein kénnen. Die stetige Betragsfunktion ist daher
nicht differenzierbar auf R, sehr wohl ist sie aber auf R = (0, co) differenzierbar und hat
dort die konstante Ableitung 1. '

Umgekehrt gilt aber Folgendes:

THEOREM 6.2
Ist eine Funktion f(z) in z, differenzierbar, so ist f in zo stetig.

Ableitungen einiger wichtigen Funktionen f(z)
konstant ¢ 0 et et
", neN n-xt ! a® a®-loga
e, acR a7 logz =Inx ‘:15
sinz cosx log, z 1 7 log, e =2 lgg a
Cos T —sinz ol z*{log z + 1)
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Wichtige Differentiationsregeln

Mult. mit einer Konstanten ¢ (¢ f(2)) =c- fi{z)

Sumimenregel (flx)+ g(z)Y = f'(z) + ¢'(x)

Produktregel (f(z)-g(x)) = f'(=) g(z) + f(z)- ¢'(z)
ientenrege fz) _ f'(@) - g(z) — flz) - d'(2)

Quotientenregel (g(:e)) (9(2))?

Kettenregel (flg(z)) = f'(g(z)) - (=)

Ableitung der Inversen (f (=)= m

Fir die Ableitung der Inversen muss natiirlich die inverse Funktion existieren und diffe-
renzierbar sein, weiters muss auch f'(z) # 0 sein. Die obige Formel folgt dann aus der
Kettenregel, angewendet auf f{f *(x)) =z (— einfache Ubung).

BEISPIEL 6.4 {(DIE ABLEITUNG VON arcsin(z))
Der aresin ist die Umkehrfunktion von sin.

Daher gilt:
1 1

sin'(arcsin(z))  cos{arcsin(z))

(arcsin(z)) =

Weiters wissen wir, dass sin® z + cos® ¢ = 1; also gilt

cos(arcsin{z)) = \/ 1 — sin*(arcsin(z)) = V1 — a2

und damit insgesamt

(arcsin(z)) =

V1—z2

BEISPIEL 6.5
Fiir die Exponentialfunktionen o® gilt

a® = exp(log(a™)) = exp(zlog a)
und daher ist
(a®) = (exp({zlog(a))) = exp(xlog(a)) - loga = a®loga.
Analog ist (2%) = 2% log 2.

BEISPIEL 6.6 {LOGARITHMISCHE ABLEITUNG VON z7%)
Die Funktion z* wird mit Hilfe der logarithmischen Ableitung differenziert.
Da
x® = exp{log(z®)) = exp(x - log z) ,
gilt fiir deren Ableitung mit Hilfe der Kettenregel

1
{exp(x - logz)) = exp(zlogx){1-logz +z - =) = a"(logz + 1).
T
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BEISPIEL 6.7 (DIE ABLEITUNG VON £*)
Dic Exponentialfunktion ist definiert durch

2
. 11.3 ’E4

N U 2t
=Y gt =l e
k=0
Somit ist
z+h z h
= ; — 1 —1 RTINS | 1
(e )’21111356_}1_6:6 }111%6 =€ -}tlj)lé(ﬁ(1+fb+§fh-2+'--—l))

= e %E[%(]I,(1+§.Fh+3!fl +.))=¢ 111136(1+§[h—|—3fh +. ) =e

DEFINITION 6.20 (EXTREMA)
Eine Funktion f : A — R besitzt in zq ein lokales Mazimum (lokales Minimum), wenn
fiir alle Punkte = einer Umgebung U (o) gilt, dass f(zo) = f{z) (f(zo) < f(=)).

Eine Funktion f : A —» R besitzt in g ein globales Mazimum (globales Minimum), wenn
fiir alle Punkte = € A gilt, dass f(zo) > f(z) (f{x0) < f(x)).

Zur Berechimung der Extrema betrachten wir obige Abbildung der Funktion 2® — 2 und
bemerken, dass die Funktion in den lokalen Extremwerten horizontale Tangenten besitzt,
d. h., dass dort f/(z) = 0. Weiters ist die Funktion bei den Extremwerten gekriimmt. Die
Sekanten am Craphen der Funktion liegen unter dem Funktionsgraphen beim Maximunm,
iiber dem Funktionsgraphen beim Minimum. Dazu definieren wir folgende Begriffe der
Krimmung:

DEFINITION 6.21
Eine Funktion f: A — B heifit konvez in einem Intervall [a, b}, wenn die Funktion dort
immer unter der Sekante lHegt, d. h.,

flhay + (1 — R)az) < hf(z)+ (1 —h)f(xg) Vay, oy Clab] VOSALST.

Eine Funktion f: A — B heillt konkev in einem Intervall {a, b}, wenn die Funktion dort
immer iiber der Sekante liegt, d. h.,

flhay + (1 — M)ag) = hf(@) + (1= h)f(z2) V1,22 € [a,b] VO<ALST.
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Wenn wir den Graphen der Funktion f(z) = 2* — x betrachten, sehen wir, dass f(z)
auf {—o0,0] konkav ist, auf {0,00) konvex. Weiters bemerken wir, dass der Anstieg der
Tangente an den Graphen i konkaven Bereich immer kleiner wird, je gréBer x wird, im
konvexen Bereich immer grofier. Das gilt auch allgemein.

Somit haben wir:
THECREM 6.3

f konkav & [y <0 Vo
f konvex & fi(z) >0 Vz

Konvexe Funktionen spielen in der Optimierung eine grofie Rolle, da von diesen das
globale Minimum ,,leicht® gefunden werden kann.

Zur Berechnung der (lokalen) Minima einer Funktion f, die mindestens zweimal differen-
zierbar ist, wilhlen wir also folgenden Algorithmus:
1. Berechne f'(z) und f"(z).

2. Finde alle z;, an denen f'(z;) = 0. Das sind die sogenannten stationdren Punkte,
d. h., ein Punkt heiBit stationér, wenn dort die Ableitung 0 ist.

3. Uberpriife f(z;) fiir alle gefundenen Punkte:

(a) ["(z;) <0 =z ist lokales Maximum.
(b) f"(x;) >0 = ; ist lokales Minimum.
(c) f"(#:)=0 = keine Aussage moglich.

BEISPIEL 6.8
Die Extrema der Funktion f(z) = 2® — z finden wir demnach so:

1. fi(z) =3z% -1, f(z) = 6.
2. f{z) =0 also 332 — 1 =0 oder z = :I:%.

3. f”(%) =2v3 > 0, d. h., lokales Minimum in —v%;
1

f”(—%) = -2v/3 < 0, d. h., lokales Maximum in -7

BEMERKUNG 6.4
Warum kénnen wir nichts iiber den stationdren Punkt zq aussagen, wenn wir wissen, dass

["(z)=0.

Dazu einige Beispiele:

o f(z)=2* hat in xg = 0 elnen Wendepunkt mit horizontaler Wendetangente, d. h.,

£1(0) = /"(0) = 0.
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o f(zr)=z* hat in 2z = 0 ein Minimum wnd es gilt dort: f/(0) = f"(0) = f"(0) = 0.

o f(z) = 2® hat in zy = 0 einen Wendepunkt mit horizontaler Wendetangente und es
gilt sogar f'(0) = f"(0) = f@(0) = fH(©0) =0.

Die jeweils n#chsten Ableitungen obiger Beispiele sind aber ungleich Null und geben
Auskunft iiber die Art des stationdren Punktes.

Insgesamt gilt:

THEOREM 6.4
Sei f : A — B eine (mindestens) n-mal differenzierbare Funktion und zq ein stationéirer
Punkt {d. h. f'(zo} = 0). Sei f")(z) die erste in xz; nichi verschwindende Ableitung, d. h.,

i (zq) # 0, so gilt:
o Ist n unpgerade, so ist zg ein Wendepunkt bzw. Sattelpunkt.
e Ist n gerade, so ist xg

— ein Minimum, falls f0)(zg) > 0,
— ein Maximum, falls £ (z;) < 0.

Hier haben wir schon implizit hohere Ableitungen betrachtet. Wir notieren die n-te Ab-
leitung einer Funktion f mit

dnf(m[)) dnf
(n) ‘ = e
f (2’) dfb‘n dﬂ:n " H

formal definieren wir
f(O) =f f(n-+1) — (f(n))f n>0,

und sagen, eine Funktion f heiBt in o n-mal differenzierbar, wenn f, f',..., f {(r-1) ip
einer ganzen Umgebung von zy existieren und f ) wenigstens im Punkt .

Ist eine Funktion auf R sogar n-mal stetig differenzierbar, gehort sie zur Klasse C*(R);
es gibt ,sogar® C*°(R) Funktionen (etwa sin ).

BrispIEL 6.9
Funktionen miissen nicht beliebig oft differenzierbar sein.
Die Funktion .
2 .
N ) zésing z#0

o ={ i o2
ist in 0 nicht stetig differenzierbar, da fiir die Ableitung f'(z) = 2zsin L —cos £ gilt. Diese
ist im 0-Punkt nicht stetig, da lim,.,o f'{) nicht existiert (cos% ist dort nicht definiert),
jedoch ist f(z) in O differenzierbar, denn

1
2 o
g £E 1O T s
1 . . = —} =
FO) =t = g =i e ) =0

Damit ist f' in 0 nicht stetig und kann dort auch nicht noch einmal differenziert werden.
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f(z) = «*sin ! 22

T

Wir kéinnen nun ein Theorem ither Extrema auf Intervallen formulieren.

THEOREM 6.5

Ist die Funktion f stetig auf einem abgeschlossenen (kompakten) Intervall [a, b] und diffe-
renzierbar auf dem offenen Intervall {a, b}, sind weiters 21, ..., z, die stationiren Punkte
von f in (a,b), so gilt fiir das Maximum von [ auf {a, b

max{f(z) |z € {a,b]} = max{f(a), f(V),21,..., 2}
und fiir das Minimum von f auf [a, ]

min{ f(z) |z € [e,b]} = min{f(a), f(b),21,..., 2} .
Insbesondere gilt:

THEOREM 6.6 (SATZ VON ROLLE)
Ist die Funktion f stetig auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b] und differenzierbar aunf
dem offenen Intervall (a,b), und ist f(e) = f(b), so gibt es einen Punkt £ € {a,b) mit

f'(€) =0.

D. h., geniigt eine Funktion den Voraussetzungen des Satzes von Rolle, so existiert ein
Extremum im Inneren des Intervalls.

Allgemeiner gilt:
THEOREM 6.7 (MITTELWERTSATZ DER DIFFERENTIALRECHUNG)

Ist die Funktion [ stetig auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b] und differenzierbar auf
dem offenen Intervall (a,b), so gibt es einen Punkt & € (e, b) mit

J) — fla) = f1()b—a).

Bei nicht differenzierbaren Funktionen sind die Extrema nicht so einfach zu finden.
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6.2.1 Kurvendiskussionen

Aus der Schule sollte noch der Begriff der Kurvendiskussion geldufig sein. Wir verstehen
darunter eine méglichst vollstindige Beschreibung der Funktion (ihrer Eigenschaften)
auf der Definitions- und Wertemenge. Dadurch kénnen wir interessante Bereiche und
, Problemstellen” der Funktion finden — je nach Aufgabenstellung.

Folgende Punkte gehdren zu einer Kurvendiskussion, damit wir uns einen Uberblick iiber
den Graphen, der hentzutage selbstverstdndlich mit einem Computerprogramm gezeich-
net wird, verschaffen.

e Definitionsmenge, Wertemenge

Unstetigkeitsstellen, Stetigkeitsstellen und -bereiche

Verhalten in Randpunkten und obigen Stellen (Asymptoten)

*

Verhalten im Unendlichen (Asymptoten)

Nullstellen und zugehérige Steigung der Tangente

Kritische Punkte {f/(z) = 0) und Tangentensteigung

Extrema

Wendepunkte und Wendetangenten

Monotoniebereiche

Konvexe bzw. konkave Bereiche

>

Beim computerunterstiitzten Zeichnen des Graphen kénnen allerdings Probleme auftre-
ten, die durch die Kurvendiskussion ,vorhergesehen“und daher extra beachtet werden
kénnen.

o Computer liefern nur diskrete Werte, kinnten also Pole (Unendlichkeitsstellen) und
Sprungstellen {ibersehen

e Computer berechnen nur endlich viele Funktionswerte
¢ Computer kénnen nur bestimmte Zahlen darstellen.

¢ Die Skalierung erfolgt vielfach automatisch, sodass die Skalen auf den Achsen oft
iibersehen werden und wir dadurch ein , falsches® Bild von der betrachteten Funk-
tion bekommen.
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Reelle Funktionen — Eine Zusammenfassung

Wir betrachten nun cinige grundlegende Eigenschaften von Funktionen bzw. deren Defi-
nitionen. Funktionen liefern (Funktions-) Werte fiir Elemente einer Definitionsmenge A.
Diese Werte liegen in einer Werte- oder Bildmenge (image) B. Dabei muss gelten:

f: A — B Funktion > Vae A beB: fla)=b.
Um uns ein Bild von einer Funktion zu machen, betrachten wir oft den Graphen G einer

Funktion
G = {(e,f(@))|a € A, f(a) € B} C (A% B).

Obwohl wir uns immer wieder reelle Funktionen vorstellen, d. h., Funktionen f : R — R,
miissen wir doch auch bedenken, dass sowohl obige Definitionen, als auch die Eigen-
schaften von Funktionen auch mit rein abstrakten Objekten funktionieren, solange sie in
Mengen zusammenfasshar sind

Eigenschaften von Funktionen f: A — B:

o Injektivitit: f(z) = fly) © =y, Vo,yc A
» Surjektivitit: Vb€ B da € A: f(a) = b.

o Bijektivitit: gleichzeitig surjektiv und injektiv.
Bijektive Funktionen kénnen invertiert (umgekehrt) werden:

flof=fofl=id.
Eigentlich gilt nur:
(S o NNa) =71 (fa) = [7(8) = a = idu(a)

und

(fof70(®) = F(T7(8) = fla) = b =idy(b) .
» Monoton wachsend: Vz < y: f(z) < f(y).
e Streng monoton wachsend: Vo <y : f(z) < f(y).
e Monoton fallend: Vo < y: f(z) > f(y).
¢ Streng monoton fallend: Vo < y: f(z) > f(y).
o Gerade Funktion: f(z) = f(—x) (symmetrisch beziiglich y-Achse).
o Ungerade Funktion: f(x) = — f(—=2) (punktsymmetrisch beziiglich des Ursprungs).
» Konvexe Iunktion (strikt): f”(z) > 0 (Sekante immer iiber dem Funktionsgraphen).

e Konkave Funktion (strikt): f”(x) < O (Sekante immer unter dem Graphen).
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Funktionen kénnen verkniipft werden:

f:AmB g:B»C = gof:A=C(gof)e)=29g(fla))€l.

f
A — B
so /N | ¢
9

BEISPIEL 6.10
f(z) =2z und g(z) = e*, dann (f o g)(z) = 2¢" und (go f)(z) = ™.
Stetigkeit:

Funktionen heifien stetig (in zp}, wenn gilt

mli_g} f(z) = f(zo) & Ve>0 30 >0: |f(z)— flzo)| <& V]e—mzo| <d.

Wir unterscheiden auch zwischen linksseitig stetig, rechtsseitig stetig und stetig per se.
Differenzierbarkeit:

Um weitere Eigenschaften bzw. Charakteristika von Funktionen zn untersuchen, etwa
Anderungsraten, Extremwerte, stationére Punkte etc. bendtigen wir die Begriffe der Ab-
leitung bzw. des Differentialquotienten (— differenzierbare Funktionen).

df(wo) _ df| _ ., SleotA) - flwa) fl@)—=

4 " _= j—
J(@o) dx dx o A0 Az goza T — g
Ebenso wichtige Begriffe sind konkav und konvex, die das Kriimmungsverhalten einer
Funktion (lokal oder global) beschreiben.
Integrierbarkeit:

Weiters konnen wir auch Flichen unter und zwischen Funktionen berechnen (— inte-
grierbare Funktionen).

Fine Funktion heifit Riemann-integrierbar, wenn die Riemannschen Untersummen SAf)y=
Yo d 2 und Obersummen S,(f) = ¥, [ 2 " einer Funktion gegen denselben Grenz-
wert konvergieren, Dieser heifit dann das Integral der Funktion.

i (1) = Jim 5.01) — [ @) de
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7 Mehrdimensionale Funktionen

Eine mehrdimensionale Funktion

filze, . z0) U
SR > R™ flz) = flag,...,u,) = : = : =y
fm(i:]i-'-:fcn) Ym
hat als Argument den Vektor z = (zy,...,2,)! € R" und nimmt einen Funktionswert

v= (Y1, ¥Ym) € R™ an.
Die Funktion besteht (koordinatenweise) aus m reellen Funktionen

R =R, filz,... )=y R, j=1,...,m,
den sogenannten Komponentenfunktionen.

Bemerkung: Obwohl! wir es mit mehrdimensionalen Argumenten x zu tun haben, werden
wir nicht, wie oft iiblich @ schreiben, sondern, da es einerseits aus dem Kontext klar
ist und andererseits die Aussagen auch fiir eindimensionale Argumente gelten, wie bei
Funktionen einfach z.

Beispiele: lineare Abbildungen
meteorologische Daten
Landkarten
Kurven, etwa Zykloiden
Produktion: n Input-, m Output-Variablen

Wie bei den reellen Funktionen f : R — R wollen wir diese Funktionen auf ihre Eigen-
schaften untersuchen.
Ziel: (A) Stetigkeit

(B} Differenzierbarkeit

(C) Integrierbarkeit

Wir werden von den Eigenschaften reeller Funktionen ausgehen und in Analogie dazu die
Eigenschaften fiir Komponentenfunktionen (mehrdimensionale reelle Funktionen, d. h.,
das Ergebnis ist in R) betrachten.

7.0.2 Niveaulinien

Bei mehrdimensionalen Funktionen gibt es das Problem der Darstellbarkeit. Der Graph
einer Funktion f: R"™ — R™

Gy = {(e, /() |« € BY, f(z) ¢ R™} C R™ x R™

ist 7 -+ m dimensional, d. h., bestenfalls noch im R® zu zeichnen, d. h. fiir Funktionen
f:R? > Roder f: R -— R* Wenn wir eine Landkarte betrachten, so gibt es dort zwei
Hilfsmittel {iir mehrdimensionale Daten: Einerseits die Hohenschichtlinien (Isohypsen),
die die dritte Dimension andeuten, und andererseits Farben, die indirekt im Zusammen-
hang mit diesen Hohenschichtlinien stehen, in Wirklichkeit aber meist die Vegetations-
zonen wiederspiegeln sollen (mehrdimensionale Information). Wir kennen auch Isobaren
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Abbildung 1: Die Funktion f: R? + R, f(z,y) =z -y.

(Luftdruck) und Isothermen (Temperatur) aus dem téglichen Wetterbericht, oder aber
Aquipotentiallinien aus der Physik.

Wir definieren eine sogenannte Niveaumenge fiir f : R™ — R™ als
N(f) = {z €R"[ f(2) = c € R™}.

Héhenschichtlinien sind solche Niveaumengen. Ein Graph einer Funktion, der mit Hilfe
dieser Niveaumengen bzw. Niveaulinien gezeichnet wird, heifit auch Konturplot.

BEISPIEL 7.1

Die Funktion
iR 2R, f(z,22) = 2130

hat einen dreidimensionalen Graphen (siehe Abbildung 1).

Fiir die Niveaulinien (Konturlinien) gilt:

flay, ) =mza=c = w1 #0: mp= ’Li (Hyperbeln)
<1
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Abbildung 2: Konturplot der Funktion f: R? 2 R, f(z,y) =2 -v.

e=0 = wy=00dera,=0.

Es sind also Hyperbeln bzw. zwei normale Geraden fiir ¢ = 0 (siehe Abbildung 2).
Farben kémnen zusétzlich die Elevation (Hohe iiber 0} kodieren.

BEMERKUNG 7.1
Obiges Beispiel wire vielleicht in folgender Notation ,,geldufiger:

flry)==-y. ,
Niveaulinien: f(z,y) = sy = ¢, dahery = £, 2 # 0 und ¢ = 0, wenn z - yy = 0.

Diese Notation ist aber nicht leicht auf n Dimensionen erweiterbar, insbesondere wird y

auch héufig fiir das Ergebnis einer Funktion verwendet, z als Argument, also f(z) = y.

Weiters miissen wir uns bei der Darstellung von mehrdimensionalen Funktionen von alt-
hergebrachten Vorstellungen lésen.

Die Funktion
fiR? 5 RE, fzy,m9) = (cos{w1) — 2cos(0.4z),sin(z)) — 2sin(0.4 ;) )

hat etwa einen ,,Graphen wie in Abbildung 3.
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Abbildung 3: Zweidimensionale Projektion eines vierdimensionalen Konturplots
einer Funktion f : R? — R?; die vierte Dimension ist durch Grau-
werte kodiert.

7.1 Stetigkeit
Wenn wir die Definition der Stetigkeit betrachten
f: R — R ist stetig in zq, wenn
wle @) =flzg) © VYe>0 36>0: |f()— f(wo)l <& V]z—uzo| <4
0

f ist stetig auf R, wenn f in allen Punkten z € R stetig ist,

so bemerken wir, dass wir Stetigkeit iiber den Begriff des Grenzwertes bzw. liber einen
Abstands- bzw. Langenbegriff einfiibrten. Im mehrdimensionalen Fall wird dies genauso
geschehen. Dazu betrachten wir aber zuerst die Struktur des R™.

7.1.1 Eigenschaften des R*

R ... Korper der reellen Zahlen
R” ... euklidischer Vektorraum

Der R® erbt die Rechenregeln von R:
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Ty Y1 Ty 410

Vektoraddition : + : = :
Tn Yn Tn +Yn
T Axy
Skalarmultiplikation A| = : ,AER
T Az,
Skalarprodukt (z,y) =2y =2 -y = 2y + - - + TYp (inneres Produkt)
Lénge (Norm) |z]| = Vatz = /{z,2) = /ol + -+ 22

DEFINITION 7.1
Eine Abbildung || - || : R® — R heiit Norm genau dann, wenn folgende drei Bedingungen
erfitllt sind:

(1) ||zf| =0 2z=0,z€R* 0eR"

(2) 2=l =[A[ =], € R*, AC R,

(3} llz+¥l < lizll + liyll, =, v € R* (Dreiecksungleichung)

Aus der Dreiecksungleichung lassen sich auch folgende Ungleichungen ableiten:

[zl =yl < ll= £yl

(z,) <llz||ilyli (Schwarz’sche Ungleichung)
Wir sehen, dass der Norm-Begriff im R? mit dem (im R®) {iblichen Abstands- oder
Langenbegniff iibereinstimmd.

Der R wird damit zu einem sogenannten metrischen Raum, wobei als Metrik (Messfunk-
tion} die obige Norm genommen wird.

Um langsam zum Begriff des Grenzwertes zu kommen, betrachten wir nun (konvergente)
Folgen:

DEFINITION 7.2
Eine Folge (ap)ren C R heifit konvergent gegen ihven Grenzwert oder Limes ¢ € R"
(limy 00 @y, = @), wenn gilt:

Ve >0dNeN: |la,—a|| <e ¥n>N.

Wir sehen, dass der Betrag in der Definition von Konvergenz in R nur durch die Norm,
d. h., eigentlich durch den Abstand, ersetzt wurde - wir konnten auch Betragsstriche
statt der Normstriche machen.

Wir sprechen davon, dass ab einem gewissen N alle Folgenglieder in einer sogenannten
e-Umgebung von a legen.
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DEFINITION 7.3
e-Umgebung bzw. e-IKugel

Ue(wo) = Be(zo) = {z € R™[ |tz — 2ol < ¢}

(Die Bezeichnung B kommt vom englischen Wort ball fiir Kugel.)

Nun sind wir in der Lage folgende Definition zu geben:

DEFINFTION 7.4

Fine Funktion f: R" — R™ heifit stetig in zy € R®, wenn gilt:
lim f(z) = f(ze),
T—rEQ

d. h. :
Ye>030>0: ||[f(z) = flzo)|| <& V|z— =l <§.

[ heifit stetig auf A C R”?, wenn [ stetig in jedem zy € A ist, insbesondere auch fiir
A= R",

Bemerkung: Was heifit hier Limes oder Grenzwert 247 — Da wir uns im n-dimensionalen
Raum befinden, kénnen wir uns von unendlich vielen Richtungen auf unendlich viele
Arten dem zy ndhern. Wenn wir vorher von Folgen sprachen, so kbnnen wir die Definition
der Stetigkeit auch mit Hilfe von Folgen in &quivalenter Weise definieren.

D. h., f ist stetig in zy, wenn

klim flar) = flzo) V(zp) CR"® mit klim Ty = Zg,
e— 00 t—yo0
d. h., dies gilt fiir alle denkbaren Folgen (zz) mit Grenzwert 2.

THEOREM 7.1
Fine Funktion f: A C R" — R™ ist stetig auf A, wenn jede ihrer Komponentenfunktio-
nen auf A stetig ist.

Bevor wir den néchsten Schritt in Richtung Differenzierbarkeit tun, miissen wir uns noch
kurz mit der Topologie des R" befassen, d. h., mit Mengen im R™,

7.1.2 Mengen im R"

Wir kennen bereits die Menge der e-Umgebung U {a).

Wir definieren nun einige Begriffe aus der Topologie des R™ in Analogie zu den offenen,
halboftenen und abgeschlossenen Infervallen in R. Diese Begriffe bzw. Mengen sind beim
Difterenzieren (und damit bei der Optimierung, d. h., beim Finden von Extremwerten)
von essentieller Bedeutung.
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DEFINITION 7.5
Offene e-Umgebung: U.(a) = {z € R*| ||z — o] <&}

Abgeschlossene - Umgebung: Ug(a) = {& € R* ||z — a|| <&}
Punktierte e-Umgebung: Ug(a) = U.(a} \ {a}

Umgebung: Eine Menge M heifit Umgebung von a € R", wenn sie eine offene e-Umgebung
von a enthilt, d. h., U.(a) C M.

Innerer Punkt: a heiBt innerer Punkt von M, wenn eine Umgebung von a vollstidndig in
M liegt, d. h., Je > 0: U(a) € M.

Offene Menge: Fine Menge heifit offen, wenn sie nur aus inneren Punkten besteht.
Inneres: Das Innere M° einer Menge A ist die Menge ihrer inneren Punkte.

Isolierter Punkt: o heift isolierter Punkt von M, wenn es mindestens eine punktierte
Umgebung von a gibt, die nicht in M legt, d. h., V.{a) : Ula) N M = ¢.

Randpunkt: o heiBt Randpunkt der Menge M, falls in jeder Umgebung von a mindestens
ein Punkt liegt, der in M liegt und mindestens ein Punkt, der nicht in M liegt, d. h.:
(Uela) N M # @) A (Unla) N M® # $), YUL(a).

Rand 8M: Der Rand OM einer Menge M ist die Menge all ihrer Randpunkte.
Abgeschlossene Menge: Eine Menge heifit abgeschlossen, wenn sie ihren Rand enthélt.

Abgeschlossene Hiille: Die abgeschlossenen Hiille M ist die Menge vereinigt mit ihrem
Rand, d. h.,, M = M UJM.

Beschrinkt: Fine Menge M heift beschriinkt, wenn es ein B > 0 gibt, sodass ||z|| < R
fiir alle z € M, oder anders ausgedriickt, M C Ug(0}).

Kompakt: Eine Menge M heiBt kompakt, wenn sie beschrénkt und abgeschlossen ist.

Wenn wir Folgen in Mengen betrachten, werden uns die obigen Begriffe vielleicht et-
was verstindlicher. Wenn wir gleichzeitig bedenken, dass etwa in der Optimierung ein
Computer durch einen iterativen Algorithmus ein Optimum finden soll, und die (iterati-
ven) Niherungslosungen nichts anderes sind als Glieder von Folgen, dann sollte klar sein,
warum wir diesc Begriffe benstigen.

THEOREM 7.2
Eine Menge M ist abgeschlossen, wenn mit jeder konvergenten Folge (a,) C M auch ihr
Crenzwert in M liegt.

THEOREM 7.3
M abgeschlossen < M¢=R"\ M offen.

Fiir den folgenden Merksatz bendtigen wir noch einen Begriff.
DEFINITION 7.6

Eine Folge (ay) heift Teifolge von (a,), wenn sie durch Weglassen von Folgengliedern
von (a,) entsteht.
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"THEOREM 7.4
Eine Menge A ist genau dann kompakt, wenn jede Folge in M eine in M konvergente
Teilfolge besitzt.

THEOREM 7.5

Konvergente Folgen sind beschrinkt.

7.2 Mehrdimensionale Differenzialrechnung

Da eine Funktion f : R" - R™ komponentenweise ans reellen Funktionen f; : R" —» R
besteht, betrachten wir znerst Komponentenfunktionen.

Erinnern wir uns daran, dass fiir eindimensionale reelle Funktionen
df

P! h i dz’

und dass die Ableitung dem Anstieg der Tangente i jeweilig betrachteten Punkt ent-
spricht! Wie sieht das im mehrdimensionalen Fall aus?

BrispiEL 7.2

Sei f: R? = R, f(z1,22) = 2122, so kann dies im R® dargestellt werden. Die Tan-
gentialebene an einen Punkt dieser Abbildung ist doch durch zwei linear unabhéngige
Richtungsvektoren gegeben (plus dem Ankerpunkt (z1, 79, - 22) € R3). Bewegen wir
uns entlang einer Gitternetzline (siche Abbildung 1) etwa parallel zur x,-Achse, so erhal-
ten wir einen Richtungsvektor {iber die Tangente an die Gitternetzlinie. Wir haben also
xy konstant gelassen und betrachten die Ableitung nach z;. Einen zweiten, unabhiingigen
Richtungsvektor erhalten wir analog, wenn wir z; konstant lassen und uns parallel zur
xo-Achse bewegen.

Dies geht allgemein so, erinnern wir uns nur, dass es an Randpunkten eines Intervalls
unmoglich war, eine Tangente zu legen, wenn dieser Randpunkt zur Funktion gehorte!

DEFINITION 7.7
Die partielle Ableitung fiir reelle Funktionen f : R® — R ist definiert als

d . f(i:l,...,CCj_},CCj-I—h,.’l}j+1,...,$n)ﬁf(il’.‘l,...,(b‘j,...,.’l?n_)
E;;jf(fbh---,fﬂn)—%% i

d. h., Ableitung in Richtung z;, also x; variabel, alle anderen Argumente werden als
konstant angesehen.

Eine Funktion heiit partiell differenzierbor nach z; im Punkt g € R® (3, = (3:50) Ve ,3:510))),
wenn dieser Limes in zy existiert. Sie heifit partiell differenzierbar nach z; auf der Menge
A CR", wenn dieser Limes in allen Punkten x4 € A existiert.
Andere Bezeichmingen:
d af
D.f(z)=fi(z)=—flz)= ..
i (@) = f(x) (‘).?;jf(l) &lew
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BEISPIEL 7.3

d d
fep)=ov L=ton)=v G =i -o.

Da wir eine Funktion nach allen Variablen z; partiell ableiten konnen, und wir an die-
sen unabhingigen Koordinatenrichtungen interessiert sind, ist die Ableitung wie folgt
definiert.

DEFINITION 7.8
Wenn fiir eine Funktion [ : R® — R alle partiellen Ableitungen existieren, so ist die erste
Ableitung von f, der sogenannte Gradient V f(x), definiert als

V(o) = g0 f5) = (g {0

Bemerkung: Wir verwenden hier die Notation des Gradienten als Zeilenvektor, da er
dann direkt in Approximationsformeln etc. verwendet werden kann. manchmal wird der
(radient auch als Spaltenvektor definiert, insbesondere wenn durch ihn eine Richtung
angezeigt werden soll. Beides ist méglich und zuléssig.

8
BEMERKUNG 7.2 Br1
Der iin Gradienten verwendete Nabla-Operator V ist definiert als V = :

8
Axp

Wie im eindimensionalen Fall wird wieder gelten, dass in einem stationdren Punkt (Mi-
nimum, Maximun, bzw. Wendepunkt, der nun Sattelpunkt heifien wird) die erste Ablei-
tung, d. h. der Gradient, gleich null sein muss (horizontale ,, Tangentialebene®, als Bild im
®3). Wie dort, kénnen wir erst mit Hilfe der zweiten Ableitung entscheiden, um welche
Art von stationdrem Punkt es sich handelt. Der Begriff stationér wird uns spéter noch
klarer werden. Da wir nun viele partielle Ableitungen im Gradienten haben, miissen wir
diese wiederum nach allen Richtungen ein zweites Mal (partiell) ableiten:

g, 0 5

'5;(5;: ($1,...,.’En)) = Mf('nlaamn) = f-jk = f-k.f

BFEISPIEL 7.4

2 2 2
0Ly, 9L T, 9T,
dxdy dyoz oz

f(a:,y)::?:‘y,

DEFINITION 7.9
Ist f:R® — R jeweils {mindestens) zweimal partiell differenzierbar nach allen Koordi-
natenrichtungen, so ist die zweite Ableitung von f die Hessematrix

o 2
R S R
V2 f(z) = Hy(z) = : :
f 8‘2 82
m.f(xh"wa:n) 83:,181‘,1](3:}"“’2:")
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Abbildung 4: Die Funktion f(z,zp) = —4%2_

fn2 | 2
] + @3

Die Hessernatrix ist eine symmetrische n x n-Matrix, da gilt:
Ist [ :R" = R zweimal partiell differenzierbar, so gilt

5 32
82‘18,83](,('1-11 . aﬂ:n) = a,’ﬂja;’:if(lh e ,In) .

BEMERKUNG 7.3

Der R" oben kann durch eine beliebige offenc Menge ersetzt werden, offen deshalb, weil
die Differentiation am Rand Probleme bereitet, da dort keine eindeutigen Tangenten bzw.
Tangentialebenen angelegt werden kénnen (bzw. unendlich viele).

DerinITION 7.10

Eine Funktion f : A C R® — R™ heifit in einem inneren Punkt zq € A (total) diffe-
renzierbar, wenn sie in 2y partiell differenzierbar ist, alle partiellen Ableitungen in einer
Umgebung von zy existieren und diese Ableitungen dort stetig sind.

BEISPIEL 7.5
flz1, T2, %3) = 7175 + 225 exp(z3) + exp(z3)

Vi(z) = (22, 22120 + 2exp(zs), 229 exp(z3) + 223 exp(z3))

0 2z 0
V2f(z) = 21 21 2 exp(z3)
0 2exp(zs) 2wpexp(zs)+ 2exp(a3) + 42 exp(a?)

Es kann aber auch Probleme geben:
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BEISPIEL 7.6

Sei
AT (21,32) # (0,0)
[z, ) = af + 3
0 (:131,5!?2} = (O,U)

[ ist auf B2\ {(0,0)} differenzierbar, da es aus differenzierbaren Funktionen mittels Summe,
Produkt und Quotienten zusammengesetzt ist.

2
3 r1i9

S (wr,02) = \/ -

3
z? + o (] +23)7

- f0,x) = F=1

s f(z1,0) = 0

Also haben wir

. é : 8
3330 B_a:lf(ﬂ’ v2) # 1111;30 EEI(M’ 0).

d. h., die partielle Ableitung 52; f ist in (0,0) nicht stetig und daher ist f dort nicht differen-

zierbar.

Betrachten wir gleich den Graphen dieser Funktion bzw. seine Niveauliniendarstellung (siehe
Abbildung 4). Wir stellen fest, dass

f symmetrisch beziiglich der Vertauschung von z; und w3 ist, d. h., symmetrisch beziiglich
der Ebene 1 = xg ist,

e [ symmetrisch beziiglich der Vertauschung von z1 und —z ist, d. h., symmetrisch beziiglich
der Ebene ;1 = —z4 ist,

o f(—z1,22) = ~ f(z1,22), d. b, symmetrisch beziiglich der x:p-Achse ist,

o f(z1, —x2) = ~f(21,22), d. h., symmetrisch beziiglich der z;-Achse ist.

Weiters gilt fiir die Niveaulinien {1, z2) # {(0,0)

L2 s pymg = (:\/rc% + ’E% = ’E%ig = 92{33% + ”5%)
2 2
11 +5E2
& i@t - ) =c? = xy= LU
z? — 2

also haben wir Hyperbeln als Niveaulinien.
Es gilt aber folgender Satz (allgemein fiir f : R — R™):

THEOREM 7.6
Sei A C R" eine offene Menge und f : A —» R™ zweimal stetig partiell differenzierbar.
Dann gilt fiir alle 79 € A und alle 4,7 € {1,...,n}:

9? o
Mf(lo) = j(.)wi_f(%)

dx
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Auch fiir héhere partielle Ableitungen gilt als Folgerung:

THEOREM 7.7
Sei A C R" eine offene Menge und f : A — R™ k-mal stetig partiell differenzierbar. Dann
gilt fiir jede Permutation # der Zahlen 1, ..., &

a* a*
5‘:1;1-1 aﬁ"fk f = 8’Ll

n(1)axir(s¢)

B, h. etwa
A B
3x18w283:3 B 8:6283:36391 - 83’?383318&'32 ’

Wir kennen jetzt Ableitungen von reellen Funktionen. Wie sieht das allgemein bei Funk-
tionen f: R® — R™ aus? Dort haben wir als Koordiantenfunktionen jeweils reelle Funk-
tionen, sodass wir dasselbe wie oben koordinatenweise anwenden kénnen. Als erste Ab-
leitung erhalten wir also:

DEFINITION 7.11 fi(z)
Ist f:R* = R™ d. h, flz)= : und sind alle Koordinatenfunktionen partiell
Sm(@)
differenzierbar, so ist die erste Ableitung von f die Jacobimatrix (Funktionalmatrix)
fi(z) Vfl(-??h-uaﬂ?n)
Viz) = Jz)=V|[ = :
fm(T) vfm(mla"-1$n)
%fl("ﬂl)"‘7$?l) e %f}(mh"':amn)
B%fm(ml:---:wn) %frn($1:-~-:$n)

Ist die Jacobimatrix quadratisch, dann heifit ihre Determinante Funktionaldeterminante.

Da wir m Komponentenfunktionen jeweils n Mal partiell ableiten, ist die Jacobimatrix
eine m x n-Matrix.

Zweite Ableitungen von Funktionen f : R® —» R™ werden in geschlossener Form im
Allgemeinen nicht mehr betrachtet, da wir jede partielle Ableitung wiederum partiell in
n Richtungen ableiten kénnen also einen ,m x n x n-Wiirfel* erhielten, der nicht so leicht
handhabbar ist. Fiir Taylorreihen spielen hohere Ableitungen jedoch eine Rolle.

BEISPIEL 7.7 2
flz1, za,23) = 201y
Tl 2z exp(a?) + 22y

o 22 dxpmy 0
Vf('l) _( 9 ex})(mg) 21913 eXp(ﬂig)
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BEISPIEL 7.8

flz) =sin(z)cos(z), f'(z) = cos’(z) — sin®(z)

f(z,y) = sin(z) cos(y), Vf(z,y) = (cos(r) cos(y), —sin(z) sin(y))

J(z,y) = ( 22;((3 ) V(e y) = Jylay) = ( COFE)(E) —si?l(y) )

7.2.1 Differentiationsregeln

Wie im Eindimensionalen gelten auch hier weiterhin die gewShnten Differentiationsre-
geln. Sie kénnen bewiesen werden, indem man die Funktionen und Ableitungen kom-
ponentenweise betrachtet. Voraussetzung ist natiirlich, dass die beteiligten Funktionen
differenzierbar sind.

o V(/ +0)(z) = V@) + Vgla), fg: R R (Jpyg = Jp+ J)
VOM)(@) = AVF(@), A € R (Jag = M)

Ist f in einer Umgebung U () konstant, so ist V f(z) = 0.

-

Ist f eine lineare Abbildung (f(z) = Asz), so ist Vf(z) = Ay

o Uil V@) pnoe e
V() = gy Bls f iR o R

e Verallgemeinerte Kettenregel:Vg(f(z)) = Vg(f(x)) - V.f(z)-

THEOREM 7.8 (VERALLGEMEINERTE KETTENREGEL)

Sei f: R* - R™ und g : R™ — RF, f differenzierbar in z und g differenzierbar in

flz) =y, soist go f: R* —» R¥ und (go f)(x) = g(/(w)) differenzierbar in = und es gilt:
Vigo [)(z) = Vg(f(=))- V/(z)

BEISPIEL 7.9

Sei
Iy — X1 T1t 2
T1,Ta) = ) d glxy, ) = 2 ,
flzy,m2) (exp(mg) ) und  g{w1,z2) ii
dann ist
Ty — @1 + exp(z2)
(go f)(‘f‘?l; T3) = exp(2x;)
To — T1
und
1 1 1 1
Vf(a,z) = ( 0 exp(zs) ) bzw. Vg(z, 1) = 2 2-0732
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Da
V{go f{wr, x2) = Vg([{z1,22)) - V{21, 22)

ist
{1 1 1 1 —1 1+ exp(zs)
Vigofi=1 0 2exp(zy) ( ) ) =1 0 2exp(2zs)
1 0 0  exp(za) 1 1

BEMERKUNG 7.4 (FUNKTIONENRAUME)
In der Mathematik ist C' die Menge der stetigen Funktionen und € die Menge der r-mal
stetig differenzierbaren Funktionen. Es gilt

cecCc...corCcote.. .ot co.

7.2,2 Richtungsableitung

BEmispiEL 7.10

Sei f: R* = R. Wir wollen die Ableitung von f im Punkt z, in Richtung eines Vektors
a € R? betrachten, wobei a normiert sein soll, d. h. [ja]| = 1 (Die Linge von a soll sich
nicht auf den Wert der Ableitung auswirken).

Sei h(t) = zp + L - a, dann ist VA(t) = a, t € R.
Iiir @ = 29 + ta = h(t) gilt:

fl@) = Fzo+ta) = f(R(t)) = (f o R)(8),

also
V{foh)(t)=Vf(zo-+ta) Vh(t).

Also ist in zp, d. h. £ = 0:
V(f e h)(0) = V(o) - a=(Vf(z0),a).

Die Richtungsableitung ist also nichts anderes als das innere Produkt (Skalarprodukt)
des Gradienten von f mit dem Richtungsvektor a.

Dies gilt allgemein.

DEFINITION 7.12
Die Richtungsableitung einer Funktion f:R™ — R™ in Richtung @ € R™, mit |jaf| = 1,
in einem Punkt z, ist definiert durch:

Daf(ﬂ:ﬂ) = Vf(’b‘()) T= (Vf(fﬂg),a)

BEMERKUNG 7.5
Fiir die Richtungsableitung gilt:

Def(z0) = lim flzo + tﬂt) ~ flao)

t—=0
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und

7]
D, f(zo) = ﬁf(fﬂo) ;

wobel e; den k-ten Einheitsvektor (die k-te Einheitsrichtung) bezeichnet.

Fiir welchen Vektor a ist die Richtungsableitung maximal?

— Da diese nichts anderes ist als das innere Produkt von ¢ mit dem Gradienten von f
und das innere Produkt proportional zum Cosinus des eingeschlossenen Winkels ist, so
muss a parallel zum Gradienten liegen, da der Cosinus von 0° am grofiten ist, also

V()
IV f(mo)lt”

d. h., der Gradient zeigt in Richtung des gréfiten Anstiegs.

Bemerkung: Wenn wir eine Funktion maximieren wollen und irgendwo anfangen, wer-
den wir in Richtung des Gradienten weitergehen {Gradientenverfahren). Ist der Gradient
gleich null, so sind wir in einem stationéiren Punkt angekommen, d. h., wir kommen nicht
weiter. Wir kénnten uns damit in einem Maximum befinden.

7.2.53 Mittelwertsitze

Wie im eindimensionalen Fall, wo fiir eine differenzierbare Funktion f : R — R in ei-
ner Umgebung von zg gilt, dass f(z) = f(xe) + f'(zo)(& — xo) (Definition des Diffe-
rentialquotienten, Tangentengleichung), gibt es auch im mehrdimensionalen Fall solche
Approximationen.

THEOREM 7.9
Sei f: A CR* — R eine reelle, auf der offenen Menge A differenzierbare Funktion und
enthalte A die Strecke S von z nach zp. Dann gibt es einen Punkt ¢ € S auf dieser
Strecke, fiir den gilt
f(@) = fzo) + VF(§)(z — z0)
hzw.
F(@) = f(@o) + V f(wo)(z — z0) + Ofllw — wolf?)

Ist f zweimal stetig differenzierbar, so gilt
1
flz) = flxo) + Vf(xo)(z — x0) + 5(1 — 2g)' V2 f{O)(x — xq)
bzw.

F(&) = I ) + Y F(z0) (& = 20) + 5 (& — 20)' V2 (@) — 20) + Oz - 0|/}

Hierbei wurden die Landau’schen (-Symbole verwendet:

o (Klein-o) : [(x)= o(g(x)) mit 2 — a, wenn lim;_,, ——[f ()] _

O (CroB-0) : f(2) = O(g(z)) mit = = o, wenn 3C > 0 : |f(x)| < Clg(z)]
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Da im obigen Fall die Funktion g(z) = ||z — z4]|* baw. g(z) = ||z — zo|* mit = = =
schnell gegen 0 geht, heiit das, dass der Fehler O(g(z)) mindestens genauso schnell gegen
0 geht: ||z — ao|| = h < 1, es gilt nun fiir dieses h: A% geht schneller gegen 0 als A?, wenn
I gegen O geht.

BrIsPIEL 7.11
Sei f(wy, 3, 23) = 11%% + 29 exp(z;3).

Dann ist
V f (21, 22, 73) = (23, 2122 -+ exp(z3), ¥z exp(z3))
und
0 21y §]
sz(:.';l, T, 3.73) - 2(32 211’31 B}Cp(Eg)

0 exp(ws) wsexp(zs)
In der Nihe des Ursprungs zo = (0, 0,0) ist dann

Fanan @)~ f(ao) Vi 0)(w - an) + o — ) V2 o) - )

I g 00 T
= 0+(0,1,0)| @ | + a4z, 02,23)f 0 0 1 .
T3 0 10 T

= Zg+ Tokg

Analoges gilt fiir allgemeine differenzierbare mehrdimensionale Funktionen, wir betrach-
ten aber nur den folgenden Fall.

THEOREM 7.10
Sei f: A CR" - R™ eine auf der offenen Menge A differenzierbare Funktion und
enthalte A die Strecke S von x nach zy. Dann gibt es einen Punkt £ € S auf dieser
Strecke, fiir den gilt

f(@) = flzo) + Vf(§)(z — 20)
hzw.

[z} = J (o) + V flzo)(z — z0) + O(|z — o).

V f(z0) ist nun natiirlich die Jacobimatrix Jy(zg).

Iy — 1

BEISPIEL 7.12
( exp(zs)

Sei f(zg,z2) = ) dann ist

V(w1 m9) = ( :)1 ) )

exp(zs)

und in der Nihe des Ursprungs zo = (0, 0) gilt
I . . AR N 0 -1 1 T1 _f a1y
o)~ flan) + 9o e = (T )+ (3 1) (2) = (2r)
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7.2.4 Tangentialabbildung

Betrachten wir lokal die lineare Approximation einer Funktion, so knnen wir folgende
Definition geben.

DEFINITION 7.13
Sei f: A CR™ — R™ in einem inneren Punkt von A differenzierbar.
Die Funktion

g(z) = [(z0) + V f(z0)(z — 20)
ist eine affin lineare Abbildung und heifit Tangentialabbildung von f.

Fiir f:R? > R und %o = (2 EO), Ty )) € R?, sowie © = (@1, za) ist der Graph von

glxr, zg) = f(fbo)Jer(lo)(l — Zo)
= f@?, ) + @0, e e - 2+ 2 @D, 2 @ — 257)

die Tangentialebene an f im Punkt zg = (27, 207)t (Ortsvektor).

Bem.: Obige Bestandteile der Formel sind als ,Matrizen® bzw. Vektoren zu behandeln.

BEispIEL 7.13
An die Funktion f R » R, f(2,23) = xyze soll im Funktionswert des Punktes

= (=, 2"y = (1,1) eine Tangentialebene gelegt werden.

g(z1,72) = flzo) + V(o) (x — o)

= 200 4 (O (0))_(( zl)(,gg))
o (3 -(1)

= 1+(L1)- _i
= 1+($1—1)+(m2—1)
= $1+.’L‘2"—1

Das Ergebnis zeigt Abbildung 5. Rechts wurde die Abbildung so gedreht, dass die Tan-
gentialebene projizierend wurde, d.h., sie steht normal auf die Ebene des Hintergrundes.

7.2.5 Das totale Differential

Fiir cine differenzierbare Funktion [ : R™ — R™ liefert die Tangentenabbildung

Je(@) = [(@o) + V[ (wo)(x — o)

in der Umgebung von g eine gute Naherung der Funktion f, also

fe(=) — flzo) = V(zo)(z — z0) = f(2) = f(o).-
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Abbildung 5: Tangentialebene an f(z1,29) = z129 in (1, 1).

DErFmiTION 7.14
Sei f : R® — R™ differenzierbar. Die lineare Abbildung

f(xo)dwn ]

mit dr; = (v; — .’E(D)), heiBit totales Differential der Funktion f in xy. Das totale oder

2
vollstindige Differential wird oft auch mit % bezeichnet.

D. h., das totale Differential gibt also die ungefihre Abweichung des Funktionswertes
f(z) an, wenn z von z, wenig abweicht.

BeispigEL 7.14 (FEHLERFORTPFLANZUNGSGESETZ)

Gegeben sei eine Funktion f : R" — R von n Messgréfien z1,.. ., 2,.

Die Messungenauigkeit betrage +Axy,..., +Az,, wobel Ax; >0 fiirallei=1,...,n.
Dann gilt fiir den Fehler A f{z) von f(zy,...,z,):

I3} b3}
Af(xla--':mn) < ’8_131]((3) A$1++‘alnf(i) Aﬂ'ﬂ
DEFINITION 7.15
Die Grofle
Afmaa(@1,- - 180) = | f(2)| Ay 4+ | p ()] A
maz\T1y+ -+, Tn) = 8;111 1 a.’En & Tn

heiflt der mazimale Fehler von f.

Der Quotient Ufmaz () heift der relative mazimale Fehler von f.

df (z)
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BEISPIEL 7.15
Aus der Physik wissen wir: s = v - ¢, d.h., Weg—Geschwindigheit x Zeil,
mit den SI-Einheiten: [m] = [m/s] - [s].

Ein Marathonldufer soll iiber eine Strecke von s = 10 km eine Zeit von # = 30 min erzielen.
D. h., die mittlere Geschwindigkeit ist v = 2 = 20km/h.
Der Messfehler fiir die Strecke s sei As = &1 m, jener der Zeit At = +1sec.
Wie grofl ist dann Av maximal?
Av(s,t) = |Zu(s, 1‘)| As+ | Zu(s, t)| At = i 1A9 + ‘ _f‘ At

- & 901_ k}lln + Ull% 1’1‘151 3_(Tﬁh = 0.013km/h

= v — (20 £ 0.013) km/h

7.2.6 Die Jacobimatrix der Umkehrabbildung

Wir erinnern uns, dass im eindimensionalen Fall fiir die Umkehrabbildung f~! einer
differenzierbaren Funktion f: R — R, z — f(z) = y gilt (falls sie existiert):

(f (J)) *m-

Das ist ableitbar aus fo f~! = id und der Kettenregel bei der Ableitung dieser Gleichung.

Ahnliches gilt auch fiir differenzierbare Funktionen f:R" — R", nur dass es sich bei der
ersten Ableitung um eine Matrix handelt.

THECREM T7.11

Sei
filey, oo, zn) "
[RY R f(z) = : =1
Sl .oy 2) Yn
differenzierbar und
Ry, .y yn) 21

h:R* - R” hiy) = : =
hn(yla <o :yn)

n

mit
h=f" alsohof=foh=1id

so gilt
Vh('ylg e yyn) = [Vf(h(yl, s !yn))]_I
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BeEwES. Es gilt foh = id, daher V(f o h) = Vid = I, die n x n Einheitsmatrix. Wegen
der allgemeinen Kettenregel gilt nun

V(foh)(z)=Vf(h(z)) Vh(z)=1

und daher

Vh(z) = [V f({z))] ™"
als Matrix. .

sien = ( Zs )= ()

V F (o, 22) = ( N exp1(x2) )

BEISPIEL 7.16
Sei

dann ist

Die Umkehrabbildung zu f ist

lo —
h{y1, 1) = ( glg; " u ) ,

und nach oben ist die Jacobimatrix

Y2 Ya

o]
S

THEOREM 7.12 (SATZ VON DER UMKEHRABBILDUNG)

Sei f : R™ — R" stetig diffevenzierbar und J¢(zo) regulér, dann gibt es eine Umgebung
U. (o) und V;(f(zq)) und eine Umkehrfunktion f —1:V; — U von f auf U, die stetig
differenzierbar ist.

Es ist

Jr-1(f(wo)) = (s (o)™

BEISPIEL 7.17 6™ cos T

. . To

Die Funktion f(z,32) = o1 5in s

Es ist etwa f(0,0) = f(0,27) = (1,0)%.
Es ist jedoch

) ist nicht global invertierbar.

e coszy —e®lsinmg
eflgina, €% coSTs

i) = (

und die Funktionaldeterminante det J; = €*** > 0 und damit J; reguléir, d. h. inver-
tierbar, daher ist [ iiberall lokal invertierbar und es gilt etwa:

T ki 0 -1
w=0D. 505H-(17)
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0p=-(1)
o f=smon=s0f (5 5) (4 )

BEIspiEL 7.18

Die komplexe Funktion f : C — C, z = w = 2% kann als mehrdimensionale Funktion
g:R? = R? (2,y) — (u,v) aufgefasst werden, mit z = z + iy und w = u + v, also
u = 2%~ y? und v = 2.

Es gilt

Uy U 2z -2y
Iile) = ( Ug vj: ) - ( 2y 2z ) = det J¢(2) = 4(z? +y°) = 4"

d. h., fiir alle z # 0 gibt es eine Umgebung, die bijektiv aul z* abgebildet wird!
Daher gibt es dort auch eine (lokale) Umkehrfunktion.

7.2.7 Implizite Funktionen

Betrachten wir eine Funktion
[@®"xR™M) =R, (z,y)= fla,y), zeRYyeR™,

so beschreibt jede Niveaumenge {(z,y)|f(z,y) = c} eine Beziehung zwischen z ¢ R™
und y € R™. Falls dieser Zusammenhang eine Funktion ist, kénnen wir explizit y = y(x),
d. h., ¥ als Funktion von z schreiben.

BEMERKUNG 7.6

Finfacher gesagt: Ist f : (R® x R™) -+ R™, 2 € R*, y € R™, so bildet die Niveammenge
flz,y) = ¢, ¢ € R™, ein Gleichungssystem mit m Gleichungen (koordinatenweise) in
n + m Unbekannten. Wenn wir aus diesen Gleichungen y ausrechnen kénnen, haben wir
y = g(), mit einer passenden Funktion g : R* — R™. Finden wir ein solches g(x},
so haben wir f(z,g(z)) = ¢, d. h., V(f(z,g(z))) = 0. Das kann nach der Kettenregel
abgeleitet werden. Dieser Sachverhalt ist unten ausfiihrlicher dargestellt.

BEISPIEL 7.19

Denken wir uns die Fanktion f(z,y) = x4y, so beschreibt die Niveanmenge 2°-+¢* = 1
den Einheitskreis. In einer Umgebung des Punktes (0,1) kann y als y(z) = 1 —2?
dargestellt werden (siehe Abb.7), d. h., y kann explizit nach z aufgeldst werden. Analog
haben wir in einer Umgebung von (0, —1) y(z) = —v/1 — 22, aber auch umgekehrt in einer
Umgebung von (1,0) z(y) = /1 — y* ete. D. h., wir bekomimen einfachere Funktionen
(kleinere Dimension).
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Abbildung 6: Die Funktion f(z,¥y) = z2 + y*.

0,1)

Abbildung 7: Die Niveaumenge f(z,y) = 22 + y? = 1.
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Sei f: (R" x R™) — R* so hat die Jacobimatrix V f die Dimension & x {n -+ m).
Zerlegen wir diese Matrix spaltenweise in Submatrizen

Vi =(Vif Vaf)

mit den Dimensionen k& x n (V1 f) und & x m (V3 f).
Die Matrix V, f entsteht, wenn wir nur nach = ableiten und y festhalten, Vs f entsteht,
wenn wir nur nach y ableiten und z festhalten.

Sei nun 2 = g(z) und y = h(z), d. h., wir ,trennen® die Variablen. Dann ist die Jacobi-
matrix von p: z— f(g(z), h(2))

VpﬂVf'V( i ) — (Vif Vaf)- ( gi)=v1f Vgt Vaf Vh.

Wir kénnen nun folgenden Satz formulieren.

THEOREM 7.13 (HAUPTSATZ UBER IMPLIZITE FUNKTIONEN)

Sei f: (R* x R™) — R™, (z,y) — f(z,y), und yo die eindeutige Losung der Gleichung
f(zo,70) = c. Ist weiters Vaf(zo, 40} invertierbar, so kann die Gleichung f(zo,%0) = ¢
nach z aufgeldst werden und somit y(z) eindeutig bestimmt werden. Fs ist dann die
Funktion = + y(z} differenzierbar und es gilt

Vy(a) = ~[Vaf (@, gD - Vif(z,y(2))

((m x n) = (m xm)-{(m xn}).

BEWEIS. Sei nach oben z = z, g(z) = x und h{z) = y(z), so ist [(z,y(z)) = ¢ also eine
Konstante, daher ist V f(z,y(z)) = 0, die Nullmatrix. Nach oben gilt also

0=Vif(z,y(@) - I+ Vaf(z,y(2)) Vy(z),

also gilt der Hauptsatz (Auflssen nach Vy(z)). O
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8 Kurven

Einfache mehrdimensionale Funktionen f{t) = (fi{f),..., fu(t)) sind Kurven. Diese ha-
ben jeweils das Argument in R und den Funktionswert im R™. Im Cegensatz zu allgemei-
nen mehrdimensionalen Funktionen kénnen auch Raumkurven, das sind Funktionen von
R — R3, dargestellt werden, obwohl der Graph eigentlich 4-dimensional wire. Es wird
einfach die Laufvariable, das Argument, nicht mit dargestellt, sondern nur die Werte (das
Bild) bzw. die Spur f(¢).

DEFINITION 8.1

Eine stetige Funktion f : [a,b] — R*, t — f(t) heifit Weg.
fla) heibt Anfangspunkt, f(b) heilt Endpunkt.

Falls f(a) = f(b) ist, heifit der Weg geschlossener Weg.

Die Menge {f(t) |t € [a,b]} € R™ heiBt Spur.

BEISPIEL 8.1
Die zwei folgenden Wege f1 und f; haben dieselbe Spur.

J1:00,27] > R%, f1(t) = (cost,sint)
fo1]0,20) = R2 fo(t) = (cos2t,sin2t)

f1 durchlauft die Spur einmal, f, zweimal.

Ist die Funktion f(t) ein Weg, so ist ihr Graph die Spur des Weges F : t = (¢, f(1)).
Betrachten wir die Wege

fie[0,5] =R, A(t) = (sint,cost)

i [0,1] 2 RE fo(u) = (u,v/1—u?)

so beobachten wir, dass diese Wege gleich sind. Die Parametertransformation u = sint
tithrt f1 in f5 iiber.

DEFINITION 8.2
Zwel Wege

fHila b =L =R t— fi(f)

f2 : [C, d] = I3~ Rn, t— fg(t)
heiflen dquivalent, wenn es eine stetige, streng monoton wachsende Parametertransfor-
mation w : [a,b] = [c,d], t = ' = w(t) gibt, sodass fo(w(t)) = fi(f), Vt € [a,b], bzw.
gleichbedentend damit, f5(') = fi{w (")), V¢ € [c,d].

Diese Definition beschreibt eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Wege, d. h., eine
Relation zwischen Wegen, die reflexiv, symmetrisch und transitiv ist. Wir erhalten daher
eine Klasseneinteilung der Wege in (paarweise disjunkte) Klassen.

DEFINITION 8.3

Eine Aquivalenzklasse von Wegen heifit stetige Kurve v : ¢ — «(t).
Eine Kurve besitzt unterschiedliche, dquivalente Parameterdarstellungen.

GMA -- Cenker, Uchida (Mirz 2010) 90




8.1 Die Linge einer Kurve

Wir unterteilen eine Kurve in Abschnitte und approximieren die Lange der Kurve durch
Streckenabschnitte Vo(f) = >on, 1f(ts) — f(tx_1)], wobei T die Unterteilung des Inter-
valls in (t[}, (ST tN) ist.

Die totale Variation Vi, (f) = sup{Vz(f)} ist dann das Supremum dieser ,, Unterteilun-
gen”.

Existiert eine differenzierbare Parameterdarstellung f(¢) fiir die Kurve v : ¢ — (z(¢), y(?)),
so kénnen wir mit Hilfe des Satzes von Pythagoras und dem Mittelwertsatz der Differen-
tialrechnung

f i [a, b] — R stetig und differenzierbar = 3¢ € [a,b] : f'(¢) = f0) -~ fle)

h—a

Folgendes zeigen.

[F(t) = Fle)P = ((he) — w(tea))? + (i) — y(te—1))?
[f(t) = ftn)l = VG2 + GG —tea) -

Mit einer weiteren Verfeinerung der Approximation, d. h., die Intervalle {t;_,, #;] werden
immer kleiner, sodass die nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung notwendigen
(; ,in die Intervallgrenzen wandern®, erhalten wir die Lénge der Kurve aus

L) = V() = limyoeo Sope 1F(E) — flte )]
= limyoyoo 2oy V@ &)+ G ED - (e t)
= V@O P

Aus der einfachen Verallgemeinerung fiir n Dimensionen folgt folgender Satz.

THEOREM 8.1
Ist f:(a,b] = R, t f(f) = (fi(t),..., fult)) cine stetig differenzicrbare Kurve, so ist
ihre Léange gegeben durch

b
L(y) = f VEOTE T+ LR d
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Daraus folgt auch, dass der Graph G : £ — (¢, f(¢)) die Lange L(y) = f: 14+ (f(1)2dt
hat.

Ist die Kurve in Polarkoordinaten angegeben, d. h.
vl Bl = R e (),

so gilt

8
L) = [ VP T R de.

Dies sehen wir leicht, wenn wir von Polarkoordinaten wieder zu kartesischen Koordinaten
iibergehen. Die Kurve hat dann die Darstellung

file, Bl = R o (r(p) cosg,r(p)sing)

und somit folgt das Behauptete aus

2(p) = r(p)cosp und () = () sing

und
(ip) = v'(p)cosp —r(p)sing  und ¢ (p) =7'()sing + r(p) cos p

(@ (@) + (W) = (") + (r(9))*

BrispriEL 8.2 (KREIS)
Der Kreis mit Radius R hat die Parameterdarstellung

re)=R, 0<p <o

und es gilt somit fiir den Umfang U

2
U= | VE+0dp=2rR.
0

Sowie der Kreis kann auch die Ellipse einfach dargestellt werden, die Linge der Kurve
LEllipse” kann allerdings nicht elementar berechnet werden, denn sie fiihrt auf das soge-
nannte elliptische Integral, fiir das es keinen geschlossenen analytischen Ausdruck gibt
(siehe folgendes Beispiel).

BEISPIEL 8.3 (ELLIPSE)
Die Ellipse mit der Hauptachsenldnge 2a und der Nebenachsenldnge 2b hat die Parame-
terdarstellung

¥ : [0, 27] — IR?, @ — {acosg, bsing) .

Iiir den Umfang gilt

U = [ V@@ @) de = f" Va?sinp + 1 cos? p dyp
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2 _ K2 - . :
wobei k = @ die sogenannte Frzenirizitdt der Ellipse ist?.
Da die Ellipse symmetrisch ist, gilt

wf2
U4a./ V1—k?cos?pdyp.
0

Das hier auftretende Integral

w[2
E(k) = f V1—k2cos? pdy
0

heifit vollstindiges elliptisches Integral zweiter Gattung. Es lisst sich nicht mit Hilfe ele-
mentarer Funktionen ausdriicken, sondern nur n&herungsweise berechnen.

BriSPIEL 8.4 (LOGARITHMISCHE SPIRALE)
Die logarithiische Spirale hat die Parameterdarstellung

yir{py=e¥, k>0.
Die Léinge eines Spiralabschnittes, d. h., ¢ € [a, f], ist

I B i 2
Ua,f)= [ VTR dp = TFR [ e adp= SR (o(p) - r(a)

und somit proportional zum Zuwachs der Kurve zwischen Anfangs- und Endpunkt des
Abschnittes. Der innere Abschnitt der Spirale hat endliche Linge, denn es ist

2
I(~00,0) = lim (a,0)= Ijk |

BEISPIEL 8.5 (ZYKLOIDEN)
Rollt ein Kreis vom Radius 1 entlang der z-Achse ab und ist an diesem im Abstand R ein
Punkt ,befestigt”, so beschreibt dieser eine Zykloide. Diese hat die Parameterdarstellung

v:[0,27] — R we+ (1— Rsing, 1~ Reosy).

Die Lénge fiir eine Umdrehung ist

am
Lr= /1 —2Rcosp + R2dyp.
0

HErsetzen wir ¢ = 7 + 21, so erhalten wir das elliptische Integral

/2 4R 2VR
Le=4(1+ R 1— ——— _gin?tdl = E(——).
r=4(1+ )/0 \/ a1 R’ sin? {dl = 4(1 + R) (1+R)

ist R =1, d. h,, liegt der Punkt am Umfang des rollenden Kreises, so erhalten wir die
Lange fiir einen Umlauf zu

w2

11 =8 \/I—Sin?tdt:8/

wf2
0 0

costdi = §.

Ist. die Exzentrizitit 0, so liegt ein Kreis mit Radius a vor.
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So wie an Funktionen kénnen anch an Kurven Tangenten ,in Richtung® der Kurve gelegt
werdert.

DEFINITION 8.4
Essei f: [ — R te> f(£) = (fa(t), ..., fa(l)) eine stetig differenzierbare Parameter-
darstellung einer Kurve . Der Vektor

_ Vfl(ty)
ello) = 1 7a)]

heift Tangenteneinheitsvekior oder Tangentialvekior der Kurve v im Punkt £,.

Die Gerade
70 7(t) = f{to) + ¢ e(lp), teR

heifit Tangente an die Kurve im Punk{ .

Die Tangente bzw. der Tangentialvektor dreht sich stetig um die Kurve, wenn wir der
Kurve entlang gehen. Eine solche Kurve heifit daher glatt.
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9 Optimierung mehrdimensionaler
reeller Funktionen f:R"” — R

9.1 Optimierung ohne Nebenbedingungen

Ein Optimum zu suchen heifit, den grofiten oder den kleinsten Wert zu suchen.

Wir suchen also ein zg € R", sodass

o f(za) < f(z) fiir alle x € R® (dann heifit zy globales Minimum)

o f{xg) > f{z) fiir alle 2 € R™ (dann heifit zq globales Mazimum)

Die Funktion f heifit auch Zielfunktion.

Die Formulierung bzw. das Finden einer  geeigneten® Zielfunktion ist meist der schwie-
rigste Teil einer Optimierungsaufgabe.

Zundchst suchen wir aber nach lokalen Minima bzw. Maxima:

Suche 2y € R” s0, dass

o f(zo) < f(z) fiir alle o aus einer Umgebung U, (z¢) um zg (= nahe bei zq):
xg ist dann ein {okales Minimum

¢ f(ze) > f(z) fiir alle 2 aus einer Umgebung U, (zp) um zy (@ nahe bei zy):
xp ist dann ein lokales Mazimum.

Wie finden wir solche Punkte?

BEISPIEL 9.1

n=1f:R—=R.

Wir berechnen die Ableitung f’(z) und setzen sie gleich 0: f/(2) = 0 (horizontale Tan-
gente, kein Anstieg/Abstieg im Extremum). Punkte, die diese Forderung erfiillen, sind
Kandidaten fiir Extremwerte. Zur genauen Bestimmung berechnen wir [”(zo), die zweite
Ableitung eines Kandidaten xzy, d. h., das Kriimmungsverhalten der Funktion in bzw. wm
zg. Falls f“(zg) > 0, s0 ist 2q ein lokales Mintmum, ist f"(xp) < 0, so ist @ ein lokales
Maximum. Erhalten wir aber f"(zg) = 0, so ist es notwendig weiterzurechnen, eventuell
befinden wir uns an einer Sattelstelle, das ist jedoch penauer zu untersuchen.
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0.5 1 135

Abbildung 8&: Plot der Funktion (z — 1)%(z + 1),

Sei etwa f(z) = (z — 1)*(z + 1)

Dann ist f'(z) = 4z(x — 1)(z + 1) und dieser Ausdruck verschwindet in zp = -1, z; =0
und zp = 1. Alle dvei Punkte sind stationiire Punkte, also Kandidaten fiir Extremalstellen.
Wir berechnen die zweite Ableitung und erhalten f*(z) = 12z% — 4. Wir stellen fest, dass
f(=1) = f"(1) =8 > 0 und f”(0) = —4. Also sind die Stellen zp und 2, lokale Minima
und die Stelle 2, ist ein lokales Maximum (siehe Abbildung 8}.

Was passiert bei n > 17

Fine lokale Betrachtung ist méglich mittels (partieller) Ableitungen (falls die Funktion
differenzierbar ist, sonst wird es komplizierter). (Partielle) Ableitungen werden in Gradi-
enten V f(z) zusammengefasst. Dieser kann auch als Richtungsvektor im R" betrachtet
werden. Betrachten wir Niveaumengen der Funktion f(z), so stelit sich heraus, dass
Vf(z) immer ,senkrecht zu den Niveaumengen steht (egal an welcher Stelle).

AuBerdem zeigt der Gradient immer in die Richtung, in der die Funktion vom Punkt z
aus gesehen am steilsten ansteigt.

Falls also V f(z) = 0, dann gibt es auch lokal keinen An/Abstieg und damit eventuell ein
lokales Miniinum oder Maximum.

Auf diese Art kénnen wir auch im mehrdimensionalen Raum RB" Kandidaten fiir Extre-
malstellen finden.

Zur Bestimmung, ob ein Minimum oder Maximun vorliegt, brauchen wir wie im eindi-
mensionalen Fall hohere Ableitungen.

Mehrdimensionaler Taylor
Ahnlich wie im eindimensionalen Fall, kann auch fitr mehrdimensionale Funktionen unter
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bestimmten Bedingungen lokal eine Approximation mit Hilfe von Ableitungen an einer
bestimmten Stelle berechnet werden. Meist wird nur eine Approximation zweiten Grades
bendtigt (siche auch Abschnitt 1.2.3 Mittelwertsitze):

THEOREM 9.1
Sei f zweimal total differenzierbar bei z9. Dann gilt:

@) = f(zo) + V(zo)(x — 30) + %(:s — 2)'V f(wo) (% — o) + Rest,

Rest

llz—zol2

wobel — 0 mit || — 2] — 0.

THEOREM 9.2 (NOTWENDIGE BEDINGUNG FUR LOKALE OPTIMA)
Sei xg lokales Minimum (Maximum) von f und [ bei zq differenzierbar,
dann gilt V f(zp) = 0.

BEWEIS. [eigentlich nur Beweisskizze fiir Minimum|

Wir wissen, dass V f(ze) in Richtung des steilsten Anstiegs zeigt.
Angenommen, V f(xq) # 0. Sei 2 = z¢ — A[V f(z¢)]f, mit A > 0, Klein.
Daraus folgt dann, dass auch [z — @o|| = |A|||[Vf{zo)|| klein ist. Also

flwo) € flz) = flmo) + V f{zo}(# — zg) + Rest (siche Taylor)
= fza) = AV [(z0)V f(20) + Rest (da z — 2o = (= N[V f{z0)]})
= flzo) — M|V f(zo)||* + Rest, dieser Rest ist aber sehr klein
< f{zo) und daher ein Widerspruch!

Umgekehrt gilt:

‘THEOREM 9.3 (HINREICHENDE BEDINGUNG FUR LOKALE OPTIMA)

Sei f zweimal stetig differenzierbar bei zp.

Ist die erste Ableitung V f(z) = 0 und die zweite Ableitung H = Hp(w) = V[ (o)
(die Hesse’sche Matrix) positiv definit (d. h., u!Hu > 0, fiir alle u # 0), dann ist g eine
lokale Minimalstelle.

Ist die erste Ableitung V f(29) = 0 und die zweite Ableitung // = V2 f(x;) (die Hes-
se’sche Matrix) negativ definit (d. h., v'Hu < 0, fiir alle u # 0), dann ist z, eine lokale
Maximalstelle

BEWEIS. [wieder nur Beweisskizze {iir Minimum]

flx) zo) + su' Hu + Rest (klein)

.
> f(=) fiir z nahe bei 4 (da v!Hu > 0)

BEMERKUNG 9.1
H positiv definit heifit, dass die quadratische Form ' Hu, die in der Taylorapproximation
den quadratischen Term reprisentiert, positiv gekriimint ist (d. h., die Steigung nimmt
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- im eindimensionalen Fall - von ,links nach rechis“ zu), also konvex ist. wtHu > 0
bedeutet, dass alle Eigenwerte der Matrix // = Hy{x,) positiv sein miissen, da wHu >0
fiir alle Vektoren u gelten muss, also gilt speziell fiir Eigenvektoren v und den zugehdrigen
Bigenwert A

vt Ho = v’ = W'y = Alvj? > 0,

also muss A > () sein, da die Linge ||v| immer positiv ist.
Analog gilt fitr negativ definite Matrizen, dass alle Eigenwerte negativ sein miissen.
DEFINITION 9.1

Eine n x n-Matrix A = (a)};-, hat n Hauptminoren A, k=1,...,n.
Ein Houptminor Ay ist definiert als Ay = (a-ij)if,j:l-

THEOREM 9.4 (KRITERIUM VON SYLVESTER)
Eine symmetrische Matrix ist

e positiv definit, wenn alle ihre Hauptminoren positiv sind.

e negativ definit, wenn ihre Hauptminoren alternierend negativ und positiv sind, d. b,
A <0, Ay > 0, Az <0, Ay > 0, cooy Ay > 0, A2k+1 <0, ...

BEeispirL 9.2
Suche die lokalen Minima der Funktion f(z, xs, 3) = 23+2zf2, + 21203+ 22— 2TgHua2d.
Dann ist

T, 37’% + dx129 + 1oy
VIl 22 |)=| 2224 mas+20—2+23
T3 212 + 2ToTs

Setzen wir V f(z1, 22, z3) = 0, so erhalten wir:

I: 3:11% tdxywe +xory = 0
T: 222 +mag+ 20 —2+23 = 0
1. X1Z9 + 25112:1}3 = 0

Aus TIL : @p(z1 + 225) = 0 folgt nun, dass entweder (1) 2, = 0 oder (2) 7 = —2z.

Fall(1) #2 = 0: Durch Einsetzen folgt aus I, dass 327 = 0 und daher z; = 0.
Andererseits folgt dann aus 11, dass —2 + 2% = 0 und damit 23 = +/2.
Wir erhalten nun zwei Kandidaten fiir Extrema:

0 0
240 = 0 , 2@ = 0

+v2 —V2

Fall(2) x; = —2z5: Durch Binsetzen in 1 und die einfache Umformung: 1223 — Tzozs =
w4(123 — Tg) == 0 erhalten wir die zwei Unterfélle (2a) 23 == 0 baw. (2b) x5 = =y,
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Fall(2a) 23 = 0: Durch Einsetzen erhalten wir z; = 0 und z3 = 1, also einen neuen
Kandidaten fiir ein Extremum

0
2P =11
0
Fall(2b) x4 = 1—723;2:
Hier folgt, dass z; = ZLg, und durch Einsetzen in II, dass ?ﬁ 2420, —-2=0.

Diese quadratische Gleichung hat zwei Ldsungen, die anndhernd folgende Werte anneh-
men: —1.428 und +0.588. Daraus ergeben sich die beiden letzten Kandidaten (mit un-
gefshren Koordinaten):

1.666 —0.686
s = —1428 |, 28 =1 0588
—0.833 0.343

Nun gilt es zu priifen, ob die obigen Punkte Minima sind. Dazu berechnen wir die Hes-
se’sche Matrix der zweiten partiellen Ableitungen:

GSE}_ + 4.’132 4.‘1‘1 -+ Tg ity
H(z)=V*z)= | 4v1+23 2 Ty + 213
Ty 1+ 233 2m9

Wir setzen nun die Punkte ein, also:

0 V2 0

HzWy=1{ +2 2 2v2 |, diese Matrix ist indefinit! (0,-,...)
\ 0 2v2 0
/0 —v2 0
He =1 —/2 2 —-2y2 },ist indefinit! (0-,...)
0 —-2v2 0
401
H{z®)=1{ 0 2 0 |,ist positiv definit (+,+,+), also ist ® lokal minimal.
102

1121 5.831 —1.428

H(z" =] 58 2 0 , ist indefinit! (+,-,...)
—~1.428 0 —2.856
—1.764 —2.401 0.588

H(z®)=1| -2401 2 0 , ist indefinit! (-,4,+)
0.588 0 1176

0 0
Das einzige lokale Minimum ist daher 2 = | 1 | mit fz®) =s({ 1 |)=—-1L
0 0
Achtung: Durch einfache Uberlegungen kénnen wir feststellen, dass 2 zwar lokale, aber
A
keine globale Minimalstelle ist: f({ 0 ]|)=A* - ~o00, A -+ —o0.
0
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9.2 Einfache numerische Optimierungsverfahren

Wir kénnen unser Wissen tiber Gradienten und den Taylor'schen Lehrsatz auch fiir ite-
rative Niherungsverfahren zur Bestimmung von Iixtremwerten verwenden:

Methode des steilsten Abstiegs (steepest descent)

Algorithmus:

Z11
(1) Wihle ein z; = : als Startpunkt.
T1n
(2) Fiir k =1,2,3,... berechne die Richtung dy, = —(V f(a))"
Minimiere (A} = f{z + Ady) durch ,eindimensionale Optimierung nach A.“
Wir erhalten einen optimalen Wert A\*!
Als nichsten Punkt wihlen wir zp 1 = xp + A¥d.

Zunéchst gehen wir wie Wasser vor: Wir withlen die Richtung des steilsten Abstiegs. Diese
Richtung behalten wir so lange bei, bis die Funktion f (diese entspricht der ,H&he")
wieder anzusteigen beginnt. Dort sehen wir uns erneut nach dem steilsten Abstieg um
(Gradient und Hohenschichtlinie sind dort ja immer orthogonal zueinander).

Warum kénnen wir es nicht wirklich genauso wie das Wasser machen? Wir miissten unend-
lich viele Neuberechnungen der Richtung machen (die Schrittweite miisste infinitesimal
klein werden) und wir wiirden dadurch eine unendliche Rechenzeit erreichen.

Unser Optimierungsverfahren ist hingegen schon recht effizient: Anfangs machen wir grofie
Schritte, erst wenn wir uns dem Optimum nihern; werden die Schritte kleiner.

Das Steepest descent-Verfahren verldnft immer in aufeinander folgenden, orthogonalen
Richtungen (sieche Abbildung 9).

BEISPIEL 9.3
Sei fiir folgende Funktion f(z,y) = 2% + y* — 2z — 6y ein Minimum zu bestimmen.

Wir wihlen zunéchst z; = 0 ) als Startpunkt.

0
2x — 2 —2
2y —6 —6
erhalten: ¢(A) = f{az1+Ad1) = f(( 8 )—i—)\( é )) = 4A% 4 3672 AN — 36\ = 40A% — 40\

Abgeleitet nach X erhalten wir ¢'(A) = 80A—40. Die Funktion ¢()) hat also ein Minimum

in A*=1.

Damit ergibt sich der nichste Punkt als zy = 1 + A%, = ( 0 ) + %( 2 ) o ( 1 )

Wir berechnen (V f(z}) = ( ) Dann ist dy = —(V f{z1))! = —( und wir

0 6 3
Dieser ist auch schon das Minimum.
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Abbildung 9: Steepest Descent.

Das mehrdimensionale Newtonverfahren

Wir approximieren die Funktion f{z) an der Stelle zy durch eine quadratische Funktion

h(z) = a+ b+ %m*G‘:L‘.

Es muss dann gelten:

fl@) = hlm) = at+bz+z2iCn
Vif(x1) = Vh(z;) = G

Wir erhalten daraus: b* = V f(z;) — zi V2 f(z1).
Wenn wir nun das Minimum z* von h{z) berechnen, erhalten wir eine Naherung fiir das

Minimum von f.

Wir setzten wieder VA(z) = 0 und erhalten:
bt 4 2*G = 0 und daraus z* = 31 — (V2f(z1)) 7 (V f (1)L

Daraus leitet sich der Algorithmus von Newton und Raphson fiir den mehrdimensionalen
Fall ab.

Algorithmus nach Newton—Raphson:

In
(1) Wihle ein z; = : als Startpunkt.

Tin
(2) Wiederhole x4 = m, — (V2(zx)) (VS (21))! bis die gewlinschte Genauigkeit erreicht
ist.
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x1

Abbildung 10: Newton-Raphson.

Vorteil: Wir gehen gleich in eine ,,gute Richtung® (bei quadratischer Zielfunktion genau
in Richtung des Minimums), statt einen Zick-Zack-Kurs zu steuern.

Nachtetle:

- Die zweiten Ableitungen miissen bekannt sein.

— Die Hesse’sche Matrix muss immer positiv-definit sein (entspricht strikter Konve-
xitit)

— Der Funktionswert kann zwischendurch sogar ansteigen (das ist bei steepest de-
scent nie der Fall}, dies kénnen wir aber durch Kombination mit dem line search
Verfahren vermeiden.

— Die Inversion der Hesse’schen Matrix kann numerisch aufwéndig sein.

Das Newton-Raphson Verfahren kann also nur dann angewendet werden, wenn die zweiten
Ableitungen bekannt bzw. berechenbar sind.

9.3 Optimierung mit Nebenbedingungen

Zusitzlich zur Zielfunktion f miissen wir noch Restriktionen fiir die zuldssigen Werte
betrachten, d. h., es sind nur Werte aus ciner Teilmenge des R" zur Konkwrrenz zugelassen
(z € S CR".

Diese Restriktionen kénnten in unterschiedlicher Weise beschrieben werden. Im Folgenden
gehen wir davon aus, dass unsere Restriktionen mit Hilfe von Gleichungen und Unglei-
chungen beschrieben werden kdnnen.
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Unser Optimierungsproblem lasst sich also folgendermafien formulieren:

flz) — min!
<

nz) 0
G (2) S 0
hl (.’L) = 0
he(z) = 0

Wir haben hier ein Minimierungsproblem mit m Ungleichheits- und r Gleichheitsnebenbe-
dingungen beschrieben, wobei die Funktionen g;(z), i =1,...,m und hj(z), j=1,...,r
im Prinzip beliebige Funktionen sein kinnen.

BEerspieL 9.4

Es sei ein Wartehduschen mit folgenden Vorgaben zu konstruieren: Die Riickwand darf
héchstens 3m lang sein. Die Gesamtlinge der Winde (Riick- und Seitenwinde) soll gleich
4m sein. Die fiberdachte Fliche ist zu maximieren.

Als mathematische Formulierung erhalten wir dann daraus (z; ist die Lange der Hinter-
wand, z; ist die Lange der Seitenwiinde):

f(ﬂfl, 112) = Ti%T= —  1max!
glzy, ma) = < 3
h(fl?l, 1272) = I+ 2.’?)2 = 4

Ein wichtiger Spezialfall: Nur Gleichheitsnebenbedingungen

THEOREM 9.5
Es sei f(z1,...,z,) : R® = R stetig differenzierbar.
Der zulissige Bereich S sei durch Gleichungen beschrieben

S={z=1 1 |la@)=0,.. gun(z)=0},

Tn

die Funktionen g; seien stetig differenzierbar und die Matrix der partiellen Ableitungen
der g; (m x n-Matrix) habe den Rang m, m < n.
1 o
Dann ist fiir ein lokales Extremum von f(| : |) mit : € S notwendig, dass
Zn T
V() = >, AVg(x), mit eindeutig bestimmten Koeffizienten ); (diese heissen La-
grange'sche Multiplikatoren).
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Wir gehen so vor, dass wir die Lagrange-Funktion
L(ﬂ:l, ey, Al, Caey Am) = f(ffil, N ,.’Ifn) — Z,\ggf(ml, PN 13:71)

bilden und sowohl nach zy, ..., %, als auch nach Ay, ..., A, ableiten und die Ableitungen
gleich 0 setzen.

Danach miissen wir das entstandene (im Allgemeinen nichtlineare) Gleichungssystem in
n -+ m Variablen zu losen.

BEISPIEL 9.5

flz,22) = mim —  max!
glz,22) = 2t+a3-1 = 0

Die Lagrange-Funktion ist dann:
L{zy, @9, \) =z — A(w] + 23 — 1)

Wir leiten nach allen Variablen und A ab und setzen gleich 0:

I: —aar—i = Tg — 2Axp =0
M: 2L = -2 =0
m: % = —@i+3-1) = 0

Falls 2y = 0, dann folgt aus I, dass auch zo = 0; das steht aber im Widerspruch zu 111
Wir schliefien daraus, dass x; # 0.

Ahnliches gilt auch fiir 23, es muss also auch zg # 0 sein.
Falls aber nun z; # 0, dann erhalten wir durch Umformung aus 1, dass 2A = z—f Aus 11
folgt dann (wegen @, # 0), dass 24 = £ Daraus schliefen wir, dass 2y = £x. Fingesetzt

in III, erhalten wir dann 2; = :I:Hz‘/_?— = i_\}—i' Also erhalten wir schlieflich 4 Kandidaten
fiir lokale FExtremwerte:

wo | %) o ¢ o F\o_[ %
dW=1 g | 20={ )= 4 7T L
2 2 2 2

mit Funktionswerten 1 bzw. -1

Wenn wir nicht nur Gleichheits- sondern auch Ungleichheitsnebenbedingungen haben,
dann gibt es ein #hnliches, aber etwas komplizierteres Verfahren — das Karush-Kuhn-
Tucker-Verfahren — mit dem anch solche komplexeren Fille behandelbar sind.
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10 Mehrdimensionale Integration

Wir empfehlen allen, sich das Integrieren von reellen Funktionen f : R — R in ihren
Mathematik-Schulbiichern anzusehen und sich die Integrationsregeln in Erinnerung zu
rufen. Das mehrdimensionale Integrieren basiert anf dem eindimensionalen Integrieren,
oftmals ist es nur das mehrfache Hintereinander-Ausfiithren eindimensionaler Integrations-
methoden. Das Integrieren von einfachen Polynomfunktionen, trigonometrischen Funk-
tionen, rationalen Funkrionen, Wurzelfunktionen und der Exponentialfunktion und der
Logarithmusfunktion sollten sie beherrschen. Die Substitutionsmethode und das partielle
Integrieren solite sie kennen und konnen, buw., ihr Wissen dahingehend aufirischen.

10.1 Das Riemann-Integral im R"

Iiir eindimensionale reelle Funktionen, d. h. Funktionen f : R — R, wird, um das
(bestimmte) Integral iiber einem Intervall I zu berechnen, i.e. [, f(z)dx, das Intervall in
Teilintervalle geteilt. Die darauf zu integrierende Funktion wird durch Treppenfunktionen
angenahert und das Integral wird durch Bildung eines Grenzwertes berechnet (Riemann-
integral).

Die Grundlage des Integrals bildet die Volums- oder Inhaltsmessung (das Mef ist die
Linge des Intervalls, fiir Intervalle in R).

Alle wichtigen Mengen in R sind Intervalle oder Vereinigungen bzw. Durchschnitte von
Intervallen.

Im Mehrdimensionalen, i.e. in R", entsprechen den Intervallen (verallgemeinerte) n-
dimensionale Quader.

DEFINITION 10.1
Die Menge @ = [a,b) C R™ heifit halboffener Quader im R", wobei « = (a1,...,a,) und
b= (b]_,. .. ,bn), a; < b; fiir alle i,.
Q={z|la <z <b,...,0, <2p <bp}.
() kann anch als kartesisches Produkt von Intervallen geschrieben werden

Q = [a., b) = [(I-l,bl) X [ﬁ',g,bg) X X [(lm bn) .

DEFINITION 10.2
Der Inhalt oder das Volumen eines Quaders @ = [a, b) ist definiert als

Q) = H(bi —a;) -

Im R™ sind Quader aber kein ausreichendes Mengensystem. Zum Beispiel kann eine Kreis-
scheibe nicht als endliche Vereinigung oder als endlicher Durchschnitt von Quadern dar-
gestellt werden.
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Im eindimensionalen ,,Raum® R werden Funktionen f : [¢,b) — R durch Treppenfunk-
tionen angeniihert (von oben und von unten) und die Fliche unter der Funktion auf
dem Intervall [a, b) durch Aufsummieren der Fléche der entstehenden Rechtecke approxi-
miert. Im Limes (die Teilintervalle der Treppenfunktion werden immer kleiner) erhalten
wir dann das Integral (die echte Fliche), falls die Limiten von Obersumme wnd Unter-
surmme iibereinstimmen.

Im R® gehen wir fiir Funktionen f : B — R, B ¢ R", ghnlich vor, nur miissen wir hier
auch im Definitionsbereich sicherstellen, dass die Menge B auch einen Inhalt besitzt. Iis
sind nun aber auch im R" alle wichtigen Mengen als Vereinigimg oder Durchschnitte von
Quadern darstellbar, allerdings brauchen wir meist unendlich viele Vereinigungen oder
Durchschnitte.

BrIspIEL 10.1

Sei f(x,y) : R? — R gegeben.
"

Das Volumen der Menge M == {{ y | € R?®| ( :; ) € Bund 0 < z < f(z,y)} wird das
z

Integral von f iiber dem Bereich B genannt

szfo(x,y) dz dy .

Graph von {

fE—

I

Falls B ein Rechteck ist,
B={(Z>|a§m§bundc_<_y§d},

ist das folgendermaflen zu berechnen.
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T N

H

NYy

Eine Scheibe hat ungefihr das Volumen: AV, = Ay f: flz,y:) dz

Alle Scheiben zusammen ergeben: V = 37 ( f;’ flz,y:)dz) Ay;
Fiir n — oo und max(Ay;) — 0 gilt

V= lm }fj[ / o i) g / d / " o) oy

1=

THEOREM 10.1 (SATZ VON FUBINI)
Sei f: R? — R stetig und beschrinkt, dann gilt:

/Cd./abf(lc,y)dxdyﬂ/ﬂbfcdf(x,y)dydi_

D. h., die Integrationsreihenfolge kann vertauscht werden. Der Satz von Fubini kann auch
auf hohere Dimensionen verallgemeinert werden.
Integration iiber Normalbereiche

THEOREM 10.2
Sei ein Bereich folgendermaflen gegeben:

( . o < 3 < b )
,L; filz) € 2 £ o;(w)
B = { i flen, ) £ 23 £ golwr,20) .
a
N foa(zn o tna) £ 2w £ el Bne1)

die Funktionen fi,..., f, und gi,..., gn stetig, dann gilt:

.[B f(il'l, . ,ﬂ;m)d(ﬂfl, o ,:l:m) — .fabf‘f((.rl) .. Frre—1(T15 0 Bn—1) f(Ih L ;mm)dmm dmm——-l e d.’lfg dfl':]

T1) fm-1(@1500Tm—1)
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BEispiEL 10.2
Seien g : [a,b] > R und A : [a,b] = R stetig und g < A,

T a <
Bg{(y)‘g(ﬂs < y

dann ist B ein Normalbereich.

(VAT
o>~ o
S
g
—

Fiir das Integral einer Funktion f auf diesem Bereich gilt dann:

//Bf(w,y)dcsdy = /:/gf:) Flz,y) dydz.

Es gibt auch kompliziertere Mengen (Nicht-Normalbereiche). Diese miissen in kleinere
Teilbereiche zerlegt werden, und dann kann auf den einfacheren Bereichen ein Integral
berechnet werden.
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BrispieL 10.3
Als konkretes Beispiel betrachten wir die Funktion f{z,y) = 2 — zy auf dem Bereich

B={(Z>|O§x§1,0§y§2}.

Es gilt dann:

2 pl 2 xzy 2 y y2
f](%wy)dﬂ:dy=f/ (2—ﬂ:y)dfﬂdy=f [231———]$dyxf (2-3)dy = 2y~ 16 =3
B 0Jo 0 2 0 2 4

BEISPIEL 10.4 .
Es soll [f, 2*y* dudy berechnet werden, wobei B = {( ; ) |z?+y* <7r? >0, y > 0}

der unten skizzierte Viertelkreis ist.
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B ist ein Normalbereich, denn es gilt:
B:{(z)mﬁ$éﬂ05ys¢ﬁfﬁy

Das obige Integral ist also:

R 1
f (/ 2*y? dy) dr = = / a*(r? — 2%)2 dz.
o Jo 3 Jo

Mittels partieller Integration (u = 22,v' = 2(r® — 2%)3) erhalten wir ;2:r" als Ergebnis.

Wir kénnen B auch anders anschreiben und die Rethenfolge der Variablen vertauschen:

B:{(i)wgySnogxgwﬁ??y

Das Integral ist dann

r A r2—y? 1 {7 2
de) dy — — 2,2 N2 g 7

Wie wir sehen ist dieses Integral etwas einfacher zu berechnen. Durch Vertauschen der
Integrationsreihenfolge kénnen wir eventuell einigen Rechenaufwand einsparen.

10.2 Koordinatentransformation in Integralen

Aug der eindimensionalen Integralrechnung kennen wir die Substitutionsregel:

Sei g : [¢c,d] — [a,b] differenzierbar und streng monoton, dann ist g bijektiv, also inver-
tierbar. Sei die Funktion [ : [a,b] — R auf dem Bildbereich von g definiert.

Dann gilt

’ 97 (b}
/ Jle)do = / Fg(8)g'(t) dt

~!{a)
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oder dquivalent dazu
g(d

d )
f Slg(t))g'(t)dt = fz)dz .

9{c)
Eine analoge Regel dazu gibt es auch im Mehrdimensionalen.
THEOREM 10.3 (TRANSFORMATIONSSATZ)

Sei g einc umkehrbare differenzierbare Funktion von A nach B (A, B ¢ R®).
Weiters sei f eine Funktion f: B — R.

Dann gilt: Falls eines der beiden Integrale

/};f(m‘l,...,:cn)d(wl,..‘,:vn)

oder
Lf(gl(tl,...,tn),...,gn(tl,...,tﬂ))-det(Jg(tl,...,tn))d(tl,...,tn_)

existiert und die Determinante der Jacobi-Matrix det(J,(t1,...,1,)) der ersten partiellen
Ableitungen von g ungleich 0 ist, so existiert auch das zweite Integral und die beiden sind
gleich.

Also kurz geschrieben:

fB [ wn) dan, ) = / IRCORIOE

v Gat
u
“2\ / 3
N2
S~ IAGT
TV
W AT T

BEISPIEL 10.5 (POLARKOORDINATENTRANSFORMATION)
Manchmal ist es einfacher, statt in kartesischen Koordinaten in Polarkoordinaten zu
rechnen. Sei etwa folgendes Integral zu berechnen:

[ oy dedy mit N = {(@5) R 20,y > 0,1 < 5" 4y <a,
N
dann kénnen wir uns folgende natirliche Transformation {iberlegen:

g:(r,0)— (rcos@,rsind) mit z=rcosh, y=rsind, also g(r,8)=(z,y).
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A

Dann ist M = {(r,0)[1 < r < 2,0 <8 < Z} und obiges Integral kann folgendermaficn

umgeformt werden:

f Y da:dy:/ rcosf - rsing - det(J,(r, 6)) drdf.
N M

cosf —rsinf
sinf rcosé

Da J,(r,0) — (

Also erhalten wir:

vy dedy

GMA — Cenker, Uchida (Mérz 2010)

) , ist det(Jy(r, 6)) = 7 - (cos® 0 +sin® ) = r.

ff 0”/21"(:039 srsinf - r dfdr
ff Oﬁ/ *r3cosf-sin @ dO dr
foﬂ/g[% cos@ - sin f]2_; 8

15 (/20050 . sinf df

4
E[sin2 B]ﬁﬁ
£ 9 la=n
15
)
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11 Differentialgleichungen

Differentialgleichungen sind Gleichungen, die mindestens einen Differentialquotienten ent-
halten. Sie heifien won der Ordnung n, wenn der hichste vorkommende Differentialquo-
tient von der Ordnung n ist (d. h., die hichste vorkommende Ableitung der gesuchten
Funktion eine n-te ist).

Ein Beispiel einer allgemeine Differentialgleichung vierter Ordnung wire etwa
yW(z) — 3y (z) + 33%y"(z) - log(e) (' ())* — 4*(z) = 3cos(x) .

Wir unterscheiden weiters zwischen allgemeinen Differentialgleichungen und sogenannten
Anfangswertproblemen, bel denen Startwerte der beteiligten Funktionen bekannt sind.
Weiters gibt es auch noch sogenannte Rondwertprobleme, die Differentialgleichungen auf
(nicht notwendigerweise endlichen) Intervallen betreffen, wobei Randwerte, d. h., Funk-
tionswerte oder Werte der Ableitungen am Rand als Nebenbedingungen auftreten.

Das Lésen von Differentialgleichungen — das Integrieren — ist mindestens so schwer, wie die
Stammfunktion cines Integrals zu finden. Wir werden uns hier auf einfache aber dennoch
wichtige Spezialfalle beschriinken.

11.1 Losung einfacher Differentialgleichungen
11.1.1  ¢/(z) = e(z) — Einfaches Integrieren

Sei die Differentialgleichung von der Form

Wir haben also

dy _ i
P a(z) & dy = a(z)dz.

Durch Integration erhalten wir die Losung
y(z) = /a(:c)dchrc, ccR.

BriseieL 11.1

y(z)=32" = ylz)= /39:2 dz =2+ c.
Haben wir zusitzlich die Anfangswertbedingung y(0) = 4, so erhalten wir durch Einsetzen

Yy =0 +c=4, dh c=4 also ylx)=2°1+4.
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11.1.2  ¢{z) = a(z) f(y) — Trennung der Variablen

Ist die Differentialgleichung von der Form

y'(z) = a(z) f(y),
so erhalten wir durch Umformen schrittweise

dyua:r; ﬂ=a’rs T

und daraus durch Integrieren (und Zusammenfassen beider Integrationskonstanten auf

einer Seite) die Lésung
1
—dy = f alz)dz +e.
f O (x)

D. h., die Variablen z und y wurden getrennt, d. h., kommen nur auf jeweils einer Seite
der Gleichung vor.

BrispieL 11.2
Sei folgende Differentialgleichung gegeben

Y (@) +2y*(2) = 0.

So ist
d 1 1
—y——a,yg = ——dy=zdz = w/—_dy=/$d3,+c,
dx y? 12
also | 5 \ )
T z°4c
_—= — pranaal dl b D =
y 2 ta 2 - ylz) 2 +c
2

Ist zusitzlich y(0) = 1 gefordert, so folgt ¢ = 2, also y(z) = e

11.2 Die Logistische Differentialgleichung

DeriNrrioN 11.1
Die logistische Differentialgleichung hat die Form

y'(x) —ky(z)(L—y(2)) =0, k>0, 0<y{x)<L, LeR

Diese Differentialgleichung wird auch als Differentialgleichung des beschrinkten exponen-
tiellen Wachstums bezeichnet. Der Parameter L gibt die Obergrenze an.

Durch Trennung der Variablen erhalten wir:

dy_

S=kl-y) 5 =k,

y(L —y)
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Wir substituieren auf der linken Seite:
y— L L L

=5 =1 = = dz = — dj
y y e
Durch Integration erhalten wir (y < L):
_dy o _ 1y _y Lg._ 11
J y(L—y) / L) ¢ 'yl_ L) z;Z
= —%Ioglz| +c:—zlog|yy | +c

I —
= —% log(——y—y) +ec

Insgesamt ergibt sich somit:

1 L—y
e log(—2) =k
Log( ” ) T+ ¢

Durch Umformen nach y ergibt sich dann schlieBlich die allgemeine Losung der logisti-

schen Differentialgleichung:
L

W) = 13 G

BrspieL 11.3

In einem Ort mit 5100 Einwohnern bricht eine Grippeepidemie aus. Zu dem Zeitpunkt
als die Krankheit erkannt wird, sind 100 Bewohner erkrankt; 10 Tage spéter sind es 1000.
Wie lisst sich der Epidemieverlauf beschreiben?

Sei y(t) die Anzahl der betroffenen Einwohner, die bis zum Zeitpunkt ¢ erkrankt sind.
Wir nehmen exponentielles Wachstum an mit Obergrenze L = 5100.

Die allgemeine Lésung der logistischen Differentialgleichung lautet dann
5100
yle) = 1 1 (e—5I00KE
Die Parameter k und C bestiinmen wir folgendermafien:
5100
1+ C
5100

1 + B( e—5100.10%
Insgesamt erhalten wir somit als Losung:

y(0) = 100 =100 = C=50.

y(10) = 1000 = = 1000 = k=0,00005.

()= 5100
Y = 1 50 e ot

11.3 Lineare Differentialgleichungen

Eine spezielle Form von Differentialgleichungen sind die linearen Differentialgleichungen |
in denen die Funktion und deren Ableitungen nur in linearer Form enthalten sein diufen.
y (@) gy @) + -+ ay (@) +agy(z) = s(z), a; €R

ist, die allgemeine Form einer linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung,.
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Die Losung von linearen Differentialgleichungen

Die Lésung einer linearen Differentialgleichung hat stets die Form

y:yh+yp

wobei y,, die Losung der homogenen Differentialgleichung (DG) ist, d. h. DG =0, und g,
eine partikuldre Lésung, d. h., eine spezielle Losung ist, fiir DG = s(z).

In der Physik sprechen wir von y;, auch noch als zero input response (s(z) = 0) und von
Yy als zero state response (yp = 0).
11.3.1 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

DEFINITION 11.2
Bine lineare Differentialgleichung erster Ordnung hat stets die Form

y'(z) + a(z)y(z) = s(r)
wobei a{z) und s(z) integrierbare Funktionen sein miissen.

Ist s(z) = 0 so sprechen wir von einer homogenen linearen Differentialgleichung erster
Ordnung.

11.3.2 Losung der homogenen linearen Differentialgleichung erster Ordnung

Wir miissen also zuerst die homogene lineare Differentialgleichung
y'(x) + alz)y(z) =0
16sen.

Wie erreichen dies durch Trennung der Voriablen:

dy 1 1
= ey = Sdy=—ale)de = _/‘;dy——fa(x)dm.

Durch Integrieren erhalten wir (wobel log — wie in der Mathematik {iblich — den Loga-
rithmus naturalis bezeichnet und wir statt der Integrationskonstanten ¢ die Konstante
log(C) verwendeten)

log(y(z)) = — f alz)dr +log(C) =  yla)=C.e fo@d

wobel wir rechts die Rechenregeln fiir Logarithmen anwendeten.
Es ergibt sich also die Lésung

y(z) = C g o@D,
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BEISPIEL 11.4
Sei folgende Differentialgleichung gegeben:

i

Y +32°y =0 oder 3y = -3z%y.

Wir haben

d 1
l — u33;2y = —fdy = -*3:!)2 dx
dx Y

und durch Integration
1
/—?;dt = —f33;2 dx = log(y) = —2° +log(C)

also .
yley=C.e*.

Ist der Anfangswert y(0) = 2 gefordert, so ergibt sich C' = 2, also y(z) = 2e

3

11.3.3 Die partikuldre Losung

Sel nun wie oben
y'(2) 4+ a(x)y(x) = s(x).

Wir unterscheiden zwei Fille:

1. s(z) = s und a(z) = a # 0 sind (reelle} Konstante, also y'(z) + ay(z) = s.
Dann setzen wir s
yp =,
a

denn dann ist ¢, + a- 2 = s und y, = (£)’ = 0 (Ableitung einer Konstanten), also

¥, (z) = 0.

2. s(z) oder a(z) nicht konstant: Lésung durch Voriation der Konstanten:
Wir ersetzen in der Losung der homogenen Differentialgleichung die Konstante C
durch eine Funktion C(z) und setzen so an:

() = Cla) - e Jo@

Dureh Einsetzen in
Y, +al@)y, = s(=)

erhalten wir
e Ta@de (i () — a(x)C(2)) + a(z)Cz)e 4@ & = (),

d. h.
e S DEC () = s(z)  oder () = s(z) - el @

somit

Clz) = /9('1") ced @) g
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Hier muss das Integral nach z im Exponenten zuerst berechnet werden, d. h., bevor
das dufiere Integral nach z aufgelést wird. Wir erhalten dann die allgemeine Losung

Y=UYntUp

y(z) — e~ ol@)dz, (C’ + /5(1) cef a@)ds dn.:) .

BEISPIEL 11.5
Sei die inhomogene lineare Differentialgleichung ' + }Ey = z% + 4 gegeben.
Wir berechnen zuerst die homogene Losung y, und dann die partikulire Losung yp.

Die homogene Losung y, @ Es ist

1 d 1 d dz
T dr T @

81Q

C
& log(y) = —log(z) +log(C) =log(_) &  wms)=
Die inhomogene Losung y, : Durch Variation der Konstanten:
7
Wir differenzieren y, = C—gfl und erhalten i}, = g——(%}gﬂ(ﬂ
Das in die Differentialgleichung eingesetzt ergibt

Ol =Clw) | 1CB) 20y & a) = +4u,

z2 T oz
also folgt
i
Clzx) = = + 27°
4
und o) s
A r
) = = 22.
Yp() . 1 + 2z
Als Losung erhalten wir
c a2
Y=Yn+Up = E+Z+23:.
Ist der Anfangswert y{1) = 1 gegeben, so folgt
C 1 5 ~5 zt
yl)=1=—+-+2 C=-= ylz) = — 4+ —+22.
y(1) Tyt o 1 > y(2) ottt

Wollen wir eine Probe berechnen, so berechnen wir 3/ der allgemeinen Losung, sefzen
diese in die Angabe

1
y' +—y=a"+4
r

ein und iiberpriifen, ob die Differentialgleichung erfillt ist.
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11.3.4 Lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung

DEFINITION 11.3
Eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung hat stets die Form

Y () + ar(2)y (@) + aalz)y(n) = s(z).

Ist s(z) = 0 so sprechen wir von einer homogenen linearen Differentialgleichung zweiter
Ordnung.

Wie bei der linearen Differentialgleichung erster Ordnung ergibt sich die allgemeine
Losung als Summe der homogenen und der partikuldren Losung y(x) = yn(2) + y,(2).

Da wir uns auf einfache Fille beschréinken miissen, betrachten wir nur den Fall, dass die

Funktionen a;(z), aqo(x) und s(z) konstant sind.

DerFINITION 11.4
FEine lincare Differentialyleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten hat die
Form

y'(x) + ayyf (2) + agylz) = s,  ai,a9,5 €R.

Ist s = 0 so sprechen wir von einer homogenen linearen Differentialgleichung »weiter
Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

11.3.5 Homogene lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizien-
ten

Aus unserer Erfahrung mit homogenen lnearen Differentialgleichungen erster Ordnung
vermuten wir den allgemeinen Ansatz

Wir berechnen die erste und zweite Ableitung und setzen in die Differentialgleichung ein.
Aus
¥ (z) = ACe™® und  y'(z) = A2Ce?*,

und aus der gegebenen Differentialgleichung folgt
C™ (N + ah +az) = 0.
D. h., unser angenommenes y(z) ist genau dann Lésung der Differentialgleichung
V(@) + e/ (2) + aay(z) = 0,

wenn
Ndadta=0

ist. Diese Gleichung heifit charakieristische Gleichung der Differentialgleichung.
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Losung der charakteristischen Gleichung

Die charakteristische Gleichung einer homogenen linearen Differentialgleichung zweiter
Ordnung mit konstanten Koeffizienten ist eine quadratische Gleichung der Form

Miadta=0

und hat demnach die Losungen

—ay \/ —4(12
/\123——i ~a2

Wir unterscheiden drei Fille, je nach Gréfie der Diskriminante:

2
1. %l — as > 0: Wir haben zwei reelle Losungen Ay # Ao der charakteristischen Glei-

chung und demnach zwei (unabhingige) Losungen der Differentialgleichung
yi(z) = CreM® und  ya(x) = Coe™®

und wegen der Linearitit der Differentialgleichung ist auch deren Summe eme
Liosung (nachrechnen), sodass die allgemeine Losung in diesem Fall lautet:

y(z) = C1eM® 4 Coe™”.

2
2. %l — ay = 0: Die charakteristische Gleichung hat die Doppellosung A; = Ay = A

und somit ergeben sich die Losungen (Nachweis durch Einsetzen) der Differential-

gleichung zu
w(z) = Cie®  und  (z) = Coze™

Wegen der Linearitit der Differentialgleichung ist die Summe wiederum Lésung,
d. h., die allgemeine Losung lautet

y(z) = Cre® + Coze™® = (C) + Chz)e™® .
22
3. Tf — a9 < 0: Die charakteristische Gleichung hat die beiden komplexen Lisungen

2

ay . ]

p WP Y e
’ 4

— =g+ ib.
5 gy =— a 7

Die komplexen Losungen der Differentialgleichung lauten daher:

pn(z) = Clelttl = (leomelts
y2(T) — Cée(afib):c — Cfemr —ibz

oder aber, mit y(z) = yi{x) + ya(2),
'y(’l?) — Giea:re-ib.r + Clear —tbr __ %% . (Cieibx + Cée—ib:c) )
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Wegen der Euler’schen Formel e = cose + ising gilt
y(z) = ™ - (C] cos(bz} + Clisin{bz) + C4 cos(bz) — Chisin{bz))

also

y(z) = e*® - [(C] + C5) cos(ba} + (C] — C4)isin(bz)] .
Mit €y == C{ + C} und €, = (€] — )i erhalten wir die allgemeine Losung
y(x) = ™ - (C) cos{bzr) + Cysin(bx)),

eine oszillierende Funktion. Die Schwingung ist geddmpft, falls a < 0, konstant mit
a = und sie wichst mit o > 0.

Faxkurs: C — Die komplexen Zahlen

In den reellen Zahlen gibt es einfache Gleichungen, die nicht in R gelést werden kénnen, etwa
z2 + 1 = 0. Diese ist jedoch in den komplexen Zahlen

C={atibla,be R, i=+/"1}

lésbar. Dabei bezeichnet ¢ den Realteil und b den Imagin#rteil einer komplexen Zahl a + b.
1 = 4/—1 ist die imaginiire Einheit, 1 die reelle Einheit (Bem.: in den Ingenieurswissenschalten
ist es iiblich die komplexe Einheit mit § zu bezeichnen).

Alle Gleichungen in €, d. h. mit Koeflizienten in C, sind in C lésbar, daher auch alle Glei-
chungen mit reellen, rationalen, ganzzahligen oder natiirlichen Koeflizienten — Fundamentalsatz
der Algebra. Das heifit auch, dass jedes Polynom in C in Linearfaktoren zerlegt werden kann,
Weiters ist (C,+, ) wie (R,+,-) und (@, +, ) ein Kérper.

Komplexe Zahlen spielen eine grofie Rolle in der Elektrotechnik und Elektronik, wo sie zur
Berechnung von Strémen notwendig sind, sowie in der Okologie bei der Modellierung von Oko-
systemen.

Rechenregeln in €

Seien 2 = a +ib und y = c + id komplexe Zahlen (a, b, c,d € R), so ist

~ die Summe z +y = (¢ +¢) + i{b+ d)
— das Produkt z-y = (a-+¢b) - (e-+id) = (a-c) +i(b-c+a-d)+i%(b-d) = (ac— bd) +i(bc+ ad)

|

die konjugiert komplexe Zahlzu 2 ist £ = o — ib

_ der Ouotient & — etib _ {e+ib)(c—id) et bd | ;bc— ad
quuomentyichid*(chid)(c—id)"(32+d2+1c2+d2

der Betrag von z ist |z| = vz - & = Va? -+ b?

Es gelten weiters auch alle Rechenregeln von R.
Darstellungen von komplexen Zahlen

Es gibt mehrere Méglichkeiten, komplexe Zahlen darzustelien:
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s alsa+ibmita,bcR, i=+/-1.

e als Vektoren in der (komplexen) Ebene (siche Abbildung)

e in der Polardarstellung als geordnetes Paar (r,¢) mit 7 = va? + b2 und tanp = g (siehe
Abbildung). Umgekehrt gilt: a + ib = r(cos ¢ + isinp).

e als reelle 2 x 2-Matrizen der Form ( Z —ah )

Jm a+ib

Rechnen in Polarkoordinaten

Die Darstellung der komplexen Zahlen mittels Polarkoordinaten vereinfacht einige Rechnungen.
Seien z = (r,4) und ¥ = (s, 9} komplexe Zahlen, so gilt:
o x-y=(r 50+
s 2" =(r"n- @)
o YT=(Yr, 5%, k=1,...,n—1
Tnde: Exkurs komplexe Zahlen

BEISPIEL 11.6
Die Differentialgleichung
y'(z) + ' (2) +yle) =0
hat die charakteristische Gleichung
2 L
AMtA+1=0 = )\12:“52{:2

und somit die Losung

3
) = e™3% . (01 cos \/7—1 + C sin ?1) .
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Abbildung 11: y(z) = ™37 - (fg ccos Ba + 5 sin %L)

11.3.6 Inhomogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizien-
ten

Die allgemeine Losung ldsst sich wieder als

y(@) = yn(z) + yp(w)

darstellen. Da alle Koeffizienten konstant sind, lisst sich die partikuldre Lésung recht
einfach finden. Sie ist

yplx) = a% falls ay # 0

Yplz) = a‘%w falls ap =0, a1 # 0.
Falls die Koeflizienten nicht konstant wiren, miissten wir wieder die Methode der Varia-
tion der Konstanten zur Berechnung der partikuliren Losung heranziehen.

BEispiEn 11.7
Die Differentialgleichung

y'(z) —y(z) =3

hat die homogene Losung
/\2-—1=0 = )\1:1, 1\2:“'1 = yh(T) :01624‘026_9:

und die partikulire Lésung

und somit die allgemeine Losung

y(e) = yp(z) +yp(z) = C1e¥ + Che™* — 3.

Sind weiters die Anfangswerte
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gegeben, so berechnen wir aus
y(0)=3 = Cy+Cy—3=3

und
y’(O):Cl "_C2:4,

dass
Ci=5 und Co—1,

sodass wir folgende Losung dieses Anfangswertproblems erhalten:

ylz) =5e"+e™* - 3.

11.4 Systeme von Differentialgleichungen
11.4,1 Systeme linearer Differentialgleichungen

Wir betrachten hier zunichst nur Systeme linearer homogener Differentialgleichungen mit
zwei Variablen und konstanten Koeflizienten.

i = ar+by ) Y (a b z .
0 o+ dy oder (y)_(c d)(y) mit a,b,c,d € R

s .
wobel & = a(£), y = y() und & = 4,y — .
Sei A = Z’ Z ) die Koeflizientenmatrix. Durch Diagonalisierung konnen wir das Sys-

tem entkoppeln und losen. Entscheidend dafiir ist die Struktur der Eigenwerte der Matrix
A.

BEISPIEL 11.8
Gegeben sei das System

& = x+2y
¥y = 24y
1 2

Die zugehérige Koeffizientenmatrix ist A = 9 1

Diese Matrix hat die Eigenwerte Ay == 3 und Ay = —1.

Die zugehorigen normierten Figenvektoren sind wy — %( 1 ) und wy = ( ““1 1 )
Die beiden Eigenvektoren fassen wir in der Matrix 7" = i

) Zusammen.

&l“

Es gilt nun dass D = ( 8 —?1 ) T—LAT ist.

Wir nehmen nun folgende Koordinatentransformation vor: ( 3 ) = T‘l( ;j )

GMA — Cenker, Uchida (Marz 2010) 124



Fis gilt dann: ( u ) xT*l( ¢ ) leA( ¢ ) :TIAT( u ) - D( u )
v y y v v

Das Gleichungssystem ist nun entkoppelt, d. h., die Koeffizientenmatrix diagonalisiert

t = 3 u
5

und kann leicht gelost werden.
Es ist u(t) = C1e% und v(t) = Coe .

Durch Riicktransformation erhalten wir schlieBlich:
e\ _pf v 1 fu-vy_ 1 Cre®t — Coe™!
v/ v )T A\ ut+v ) 2\ Cie¥ + Chet

z(t) = Cied — Coet
y(t) = C’legt%Cge"t

d. h.,

11.4.2 Systeme nichtlinearer Differentialgleichungen

Im Allgemeinen gibt es fiir Systeme von nichtlinearen Differentialgleichungen nicht immer
explizite Losungsformeln wie bei linearen Differentialgleichungssystemen. Wir schauen
uns nur ein spezielles aber auch besonders wichtiges Beispiel an.

Riuber-Beute-Gleichung, das Lotka-Volterra-Modell
Sei z(t) die Anzahl der Beutetiere und y(t} die Anzahl der Réuber in einer Population.

Die relativen Anderungsraten in der Population werden folgendermaBen modelliert:

= a - by a,b>0

whe ®]R-
t

= —¢ + dz c,d>0

a ist die Wachstumsrate der Beutetiere, b der Ausfall durch Gefressen-Werden, ¢ die
Sterberate der Raubtiere, d der Zuwachs proportional zur Anzahl der vorhandenen Beu-
tetiere. Wird in das Gleichgewicht eingegriffen, etwa durch Dezimierung der Beutetiere
(z.B. Uberfischung, Insektizide), dann beeinflusst das auch die Population der Réuber.

Als Differentialgleichungssystem erhalten wir
& = z{a—by)
y = y(—c+dz)

Wenn wir ein System von (nichtlinearen) Differentialgleichungen haben

T o= flz,y)
g = glzy) .
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Abbildung 12: 2 = z(1 — y) und ¥ = y(-1+z).

kénnen wir folgende geometrische Interpretation zu Hilfe nehmen:
Jedem Zeitpunkt ¢ wird ein Vektor ( ; ) zugeordnet. Das entspricht einer ebenen Kurve

(siehe mehrdimensionale Analysis). Der Vektor ( ; ) = ( '£ Ei”g; ) kann als Geschwin-

digkeitsvektor an der jeweiligen Stelle interpretiert werden.

DEFINITION 11.5
Ein Punkt (z¥, y*) heiit Gleichgewichtspunkt des Differentialgleichungssystems, wenn so-
wohl f(z*,y*) = 0 als auch g(z*,y*) = 0 gilt.

Die Lotka-Volterra-Gleichung hat zwei Gleichgewichtspunkte: (0,0) und (é, %)

Fiir biologische Modelle sind nur positive Werte sinnrvoll, d. h. =,y = 0.
Auf der z-Achse erhalten wir die Losung

z(t) = age™
y(t) = 0
und auf der y-Achse
z(t) = 0
y(t) = we ™

Um den Punkt (£, £} herum ,zirkulieren® die Losungskurven der Differentialgleichung.
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12 Differenzengleichungen

12.1  Allgemeines

Im Kapitel Differentialgleichungen haben wir uns mit Gleichungen beschiftigt, die reelle
Funktionen und deren Ableitungen enthalten konnten. Nun werden wir diskretisierte Va-
rianten betrachten. Unsere Funktionen sind daher von der Form y : Ny — R, also Folgen
reeller Zahlen. Solche Funktionen werden oft verwendet, um zeitliche Entwicklungen einer
Grofle darzustellen. Haufig wird die Zeitachse diskretisiert und in Teilintervalle der Lénge
At unterteilt.

Wir setzen dann: y{(n) = f(n- At} firn=20,1,2,...
Durch die Werte 4(0), y(1),4(2), ... wird der Verlauf der Funktion f annshernd beschrie-
ben.

Statt des Differentialquotienten verwenden wir in diesem Fall entsprechende Differenzen-

quolienten
Af _ [(n+1)At) — f(nAt)  y(n+1) —y(n)
At At B At ‘
Da die Wahl der Zeiteinheit beliebig ist, setzen wir einfach Af = 1. Es ergibt sich dann
t =nAt =n und y(n) = y(t) = f(¢). Dann ist
Af

a7~ A =yt + 1) —y(t)

Notation: Oft wird y; statt y(#) geschrieben und wir erhalten somit
Ay = Y1 — U

Ay heiflt erste Differenz von y, an der Stelle £.

Analog zu hoheren Ableitungen werden entsprechende Differenzen hoherer Ordnung de-
finiert:

A%, = y

Alyy = Yo —

A% = Y2~ 2+ 0

Afy, = AAFTy) = ARy — Ay (k2> 1)

Ak, heifit k-te Differenz oder Differenz der Ordnung k.

Bespier 12.1
Fiir y, = {? sehen die ersten 3 Differenzen folgendermafien aus:

Ay, = (E+1)2—2=2t+1

Ay = (2+D+1D)—(2t+1)=2
Ady, = 2—-2=0
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DEFINITION 12.1
Eine Differenzengleichung n-ter Ordnung ist eine Gleichung, die A"y, und eventuell noch
Differenzen A'y, niedrigerer Ordnung ! < n enthélt. Sie hat die allgemeine Form

Zakakyh oy, e R.
k=0

BEspIEL 12.2

1
Ay — EyfﬁO

Das ist cine Differenzengleichung 1. Ordnung. Diese kénnen wir umformen zu

1 3 3
Yyl — Y — Eyt =9 oder Yer1 — iyt =0 oder Vi1 = 5’;}: .

12.2 Differenzengleichungen erster Ordnung

12.2.1 Lbsung per Iteration

Oft ist es moglich, Differenzengleichungen 1. Ordnung bei gegebenem Startwert yp zu
l6sen, indem einfach die y1,1,... der Reihe nach berechnet werden und daraus das
Bildungsgesetz der Folge (y,) erraten wird. Der Beweis kann dann durch vollsténdige

Induktion erfolgen.

BEISPIEL 12.3

i
Ay — —yy =
Y — Y 0
Bereits umgeformt zn
3
Vi1 — Eyt =0
Wir haben also 5
B3 (3)?
ylWZUO u y2—2yzf 2 Yo -

Daraus erraten wir das Gesetz ,
3
Y= 1= .
Yt (2) Yo

12.2.2 Die homogene lineare Differenzengleichung

Die allgemeine Form einer homogenen linearen Differenzengleichung erster Ordnung ist

Y1 +ay =0.
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Ausgehend von den Erfahrungen des letzten Beispiels verwenden wir den Ansatz
ye = A"
Setzen wir dies in die Differenzengleichung ein, erhalten wir
AT +aAB =0  also  ABYS+a)=0 undsomit = —a.

Somit hat die allgemeine Losung die Form y, = A(—a)".

Wir kénnen den Parameter A bestimmen, wenn ein Startwert i, gegeben ist. Es gilt dann
A =y, denn’
vw=A(—a)’=4  undsomit 1y =y (—a).

Ist @ > 0, so oszilliert die Folge (y¢)ten. Die Folge (y;)ien konvergiert genau dann, wenn
la| < 1.

12.2.3 Die inhomogene lineare Differenzengleichung

Die allgemeine Form einer inhomogenen linearen Differenzengleichung ist:
Y1+ QY =8, a,s €R,

Ahnlich wic bei den Differentialgleichungen gilt ein Superpositionsprinzip, d.h. die allge-
meine Lésung ist gegeben durch

h
=y -y

wobel wieder yt(h) die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Differenzengleichung
Yer1 +ay = 0 und y,Ep ) die partikuléire Losung der inhomogenen Differenzengleichung ist.

Nehmen wir zunéchst an, dass y§” J=¢ (d.h. konstant) ist.

Durch FEinsetzen erhalten wir:

)

ct+ac=s oder c= a#—1.
a+1’ 7
Fiir ¢ = —1 versuchen wir den Ansatz yt@ =ct

ct+)+act=s=cl+c—ct=s=c=3 also y,gs):st.

Somit erhalten wir die allgemeine Lésung der inhomogenen linearen Differenzengleichung

A{—a)t + E”—%‘I’ falls ¢ £ —1,
= '
v A+ st falls o = —1.
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BrisrieL 12.4

{?}0:1
Yer1 — 2 =2

y = A% Zo=A2 -2,
o = AW -2-—A—-2,

A = y@+2:3.

Allgemeine Losung

Als Losung erhalten wir also y, = 3- 28 — 2.

12.3 Differenzengleichungen zweiter Ordnung
12.3.1 Die homogene lineare Differenzengleichung zweiter Ordnung

Diese hat die allgemeine Form
Yz + MY +aoye =0, ag, a2 € R,

Genau wie im Fall der homogenen linearen Differenzengleichung erster Ordnung versuchen
wir den Losungsansatz

Yt =Aﬁt-

Durch Einsetzen erhalten wir
AT 4 ar AR+ agAfT =0

und somit
B4 aftaz=0

Diese Gleichung heifit die charakteristische Gleichung der Differenzengleichung zweiter
Ordnung. Wie im Fall der charakteristischen Gleichung der Differentialgleichung wird
dies nach /8 aufgelést und wir erhalten

2
a [a
ﬂ1,2=—-212t El_“aQ:O.

Abhiingig vom Vorzeichen des Ausdrucks unter der Wurzel erhalten wir zwei reelle, eine
reelle oder zwei komplex konjugierte Lisungen.

2
1. %L —ay; >0 also 8,6 R, # .
Die allgemeine Losung ist daher
g = Asfi] + Aoff

Die allgemeine Lisung einer Differenzengleichung zweiter Ordnung hat nun zwei Para-
meter A; und As. Um diese festzulegen braucht man daher auch zwei Anfangswerte fiir
die Folge, also etwa 75 und ;.
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BrISPIEL 12.5

Yero — Y1 + 29 =0
Die charakteristische Gleichung ist:
[2-3842=0 & fi=1, fa=2.
Die allgemeine Losung ist daher
ye = A1+ Ay - 28,
Fiir die Anfangsbedingungen yo = 0 und 3, = 1 erhalten wir
0= A4;+ A, urnd 1=A; +2A,

und daraus
Al = —1, A2 = 1

Insgesamt also

yt:'—'].‘l“gt.

2

2.%l——ag:{}:alsoﬁlx@ﬂ:ga—l—:ﬁeﬁa.

Damit ist A;3* sicher eine Losung. Wir brauchen jetzt aber noch eine zweite Losung.
Durch Einsetzen in die Gleichung stellen wir fest, dass auch A3tB! eine Lésung ist. Die
allgemeine Lisung lautet daher

y = A B+ Agtpt.
BEISPIEL 12.6

Yero — dyepr + 4y = 0.

Die charakteristische Gleichung ist 82 — 48 + 4 = 0 uns somit 5 = 8, = 2.
Die allgemeine Lisung ist daher

Y= A28+ Ay -t 28,

o .
3. "if — aq < (1 Setzen wir

2
b=\/02—"%ER und a.=—az;1€R.

Dann erhalten wir

ﬁl,g =adtib
Wir gehen zu Polarkoordinaten iiber
B = r(cosptising)=re?
B2 = r(cose —ising) = re ¥
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und
sing = 7 1—3%
= a _ _ o
cosy = : 2@

Als allgemeine Losung und nach einigen Umformungen erhalten wir
ye = r'(A; cos(ipt) + Aasinfipt)) .
BEISPIEL 12.7

Yero T Y T4 = 0.

Die charakteristische Gleichung ist 8% + 8 + 1 = 0 mit Losungen fip = —% + —éée
Ubergang zu Polarkoordinaten

3 1
r=v1=1, sinapﬁ%—, cosp =

und daraus erhalten wir
P = ? H
und somit die allgemeine Losung

= A cos(w——) + Ay sm(@))

12.3.2 Die inhomogene lineare Differenzengleichung zweiter Ordnung

Die allgemeine Form dieser ist

Yo + @1Yppr + G2y = 8, @y, a2 € R

Wie bei den inhomogenen Differenzengleichungen erster Ordnung kann die allgemeine
Losung wieder zerlegt werden

=y +
wobei wieder ¥, (") die allgememe Losung der zugehodrigen homogenen Differenzengleichung
Yz + @1Yes1 + Gz = 0 und ytp ) die partikulire Losung der inhomogenen Differenzen-
gleichung ist.

()

Wir gehen zunichst wieder davon aus, dass ¥ = ¢ konstant ist.

Einsetzen ergibt ¢ + ajc + ase = s, also ¢ = m Wieder funktioniert das aber nur,
wenil 1 4+ a; +ag #0, dh., a; +ap £ —1.

(r) _

Wenn also a; + a3 = —1 ist, verwenden wir den Ansatz y; ' = cf.
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Durch Einsetzen in die Gleichung erhalten wir

8
CT .
a1—|—2

Das funktioniert natiirlich nur dann wieder wenn a; # —2.

Ist nun a; = —2, setzen wir %(p ) = ¢£? an und erhalten mit ¢ = % eine Losung.

BEISPIEL 12.8

Yegr T Yep1 + Y = 9.

Als allgemeine Losung der zugehdrigen homogenen Differenzengleichung hatten wir

2t 2t
Y = Ay cos(%) + Az sin(%) .

Eine spezielle Losung der inhomogenen Diflerenzengleichung erhalten wir mit

9
C:ng also yt(p)::g

Die allgemeine Losung lautet somit

2t 27t
Y = A]_ COS(%) + Az Sln(-—-g—) —+ 3 .

BEIsPIEL 12.9
Sei A?y, = 2 gegeben. Zunichst formen wir dies um zu:

APy = Y2 — 2001 + e -

Die zugehorige homogenen Differenzengleichung ist also
Yero — 2Ypn1 4 =0
Als charakteristische Gleichung erhalten wir
§*-28+1=0 mitden Losungen f=p=1.
Die allgemeine Losung lautet demnach
y = A B+ AgtBt

Bei der Suche nach der Speziellen Losung fiir die inhomogene Differenzengleichung stellen
wir fest, dass
T4a+ay=0 und = —2.

s _ 2

Daher setzen wir ¢ = 5 = § = 1 und erhalten schliefllich als allgemeine Losung

o]

Y = A + Ast + tz.
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Martin Aigner
Diskrete Mathematik.
Vieweg, 2006, ISBN 3-8348-0084-8

R. Haggarty.
Diskrete Mathematik filr Informatiker.
Pearson Studium, 2004. ISBN 8827870957, 9783827370952.

Kurt-Ulrich Witt
Algebraische Grundlagen der Informatik.
Vieweg, 2001, ISBN 3-528-03166-2
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Mathematik auf Maturaniveau

Vasili P. Minorski
Aufgabensammlung der héheren Mathematik.
Fachbuchverlag Leipzig. 2001. ISBN 3446189181.

Werner Poguntke

Keine Angst vor Mathe: Hochschulmathematik fir Einsteiger.

Teubner 2004. ISBN 3519005018.

M. Precht, K. Voit, R. Kraft
Mathematik 1 fir Nichtmathematiker.
Oldenbourg, 2005.

M. Precht, K. Voit, R. Kraft
Mathematik 2 fiir Nichtmathematiker.
Oidenbourg, 2005.

M. Bachmaier, R. Kraft, M. Precht.

Aufgabensammiung mit Lésungen zur Mathematik fiir Nichtmathematiker.

Oldenbourg, 20086.

Mathematik allgemein

Tilo Arens, Frank Hettlich, Christian Karpfinger, Ulrich Kockelkorn,
Klaus Lichtenegger, Hellmuth Stachel
Mathematik

Spektrum Akademischer Verlag; 2009, ISBN-13: 978-3827417589

Tilo Arens, Frank Hettlich, Christian Karpfinger, Ulrich Kockelkorn,
Klaus Lichtenegger, Helimuth Stachel

Arbeitsbuch Mathematik: Aufgaben, Hinweise, L6sungen und Lésungswege
Spektrum Akademischer Verlag; 2008, iSBN-13: 978-3827421234
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Mathematik ,populdrwisssenschaftiich”

Keith Devlin
Muster der Mathematik. Ordnungsgesetze des Geistes und der Natur.
Spektrum Akademischer Verlag, 2002, ISBN 3827413257
Mathematics: Science of Patterns.

Keith Deviin
Das Mathe-Gen.
dtv, 2001, ISBN 3423340088
The Math Gene. How Mathematical Thinking Evolved and Why Numbers are
Like Gossip.

K.C. Cole
The Universe and the Teacup. The Mathematics of Truth and Beauty.
Harcourt Brace & Company, 1998, ISBN 0151003238

Charles Seife
Zwilling der Unendtichkeit. Eine Biographie der Null.
Goldmann, 2000, 344215054X
Zero. The Biography of a Dangerous Idea. (Viking publ)

Robert Kaplan
Die Geschichte der Null
Campus Verlag, 1999, [SBN 3593364271

Georges Ifrah
Universalgeschichte der Zahlen
Campus Verlag, 1991, ISBN 3880599564

Erhard Behrends
Funf Minuten Mathematik. 100 Beitrage der Mathematik-Kolumne der Zeitung
DIE WELT.
Vieweg, 2006, ISBN 9783834800824

Lineare Algebra und Geometrie

Strang, Gilbert
Lineare Algebra.
Springer, 2003, ISBN 3-540-43949-8
Gut verstindliches Buch, mit numerischen Methoden der linearen Algebra sowie Matlab
Code, ausdrticklich empfohlen.

M. Scherfner, T. Senkbeil.
Lineare Algebra fur das erste Semester.
Pearson Studium, 2006. ISBN 3827372070, 978382732079,

Herbert J. Muthsam
Lineare Algebra und ihre Anwendungen.
Elsevier 2006, ISBN 9783827416322.
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Analysis

Mike Scherfner, Torsten Volland
Analysis 1 fir das erste Semester
Pearson Studium, 2008, ISBN-13: 978-3827373182

Christian Blatter
Analysis |.
Heidelberger Taschenbiicher Band 151, 1974, 1980, ISBN 3-540-09483-0

Christian Blatter
Analysis 1.
Heidelberger Taschenblicher Band 152, 1974, 1979, ISBN 3-540-09484-0

Christian Blatter
Analysis .
Heidelberger Taschenbiicher Band 153, 1974, 1981, ISBN 3-540-10892-0

Graphentheorie

Dietlinde Lau
Algebra und Diskrete Mathematik 2
Springer 2004,

Baron und Kirschenhofer:
Mathematik flir Informatiker, Band 3

Springer. 1996. ISBN 3211827978
Zur Vertiefung ausdriicklich empfohlen.

Neville Dean
Diskrete Mathematik im Klartext, Pearson, 2003.

Red Haggarty
Diskrete Mathematik fur Informatiker, Pearson, 2003.

Richard Johnsonbaugh
Discrete Mathematics, Prentice Hall, 2005.

Reinhard Diestel
Graphentheorie,
Springer, 3. Auflage, 2006, ISBN 3540213910.
http://www.math.uni-hamburg.de/home/diestel

Peter Tittmann
Graphentheorie: Eine anwendungsorientierte Einfithrung.
Fachbuchverlag Leipzig, 2003, ISBN 34462234386,
http://www peter.htwm.de

Sven Oliver Krumke, Hartmut Noltemeier
Graphentheoretische Konzepte und Algorithmen.
Teubner, 2005, ISBN 3519005263.
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Numerische Mathematik
Numerische Mathematik: Eine beispielorientierte Einflihrung

Andreas Meister
Numerik linearer Gleichungssysteme: Eine Einfiihrung in moderne Verfahren

Martin Hanke-Bourgeois
Grundlagen der Numerischen Mathematik und des Wissenschaftlichen
Rechnens.
Teubner, 2002, ISBN 3-519-00356-2.

Matthias Bollhofer, Volker Mehrmann
Numerische Mathematik.
Vieweg, 2004, 1SBN 3-528-03220-0.

Mengenlehre

Oliver Dieser
Einfithrung in die Mengeniehre.
Springer, 2004, ISBN 3-540-42848-4.

Wikipedia
Wer diese Eintrage in der Wikipedia sowie andere Internet-Beitrdge benutzt,
oder andere Internet-Zitate, sollte sehr genau wissen, was er/sie tut. Die
Eintrage sind von unterschiedlichster Qualitét, die Diskussionen zu den Seiten
erweisen sich als lehrreich®, nicht immer ist der erzielie Konsens der
Seitenautoren auch wissenschaftiich exakt bzw. sound. Man kann allerdings

selbst zur Verbesserung der Qualitat beitragen. Angegebene Originalliteratur
hilft, Zitate zu finden.

http:/fen.wikipedia.orghviki/Set\_theory , Sept 2007
http:ffen.wikipedia.org/wiki/Zermelo-Fraenkel_set_theory, Sept 2007
http://de wikipedia.org/wiki/Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre, Sept 2007

http:llwww.mathematik.delmde/informationllandkartelgebiete/
' mengenlehre/mengeniehre.htmi, Sept 2007

Zermelo, Ernst:
Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre,
Mathematische Annalen 65 (1908), S. 261-281

Fraenkel, Abraham
Zu den Grundlagen der Cantor-Zermeloschen Mengenlehre
Mathematische Annalen 86 (1921), S. 230-237

Zermelo, Ernst:
Uber Grenzzahlen und Mengenbereiche.
Fundamenta Mathematicae 16 (1930), S. 29-47
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Logik

Uwe Schéning
Logik flr Informatiker.
Spektrum, Heidelberg, 1995.

John N. Martin
Elements of Formal Semantics: An Introduction for Students of Languages.
Academic Press, Orlando, 1987, ISBN 0-12-474856-2

Nils Nilsson
Principles of Al, Palo Alto, 1980.

Werner DePauli-Schimanovich; Peter Weibei
Kurt Gédel -- Ein mathematischer Mythos.
hpt, Wien, 1997. ISBN 3-209-00865-5 (mit einer langen Logik-Literaturliste).

Robert Wall
Einflihrung in die Logik und Mathematik fiir Linguisten 1,
Band 1: Logik und Mengenlehre.
Skriptor Verlag GmbH, 1973, [SBN 3-589-00023-6.

John L. Casti, Werner DePauli
Gdodel. A Life of Logic.
Perseus Publishing, 2000, ISBN 0738202746

Eckehart Kéhler, Peter Weibel, Michael Stéltzner, Bernd Buldt, Carsten Klein, Werner
DePauli-Schimanovich-Goéttig (Hrsg.)

Kurt Gddel. Wahrheit und Beweisbarkeit.

Band 1: Dokumente und historische Analysen.

OBV & HPT, 2002, ISBN 3209038341

Bernd Buldt, Eckehart Kéhler, Michael Stéltzner, Peter Weibel, Carsten Klein, Werner
DePauli-Schimanovich-Gottig (Hrsg.)

Kurt Gédel. Wahrheit und Beweisbarkeit.

Band 2: Kompendium zum Werk.

OBV & HPT, 2002, ISBN 320903835X
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Spezialgebiete der Mathematik

Angelika Steger
Diskrete Strukturen 1. Kombinatorik, Graphentheorie, Algebra
Springer, Berlin, 2007, 2. Auflage, ISBN-13: 878-3540466604

Erich Neuwirth, Dean Arganbright
Mathematical Modelling (with MS Excel),
Thomson, Brooks, Cole. 2004. ISBN 0534420850.

Jiri Matousek, Jaroslav Nesetril
Diskrete Mathematik: Eine Entdeckungsreise
Springer, Berlin, 2007, ISBN-13: 978-3540301509

Edmund Hlawka, Christa Binder, Peter Schmitt:
Grundbegriffe der Mathematik.
Prugg Verlag, 1979, {SBN 3853850383

Oskar Becker
Grundlagen der Mathematik (in geschichtlicher Entwicklung)
Suhrkamp, 1975, iISBN 3518277146.

Josef Hofbauer, Karl Sigmund
Evolutionstheorie und dynamische Systeme. Mathematische Aspekte der
Selektion.
Verlag Paul Parey, 1984. ISBN 3489618343

Georg Glaeser
Der mathematische Werkzeugkasten: Anwendungen in Natur und Technik
Spektrum-Akademischer Verlag, 2004, ISBN-13: 978-3827414854

Georg Glaeser, Konrad Polthier
Bilder der Mathematik
Spektrum-Akademischer Verlag, 2004, 2009, ISBN-13: 978-3827420176

Norbert Herrmann
Mathematik ist (iberall
Oldenbourg, 3. Auflage, 2007, ISBN-13: 978-3486582437

Jorg Arndt, Christoph Haenel
Pi, Algorithmen, Computer, Arithmetik.
Springer 1998, ISBN 3540634193

Julian Havil
GAMMA: Eulers Konstante, Primzahlstrinde und die Riemannsche
Vermutung
Springer Berlin, 2007, ISBN-13: 978-3540484950
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Schaum's Outline Serien, McGraw-Hill Verlag.
Viele einfache, durchgerechnete Beispiele als Erkldrung zu den Formeln.

Schaum's Outline: Linear Algebra: Based on Schaum's Outiine of Theory and
Problems of Linear Algebra. (Crash Course)
Seymour Lipschutz, Marc Lipson, Kimberly S. Kirkpatrick. ISBN 0071398805.
McGraw-Hill. 2002,

Schaum's Outline of Review of Elementary Mathematics
Barnett Rich, Philip A. Schmidt. ISBN 158945766. McGraw-Hill eBook. 2002.

Schaum’s Outline: Discrete Mathematics: Based on Schaum's Outline of Theory and
Problems of Discrete Mathematics.
Seymour Lipschutz. Marc Lipson, George J. Hademenos. ISBN 0071398775.
McGraw-Hill. 2002,

Schaum'’s Outline of Operations Research
Richard Bronson. Govindasami Naadimuthu. ISBN 0070080208. McGraw-Hill.

1997.

Schaum's Outline of Finite Mathematics
Seymour Lipschutz, John Schiller. ISBN 0070380023. McGraw-Hill. 1994.

Schaum's Outline of Essential Computer Mathematics
Seymour Lipschutz. ISBN 0070379904. McGraw-Hill. 199.

Schaum's Outline of Set Theory and Related Topics
Seymour Lipschutz. ISBN 0070379866. McGraw-Hill. 1967.

Schaum's Outline of Matrix Operations
Richard Bronson. ISBN 0070079781. McGraw-Hill, 1988.

Schaum's Outline of Logic
John Eric Nolt, Dennis Rohatyn, Achille Varzi. ISBN 0070466491. McGraw-
Hill. 1998.

Schaum's Qutline Introduction to Mathematical Economics
Edward T. Dowling. ISBN 007135896X. McGraw-Hill. 2000.

Schaum's Outline of Mathematics in Finance
Petr Zima, Robert L. Brown. ISBN 0070082030. McGraw-Hill. 1996.

Schaum’s Outline of Modern Algebra
Frank Ayres. ISBN 0070026556. McGraw-Hill. 1965.

Schaum's Oultline: Algebra
Barnett Rich, Philip A. Schmidt. [SBN 0070522626. McGraw-Hill. 1992,

Schaum's Outline of Vector Analysis
Murray R. Spiegel. ISBN 007060228X. McGraw-Hill. 1968.

Schaum's Outline of 3000 Solved Problems in Calculus
Eiliott Mendelson. ISBN 0070415234. McGraw-Hill. 1988.

Schaum's Outline of Trigonometry
Robert E. Moyer, Frank Ayres Jr., Frank Ayres. ISBN 0070068933. McGraw-
Hill. 1998.
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Schaum's Outline of Partial Differential Equations
Paui C. DuChateau, D. W. Zachmann. {SBN 0070178976. McGraw-Hill. 1986.
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