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1 3.1

1.1 Angabe

Betrachten Sie einen Behélter, der Karten mit jeweils einer aufgedruckten Nummer von
1,2,...,100 enthélt. Es gebe i Karten mit der Nummer ¢ fiir ¢ = 1,2,...,100. Abgesehen
von der aufgedruckten Nummer sind die Karten identisch. Nach guter Durchmischung
des Behélters wird eine Karte zuféllig entnommen und X sei die Nummer auf dieser
Karte.

(a) Ermitteln Sie die Verteilung von X, d.h. ermitteln Sie W{X =i} firi = 1,2,...,100
(b) Berechnen Sie W{X < 50}

(c) Zeigen Sie, daf die Verteilungsfunktion von X gegeben ist durch (LzJ = grofte ganze
Zahl kleiner oder gleich x):

LT - (\_33_: + 1)

l<z<1
10100 sz <100

F(x) =
Zeichnen Sie F(x).

1.2 Theoretische Grundlagen: Verteilung stochastischer Grossen -
Eindimensionale Verteilungsfunktion

Eine Verteilung auf der Menge R der reellen Zahlen wird auch eine eindimensionale
Verteilung genannt.

Die absolutstetigen Verteilungen auf R, die sich durch eine Dichte beschreiben lassen,
d.h.

P(B) —/1B(x)f(a;)8x

bilden nur eine Teilklasse der Gesamtheit der Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf der re-
ellen Zahlenachse. Eine vollstiandige Charakterisierung der eindimensionalen Verteilungen
erhélt man durch die Verteilungsfunktion:

Defintion Ist P eine eindimensionale Verteilung, so heisst die Funktion F' : R — R,
definiert durch

F(t) = P(—c0,t)

die Verteilungsfunktion der Verteilung P.
Ihre allgemeine Gestalt:



Eine Verteilungsfunktion besitzt die folgenden fiinf Eigenschaften:
1L O<F) <1
2. 5<t = F(s) < F(t) (F ist monoton nichtfallend)
3.t/ o0 = Fit) /1
4.\, —00 = F(t)\, 0
5.t N\, to = F(t) \, F(to) (F ist rechtsstetig)

1.3 Losung des Beispiels
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Wenn man nicht nur z € N, sondern alle reellen z aus [1,100] zuldsst und bedenkt dass
sich der Wert von F(x) zwischen zwei natiirlichen Zahlen nicht &dndert ist klar warum
die floor-Funktion verwendet wird.



2 34

2.1 Angabe
Betrachten Sie die folgende Funktion:

0 < —1
Flz)=q%2 -1<z<1
1 1<z

(a) Zeichnen Sie die Funktion und zeigen Sie an Hand der Zeichung, daf F(x) eine
Verteilungsfunktion ist. (Welche Eigenschaften miissen erfiillt sein?)

(b) Bestimmen Sie: W{X = 0}, W{X = 1}, W{-1 < X < 1}, W{2 < X < 3},
W{-1/2 < X <1/2}.

2.2 Theoretische Grundlagen: Verteilung stochastischer Grossen -
Eindimensionale Verteilungsfunktion

Siehe Beispiel 3.1.!



2.3 Losung des Beispiels
2.3.1 a
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232 b
e W{X=0}=0
e W{X=1}=1
e W{-1<X<1}=W(X<1)-W(X <-1)=F(1-) - F(-1)

Linksseitiger - Rechtsseitiger Grenzwert

E[SY]
|
N[

e

e W{2< X <3}=F(3)—F(2)0
e W{-1/2<X <1/2}=1
Allgemeine Erginzungen aus der Ubung:

Wia < X <b} = F(b) — Fla—
W{X=z}=W{X<z}-W{X<z}=F)—F(z—)
Wia <X <bl=F(b—)— Fla—)

3 3.7

3.1 Angabe

p-Fraktile (p-Quantile, 100p-Perzentile) werden in der VO fiir stetige Verteilungen defi-
niert. Allgemeiner versteht man darunter einen Wert x,, mit der folgenden Eigenschaft:

WH{X < xp} <p, W{X <zp}>p



Bestimmen Sie fiir die folgenden Verteilungen den Median, das 0.25- und das 0.80-
Quantile:

(a) F' von Beispiel 3.1

(b) F(z) =1—(2)%,z > 5 (F(z) = 0 sonst)

(c) F(z) = 5 + Larctan(z), —o00 < z < 00

3.2 Losung des Beispiels
3.2.1 a

z(x+1)
10100
224+ —10100p =0

1:l:\/l%—10100
r=—= —
2 4

e 0.25-Quantil. 49.75 ~ 50
e 0.50-Quantil. 70.756 ~ 71
e 0.80-Quantil. 89.39 ~ 90

322 b

—25
- 1=
p 22
—25
Fl(z) =
(z) z—1

e 0.25-Quantil. 5.77
e 0.50-Quantil. 7.07
e 0.80-Quantil. 11.18

3.23 c
e 0.25-Quantil. —1
e 0.50-Quantil. 0
e 0.80-Quantil. 1.37



Allgemeines aus der Ubung: Wenn F(z) (z € R die Verteilungsfunktion ist, dann ist
F~Y(p) die Quantilenfunktion.

4 3.12

4.1 Angabe

Die Ausfallrate h einer nichtnegativen, diskreten sG' X ist definiert wie folgt: h
hz) = W{X =z|X >z}, x € M,

Bestimmen (und zeichnen) Sie die Ausfallrate der diskreten Gleichverteilung D,, und
geben Sie eine Interpretation dieser Funktion. (Hinweis: X sei etwa die - auf ganze Zahlen
gerundete - Lebensdauer einer Komponente mit M, = {1,2,...,10})

4.2 Theoretische Grundlagen: Diskrete Gleichverteilung

Die diskrete Gleichverteilung ist eine statistische Wahrscheinlichkeitsverteilung. Eine dis-
krete Zufallsvariable X mit endlich vielen Auspréagungen hat eine diskrete Gleichvertei-
lung, wenn die Wahrscheinlichkeit fiir jede ihrer Realisationen x;(i = 1,...,n) gleich
ist.

Ihre Wahrscheinlichkeitsfunktion ist

fuer z = z;(i =1,...,n)

sonst

1
P(X = 0) = f(@) = {g
und damit geniigt sie der Verteilungsfunktion

_t
n

S

Fx(t)=)_

t
k=1

Sie besitzt den Erwartungswert

B(X) = % zn: 2
=1

und die Varianz

n n 2
Var(X) = % Zx? - % (sz>
i=1

i=1

Typischerweise findet diese Wahrscheinlichkeitsverteilung Anwendung bei Zufallsexperi-
menten, deren Ergebnisse gleichhdufig sind. Wenn man (mit oder ohne Begriindung) an-
nimmt, dass die n Elementarereignisse gleichwahrscheinlich sind, spricht man von einem
Laplace-Experiment. Géngige Beispiele fiir Laplace-Experimente sind der Laplace-Wiirfel
und die Laplace-Miinze.



4.3 Losung des Beispiels

h(z) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass X = x ist, wenn man weifs dass X zumindest
so grof ist wie . Uber die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit bekommt man:

oy - WX =2} WX >} W{X =g} = 1
(=) = WH{x} COW{X >z} meEl oy g — 1)

falls X gleichverteilt ist, aber das ist es ja laut Angabe; m ist die Anzahl der méglichen
Werte.

Zur Zeichnung: Abhingig von m Fiir m = 10 ist wie folgt zu zeichnen: man beginnt
einfach bei h(1) = 1/10, dann h(2) =1/9, ..., bis schlieflich ~(10) =1/1 = 1.
Interpretation: Bei der Lebensdauer: Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit dass das Pro-
dukt jetzt kaputt geht, wenn man weif}, dass es bis jetzt gehalten hat.

5 3.14

5.1 Angabe

Bestimmen Sie die Modalwerte einer Binomialverteilung, d.h. jene x-Werte, fir die W{X =
x} maximal ist. (Hinweis: Betrachten Sie den Quotienten zweier aufeinanderfolgender
Wahrscheinlichkeiten.)

5.2 Theoretische Grundlagen: Binomialverteilung

Die Binomialverteilung ist eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir ein Merkmal,
das z. B. aus zwei Auspragungen, z. B. funktionsfiahig/defekt oder blau/rot mit einer kon-
stanten Erfolgswahrscheinlichkeit p fiir eine Ausprigung, z. B. defekt oder rot, annehmen
kann. Die Wahrscheinlichkeit mit der dieses Ereignis eintritt, wird mit P bezeichnet und
die Berechnung erfolgt nach:

Plalpon) = (1) " (- (1)

Plalp,m) = o (=) £l

n: Stichprobenumfang

x: Anzahl der Merkmalauspragungen A oder B (blau oder rot)

p: Konstante Erfolgswahrscheinlichkeit fiir A oder B

(1 — p): Wenn p die konstante Erfolgswahrscheinlichkeit fiir A ist, dann ist (1 — p)
die konstante Erfolgswahrscheinlichkeit fiir B. (1 — p) wird oft durch ¢ dargestellt.

Voraussetzungen zur Anwendung der Binomialverteilung:



e Die Auspriagung des Merkmalergebnisses muss zufillig sein, d. h., die Auspriagungen
A oder B miissen voneinander unabhéngig sein.

e Der Stichprobenumfang n entspricht der Anzahl der Merkmalsergebnisse, d. h., sie
sind auf n festgelegt. Der Stichprobenumfang muss komplett ’durchgepriift’ werden,
um die Anzahl x zu erhalten.

e Die Wahrscheinlichkeit p und folglich auch fiir 1 — p ist konstant.

e Es wird von einer Stichprobennahme mit Zuriicklegen ausgegangen (siehe als Ge-
gensatz hierzu hypergeometrische Verteilung). Ist der Stichprobenumfang n ge-
geniiber dem Losumfang N klein, etwa n < N/10, kann in der Praxis von einer
Stichprobennahme mit Zuriicklegen ausgegangen werden.

5.3 Losung des Beispiels
5.3.1 Nicht notendige Ausfiihrungen zum Mittelwert

Die Binomialverteilung hat den Mittelwert 1 = n - p. Die Berechnung erfolgt durch:
: k. n—k __
D k-D-n-k’T =

n
Mzzk"pk =
k=0 k=0

- (1’1— 1)‘ k—1 n—-1—(k—1) _ - n—1 m _ n—l-m
npz(k—l)!-(n—k)!p e _”me::O m )P

k=1

Im letzten Schritt wurde k — 1 = m gesetzt. Die Summe ist nun 1, weil es gerade die pj
flir n — 1 Versuche sind.
Der Beweis erfolgt mit erzeugender Funktion:

FO= s = 3 (1) st

k=0

f(z) = Zpk -2
k=0

Fi(2)=> k-pp- 2
k=0

Also p = f'(1). Anders berechnet:

fl2)=n-(p-z+9" " p
ffy=n-p=p
Ein binomialverteiltes Merkmal X hat die Form

X=X+ +Xn



wobei X; = 1 wenn im ¢-ten Versuch Erfolg auftritt, und X; = 0 bei Misserfolg. X, ist
also der i-te stochastische Schritt der Zahlung.
Dann hat jedes X; den Mittelwert p.

5.3.2 Modalwert

Der Modalwert (hdufigste Wert) der Binomialverteilung ist diejenige ganze Zahl, die am
néchsten am Mittelwert liegt. Es kann auch zwei Modalwerte geben (z.B. p = 1/2 und
ungerades n).

Wir betrachten die Quotienten von aufeinanderfolgenden Wahrscheinlichkeiten:

W{X =k+1} _
m, k—071727...
n Lokl o yn—k—1
<k+1> P (1=p) nek  p
- . >1 < (n+1)-p>k+1
Yk n—k k+1 1-p
p) Pt =p)
_ Jen+1)pa (n+1)-p¢R
" 1) p-1,(n+1)-p (nt1)-peR
6 3.15
6.1 Angabe

Angenommen, Flugzeugtriebwerke fallen - unabhéngig voneinander - mit Wahrschein-
lichkeit 1-p wahrend eines Fluges aus. Wenn fiir einen sicheren Flug 50% der Triebwerke
notwendig sind, fiir welche Werte von p ist ein Flugzeug mit 4 Triebwerken einem mit 2
Triebwerken vorzuziehen?

6.2 Theoretische Grundlagen: Binomialverteilung

Siehe Beispiel 3.14!

6.3 Lo6sung des Beispiels
2 _ 2
(1> - (L=p)* <2) p* - (1=p)°
Fiir 4 Triebwerke:

()--t-n (7ot (7=t (-0

Ergibt 2p — p? < 3p* — 8p> + 6p? und weiter 0 = 3p> — 8p? + 7p — 2, mit der sinnvollen
Lésung 0.67 - dies ist dann die Grenze fiir die Wahl zwischen 2 und 4 Triebwerken.

Fir 2 Triebwerke:
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7 3.17

7.1 Angabe

|[R-Aufgabe| Stellen Sie die folgenden Binomialverteilungen jeweils in einem Diagramm
graphisch dar; verwenden Sie zur besseren Unterscheidbarkeit verschiedene Farben:

(a) Bis,0.1, Bi15,0.5, Bi5,0.9

(b) B10,0.25, B20,0.25, B10,0.25

7.2 Theoretische Grundlagen: Binomialverteilung

Siehe Beispiel 3.14!

7.3 Lo6sung des Beispiels
7.3.1 a

Listing 1: Binomialverteilung visualisieren

n <- 100

x <- seq(0, n, by = 2)

plot (x, dbinom(x, size=15, 0.1,log=TRUE), type=’1l’, ylab="log density",
+ main = "dbinom()")

lines(x, dbinom(x, size=15, 0.5, log=TRUE), col=’red’, 1lwd=2)

lines(x, dbinom(x, size=15, 0.9, log=TRUE), col=’blue’, 1lwd=2)

mtext ("B(15,0.1)", col="black", line=1, adj=1)

mtext ("B(15,0.5)",col="red", line=2, adj=1)

mtext ("B(15,0.9)", col="blue", line=3,adj=1)

5089
dbinom() Eﬂg:g 2

log density

10
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732 b

Listing 2: Binomialverteilung visualisieren

n <- 100

x <- seq(0, n, by = 2)

plot (x, dbinom(x, size=10, 0.25, log=TRUE), type=’1l’, ylab="log density",
+ main = "dbinom()")

lines(x, dbinom(x, size=20, 0.25, log=TRUE), col=’red’, lwd=2)

lines(x, dbinom(x, size=49, 0.25, log=TRUE), col=’blue’, lwd=2)

mtext ("B(10,0.25)", col="black", line=1, adj=1)

mtext ("B(20,0.25)", col="red", line=2, adj=1)

mtext ("B(40,0.25)",col="blue", line=3, adj=1)

B(40,0.25)

" B(20,0.25)
dbinom() B(10,0.25)

log density

8 3.19

8.1 Angabe

Ein Los des Umfangs N = 100 wird nach folgendem (einfachen) Plan gepriift: 10 Einhei-
ten werden (ohne Zuriicklegen) entnommen und gepriift; sind davon zwei oder weniger
defekt, wird das Los angenommen, ansonsten zuriickgewiesen. Bestimmen Sie die Wahr-
scheinlichkeit, mit der ein Los mit dem hohen Fehleranteil von 20% die Priifung besteht.
Rechnen Sie exakt (hypergeometrische Verteilung) und auf Basis einer passenden Bino-
mialapproximation.

8.2 Theoretische Grundlagen

8.2.1 Hypergeometrische Verteilung

Die Hypergeometrische Verteilung ist eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung. Um-
gangssprachlich werden Fragestellungen, die von der hypergeometrischen Verteilung er-
fasst werden auch als Ziehen ohne Zuriicklegen bezeichnet.

11



Sie wird verwendet, um Vorgédnge zu modellieren, bei denen aus einer dichotomen Grund-
gesamtheit zufillig eine Stichprobe entnommen und auf eine bestimmte Eigenschaft ge-
priift wird.

Die hypergeometrische Verteilung gibt dann Auskunft dartiber, mit welcher Wahrschein-
lichkeit in der Stichprobe eine bestimmte Anzahl von Elementen vorkommt, die die ge-
wiinschte Figenschaft haben. Bedeutung kommt dieser Verteilung daher etwa bei Quali-
tatskontrollen zu.

Ein beispielhaftes Problem: In einer Urne befinden sich 45 Kugeln, 20 davon sind gelb.
Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit in einer 10-elementigen Stichprobe 4 gelbe Kugeln
zu ziehen?

Definition: Die hypergeometrische Verteilung ist abhéngig von drei Parametern:

1. der Anzahl N der Elemente einer Grundgesamtheit.

2. der Anzahl M < N der Elemente mit einer bestimmten Eigenschaft in dieser
Grundmenge.

3. ser Anzahl n < N der Elemente in einer Stichprobe.

Die Verteilung gibt nun Auskunft dariiber, wie wahrscheinlich es ist, dass sich k Elemente
mit der zu priifenden Eigenschaft in der Stichprobe befinden. Der Ergebnisraum (2 ist
daher {0,1,...,n}.

Eine diskrete Zufallsgrofse X unterliegt der hypergeometrischen Verteilung mit den Pa-
rametern M ,N und k, wenn sie die Wahrscheinlichkeiten

() ()
BN Min) = P(X = k) = ~F ]\? —k
(%)
fiir x € €2 besitzt. Dabei bezeichnet (]X ) den Binomialkoeffizienten N iiber n’.
Die Verteilungsfunktion H(z|N; M;n) gibt dann die Wahrscheinlichkeit an, dass hochs-

tens k viele Kugeln erster Sorte in der Stichprobe sind. Diese kumulierte Wahrscheinlich-
keit ist die Summe

M\ (N - M
: < () (52)
H(kIN; M;n) :=P(X <k)=>_ h(y|N; M;n) =>_ <N> .
y=0 y=0
n

8.2.2 Binomialapproximation der hypergeometrischen Verteilung

Fiir eine Folge von hypergeometrischen Verteilungen mit den Paramtern M, N und n mit

M
N, M — oo und N—>pf1'ir N — o0

12



gilt:

i Hy g (K) = Bup(k)

s 4V,
—00

8.3 Losung des Beispiels
Wir verwenden: N = 100, n = 10, A =20, a = 0/1/2.

v L0) )

Ggg) = 0.0951
20\ (80

W(1) = %(?)S)) = 0.2679

W(2) = <220> | <880> =0.318

Zusammen ergibt das 0.6811 - das Los kommt daher mit einer Wahrscheinlichkeit von
68.11% durch.
Bei der Binomialapproximation bleibt n, jedoch fiir p wird (A/N) gesetzt:

Wo — (110> 029 (1 - 0.2)10-0 — 0.10734

W) = (11()) 2021 (1-0.2)1971 = 0.268435

W(2) = (120> -0.2" - (1-0.2)""7% = 0,3019899

Ergibt zusammen 0.677799526, also eine Wahrscheinlichkeit von 67.78%.
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