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Kennzahl [Matrikelnummer Familienname Vorname Gruppe

Losung A

1.)

2.)

Sei A = <{QI7 q2,43, Q4}7 {éa 9}7 51 q1, {qQ7Q3}>7 wobei

§ |a b
a1 | {e e} {}
g | {} {aa}
as | {} {aa}
q4 {CI2,Q3} {}

a) Geben Sie £(A) (also die von A akzeptierte Sprache) als regulire Menge an.
(2 Punkte)

Losung: Wir stellen A zunéchst graphisch dar

und erkennen, dass £(A) = {ab}*{a}.

b) Gibt es eine kontextfreie Grammatik, welche £(A) erzeutgt? Falls ja, geben
Sie eine solche an. Falls nein, begriinden Sie, warum es eine solche nicht geben
kann. (4 Punkte)

Losung: z.B. G = ({S},{a,b},{S — ab$S | a},5)

c) Geben Sie einen deterministischen endlichen Automaten an, welcher das Kom-
plement von L£(A) akzeptiert. (Graphische Darstellung geniigt.) (4 Punkte)

a,b

Loésung: z.B.

Sei L1 = {a®"b*"c™ | n,m > 0} und Ly = {a"b™c*™ | n,m > 0}.

a) Geben Sie kontextfreie Grammatiken Gi,G2,G3 so an, dass L(G1) = Ly,
E(Gg) = Lo, sowie ,C(Gg) =11 ULs. (6 Punkte)
Lésung: Wir geben zunichst eine kontextfreie Grammatik G; an, welche L

erzeugt, sowie eine kontextfreie Grammatik Gy mit £(Gz) = Lo:

Gh1 = ({51, A}, {a,b,c}, P1, 51)



3.)

Go = ({S2, B}, {a,b, c}, %, Sa)
wobei P = {So — aSe | B, B —bBccc|e}.
Daraus erhalten wir folgende Grammatik G3 mit £(G3) = L; U La:
G3 = <{S) Sla SQuAa B}u {§7979}7 {S — Sl | SQ} U Pl U P27S>

b) Geben Sie L; N Ly an. (2 Punkte)

Lésung: Li N Ly = {a%"b?"c% | n > 0}

c) Ist Ly N Ly eine kontextfreie Sprache? Begriinden Sie ihre Antwort.
(2 Punkte)

Losung: {a%"p?'c" | n > 0} ist natiirlich keine kontextfreie Sprache (siehe z.B.
Skriptum, S. 58: dort wird mit Hilfe des Pumping Lemmas fiir kontextfreie Sprachen
bewiesen, dass Sprachen der Form {a*"b/"c™" | n > 0} nicht kontextfrei sind). Das
ist nicht so sehr verwunderlich, da kontextfreie Sprachen nicht unter Durchschnitt
abgeschlossen sind.

Geben Sie an, ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind, und begriinden
Sie Thre Antworten. (Zwei Punkte fiir richtige Antworten mit richtiger Begriindung,
einen Punkt fiir richtige Antworten mit leicht mangelhafter Begriindung, keinen
Punkt fiir falsche Antworten oder fehlerhafte Begriindungen.)

a) Jede rekursiv aufzihlbare Sprache iiber einem einelementigen Alphabet ist re-

guldr.
Begriindung: O richtig X falsch

Losung: z.B. {a? | p ist eine Primzahl} ist nicht regulér (und sogar nicht ein-
mal kontextfrei).

b) Fiir beliebige Sprachen L gilt: (L1L1)* = L7L}
Begriindung: O richtig ® falsch
Losung: Gegenbeispiel: Ly = {a}. Dann ist (L1L1)* = {aa}*, aber L{L] =
{a}"{a}” = {a}".

c¢) Das Halteproblem fiir Turingmaschinen ist unentscheidbar.
Begriindung: X richtig O falsch

Lésung: Im Skriptum auf S. 74 wird ausgefiihrt, warum dies der Fall ist.

d) Es gibt einen Homomorphismus, der die Sprache {0%" | n > 0} auf die Sprache
{1" | n > 0} abbildet.
Begriindung: O richtig X falsch
Losung: Das ist falsch, da ein Homomorphismus nicht mehrere Symbole auf
eines abbilden kann.

e) Ist L1 U Ly = {}, so ist L1 — Lo nicht kontextsensitiv.
Begriindung: O richtig ® falsch
Losung: Aus obiger Aussage geht hervor, dass L; = Lo = {}. Dies ist eine re-

gulédre Sprache, und somit, aufgrund der Chomsky Hierarchie auch kontextsen-
sitiv.



(10 Punkte)

4.) Gegeben seien die aussagenlogischen Formeln F; = A D (-CAB), F, = A und F3 =
BV C. Beweise Sie mithilfe des Tableau-Kalkiils, dass F3 eine logische Konsequenz
von Fy und F; ist, d.h. dass gilt: Fy, Fy = F3.

Loésung: F3 ist genau dann eine logische Konsequenz von Fj und Fy wenn (FyAFy) D
F; giiltig ist (wegen des Deduktionstheorems bzw. Folgerung 3.32 im Skriptum), d.h.
falls das Tableau beginnend mit den Annahmen t : Fi, t : F5 und f : F3 geschlossen
werden kann (m.a.W., wenn gezeigt werden kann, dass diese Annahmen zwingend
zu einem Widerspruch fiihren):

(1) t:AD(-CAB) Annahme

(2) t: A Annahme

(3) f:BvC Annahme
(4) f:B Zerlegung von 3
(5) f:C Zerlegung von 3
(6) f:A Zerl. v.1 | (7)t:-CAB Zerlegung von 1
x (Wid.: 6/2) 8)t:~C Zerlegung von 7
(9)t:B Zerlegung von 7

x (Wid.: 9/4)

Damit haben wir ein geschlossenes Tableau erhalten. Das heif3t, die logische
Konsequenz-Eigenschaft Fj, Fy = F3 gilt (wegen der Korrektheit der Tableau-
Methode).

(10 Punkte)

5.) Beweisen Sie die pridikatenlogische Formel

[Q(a, f(f(])) A (V2)(Vy) (Q(z, f(y)) D Qg(x),y)) ] D (Fy)Q(9(9(a)),y)

mittels Resolution.

Losung: Sei F1 = Q(a, f(f(0)), Fo = (Vz)(Vy) (Q(z, f(y)) D Qlg(x),y)), F3 =
(Fy)Q(g(g(a)),y) und F = (Fy AFy) D F3. Gemifl dem Resolutionsverfahren bringen
wir zunédchst = F' in Klauselform:

—F = [ (Fl A\ FQ) D Fj ] ~ FyNFyN—F3~ Fy A\ Fy A (Vy)—'Q(g(g(a)),y) .
Damit erhalten wir die Klauselform von —F":

c(=F) = {{Q(a, fF(f(0))}, {=Q(x, f(y)), Qg(x),y)}, {~Q(g(g(a)), y)} }-

Resolution liefert

Q@ f(f )} {=Q( f),RU().y)}
{Q(g(a), f(b))} {=Q(=, f(y)), Qg(x),y)}
{Q(g(g(a)),b)} {=Q(g(g(a)),v)}
{

mit den jeweiligen mgu’s fiir die Resolutionsschritte o1 = {z + a,y < f(b)},
o9 = {x < g(a),y «+ b} und o3 = {y + b}. Da wir mit der leeren Klausel die
Unerfiillbarkeit von —F' gezeigt haben, ist die urspriingliche Formel F' giiltig.

03



(10 Punkte)

6.) Geben Sie an, ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind, und begriinden
Sie Ihre Antworten. (Zwei Punkte fiir richtige Antworten mit richtiger Begriindung,
einen Punkt fiir richtige Antworten mit leicht mangelhafter Begriindung, keinen
Punkt fiir falsche Antworten oder fehlerhafte Begriindungen.)

a)

Eine erfiillbare aussagenlogische Formel kann durch Instanziierung (d.h. An-
wendung einer Substitution) unerfiillbar werden.

Begriindung: X richtig O falsch

Losung: Beispiel: A wird durch die Substitution, die A durch B A =B ersetzt,
unerfiillbar.

Die Menge der unerfiillbaren pradikatenlogischen Formeln ist rekursiv
aufzéhlbar.

Begriindung: richtig O falsch

Losung: Da eine Formel F' genau dann unerfiillbar ist, wenn —F giiltig ist,
und die Menge der giiltigen Formeln rekursiv aufzéhlbar ist, gilt letzteres auch
fiir die unerfiillbaren Formeln.

Wenn bzgl. einer gegebenen pridikatenlogischen Formel F' (ohne frei vorkom-
mende Variablen) ein geschlossenes Tableau fiir f: F' existiert, so ist F' wider-
legbar.

Begriindung: O richtig X falsch
Losung: In diesem Fall ist F' giiltig, folglich kann F' nicht widerlegbar sein.

Die prédikatenlogischen Formeln (Vz)P(z) V (Vy)Q(y) und (Vz)(P(z) V Q(z))
sind logisch #dquivalent.
Begriindung: O richtig ® falsch

Loésung: Die erste Aussage impliziert die zweite, aber nicht umgekehrt. Ein
Gegenbeispiel ist die Modellstruktur der natiirlichen Zahlen, wenn man P als
“ist gerade” und @ als “ist ungerade” interpretiert.

Jede aussagenlogische Formel, die nur Variablensymbole und als logische Op-
eratoren hochstens — und A enthilt sowie eine gerade Anzahl von — hat, ist
erfiillbar.

Begriindung: O richtig X falsch
Losung: Gegenbeispiel: (mA A —A) A A.

(10 Punkte)
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Losung B

1') Sei A = <{QI7Q27Q37Q4}7 {Qa 1}751 q1, {qQ7Q3}>7 wobei

§ |o 1
a1 | {a2, a3} {}
g | {} {aa}
a3 | {} {aa}

q4 {CI2,Q3} {}

a) Geben Sie £(A) (also die von A akzeptierte Sprache) als regulire Menge an.
(2 Punkte)

Losung: Wir stellen A zunéchst graphisch dar

und erkennen, dass £(A) = {01}*{0}.
b) Gibt es eine kontextfreie Grammatik, welche £(A) erzeutgt? Falls ja, geben

Sie eine solche an. Falls nein, begriinden Sie, warum es eine solche nicht geben
kann. (4 Punkte)

Loésung: z.B. G = ({S},{0,1},{S — 015 |0}, S)

c) Geben Sie einen deterministischen endlichen Automaten an, welcher das Kom-
plement von L£(A) akzeptiert. (Graphische Darstellung geniigt.) (4 Punkte)

Loésung: z.B.

2.) Sei Ly = {0%"13"2™ | n,m > 0} und Ls = {0"1™2%™ | n,m > 0}.

a) Geben Sie kontextfreie Grammatiken Gi,G2,G3 so an, dass L(G1) = Ly,
E(Gg) = Lo, sowie ,C(Gg) = L1 U Lo. (6 Punkte)

Lésung: Wir geben zunichst eine kontextfreie Grammatik G; an, welche L
erzeugt, sowie eine kontextfreie Grammatik Gy mit £(Gz) = Lo:

G1 = ({51,4},{0,1,2}, P1, S1)



3.)

Go = ({S2,B},{0,1,2}, P»,57)

wobei P, = {SQ — 05, | B, B —1B22 | 5}.
Daraus erhalten wir folgende Grammatik Gs mit £(G3) = L1 U Lo:

G3 = <{S781a527AaB}7{97172}7{‘9 — Sl ‘ S2} UPl UP27‘9>

b) Geben Sie Lj N Ly an. (2 Punkte)

Lésung: Ly N Ly = {02713725" | n > 0}

c) Ist Ly N Ly eine kontextfreie Sprache? Begriinden Sie ihre Antwort.
(2 Punkte)

Losung: {02713726" | n > 0} ist natiirlich keine kontextfreie Sprache (siehe z.B.
Skriptum, S. 58: dort wird mit Hilfe des Pumping Lemmas fiir kontextfreie Sprachen
bewiesen, dass Sprachen der Form {a*"b/"c™" | n > 0} nicht kontextfrei sind). Das
ist nicht so sehr verwunderlich, da kontextfreie Sprachen nicht unter Durchschnitt
abgeschlossen sind.

Geben Sie an, ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind, und begriinden
Sie Thre Antworten. (Zwei Punkte fiir richtige Antworten mit richtiger Begriindung,
einen Punkt fiir richtige Antworten mit leicht mangelhafter Begriindung, keinen
Punkt fiir falsche Antworten oder fehlerhafte Begriindungen.)

a) Die Menge der Palindrome iiber einem einelementigen Alphabet ist regulir.
Begriindung: X richtig O falsch

Lo6sung: Das ist natiirlich richtig. Denn diese Menge entspricht {a}*, welche
sicher reguér ist.

b) Fiir beliebige Sprachen L, Ly gilt: (L1 U L2)* = L7 U L}
Begriindung: O richtig X falsch
Losung: Gegenbeispiel: L1 = {a}, L1 = {b}. Dannist ja (L1UL2)* = {a,b}* =
{€,a,b,ab,ba,aa,bb,aab,aba,baa,...}, was aber sicher nicht gleich {a}* U
{b}* = {e,2,b,aa,bb,aaa, bbb, ...} ist.

c¢) Das Halteproblem fiir Turingmaschinen ist entscheidbar.
Begriindung: O richtig ® falsch
Losung: Im Skriptum auf S. 74 wird ausgefiihrt, warum dies nicht der Fall ist.

d) Es gibt einen Homomorphismus, der die Sprache {a?"b*a?" | n > 1} auf die
Sprache {a?"b*" | n > 1} abbildet.
Begriindung: O richtig X falsch
L&sung: Das ist falsch, da a abhéingig von der Position unterschiedlich behan-
delt werden miisste.

e) Ist L1 U Ly = {}, so ist L1 — Ly nicht rekursiv aufzihlbar.
Begriindung: O richtig ® falsch
Losung: Aus obiger Aussage geht hervor, dass L1 = Ly = {}. Dies ist eine

regulédre Sprache, und somit, aufgrund der Chomsky Hierarchie auch rekursiv
aufzghlbar.



(10 Punkte)

4.) Gegeben seien die aussagenlogischen Formeln F; = A D (-CAB), F, = A und F3 =
BV C. Beweise Sie mithilfe des Tableau-Kalkiils, dass F3 eine logische Konsequenz
von Fy und F; ist, d.h. dass gilt: Fy, Fy = F3.

Loésung: F3 ist genau dann eine logische Konsequenz von Fj und Fy wenn (FyAFy) D
F; giiltig ist (wegen des Deduktionstheorems bzw. Folgerung 3.32 im Skriptum), d.h.
falls das Tableau beginnend mit den Annahmen t : Fi, t : F5 und f : F3 geschlossen
werden kann (m.a.W., wenn gezeigt werden kann, dass diese Annahmen zwingend
zu einem Widerspruch fiihren):

(1) t:AD(-CAB) Annahme

(2) t: A Annahme

(3) f:BvC Annahme
(4) f:B Zerlegung von 3
(5) f:C Zerlegung von 3
(6) f:A Zerl. v.1 | (7)t:-CAB Zerlegung von 1
x (Wid.: 6/2) 8)t:~C Zerlegung von 7
(9)t:B Zerlegung von 7

x (Wid.: 9/4)

Damit haben wir ein geschlossenes Tableau erhalten. Das heif3t, die logische
Konsequenz-Eigenschaft Fj, Fy = F3 gilt (wegen der Korrektheit der Tableau-
Methode).

(10 Punkte)

5.) Beweisen Sie die pridikatenlogische Formel

[Q(a, f(f(])) A (V2)(Vy) (Q(z, f(y)) D Qg(x),y)) ] D (Fy)Q(9(9(a)),y)

mittels Resolution.

Losung: Sei F1 = Q(a, f(f(0)), Fo = (Vz)(Vy) (Q(z, f(y)) D Qlg(x),y)), F3 =
(Fy)Q(g(g(a)),y) und F = (Fy AFy) D F3. Gemifl dem Resolutionsverfahren bringen
wir zunédchst = F' in Klauselform:

—F = [ (Fl A\ FQ) D Fj ] ~ FyNFyN—F3~ Fy A\ Fy A (Vy)—'Q(g(g(a)),y) .
Damit erhalten wir die Klauselform von —F":

c(=F) = {{Q(a, fF(f(0))}, {=Q(x, f(y)), Qg(x),y)}, {~Q(g(g(a)), y)} }-

Resolution liefert

Q@ f(f )} {=Q( f),RU().y)}
{Q(g(a), f(b))} {=Q(=, f(y)), Qg(x),y)}
{Q(g(g(a)),b)} {=Q(g(g(a)),v)}
{

mit den jeweiligen mgu’s fiir die Resolutionsschritte o1 = {z + a,y < f(b)},
o9 = {x < g(a),y «+ b} und o3 = {y + b}. Da wir mit der leeren Klausel die
Unerfiillbarkeit von —F' gezeigt haben, ist die urspriingliche Formel F' giiltig.
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(10 Punkte)

6.) Geben Sie an, ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind, und begriinden
Sie Ihre Antworten. (Zwei Punkte fiir richtige Antworten mit richtiger Begriindung,
einen Punkt fiir richtige Antworten mit leicht mangelhafter Begriindung, keinen
Punkt fiir falsche Antworten oder fehlerhafte Begriindungen.)

a)

Eine erfiillbare aussagenlogische Formel kann durch Instanziierung (d.h. An-
wendung einer Substitution) unerfiillbar werden.

Begriindung: X richtig O falsch

Losung: Beispiel: A wird durch die Substitution, die A durch B A =B ersetzt,
unerfiillbar.

Die Menge der unerfiillbaren pradikatenlogischen Formeln ist rekursiv
aufzéhlbar.

Begriindung: richtig O falsch

Losung: Da eine Formel F' genau dann unerfiillbar ist, wenn —F giiltig ist,
und die Menge der giiltigen Formeln rekursiv aufzéhlbar ist, gilt letzteres auch
fiir die unerfiillbaren Formeln.

Wenn bzgl. einer gegebenen pridikatenlogischen Formel F' (ohne frei vorkom-
mende Variablen) ein geschlossenes Tableau fiir f: F' existiert, so ist F' wider-
legbar.

Begriindung: O richtig X falsch
Losung: In diesem Fall ist F' giiltig, folglich kann F' nicht widerlegbar sein.

Die prédikatenlogischen Formeln (Vz)P(z) V (Vy)Q(y) und (Vz)(P(z) V Q(z))
sind logisch #dquivalent.
Begriindung: O richtig ® falsch

Loésung: Die erste Aussage impliziert die zweite, aber nicht umgekehrt. Ein
Gegenbeispiel ist die Modellstruktur der natiirlichen Zahlen, wenn man P als
“ist gerade” und @ als “ist ungerade” interpretiert.

Jede aussagenlogische Formel, die nur Variablensymbole und als logische Op-
eratoren hochstens — und A enthilt sowie eine gerade Anzahl von — hat, ist
erfiillbar.

Begriindung: O richtig X falsch
Losung: Gegenbeispiel: (mA A —A) A A.

(10 Punkte)



