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Folgen:

Folgeglieder

———
(ag,a1,as,..0), a; eR
-

i = Index

Reelle Zahlenfolge

Folge: (an)n € N
a: N>R
(a(0),a(1), ...)

Manchmal sind Folgen rekursiv definiert

Grenzwerte:
Bsp.:
(L3 w)  an=tn>1
g-Umgebung[Ug(0)]
/
~ a; a3 a do
[ | | | | .
T i i >
0 1

v

Ist Grenzwert d. Folge
beliebiges € > 0 vorgeben
Ucc) = (c—¢€,c+e)
—————
of fenes Interval

fast alle(alle bis auf endlich viele) Folgeglieder liegen in einer U.(c)

¢ ist Grenzwert der Folge a,, < Ve > 0 : fast alle Folgeglieder liegen in U,(c)

v

Ve >0:3dN = N(e) :|a, —¢| <e,Vn >N

/l\
Index ab dem alle Folgenglieder Abstand < € haben

Schreibweise: lim a,, = ¢
Tr—ro0

Fol es existiert ein GW <« a,, konvergent
olge
kein GW <« a,, divergent

an =1 (0,1,2,3,...)
divergent

Folge ist uneigentlich konvergent gegen oo
a, besitzt uneigentlichen Grenzwert oo

VK eR:IN=N(K):a,>K:Yn>N [fast alle Folgenglieder sind >|

analog —oo



Angenommen es gibe 2 Grenzwerte:

/fast alle 4

) 0>
C G

= nur 1 Grenzwert!

Hiufungspunkt:
Bsp.:
ap = (=1)"- = n>1
3 _45 _67
(-23-3%-%5)
a as as A A4 A2
“—Hi| | H——>
-1 0 1

-1 & 1 sind Haufungspunkte von a,,

¢ ist Haufungspunkt v. Folge a,, & Ve >0 U.(c) liegen unendlich viele Folge-
~——
(c—e,cte)
glieder

e Folge kann mehrere Haufungspunkte besitzen!

e wenn ¢ Grenzwert = c ist Haufungspunkt

Uneigentlicher Hiufungspunkt (+00, —00)

ay, besitzt HP +o00 VK € R : oo viele Folgenglieder vona, sind grosser
als K

Bsp: a, = (-1)"-n

keine uneigentlichen GW
besitzt uneigentlichen Haufungspunkt +oo und uneigentlichen HP —oo



Folge(a,) n > 0: gosster HP: limes superior von a,, lim sup
(inkl. uneigentl.)

kleinster HP: limes inferior von a,, lim inf

Monotonie und Beschréinktheit von Folgen

a, monoton steigend/wachsend < a1 > a,,Vn € N
a, streng monoton steigend < a,41 > an,Vn € N

analog fallend
Beschrankt

a, ist nach oben Beschrinkt < 3 Schranke S : a, < S,Vn € N
a, ist nach unten Beschriankt < 3 Schranke s : a,, > s,Vn € N

Bsp:

| |
{ {
gr. obere Schranke < -2 -1 1 % — kl. obere Schranke

infimum supremum

Folge a,, nach oben beschriinkt & nach unten beschriankt — Folge ist beschrinkt.

an:% n>1
0 11171
43 2
supremum sup a, = 1 = max a,

infa, =0

Vollsténdigkeitssatz d. reellen Zahlen

a, beschr. Folge = e a,, besitzt ein supr.
e a, besitzt ein inf.

s -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 S

Folgeglieder »J/
3 <sup<4
Teile Intervall wiederum
in kleinere Teile, usw (BUCH!)



Folge nicht nach oben beschrankt = sup a, := 400
Folge nicht nach unten beschriankt = inf a, := —oco

Satz(Hauptsatz iiber monotone Folgen)

Die monotone Folge a,, ist genau dann konvergent, falls sie beschrinkt ist.
anbeschrinkt & a,konvergent

monoton = konvergent

Beweis: a,, sei eine mon. wachs. Folge die beschrinkt ist = S = sup a,, existiert.
Vollstandigkeitssatz v. R

= S — € ist keine obere Schranke

€ > 0 beliebig

= da, :a, >S5 —¢€

a, monoton wachsen = a,, > S — ¢, firallen >N

=la, — S| <e Vn >N

= sup a, ist Grenzwert d. Folge a,,

= a,konvergent lim a, =S

n—oo
= analog falls a,, monoton fallend = lim a, = inf a,
n—oo

Bernulli’sche Ungleichung

(1+z)">1+n-x fallsn > 2,2 > -1,z #0

Beweis vollst. Induktion:
(14+z)°=1+224+ 2> >1+42z
~~

>0,2#0
n—n+1l
A+z)"= (A+2)" -(1+z)>1+nz) (1+2z)
———
Ind.Vor.einsetz
=l+nz+az+n-22>1+(n+ 1z
(n+1)-z >0

Bsp:
(1 + %)n = an n > 1 wir werden zeigen:

1. Folge a,, ist beschrankt

2. Folge a,, ist mon. wachsend

= GW existiert a,, ist konvergent
— lim a, =: ¢
n— oo

ad 1. & 2. Buch S.145




Rechenregeln f. konvergente Folgen:

an "3 aeR b, "= beR [eigentlich konvergent)

Cp 1= ay, + by, ¢n konvergent und konv. gegen a+b ¢, "5 °
n—oo

Cp =y — by cn — a—2b

(an -bp) "= a-b
(X an) "= X-a
<~
€eRr
fu "2 falls b # 0 & by, b, ... # 0
Bewelse 51ehe Buch.

Achtung bei uneigentlichen Konvergenzen!
unbestimmte Formen:

”8”;7’2777770 9 7310077’7700777”00073
Qp - by 700 - 07
Bsp:
0
1
e n -— =10
~~ n2
00
0
1
¢ N r—= =yNn—>X
00
0
~~
1
o n - — =1
N~~~ n
00

Rechenregeln f. uneigentliche konvergente Folgen

TL*)OC

an 400, by,

’I’l*}OO
b

an + by "= 400
)\ n—)oo

<Ay, 400, A >0V —0c0, A <0

an by "= 400, b> 0V —00,b < 0

a, — +oo b, — +00o

an — b, : KEINE Aussage!

a+b



Bsp:

0 0
1 AN =
bo— - =
i 51 1 2
n?+5-/n—3 _»oon __ %2/(1+ n2 ) _ ny nTo_ 1
on"—bn+1 oo _%2’(2_24_%) - 9 5 T — 2
n —_ —_— + —
~~~ n n?
2 ~—
0 0

Konvergenz Untersuchungen

Satz: ”Sandwichtheorem”

(an),, ,» (bn), konvergente Folge — Grenzwerte stimmen {iberein:
lim a, = lim b, =a

n—o0 n—oo

(cn), : Folge mit a, > ¢, > by, fuer (fast) alle n

= lim ¢, = a, also ¢,, konvergiert ebenso gegen a.

n— oo

Beweis:

Ve > 0:3N; : in Uc(a) liegen alle a,, mit n > N,
INs : in U(a) liegen alle b, mit n > No
= N :=max(Ny, N2)
in Uc(a) liegen alle ¢, mit n > N

Bsp: Konvergenzuntersuchung v. ¢, = /n

Behauptung wahle a, = 1 b, =1+ %
an > cn > by,
alle Folgeglieder. positiv
Z cp=b
zu Zelgen

v2\" Bin. LS. n\ vz n\ (vz)?

(1+22)" = H(l) (5 ) (B) +-
>1+n-y2 el 2 o
=1+V2-Vn+n—-1l=n+v2-y/n>n
élJr%Z{t/ﬁ

BE

Sandwichtheorem = a,, Cn, b, =1+



+ J ...daraus folgt... |
1 1 1

Def. Teilfolge: (an)n = (ag, a1,as2,as,aq,as, ag, ..., a,)

+ L

(a’nm) mZEN (a‘ng’ anl ) ang, angv )
Satz: SZusammenhang HP < konvergente Teilfolge”

e (an)n Folge die Hiufungspunkt a besitzt
= es gibt eine gegen a konvergierende Teilfolge von a,,

e umgekehrt: falls a,,), eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert a besitzt
= a ist Hiufungspunkt von (a),

Bsp:
o (1,-1,1,-1,1,-1,..)
konv. TF:(1 1 1,..) =1
konv. TF:( -1 -1 —-1,..)—= -1
HP HP
| |
—l=a1=a3=a5=a7; = l=ayg=as=a4 =
Beweis: (ay,)m sei konvergente Teilfolge von (ay,), [umgekehrtes in Buch]
1
a

Fast alle Folgeglieder v. (an,, )m liegen in U (G)

= oo viele Folgeglieder von (ay,,,) liegen in U.(a)

= oo viele Folgeglieder von (ay,), liegen in Uc(a) —
a ist Haufungspunkt von a,,

Satz von Bolzano-Weierstrass
Jede beschrinkte Folge (ay,), besitzt einen Hiufungspunkt

Beweis: es reicht zu zeigen, dass a,, eine konvergente Teilfolge besitzt.

Wir werden versuchen eine monotone Teilfolge zu bilden. Zu diesem Zweck be-
trachten wir alle Folgeglieder die grosser als alle weiteren Folgeglieder sind.
Indexmenge: M = k : a, > sup(agi1, Qgpt2, Gk13, --.) 2. Félle: 1. Fall: M besitzt




unendlich viele Elemente

= (ax) mit k € M ist eine monoton fallende Teilfolge.

= monoton fallend beschrénkte Teilfolge = konvergente Teilfolge
= Teilfolge besitzt Grenzwert

= Folge (ap), besitzt Hiufungspunkt

2. Fall: M besitzt nur endlich viele Elemente

= es gibt in M einen grossten Index K

= Vn > K : es gibt ein Element a,,, mit m > n, dass zumindest gleich gross
wie a,, ist.

= Teilfolge ay, Gm, Gm/, Qw7 -
= monoton wachsend beschréinkte Teilfolge
= konvergente Teilfolge = Folge (a,) besitzt Hiufungspunkt

Definition ” Cauchy-Folgen”

reelle Folge (a,), heisst Cauchy Folge, wenn fiir alle € > 0 N(¢) existiert sodass
|an, — am| < €,¥n,m > N(e) [Glieder mit grossem Index liegen nahe bei-
einander]

Satz: Cauchy-Folge < konvergente Folge

Ue(a)
—_——

—fouo—

b
fast alle FG

Beweis: siche Buch

sin(n)

Beispiel: ap, = a1 + 5= ya9 =0
n .
rekursiv definierte Folgen (é ay, ist endlich Reihe: a,, = > ‘”;L,Ek)>
k=1
an ist Cauchy-Folge(CF)
n .
p — Qm = Y S’S,Ek),m <n
k=m+1
n n—m—1 1
in(k
Ap — am' > ‘3“2115 )‘ 2 2% = 2m1+1 27]‘,
k=m+1 k=0
———
>3 g=2

=m,n>N
= Jam — an| > 5=
=Ve>0=N=N(e) : |am —an| > €






