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Gewöhnliche Differentialgleichung
Spezielle Typen
Laplace Transformation
Potenzreihenentwicklung
Randwertprobleme
Numerische Lösungsverfahren

Partielle Differentialgleichungen
Lineare und quasi lineare partielle Differentialgleichung 1. Ordnung
Lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung (Klassifikation)
Separationsansatz

1

http://info.tuwien.ac.at/panholzer/


2 Gewöhnliche Differentialgleichungen

Gleichungen, in denen neben x und der gesuchten Funktion y = y(x) auch
deren Ableitungen y′(x), ..., y(n)(x) vorkommen, werden als Differentialglei-
chungen bezeichnet. Es werden hier hauptsächlich reellwertige Funktionen
betrachtet.

Definition:
F : Rn+2 ⊇ D → R

F (x, y, y′, ..., y(n)) = 0

nennt man implizite Form einer Differentialgleichung n-ter Ordnung, falls
y(n) vorkommt.

Explizite Form:
y(n) = G(x, y, y′, ..., y(n−1))

2.1 Lösungen von Differentialgleichungen

Definition: Eine Funktion mit Definitionsbereich y(x) : I → R heißt Lösung
der Differentialgleichung, falls y(x) die Differentialgleichung erfüllt. y(x) muss
dabei n-mal differenzierbar sein.

Beispiel: y′ = xy + x2 Differentialgleichung 1. Ordnung. Sie ist linear,
da y und y′ nur linear vorkommen.

Lösungen von Differentialgleichungen sind im Allgemeinen parameter-
abhängig (d.h. nicht eindeutig).

• Spezielle- bzw. Partikulärlösung ist eine Lösung, die nicht von Param-
tern abhängt.

• Allgemeine Lösung einer Differentialgleichung n-ter Ordnung ist eine
Lösung, die von n frei wählbaren Parametern (= Integrationskonstan-
ten) abhängt.

• Vollständige Lösung einer Differentialgleichung n-ter Ordnung, ist eine
allgemeine Lösung, die alle Lösungen beinhaltet.

Gegeben sei eine Differentialgleichung n-ter Ordnung:

y(n) = G(x, y, y′, ..., y(n−1))

Die eindeutige Lösung bekommt man nur durch zusätzliche Bedingungen.
Anfangswertproblem (AWP): Bedingungen (= Gleichungen) an einem
Punkt x0. Bei einer Differentialgleichung n-ter Ordnung müssen Bedingungen
bis zur n− 1-ten Ordnung in x0 bekannt sein.
Randwertproblem (RWP):
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Anfangswertproblem:

y(n) = G(x, y, y′, ..., y(n−1))

y(x0) = y0, y′(x0) = y1, ... , y(n−1)(x0) = yn−1

y0, y1, ..., yn−1 ∈ R

G

x0- ε   x0+ ε

x0

G

x0- ε   x0+ ε

x0 Fortsetzung

Abbildung 1: Lokale Lösung des Anfangswertproblems (links) und die Fortsetzung
(rechts).

Definition: Die lokale Lösung des Anfangswertproblems ist eine Lösung
der Differentialgleichung im Intervall (x0 − ε, x0 + ε), welche die Anfangsbe-
dingung y(x0) = y0, ... erfüllt.

Ein Anfangswertproblem heißt well posed oder sachgemäß gestellt, wenn
folgende Bedingungen erfüllt sind:

• Existenz einer lokalen Lösung des Anfangswertproblems.

• Eindeutigkeit der lokalen Lösung.

• Stetige Abhängigkeit der Lösung von den Anfangswerten.

Letzteres ist besonders für numerische Lösungsverfahren wichtig.
Von Interesse ist gegenüber der lokalen Lösung die ganze Funktion in

einem betrachteten Gebiet (Abbildung 1).

2.2 Graphische Interpretation einer expliziten Diffe-
rentialgleichung 1. Ordnung

y′ = f(x, y)ϕ

Die Lösung ist eine differenzierbare Kurve (rot in Abbildung 2), die in
das Richtungsfeld passt. (d.h. Differenzierbare Kurve, deren Tangentenan-
stiege in jedem Punkt (x, y) mit y′ = f(x, y) gleich sind.) Das graphische
Lösungsverfahren heißt auch Eulersches Polygonzugverfahren. Es ist eben-
falls ein numerisches Lösungsverfahren für Differenzialgleichungen.
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Abbildung 2: Richtungsfeld einer Differentialgleichung.

2.3 Existenz und Eindeutigkeit der Lösung

Gegeben sei wiederum eine Differentialgleichung y′ = f(x, y)

• f(x, y) ist stetig. Diese Forderung muss erfüllt sein, reicht jedoch nicht
aus.

• f(x, y) ist differenzierbar (nach x und y). Diese Forderung würde die
Existenz und Eindeutigkeit einer Lösung zwar implizieren, ist jedoch
zu streng formuliert. In der Praxis gilt sie oft nicht, obwohl eine Lösung
existiert und eindeutig ist. Außerdem ist sie zum Teil schwer überprüfbar.

• f(x, y) soll Lipschitz-stetig sein. Diese Forderung garantiert die Exi-
stenz und Eindeutigkeit einer Lösung.

Lipschitz-Stetigkeit: Es sei ein Gebiet G ⊆ R2 gegeben. Eine Funktion
f(x, y) erfüllt die globale Lipschitz Bedingung (= sie ist global Lipschitz-
stetig) in Bezug auf y, falls es eine positive Konstante L > 0 gibt, sodass die
globale L Bedingung gilt:

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ L · |y1 − y2|
∀x, y1, y2 mit (x, y1) ∈ G, (x, y2) ∈ G
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wobei L die Lipschitzkonstante ist. Ein Gebiet G ist eine offene, zusam-
menhängende (d.h. Von jedem Punkt (x, y) ∈ G führt ein Weg zu einem
beliebigen anderen Punkt (x1, y1) ∈ G.) Menge.

Eine Funktion f(x, y) erfüllt eine lokale L Bedingung (= ist lokal Lipschitz-
stetig), wenn es für alle (x, y) ∈ G eine Umgebung U gibt, mit U ⊆ G, sodass
für alle (x, y1), (x, y2) ∈ U gilt:

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ L · |y1 − y2|, L > 0

d.h. L ist abhängig von (x, y1) und gegebenenfalls unterschiedlich.

Existenz- und Eindeutigkeitssatz (von Picard und Lindelöf): Ge-
geben ist ein Gebiet G ⊆ R2 und eine Differenzialgleichung y′ = f(x, y). Falls
f in Bezug auf x und y stetig ist und in Bezug auf y eine lokale L Bedingung
erfüllt, dann besitzt das Anfangswertproblem mit y(x0) = y0 für alle x0, y0

mit (x0, y0) ∈ G eine eindeutige Lösung, die sich bis an den Rand von G
fortsetzt.
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