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2.2.1 FFT

Die FFT ist ein Algorithmus, der die DFT bzw. IDFT in Laufzeit O(N log N) berechnet. Er ist im Buch auf
Seite 385 in Pseudocode zu finden.

2.3 Fourier-Transformation

Die Fourier-Analyse kann nur mit Periodischen Signalen umgehen und daher nur Sinus/Cosinusfrequenzen von
ganzzahligen Vielfachen der Grundfrequenz ergeben.

Mit der Fourier-Transformation wird die Summe der Analyse zu einem Integral und die einzelnen Koeffizienten
zu einer Funktion F(w) (die ,Fouriertransformierte von f(¢)). Dadurch kann in dem urspriinglichen Signal jede
Frequenz enthalten sein, wodurch das Signal nicht mehr periodisch sein muss.

Anmerkung: Das Signal darf sogar nicht periodisch sein!

Die Fouriertransformierte einer Funktion f(t) ist wie folgt definiert:

+oo

F(w) = F{f(t)} = (CHW) / F(t) - et (48)

—o0
Diese Transformation lisst sich auch umkehren, die inverse Fourier-Tranformation ist wie folgt definiert:

+oo
FHF(w)} = %(CHW) F(w) e ™tdw (49)

— 00

(CHW) steht fiir Cauchy-Hauptwert. Da man als Integralgrenzen nicht tatséchlich co einsetzen kann, wird das
wie bekannt iiber den Limes gerechnet:

+oo a
/ fOdt = tim [ f@)de

oo a—oo |

Definition 2. Absolute Integrierbarkeit
Eine Funktion heifit absolut integrierbar, wenn das Integral ihres Betrags immer noch kleiner oo ist:

+o0
/ FB)]dt < oo (50)

— 00

Definition 3. Faltung von Funktionen
Die Faltung von zwei Funktionen f(t) und g¢(t) ist definiert als:

+oo
(f *g)(t) = / f(t—7) - g(r)dr (51)

— 00

10



Satz 9. Rechenregeln fiir Fourier-Transformationen

Konjugation: F{ft)} = F(—w)
Streckung: F{f(ct)} = 1 F (ﬂ) mit ¢ # 0
] ¢
Verschiebung im Zeitbereich: F{ft—a)}=e ™" Fw) mitacR
Verschiebung im Frequenzbereich: FleT®. ft)}=F(w-9Q) mitQeR
Symmetrie 1: f(=t) = f(t) <= F(—w) = F(w)
Symmetrie 2: f(=t)=—f(t) <= F(—w) = —F(w)
Ableitung im Zeitbereich ohne Unstetigkeit: F{f'(t)} = iwF(w)

Ableitung im Zeitbereich ohne Unstetigkeit: F{f'(t)} = iwF(w)— Z [ft5) = f(ty)] -e ™

k=1
Ableitung im Frequenzbereich: F{t-f)y =i - F(w)
Faltung: F{(fxg)(t)} = F(w) - G(w)

Satz 10. Umkehr- und Eindeutigkeitssatz
Besitzt die Funktion f : R — C die folgenden Eigenschaften, ist sie Umkehrbar:

(i) f ist absolut integrierbar
(ii) sie ist in jedem endlichen Intervall stetig differenzierbar

(iii) es gilt fiir alle t € R die Mittelwerteigenschaft:

Die Umkehrfunktion ist dann gegeben durch:

FUFw)}=F {;ﬂF <—“>} A

2.4 Abtasttheorem

(63)

Das Abtasttheorem besagt, dass ein Signal f(¢) mit einer Frequenz w, abgetastet werden kann, wenn die

Abtastfrequenz w, mehr als doppelt so grof} ist wie die héchste Frequenzkomponente des Signals f(t).
Definition 4. Abtastbedingungen fiir ein Signal f(¢):

1. f(t) hat eine endliche Bandbreite 2, also F'(w) = 0 fiir |w| > Q.

2. Die Abtastfrequenz w; = % ist mehr als doppelt so gro8 wie die Bandbreite £ des Signals f(t), also

ws > 200

11
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Bei dieser Methode wird die Konstante C in der allgemeinen homogenen Lésung ,variiert®,
d.h. man macht den Ansatz:

n-"1
XV,(P) = C;, ‘IT a;
Lo

Basierend auf der Storfunktion kénnen verschiedene Anséatze zur Lésung gewéhlt werden.
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£.6 Geowshuliche Diffrenbialgloidmgen (00E):

Kontinuierliche Prozesse in der Technik/Physik/Biologie/Chemie
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Mit Anfangsbedingungen lassen sich die beiden integrationskonstanten C1 und C2 bestimmen:
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Ist f linear in der Funktion von y, dann ist es eine lineare Differentialgleichung, ansonsten
eine nichtleineare Differentialgleichung.
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Nichtlineare DGL und qualitative Methoden:
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3. Methode des integrierenden Faktors (fur nicht-exakte DGL)
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4. Bernoulli-DGL:
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6. Euler'sche DGL (Euler-Cauchy-DGL):
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Partielle Differentialgleichungen (PDGL)

Foglint (oibore FLG)
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Lineare / Quasilineare DGL 2. Ordnung
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Produktansatz / Trennungsansatz
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Integration mit Hilfe von Partialbruchzerlegung

Unterscheidung von 3 Féllen:

1.Fall:
Grad des Zahlers ist kleiner als der Grad des Nenners und der Nenner ist in Binarfaktoren

zerlegbar, welche reell und verschieden sind.

2.Fall:
Der Grad des Zahlers ist kleiner als der Grad des Nenners und Nenner ist in Linearfaktoren

zerlegbar, welche reell aber nicht verschieden sind.

3.Fall:
Der Grad des Zahlers ist groBer oder gleich als der Grad des Nenners.

1. Foll:
3 Dl'?( 5‘(_ 3 3(’\//7 4 \/4 s . 4
2._.9 & .
x,--37 1 x,=-3=-2 _ ZweiNullstellen.

Jedes Polynom kann aus Faktoren der Nullstellen dargestellt werden.
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1 niitzliche Formeln und Umformungen

1.1 niitzliche Winkelfunktionen und Winkelfunktiosum-

formungen
cos?(z) + sin?(x) = 1 tan(z) = zg:((:;;
sin®(z) = 1 — 1 x cos(2z) cos*(z) = 1 + 1 x cos(2z)
—2cos(x)sin(x) = —sin(2x) 2cos(x)sin(x) = sin(2x)
sin(2z) = 2sin(z) - cos(x) cos(2x) = cos?(x) — sin’x
2tan(x
tan(2$) = 1—ttan(2()m) I+ tan2(m) = cos%(z)
cos(a — ) = —cos(a) sin(a — ) = —sin(a)
_ ; _ e"te " __cosp __ 1
cosh(x) = cos(iz) = “E— cotp = TE =

1.2 Weitere Niitzliche Formeln
Quadratische Gleichung:

grof : @y o = —bEVE —dxaxe Vb;a_‘m*c (fiir Gleichungen der Form az? + bx + ¢ = 0)
Klein: 1,9 = =8 + /(5)? — ¢ (fiir Gleichungen der Form 22 + px + ¢ = 0)

Kreisformel: 22 + 32 < 1

Verschobener Kreis: (z — 1) + y? < 1 dieser Kreis ist in x Richtung um 1
nach rechts verschoben

Kreisring: 1 < 22 +9y? <3 Ellipsenformel: g—; * 'z—z =1

n—1
Summenformeln: > 4 =4n

=0

Z i= (n+1) nZ:: 2 = 71,~(n+1(3'(n+2)

1.3 Logarithmus-Rechenregeln
In(a) + In(b) = In(a - b) In(a) —In(b) = In(3)

n-In(a) = In(a™)

Ine")=n elrle) = ¢
Entlogerithmieren:
In(a) =b=a=c¢e" In(a) =Ind)=a=0



2 Funktionen in einer Variable

2.1 Ableitungen in einer Variable
2.1.1 Begriffsdefinitionen
Stetigkeit:

Eine Funktion ist stetig im Punkt xy wenn die Ann#herung von links und von
rechts zu diesem Punkt gleich ist.

lm f(z) = lim f(z)

Tr—xo—

Differenzierbar:

o Di#oantemquolienf

wenn lim %ﬁg“’) fiir beide Funktionen gleich sind.
T—rT0

2.1.2 Ableitung von Winkelfunktionen

sin(x) — cos(x)

f(z) = cos?(z) = f'(x) = —sin(2x)
f(z) = cos?(10x) = f'(x) = —10sin(20z)
(Hinweis: dies ist zuriickzufithren auf die Winkelfunktionsumformung:
2cos(x)sin(x) = sin(2x))

dusseren Ableitungen der Umkehrfunktionen

f(x) = arcsin(x) = f/(l‘) — 1

1—x2

f(z) = arccos(x) = f'(z) = ———=

1—x

f(z) = arctan(z) = f'(x) = Tlg’:2

2.1.3 Ableitung des In
flz) =In(z) = f'(z) = ;
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2.1.4 Kurvendiskussion

Die erste Ableitung gibt uns Auskunft {iber das Anstiegsverhalten einer
Funktion f(x):

f'(z) > 0 = Anstieg wird groSSer.

f'(x) < 0= Anstieg wird kleiner (negativer).

f'(z) = 0 = Anstieg ist konstant.

Die zweite Ableitung gibt daher analog Auskunft iiber das Anstiegsverhalten
der ersten Ableitung. Dieses wiederum entspricht dem Kriimmungsverhalten
der urspriinglichen Funktion: /
f"(z) > 0 = positive Krilmmung <z
f"(x) < 0= negative Kriimmung «+— /

1 . .
f"(z) = 0 = keine Kriimmung ~

Entwicklungsschritte zu Kurvendiskussionen:

1. Zunéchst werden jene Ableitungen berechnet, die fiir die
Kurvendisskusion benétigt werden (f/(z) — f'(x)).

2. Nullstellen finden indem man f(z) = 0 setzt und nach x auflést.
3. Extremwerte

3.1 f'(z) wird Null gesetzt und die Gleichung nach x gelost. Somit hat
man die x-Koordinate des potentiellen Extrempunkts.

3.2 Diese x Komponente in die Ursprungsgleichung einsetzten und man
erhilt die y-Koordinate des potentiellen Extrempunkts.

3.3 Einsetzten in f”(x) gibt Auskunft, ob tatséichlich ein Hoch oder
Tiefpunkt vorliegt.
f"(z) > 0 = Tiefpunkt (positive Kriitmmung)
f"(z) < 0 = Hochpunkt (negative Kriimmung)

4. Wendepunkte

4.1 f"(z) wird Null gesetzt und die Gleichung nach x geldst. Somit hat
man die x-Koordinate des potentiellen Wendepunkts.

4.2 Diese x Komponente in die Ursprungsgleichung einsetzten und man
erhélt die y-Koordinate des potentiellen Wendepunkts.

4.3 Einsetzten in f"’(z) gibt Auskunft, ob tatsichlich ein Wendepunkt
vorliegt (Wendepunkt wenn Ergebnis # 0).
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Beispiel:

Man diskutiere die Funktion f(z) = sin(z) — v/3 — cos(x) im Intervall
I=[-mmn]

Das heiSSt nichts anderes als finde alle Nullstellen, Extemwerte und
Wendepunkte.

1) Bildung der Ableitungen
f(z) = sin(x) — /3 cos(z)
J(@) = cos(z) + V3 sin(z)
f"(z) = —sin(z) + /3 cos(x)
f"(x) = —cos(x) — V3 sin(x)

2) Nullstellen suchen (f(x) = 0 und nach x auflésen)
sin(x) — v/3cos(x) = 0 = —sin(z) = —v/3cos(z) =
sin(z) _ /3 tan(z) = V3 =

cos(z)

r = arctan(yv/3) = & = 3, T = —%”

3) Extremwerte

3.1) f'z = 0 somit erhilt man die x-Koordinate der Extrema
cos(x) 4+ /3sin(x) = 0 = cos(z) = —v/3sin(z) = EZO:LEQ -3

- _ 1 — _ 1 —_z — 57
= \/§:>x—arctcm( \/g):>a:— 5 T="

sin(x)
cos(z)

3.2) Werte aus 3.1 in f(x) einsetzen um die y-Koordinaten zu bekommen
sin(—%) — V3cos(—F) = -2 = P(—%,-2)
sin(3T) — /3cos(3F) =2 = P(3F,-2)

3.3) Werte aus 3.1 in f”(z) einsetzen um Min,Max zu bekommen
—sin(—=%) + V3cos(— %) = 2 = —Z Minimum
—sin(3T) +V3cos(3F) =2 = 3 = Mazimum

4) Wendepunkte

4.1) f” =0 somit erhilt man die x-Koordinaten der Wendepunkte
—sin(z) + V3cos(x) = 0 = sin(x) = V/3cos(z) =

V3= i’(ggi; =z = arctan(v/3) = z = 3, r= —%”

4.2) diese Werte in f(x ) einsetzen um die y-Koordinaten des WP zu bekommen

sin(% ) V3cos(3) =
sin(—2F) — \fcos( ) 0

4.3) diese Werte in f"’(z) einsetzen um festzustellen ob ein WP vorliegt

—cos(g ) V3sin(%) = -2

—cos(—2F) — V/3sin(—%F) =2
Beide Erg‘ebmsse #0 é beide sind Wendepunkte




2.2 Obersummen Untersummen
Obersumme: O, =

1
n

(zo + ;i)

i
: I

—

N S| i
Untersumme: U, = - > (zo + 1)
Lo

-
Il
=)

Integral Untergrenze (das was beim Integral unten steht flo)
Ty = % i = Laufvariable

Beispiel Obersumme:

Berechne f; 22dx mit Hilfe von Untersummen.

laut obiger Formel ergibt sich:

n—1 . n—1 . n—1 n—1 n—1
U=1 Y @+i)P=1Y 444l 4 5 =141+ 4 Y it 5 Y2
=0 =0 =0 =0 =0
—1 n—1
Yd=dn Y i= )
=0 =0

n—1
. n-(n+1)-(n+2
Z‘b 2 = g (n+2)

wenn man das ausrechnet kommt man auf :

38n+15n+1
6n2
jetzt lasst man noch n — oo laufen
: 38n%+15n+1
limy, T;

e 38440+
Division /n? = 4 u?

6 =6

W=



2.3 Integration in einer Variable

2.3.1 Integration der Winkelfunktionen

sin(x) < cos(z)

oo

—cos(x) = —sin(z)

[ tan(z)dx = —In(cos(z))
J Wl(x)dx = tan(z) J mdx = —cot(x)

[ sin®(z)dz = L (z — sin(z)cos(z)) [ cos?(z)dx = §(z + sin(z)cos(x))

Integration der Umkehrfunktionen

Jarcsin(z) = z * arcsin(z) + V1 — 22
[ arccos(z) = z x arccos(z) — V1 — 22
[ arctan(z) = z * arctan(z) — § x log(x* + 1)

Dies kann leicht mittels partieller Integration tiberpriift werden.

Integration auf arctan(x)

J m%“ = arctan(x) [ 21:21_~_1 _ arctan (v2z)

V2

1 arctan(%) 1 . arctan(%*x)
e m=—5 Jom=—5%
2.3.2 Integration von 1 und In(x)
[i=In(z)
[s5 =2 +2) [ 5= = —In(2 — 2) (mittels Substitution)
JIn(z) =z xIn(z—1) JIn(3z) =z xIn(3z — 1)
[ In(z°) = z * In(a® — 5) [1In(32°) = z * In(32° — 5)

JIn(z +2) = (x + 2) x In(z + 2) — = dies kann jedoch mit Substituion berechnet werden u=x+2



2.3.3 Integrationsmethoden

Substitution
1) u auswéhlen
du __ 1 _ d
2) E=u =dr =7
die Ersatzwerte in Ursprungsintegral einsetzen

4) Integral 16sen und Riicksubstituieren

)
)
3)
)
Beispiel Substitution

f%dmiu:xziu’:2$:>dx:%

Lt — [ ddu = Inful = Inls?

partielle Integration

u-dv=u-v— [v-du

Beispiel partielle Integration

[ oz -edx
N N~
u dv

u=z=du=1
dv=e"dz =v=[e" =e"

Sz-e"— [ ldr=x-e" —e" =e"(z—1)



Partialbruchzerlegung

Hierbei werden 3 Falle Unterschieden:

erster Fall:
Der Grad des Zihlers ist kleiner als der Grad des Nenners und Nenner ist in
Binarfaktoren zerlegbar, die reell und verschieden sind.

Rechenregeln:

1. Zerlegung Nenner in Linearfaktoren.

Z(z)

N in Partialbriiche.

2. Zerlegung von

3. Bestimmung der Konstanten(A,B,..)

4. Einsetzen der Konstanten und Integration der geteilten Funktion

Beispiel:

Grad0
34
————dx
J 2 4 3z 4 2
—_———
Grad2
T =
1)x2+3x+2:>x12=% Vo-8 )
To = —2
Die Vorzeichen werden negiert und unsere Aufteilung lautet somit:
2243z +2=(z+1)(z +2).
3 _ _A B
2) 224342 ~ z+1 + z+2
3)In diesen Schritt kann man entweder die oben ermittelten Werte einsetzen
oder man 16st es mittels Koeffizientenvergleich. Hier mit Einsetzen.

3=A(x+2)+B(x+1); z1=-1; x9=—2einsetzen
3=A(-1+2)+B(-1+1) = A=3
3=A(-2+2)+B(-2+1)= B=-3

4)f%ﬂd$+f%dx:3ln|x+l|—31n|x+2|+C

:3ln|L+%|+C

__3
f z24+3x+2 T+

10



zweiter Fall:
Der Grad des Zahlers ist kleiner als der Grad des Nenners und Nenner ist in
Linearfaktoren zerlegbar, die reell aber nicht verschieden sind.

Rechenregeln:

1. Zerlegung Nenner in Linearfaktoren.

2. Zerlegung von f]((;)) in Partialbriiche, wobei alle Potenzen
[(z — 21)!, (x — 21)?,...] als Nenner zu beriicksichtigen sind.

3. Bestimmung der Konstanten(A,B,..)

4. Einsetzen der Konstanten und Integration der geteilten Funktion

Beispiel:
Grad2
322 + 8z +2
J o3+ 2% + acdx
1) hier wird das ganze hin und wieder etwas bléd in was man etwas Zerlegen
soll im Zweifelsfall man durch (x-1) dividieren, vielleicht erkennt man dann
mehr.

Tr1 = 0

Toz = % vi-4 _ 4

Die Vorzeichen werden negiert und unsere Aufteilung lautet somit:

23+ 222 + x = x(x + 1)? das Quadrat aus dem Grund weil 25 und x3 gleich
sind.

4202+ r=wx (2?2 +222 +2) =

32248z+2 _ A B C
2) x342x24+x ~ =z + z+1 + (xz+41)2

3)In diesen Schritt kann man entweder die oben ermittelten Werte einsetzen
oder man 16st es mittels Koeffizientenvergleich. Hier mit Koeflizientenvergelich:

2+ 202+ 1 =Ax+1)2+ Br(x+ 1)+ Cx
’4+22°+rx=2> (A+B)+z-24+B+C)+ A

3=A+B
8=24+B+C
2=A

=A=2B=1;,C=3
4)f%dx—l—fﬁdx—l—fﬁdx:21n|a:|—|—ln|a:—|—1\+3-\/;71ﬁ+c

J fjﬁigiidm =In|z?  (z+1)] -

3
Nzl
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dritter Fall:
Der Grad des Zihlers ist grof3er oder gleich als der Grad des Nenners.

Rechenregeln:

1. Zidhler durch Nenner dividieren(Polynomdivision). Man erhilt dadurch
in Quotienten einzelne Summanden und einen Restbruch.

2. Auf diesen ist dann Fall 1 oder Fall 2 anzuwenden.

Beispiel:
= _iﬁ?z”dx Grad des Zahlers = 3, des Nenner = 2.

a3 —22+22+2:22 —1=2—1und 3z — 1 Rest.

:fmdx—fldx—&—f&”l

das letzte Integral muss man jetzt nochmals mit partiell Zerlegen:

Gradl
—

3$ Jx+1_ A 4+ B

.13 —1 ozl x—1
——

Grad2

3x+1=A(x—-1)+ Bz +1)

3r+1=Az—-A+Bx+ B

3=A+1B

1=—A+B

=B=2A=1

= [ade— [ldz+ [ =5 + f%:g—z—x+ln|x+1|+2ln|x—1|

[alemae2gy — 2 (@4 1) - (2 — 1)+ C

12



3 Funktionen in mehreren Variablen

3.1 Quadratische Form

Wenn es heif3t: bestimmen sie den Wert a sodass die quadratische Form
irgendein Polynom positiv definit ist, dann rechnet man das folgendermaflen:

Polynom: 3z? 4 axy + 2xz + 2y? + 2yz + 222

R R R T Rx Rx Rz T
q(z,y,2) = (v,y,2)* |R R R|*x|y|=|Ry Ry Ry|x*|y]|=
R R R z Rz Rz Rz z

Rx? + Rxy + Rxz| + Ryx + Ry? + Ryz| + Rzx + Rzy + rz?
Das soll kein Betragszeichen sein sondern einfach nur eine Optische Trennung.

3.2 Homogenitit von Funktionen

Ein k-dimensionaler Vektorraum ist homogen wenn gilt:

fla-z1,na-x,)=a" - f(x1,....,2,)

Beispiel fiir eine nicht homogene Funktion:

f(w,y) = az® ty

Diese Funktion ist nicht homogen da r keinen Wert annehmen kann damit die
Gleichung richtig wiire.

3.3 Stetigkeit

3.4 Grenzwert
Es existiert ein Gemeinsamer Grenzwert wenn:

lim hm flz,y) = hn}) hm flz,y)

z—0y

13



3.5 Tangentengleichung

Zur Berechnung der Tangente am Punkt zy gibt es folgende Formeln:

R:y= f(zo) + f'(z) *x (x — x0)
R?: 2 = f(w0,90) + fo(w0,%0) * (z — 20) + fy (0, 30) * (¥ — o)

Beispiel fiir R?:
Fiir die Funktion f(z,y) = /1 — 22 — y? berechne man die Gleichung der
Tangentialebene an der Stelle (xq,yo) = (0.2,0.3)

x

fe(z,y) = —\/TTyz
Y

fo(m,y) = \/TTyQ
z = f(xo,90) + fz(wo,90) * (x — 0) + fy(T0,Y0) * (¥ — yo)

z=10.93 - 0.21z 4+ 0.043 — 0.32y 4 0.096

z=1.07—-0.21z — 0.32y

3.6 implizite Funktionen

...sind Funktionen der Form z%y? — 1= 0 (=irgendetwas deutet auf eine

implizite Form hin).

aus dem Hauptsatz fiir implizite Funktionen geht hervor das:% = —% ist.
v

Randbemerkung: % =vy'; F, = Ableitung nach x; F, = Ableitung nach y

3.7 Taylorpolynom
Z fk-](;ICO) % (z — xo)k

k=0

d.h.: fiir die 2te Ordnung(R?):

f(x,y) = f(xo,y0) + fo(xo,%0) * (x — 20) + fy(20,y0) * (¥ — Yo)
—_——

k=0 k=1
Jaa(0,90) * (€ — 20)* + fay (20, y0) * (z — 20) * (¥ — yo) + fyy (@0, y0) * (Y — y0)*

* 51

k=2

14



3.8 Richtungsableitung

Jede beliebige Ableitung z.B.:f, leitet man immer Richtung des Ursprungs ab.
Wenn man jedoch vom Punkt #j in ein bestimmte Richtung P(—1, —1)
Ableiten mochte spricht man hierbei von einer Richtungsableitung.

Man geht folgendermafien vor:

Richtungsableitung: grad f - €

Jz
grad f: ist der Gradient der Funktion grad f(Z) = fy
1

€: Einheitsvektor. Dieser berechnet sich folgendermaflen: €= = * d.

la

€ wird auch oft als ay gekennzeichnet.
Leitet man Richtung Koordinatenachse ab so ist die Richtungsableitung auf

der x-Richtung gradf - (é) und die y-Richtung gradf - (?)
Beispiel zur Richtungsableitung:

=2
fawy) =a? 432 TR
— fy =6y
Ableitung in Richtung P(—1,—1)

i 1= ()= (33) = ()

o = (1,2)

-
Sl

V2

Richtungsableitung: grad f - €= <2> L (_1> = EL«2+(-0xl2

Hinweise:

Ja
grad f(Z) = Ty eingesetzt mit Werten = die Richtung des max. Anstieges

Wert dieses Anstiegs: |grad f| = \/fg + 2+ 24

15



3.9 Bestimmung der Extrema
1. Bildung der Partiellen Ableitungen erster Ordnung & 2ter Ordnung.

2. Bestimmung aller Nullstellen — alle Punkte welche fiir Extrema und
Sattelpunkte in Frage kommen.

3. Jeden Punkt mit der Hessematix H; = <§m ffy> durchspielen.
zy  Jyy
Es gilt:
o H; <0 — Sattelpunkt.
o Hy >0& fro > 0 — pos. definit — Minimumpunkt.

e Hy >0& frz <0 — neg. definit — Maximumpunkt.

16



Beispiel:
Man bestimme alle relativen Extrema & Sattelpunkte von
fla,y) = (@ +9?) —2(a? — y?)

1)Bildung der Ableitungen x"*y"- -2sle2,?
0)f(z,y) = (z* +y?) — 2(2? — y*)

D folz,y) = 2(2® +92) + 22 — 4o = 4z - (22 + 9% — 1)
2)fy(z,y) = 4y + 4y° —dy = dy(z* +y* - 1)

3) foa(@,y) = 120° + 4y — 4

4) fay(2,y) = 8zy

5) fyy(z,y) = 4a% +12y% — 4

2)Bestimmung der Nullstellen

=0
aus 1) dz(2? +y? —1) =0 {x
T =+/1—192
1) in 2):
y1=0
r=0: 4y(0+9?—-1)=0=4y> —4y=0=4y(y>—-1)=0
( ) =00 o

= Pl(0,0), Pg_yg(o, :l:].), P475(:|:].,0)

1) und 2) gleichsetzten:
dr- (22 + 2 - 1) =4y - (22 +y* - 1) =ax =y

in 1):

R+ —1)=0=>8P —dy=0=> 2P —y=0=
= Odas wurde oben schon abgedeckt

y(2y? 1) =04 g

41
y2*iﬁ

in 2):
dr(x?+22-1)=0=82%—4dr=0=223-2=0

9 1 = Odas wurde oben schon abgedeckt
x(22° —1) =

3)Einsetzen aller Punkte in die Hessematrix

(—4)*(—4)—0%0 =16 = Hy > 0& fyz < 0 — neg.definit — Mazimumpunkt.
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3.9.1 Berechnung der Extrema mit Nebenbedingungen (Lagrange
Multiplikation)

Die Extremwerte einer Funktion z = f(x,y), deren unabhiingige Variablen x
und y einer Nebenbedingung g(z,y) = 0 unterworfen sind, lassen sich mit Hilfe
des Lagrangeschen Multiplikatorverfahrens wie folgt bestimmen:

1. Aus der Funktionsgleichung z = f(z,y) und deren Nebenbedingung
g(x,y) = 0 wird zunéchst die Hilfsfunktion
F(x,y,\) = f(z,y) — X - g(x,y) gebildet. Der (noch unbekannte) Faktor
A heifit Langrangescher Multiplikationsfaktor.

2. Dann werden die partiellen Ableitungen 1. Ordnung dieser Hilfsfunktion
gebildet und gleich Null gesetzt:

Fw:f;ﬂ =
Fy=f,(z,y) = A gy(x,y) =0
Fy=g(z,y)=0

Aus diesem Gleichungssystem lassen sich die Koordinaten der gesuchten
Extremwerte sowie der Lagrangesche Multiplikationsfaktor A berechnen.

3. Diese so ermittelten Punkte wieder in die Ursprungsgleichung (f(z,y, 2))
einsetzen. Ist das Ergebnis != 0 so ist der Punkt ein Extremwert.

Bei diesem Verfahren muss man sehr aufpassen das man keinen Punkt
iibersieht es gibt immer mehrere Komponenten(x,y,z,A,.. die man ermitteln
kann. Diese ermittelten Komponenten muss man mit allen Kombinationen in
die anderen Gleichungen einsetzten um so viele wie mogliche Punkte zu
erhalten.

18



Beispiel
Bestimmen sie die stationdren Punkte der Funktion f(z,y,2) =z +y+ 2
unter den Nebenbedingungen: 22 —y? + 22 =1und z —y =1

2

1) Bildung der Hilfsfunktion

F(%y,Z,)\aN) :f(x,y,z)—)\g(x,y,z)—,uh(x,y7z)

2) Bildung der partiellen Ableitungen erster Ordnung

Flz,y,z, ) =ax+y+22—X-(@®>—y?+22 1) —p-(z+y—1)
VFp(x,y, 2, \ ) =1—A22 —pu=0
VEy(x,y, 2, A\, 10) =14+ X2y —pu=0
)F,(x, y,z)\u)—2z—2/\z—0
VEN (2, Yy, 2, A\ p) =22 —y? + 22— 1=0
)JEu(z ) =

Yz Ap)=—z—y=0

aus (3):
z2=Az2=0=>2z2(A-1)=0
=2z2=0 A=1

aus (5): x = —y

Z:O}in(4):x2+m2—1:02>x::|:\/g
==Y R

L N[
——
—
=
—~
N
T
N
I
|
[N o

3) Diese Punkte in die Ursprungsgleichung einsetzen

P \}5 \/5 + 0% = 0 = kein Extrema
P \}§+\}§+02>0:>Extrema
Ps: —% + \}i + 0% = 0 = kein Extrema
Py —%—7+02<0:>Extrema
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3.10 Bereichsintegrale

Das Blode an Bereichsintegralen ist nicht das Integrieren selbst sondern das
finden des Integrationsbereiches. Hier kann man Grundsétzlich 2 Fille
unterscheiden. Integration in Euklidischer Form und in Polarer Form. Die
Polare Form bietet sich oftmals bei Winkelfunktionen und Kreisen an.

Es gibt verschiedene Wege die Integrationsgrenzen anzugeben:

x d
1. als kartesisches Produkt [a,b][c,d] — [ [ ...dzdy
Yy cC

2. als Funktionen z.b.: x=4, y=1 und x+2y=2

N
i

T T | ST |
-1 1 23 4

-1 - W\:

4 1 1
hierbei sind die Integrationsgrenzen [ [ dydx. Wobei [ dy die

01-2 1-z
Steigung der Blauen Linie ist.

3. In Punkten dies wére fiir das obige Beispiel: (0,1), (4,-1),(4,1) hier muss
man sich dann vorher eine kleine Skizze machen und die Funktion
y =1 — 5 selbst herleiten.

4. als Kreisformel z2 + y2 < 1 bei dieser Form ist es oft hilfreich die alles in
Polarkoordinaten umzurechnen. siehe Bsp. unten
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Beispiel:
[ [ xin(y) wobei B = {(z,y)|y > |z| und 1 < 2* +y* < 3}
B S——

T
Hierbei bietet sich polar sehr gut an da ansonsten ein ziemlicher Wurzelkrieg
ausbrechen wiirde.

. . o . 3 .
Aus y > |z| folgt und diese beiden Linien entsprechen 7 <f:

und 1 < 22 + y? < 3 ist ein Kreisring mit r; = v/1;79 = V/3:

=>

. . r — Grenzen : vonZ — 3%
Hieraus ergeben sich folgende Grenzen: 4 4

@ — Grenzen : vonl — V3

Da wir das ganze in Polardarstellung rechnen wollen miissen wir erst alle
Werte umrechnen:

T=T7-C08p Y=1"8iny

Weiters miissen wir noch die Funktionaldeterminate hinzuziehen da wir von
Euklid nach polar umgewandelt haben.

x nach r Abgeleitet x nach ¢ Abgeleitet

(@) _ get N /\% — et [COSP —Tosing
o(r.y) Y Y sinp T CoSp
T ®

cosp - - cosp + sing -1 - sing = r - (cos®p + sin*p) = r (Info: das ist immer r)
—_—
=1

Daraus folgt jetzt unser Integral:

39
I recosp-In(r- sing) r dpdr
15—~ ——— ~

T In(y) Determinante

Substituieren u = rsing u = —rcosp — dp = _7‘cd071;<p
V3 i
[ r? [ cosp-In(u) — T,Cff;;wdr
R §
v3 i V3 an
J —r [ In(w)dudr = [ —r*u-In(u— 1)\%4 dr
1 z 1

3 V3
1
F= [ re0=0

—r(r - sing - In(r - sinp — 1))
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3.11 Bogenlinge

Die Bogenlénge ist nichts anderes als die Lénge einer Kurve.

Bogenlange:

b b
allgemein: : L= [||&(t)||dt = [/ (£)% + ... + ¢}, (t)2dt
@2
in der Ebene: [ /14y’
@

b b
im Raum: : L= [||d(t)||dt = [ /2”2 +y? + 2"2dt

Wenn in der Angabe steht parametrisieren Sie folgende Kurve nach der
Bogenléinge, dann Soll man t berechnen. Wir berechnen hierbei das Intervall [a,b]

Beispiel:
t
1)Man Bestimme die Bogenlédnge der Kurve ¢(t) = | —sin(t) | ,0<t <~
cos(t)
cg
=1 —1
ch = —cos(t) — cos?(t)
ch = —sin(t) — sin?(t)

N Of e/ (8)||dt = 0f\/1 +cos?(1) + sin?(1) = Ofﬂdt — V3t =\r

2) Parametrisieren Sie folgende Kurve nach der Bogenlinge

() = <§(t§1)g> >0

2

d=9%=2V/tx1— 2 =4t+4
céz%:t — =t

S s= [VE+A+4dt = [t+2dt = & + 2|
0 0

S =% 4 20— 0= +4du—ds - uyp = ==V _ o4 I
—2 — /4 +4s fallt flach da t >0

u=1t=24 241+ s das jetzt noch in die Ursprungsgleichung einsetzen:

44/ (—=1424/TFs)3
O = | Copaviray
2
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3.12 Kurvenintegral

Das Kurvenintegral ist nichts anderes als die Lénge einer Kurve entlang einer
Funktion. (Die Schnittmenge aus Funktion und Kurve)

Man unterscheidet jedoch Kurvenintegrale iiber skalarwertige Funktionen und
iiber Vektorfelder.

allgemein: [, fds = fbf(k(t)) - |K'|dt

b
Angewendet auf unsere Beispiele: [ f(c(t)) - |/ (t)|dt

a

Der Betrag eines Vektors: ¢ = (z,y,2) = |¢] = /a2 + y? + 22

Beispiel:

Man Berechne das Kurvenintegral der Skalarwertigen Funktion f ldngs der
Kurve c(t)

f(x,y) = =35z, at) = (cos(t), sin(t), 0<t<3)

B

cos(t)

&(t) = (cos(t), sin(t)) = &(t) = (m(t))

¢} = —sin(t) ="sin*(t)
ch= cos(t) = cos*(t)
= || (t)]] = [sin®(t) + cos?(t) =1
—_—
1
z (t)-sin(t) d 2 d
Ccos -S1MN . 1 t — t . . t t
Of cos?(t) + sin’(t) H\(/-i‘ Ofcos( ) sin(t)
N————— c'(t
=1

Mit Substitution: v = sin(t) = dt = co“?ft)

3 . =
Judu =% = sz(t)|§ =0,5
0
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3.13 Integratibilitidtsbedingung

Ist die Integratibilitdtsbedinung erfiillt so liegt ein Gradientenfeld vor und
somit gibt es eine Stammfunktion. Weiters ist die Integratibilitédtsbedinung ein
Hinweis auf Wegunabhéngigkeit. Hierbei miissen jedoch die Funktionen stetig
sein, sprich keine Polstellen aufweisen.

Ofs _ 8 3f _ ofe / Sf2s _ Ofs / Sfs _ 0fr
ox; — Ox; oy ox 6z Oy ox 6z

Wenn alle das gleiche ergeben folgt Wegunabhéngigkeit.

Beispiel:
Teste [ cos(z)dx + e Ydy + 2°dz auf Wegunabhéingigkeit.

§fi _ Of2 dcos(z) __ fe Y o
Sy T e T ey = ex —U=0

8 _ & 8t _ 82 99
z Yy

8fs _ Ofs _ 522 _ dcos(x) _
6x75z§§3;* 52 éu

3.14 Stammfunktion

Finden der Stammfunktionen:

1. Interatibilitdtsbedingung priifen, wenn diese korrekt ist existiert auch
eine Stammfunktion F mit F,, = fiundF, = f.

2. F, nach dx Integrieren, hierbei erhélt man eine Konstante c(y) diese ist
jedoch von y Abhéingig. ®

3. Diese nach dx Integrierte Funktion nach y ableiten Fy(z,y) somit erhilt
man die Konstante ¢'(y)

4. Die 2te Fy(z,y) Funktion steht in der Angabe.
5. Jetzt beiden F,(z,y) - Funktionen gleichsetzen und ¢’(y) ausrechnen.

6. Diesen ¢(y) nach dy integrieren somit bekommt man ein neue Konstante
d welche von x und y unabhéngig ist ®.

7. die Stammfunktion lautet somit ® + ®
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Beispiel:
Fr=f1

——~
7 | 32% + day — 3y?
f(xay)_ 2$2*6$y*3y2
—_————

Fy=f2

1) Integratibilitétsbedingung:

5fr _ §f
Ty = dr -6y =52

= Integratibilitédtsbedingung erfiillt = es existiert eine Stammfunktion F mit
F, = fiundF, = f,

2) F,, nach dx Integrieren
O ®
2 S
F(z,y) = [ filz,y)de = [ 32% +4zy — 3y* = 2° + 22y — 3zy + c(y)

*

3) Integral nach y ableiten:
(1)F,(z,y) = 20% — 6ay + ' (1)

«!

4) zweites Fy, :
(2)Fy(z,y) = 22% — 62y — 3y* dieses folgt aus der Angabe.

5)(1)&(2) gleichsetzen
22% — 6y + ¢/ (y) = 22° — 62y — 3y = (y) = —3y°

6)c’(y) nach y auf integrieren.
®1

——
c(y) = [¢(y)dy = =3 [y?dy = =y +d

7)
Stammfunktion = 2% + 2x2y - 3333/2 —93 +d
——

© ®1

Das Potential ist die Negative Stammfunktion —F = 23 — 222y + 3xy? + 3°.
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4.1

2.1

Differenzengleichung

Differenzengleichung 1.0rdnung

. fiir Lineare Differenzengleichungen 1.0rdnung mit konstanten

Koeflizienten der Gestalt 41 =az, + b ,n=0,1,2,... gilt:
~—
®

n
S a”aﬁo—i—baa:ll, wenn a # 1
n =
To+b-n, wenn a = 1

a und b sind konstante Koeffizienten(1,3,5,7.9,...).

xo ist der gegebene Anfangswert.

®: wenn b nicht von n abhéngig ist, sprich konstant ist(z.B.:
Tnt+l = 5$n + 7)

. Lineare Differenzengleichungen k-ter Ordnung allgemeine Formel:

Tptl = AnTp + by .
~—
®

an und b, sind beliebig reelle Funktionen in n, also reelle Funktionen.
Wenn b,, = 0 fiir alle n € N folgt homogen (2,41 = anx,, n=0,1,2...)
sonst inhomogen (z,+1 = anxy, + by).
® diese Formel verwendet man wenn b von n abhéngig ist, sprich nicht
Konstant ist(z.B.: 41 = bz, + 7).

Die einer inhomogenen Differenzengleichung 1.0Ordnung

Tpi1 = anZy + by,) zugehorige alleemeine Losung ist z, = 2V + .
(Tn+ ) zugehdrige allg; g

W _ "o ;
xn ' = C [] a; homogene Lésung.
i=0

x;” ). inhomogene Lésung berechnung durch

n—1
e Variation der Konstanten z{¥ = C,, I1 a; (Homogenes C auf C,
i=0

erweitern und C,, durch einsetzen berechnen).

e Methode des unbestimmten Ansatz
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Beispiel zu 1: Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten

Man bestimme die allgemeine Losung der Differenzengleichung

Tn+1 = 3 Tn + 1 , n>0zum Anfangswert xgp =0
b

a

a™xg + baajll, wenn a # 1

Allgemein: x,, =
xo+b-n, wenn a = 1

allgemeine Losung;:
— (2\n G)r-1 _
Iy = (3) o + %_1 =

(31

= (§)"x0 + T =
Ty = (%)” “(xo—3)+3
~——

C

Losung zu Startwert zo = 6
Tog = 6 , N = 0

z9=(3)"-c+3
6=1c+3=c=3

o) =(2)*3+3=527+3
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Beispiel zu 2: Differenzengleichung allgemeine Form:

Gesucht ist die allgemeine Losung der linearen Differenzengleichung
2
Tpe1 =3 2, +3" , n=0,1,2,...
~~~ ~~~

an bn

Allgemein:
o 2P 1 o

NN (OB
homogene Losung:zy,’ = C [] a;
i=0

n—1
partikuldre Losung mit Variation der Konstanten::r,(lp ) = Chn 1] a:
i=0

homogene Losung:

nx(n—1)

n—1 n—1
=0 =0 -

partikulare Losung:

Ansatz: m%p ) = Cp - 3"(n — 1) diesen muss man in die Ursprungsgleichung

einsetzen.

CnJrl . 3(n+1)((n+1)—1) _ 32n . CfnSn(n—l) +3n2
—_———
T 41 Tn

Cn—i—l . 3n2+n — 32n+n(n71)cn + 377,2
Coiy 37 = 320, 4+ 1

CnJrl = Cn + 3%

Cpy1=Ch+ 3% =1+ % + 3% + .... = geometrische Reihe s,, = a,, - i,q #1

1—q
1-5m _ (1 _ 3%) . % :w%p) _ (1 _ 13%) A % .3n(n—1)

= T
1-3

= Losungsgesamtheit: z, = :m(lh) + :z:%p) =C.3n(-1) 4 (1- 3%) . % . gn(n—1)
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4.2 Differenzengleichung 2.0rdnung

e allg. Form: x,, 2 + axpq1 + by = Sy
a,b Konstanten € R, s, = Storfunktion, wenn s,, = 0 fiir alle n € N =
homogen sonst inhomogen.

e Losungsgesamtheit: x, = x%h) + x,(lp )

e Entwicklungsschritte:

Bestimmung der allgemeinen Losung x%h)

Bestimmung der partikuldren Losung xﬁf’ )

Bestimmung der Losungsgesamtheit x,, = x%h) + :E%p )

Mittels Anfangswerten Konstanten berechnen.

Bl o

Losungsgesamtheit mit ausgerechneten Werten neu anschreiben.

4.2.1 Differenzengleichung 2.0rdnung homogenen Typ

Bestimmung der homogenen Losung ;U%h) mittels Charakteristischer Gleichung:

N tad+b=0=:

1)01/\? + 02)\3 falls Ay # Ao, A1, A2 € R
M = 2)r"™(Chcos(np) + Cosin(ng) falls Ay # Ao, A1, A € C
3)(Cy + Can) - A falls A1 = A2, A1, Ao € R

falls 2: muss man das A-Ergebnis in Polardarstellung umwandeln

1. A-Ergebnis = a 4 ,/d
a
b

2. r=|z|=Va2 +b2 =F;

_ GK __ Im __ b _
3. ¢ = arctanz = arctangz = arctan, = Ej

arctan(2), wenn a > 0
arctan(2) +m, wenn a < 0,b>0
Y= arctcm(g) —m, wenna<0,b<0
s wenn a = 0,b > 0
-3, wenn a = 0,b <0

4. Einsetzen E7 - (Cicos(n - E3) £ Cysin(n - Eg))
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Beispiel:
Gesucht sind die allgemeinen Losungen der homogenen Differenzengleichung.
(a) Tpyo — Txpe1 + 122, =0

(b) Tp+o + Tpnt1 + 2o =0
(C) Tn+4+2 — 81’n+1 + ].6£Cn =0

a) Tpyo — TTpy1 + 122, =0= A2 —TA+12=0

A =4
:>)\1,27i@{/\1 3 M#ENER
2:

Ty = ClA? + CQ)\? = C14" + Cy3"

b) Znio+ Tpi1 + T, =0=>XN2+X+1=0

a b
—~
1 3.
) VISR
$A1’2:—ht7 \/é—‘l'l'l: % ;1 M#£NEC
Voo L3,
2T 7y 1"
—~ ——
a b

= x, = r"(Cicos(ny) + Casin(ny))

2 = r(cos(d) + sin(9)), r=Va@ TP = [L+3I=1

5

|o

Da a<1 ist: ¢1 = arctan(%) +7 =20 =arctan(2) —m = —-2¢
A2 = 1(003(2{) + zsm(%ﬂ))

sin und cos sind Vorzeichenneutral: C;cos( Q”T’T) + 0282'77/(271?‘”)

(¢) Tpio — 8Tpi1 + 162, =0= A2 -8\ +16 =0

= )\172 — 8£v064-64 624764 = 4, AM=XER

= Ty = (Cl + an))\n = (Cl + an)4n
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4.2.2 Differenzengleichung 2.0rdnung inhomogenen Typ
Tpt2 + aTpy1 + 0T, = Sy <= ap + Ap—1 + ap—2 = Sy,
Losungsweg:
1. Losung der homogenen Gleichung (siehe oben)

2. Losung der partikuléren Gleichung iiber Versuchslosung abhéngig von
der Storfunktion.

Sn Versuchslosung a%p )
1 A
r" Ar™
sin(rn)/cos(rn) Asin(rn) + Bceos(rn)
n*oder PolynomGradk Ag + Ain+ Asn? + ... ApnF
nk % pn (Ag + Ain + Agn? 4 ... Agn¥) -7

(Hinweis: Falls die Storfunktion eine zusammengesetzte Form wie
27~ — 6n5" hat kann man diese einfach in zwei Teile

aufteilenz'® = 27=1 und z) = 6n5", berechnen und danach wieder
zusammenfiithren = folgt aus Superpositionsprinzip).

2.1 Berechnung der Konstanten durch einsetzen der Versuchslésung in die
Ursprungsgleichung

3. Zusammenfiihren a,, = a%h) + a%p ) (Bei geteilten partikulidren Anteil

an = a + a4 @)

3.1 Mittels Anfangswerte die Konstanten berechnen. Es miissen mindestens
n Anfangswerte fiir n Konstanten vorhanden sein. (Hinweis: wenn steht
(n>2, xg = 1) muss als z,, = 1 und als n=0 genommen werden auch
wenn n > 2 steht).

4. Formel fiir a,, vollstdndig anschreiben.
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Beispiel:
Man bestimme die Losung nachstehender Differenzengleichung zu
vorgegebener Anfangsbedingung.

dxpyo + 120,49 — T2, = 36 r9g=06, r1 =3

~—~
Sn
homogene Losung:
41‘n+2 + 12I‘n+1 - 7In =0
_ 7 M =3
A2 = 12i\/1;14+4 o7 \ 2 .. M#AMER
2= "3

= x%h) = Cl)\? + CQ)\EL = Cl(%)n + 02<—%)”

partikulare Losung;:

Storfunktion s,, = 36 = Ansatz: xﬁf’ ) = A Das in die Ursprungsgleichung

einsetzen ergibt:

UA+ 124 —TA=36=>A=4—= 2P —4

(Hinweis: wenn in der Versuchslésung ein
n vorkommt muss dieses bei x, 1 auf (n+1) bei z, 2 auf (n+2) ersetzt werden.)

Allgemeine Losungsgesamtheit:

zn =2 + a2l = CL(3)" + Co(~ D)™ +4

spezielle Losung mit gegebenen Anfangsbedingungen

.13():6, 33‘1:3

Lazg=6 :6=C1(3)°+Co(-01)+4=2=C1+Co=>Co=2-C,
—— e
n=0;z,,=6

II: 1 =3 23201(%)1—5-02(—%)14-4#—2201—702?01:702—2

—— —_—

n=1;x,=3

Iin II:
CL=7(2-0Cy) -2

3 1
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5 Differenzialgleichung

5.1 Allgemeine Begriffe
Allgemein heifit eine Gleichung der Form

F(z,y,y. 9", ....y") =0
fiir eine Funktion y(x) und deren Ableitungen ¢/ (z), y" (), ...y*) eine
gewohnliche Differentialgleichung.
Unter einer Losung (einem Integral) der Differentialgleichung verstehen wir
eine Funktion y(x), welche mit ihren Ableitungen die gegebene Gleichung
erfiillt.
Man Unterscheidet:

e Die allgemeine Lésung enthilt beliebig wahlbare Parameter Cy, Cs..
und entspricht einer Schar von Losungskurven.

e Eine partikulire Losung erhélt man durch spezielle Whal der
Parameter zu vorgegebenen Anfangsbedingungen, also durch Auswahl
einer bestimmten Losungskurve.

e Die singulire Lésung gehort keiner Losungsschar an. Sie kann nicht
durch geeignete Wahl von C gewonnen werden.

Beispiel:
Man zeige das Cl Lot z) die allgemeine Losung der Differenzialgleichung

22y + 3xy +y = O ist. Wle lautet die partikuldre Losung zu den
Anfangsbedmgungen y(1) =3, y'(1) =-27

Erster Schritt erste und 2te Ableitung der Losung bilden.

y =01+ 0, In( z)
Cl L +C 1— ln(r) Cl Z 1+ Cy 73+2ln($)

Diese Ergebnisse in die Ursprungsgleichung einsetzen:

22(C, 2 =+ CQM) + 3z(—Cy L S+ C 1= l"(m)) +y = 0 ausrechnen und
umformen ergibt: y, = C11 + Cy l":(f Q.E.D.

zu: Wie lautet die partikulédre Losung:
y(1)=3:C11+ o = ¢ =3

y(1)=-2:—-C 2 +CEe0 50y =1
3

Das ganze noch einsetzten:
yp(z) =32 + l"(m)— partikulire Losung
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5.2 lineare Differenzialgleichung 1.0Ordnung

allgemeine Form:

0 homogen
y + alz) y= s(x) inhomogen
~— —~— —~—
% Funktion Stérfunktion

Losungsschritte:

1. Lésung der homogenen Gleichung 3’ + a(z)y = 0 durch Trennung der
Variablen (dx , dy jeweils auf eine Seite bringen) (Hinweis y' < %):

% =a(z)y = d—yy = a(x)dz

2. Integration links nach dy rechts nach dx. Die dabei entstehenden
Konstanten gleich mit Logarithmus (In(c)) anschreiben.

3. Auflssung nach y wenn méoglich (am Schluss sollte z.B.: yp(z) = £
stehen). Folgende Rechenregeln kommen einen dabei zu gute:

In(
e In(a) —In(b) = In(%)
e n-In(a) =In(a™)
e ln(e™)=n
o clnla) — ¢
e Entlogarithmieren: In(a) = b = a = e®

e Entlogarithmieren In(a) =in(b) = a=1»>

4. Findung einer partikuldren Losung durch Variation der Konstanten.

Konstante C der homogenen Losung wird zur Funktion C(x)(z.b.:

yn(x) = £ wir zu y,(z) = <2,

5. Die partikuldre Losung Ableiten nach x ableiten um y; zZu gewinnen.

6. Einsetzen der partikuldren Losung (y, & y;,) in die Ursprungsgleichung
und Funktion C(x) ermitteln. (Falls man "nur”C’(z) ermitteln kann muss
man diese C’(x) nach dx integrieren um C(z) zu erhalten)

7. Die so ermittelte Funktion C(z) in die partikuldren Losung einsetzten.

8. homogene und partikuldre zur Losungsgesamtheit zusammenfiithren.
y(@) = yn(x) + yp(x)

9. Anfangswerte einsetzen y (5) = und C berechnen

10. Ergebnis Anschreiben (homogene & partikulére mit expliziten C)
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Beispiel:

Man bestimme die partikulire Losung der Differenzengleichung:

Yy + cos(x) y = sin(x)cos(x) Anfangsbedingung: y(0) =1
N—— ——

Qg Sn

homogene Gleichung ¢’ 4 cos(x)y = 0 mittels Trennung der Variablen lésen
d

% = —ycos(z) =
—~—

/

i %dy = — [ cos(x)dx

dy _
L = —cos(x)

In|y| + Cy = —sin(z) + Co = Inly| = In(e™*"™®)) + In|c|

yh(x) _ e—sin(x) .C

Daraus folgt der Partikulire Ansatz: y,(z) = C(z) - e~ 5@

yy(x) = C'(x) - e=*@) — O(x) - e=5®) . cos(x)

Einsetzen in inhomogene Gleichung (sprich Ursprungsgleichung):

C'(x) - e @) — C(z) - e @) . cos(x) + C(x) - @) = sin(z)cos(x)

y’ Y Sn
C'(x) = sin(x)cos(x)es™®)

O(z) = [ sin(x)cos(z)e*"™®) Substituieren: u = sin(z), dr = %1,‘ = Co‘iq(‘x)

C(z) = [ _u e"du mittels partieller Integration ([ udv =uv — [v du):

u dv
u=u=du=1l;dv="=v=[e"=¢"

ue" — [ € 1du = ue™ — e* riicksubstituieren:

C(l’) — cos(x)ecos(w) _ ecos(w) = yp(x) _ (cos(x)ecos(x) o ecos(m)) .e—sin(x)

C(z)

y(x) _ yh(x) + yp(x) _ efsin(:z:)c + ecos(a:)fsin(:r) (COS(SL’) _ 1)

Anfangswert einsetzten und C berechnen:

—_

y(0)=1: 1= 50 4 e0s(0)=510)(co5(0) — 1) = C =

(@) = yn(x) + () = € 4 ) cos(a) ~ 1)
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Beispiel:
man I6se die Differenzialgleichung durch Trennung der Verénderlichen

dx dy —y de =y dx

dx dy — x%dy =y dz
dy - (4r — 2?) = ydx |:dx

ooz —a?) =y

dz—a?

—— =y dy Kehrwert

Ik %dy = [ -2-=dx Partialbruchzerlegung:

-4+ dA-—f Bo

1 1
dx—z2 47 4

Jydy= =3[ zde+ 5 [ shde
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5.3 lineare Differenzialgleichung 2.0Ordnung

= h
allgemeine Form: ¢y + ay’ + by = s(x) s() =0 ; omogen
s(x) #0 inhomogen

Losungsschritte:

1. Bestimmung homogene Gleichung mittels charakteristischer Gleichung
A +ad+bA=0

Cle)‘“” + Cge’\ﬂ falls A1 # )\2, )\1, X €ER
yn(z) = ¢ e*® - (Crcos(Bx) + Cosin(Bz)) falls Ay # Ao, A1, A € C
(Cl + sz)ekx falls A1 = Ao, A1, A2 € R
2. Ermittlung der partikuldren Losung mittels Versuchslgsung durch s(x)
s(x) Versuchslosung y,(z)
1 A
67"[1/’ AeTJJ
ag + a1z + asx® + ...apx” A+ A1z + Asx® + ...+ At
(aop + a1 + agw? + ...apx®)e™ | (Ag + Az + Agx® 4 ... + Apak) - em®
sin(rx)/cos(rx) Apsin(rz) + Ajcos(rz)
sin(rzx) - e™® (Agsin(rz) + Aicos(rx))e™

2.1 Bestimmung der Ableitungen aus der Versuchslosung y,(z)&y,, ()....

2.2 Einsetzen der Ableitungen in Ursprungsgleichung zur Bestimmung der
Konstanten (A)

3. zusammensetzen der homogenen und partikuldren Losung
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Beispiel zum homogenen Fall:
Man 16se die folgenden linearen homogenen Differenzialgleichungen

(a)y"” =8y —20y =0

a
(b)y” +8y" + 16y =0
(c)y” — 8y + 25y =0

(a)
Y =8y —20y=0=X2—8X\—20=0

A =10
App = SEVOTTS0 _ {)\1
2 =—2

A1 # A2 € R = Ansatz: CeM® 4+ Chere®

yn(x) — CIGIOI + 02672:13

(b)
Y+ 8y + 16y =0= A2 +8\+16=0
Ay = —si\/264—64 = Ay = —4

A1 = X2 € R = Ansatz: y,(x) = (C1 + Cox)e?®

yn(z) = (C1 + Cox)e™4®

()

Y — 8y +25y=0= A2 —8\+25=0
a B
~~N /.

App = BEVEISIO0 _ )y =Ty T3

A= 4 — 31
A1 # Ag € C = Ansatz: y,(x) = e**(Cicos(Bx) + Casin(fz))

yn(2) = e2(Cycos(3z) + Cysin(3x))
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Beispiel zum inhomogenen Fall:

Lose die Differenzialgleichung vy + 4y’ + 4y = e 2%

homogenen Lésung:

Y 44y +4y=0= X244\ +4=0

AL = 74:|:\/%674*4 — A= 9

M =X € R=yp(z) = (Cy + Ca)e?™ = (C + Cy)e 2

partikulédre Losung:
Storfunktion s, = e72% = Ansatz: y,(z) = Ade™%*

Yp(x) = Ae™ =y (2) = —24e™ % = o) (z) = 4Ae™ "
Einsetzen in Ursprungsgleichung;:

4Ae™ " 14 (—24e72) 44 Ae™2" =72
y" Yy
y/

)

= 0 = Resonanzfall Versuchslésung mit x Multiplizieren

neuer Ansatz: y,(z) = zAe™ "
yp(x) = Ae " —2pAe™?" =yl (x) = —24e™ 2 — 2Ae™ " + dxAe "

Einsetzen in Ursprungsgleichung:

—2Ae7% —2Ae7% 4 4(Ae™2" — 20 Ae™ ) + 4xAe” = 7%
0 = 0 = Resonanzfall Versuchslosung mit x Multiplizieren

neuer Ansatz: y,(x) = 2% Ae%*
yp(z) = 20 Ae™ " — 222 Ae™ 2"
yy(x) = 2Ae™ " — dxAe " — dxAe™ " + 4a? Ae™?"

Einsetzen in Ursprungsgleichung:
2472 — 8xAe™ + 4x2Ae 2 4+ 8xAe? — 82 Ae™2 + 422 A =¢

1 2 —2z

A=3 = yp(r) = 255

Losungsgesamtheit:
2 —2x
y@) = yn(@) + yp(@) = (C1 + Ca)e™** + 25—
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