


SYMBOLE

W

()
V oder N
oder 7
) oder @

 oder R
" oder C
(a,b)
[a, b]

o

o] BGH B=) w o< A M oa

[V}

daraus folgt
genau dann, wenn
ungefahr gleich
ungleich
Kleiner
gréBer
kleiner-gleich
identisch
plus-minus
Menge
(T by 2
Menge der ganzen Zahlen
Menge der rationalen Zahlen
Menge der reellen Zahlen
Menge der komplexen Zahlen
offenes Intervall
abgeschlossenes Intervall

unendlich
Absolutbetrag
(Quadrat-)Wurzel
Kreiszahl (Pi)
ist Element von
ist kein Element von
fir alle (fur jedes)
es existiert ein
Durchschnittsmenge
Vereinigungsmenge
ist Teilmenge von

ist Obermenge von

Komplementirmenge

hochstellen (Potenz)
logisches und
logisches oder
o s
leere Menge:
isomorph
geordnetes Paar

kartesisches Produkt
zweier Mengen

Beispiel: n ist durch 4 teilbar = # ist durch 2 teilbar
Beispiel: # ist eine gerade Zahl <> n ist durch 2 teilbar

Beispiel: '/3~ 0.33

R2
Beispiel: 2 = 1
Beispiel: 1 <2 »
Beispiel: 2> 1
Beispiel: -x° < 0 fir jede reelle Zahl x a
Beispiel: 220 fir jede reelle Zahl x |l
Beispiel: a xa = 2 Il
Beispiel: Aus x2 =4 folgt x=+2 (d.h. x = -2 oder x = 2) 1
Beispiel: 4={1,4,9, 16, 25} A
RS2 )
Achtung: Manchmal wird die Null zur Menge N hinzugenommen. <
= B, 2400 1 A,D, b P
Menge aller Bruchzahlen "/,, (wobei m, n ganzzahlig und n = 0)
Menge aller Zahlen mit Dezimaldarstellung !
Menge aller x + iy mitx,y € R -
Achtung: Verwechslungsgefahr mit "geordnetes Paar” (s.u.) .
[a, b) und (a, b] bezeichnen halboffene Intervalle.

e
Beispiele: |5|=5,|-6|=6
Wird der Einfachheit halber oft auch als v geschrieben. s
Fiir (nicht-negative) reelle Zahlen ist sie immer = 0 (z.B. V4 = 2).
7= 3.1415926535897932384626433832795... ~ 3.14 4
Beispiel: 5N o2
Beispiel: % &N o
Beispiel: xy=yx Yx,yER '
Beispiel: 3 a € R, sodaR gilt: a2 =2 5
{x|...} = Menge aller x, fiir die gilt ...
ANB={x|xE4undxE B} A
AUB={x|xEAoderxEB} p
Beispiel: NCZ
Beispiel: ZDN dlde
A\B={x€EA|x¢B}
Dafiir sind auch die Schreibweisen 4 ~B und 4 — B gebrauchlich. 5

d?ia?

Beispiel: Schreibweise x~2 anstelle von x2

|

i
fb.dx

Dafiir ist auch das Symbol ¢ gebrauchlich.

Kann im Fall
z.B., dal® zwei Mengen "gleichmachtig” sind.

haben, |

Achtung: Verwechslungsgefahr mit "offenes Intervall" (s.0.)

AxB={(a,b)|a€4,bE B}. Ausgesprochen: "4 kreuz B ".
auch fiir die iplikation zweier Zahlen L

Raum

F isi der asRxR.

dreidimensionaler Raum

"R zwei".

F i des Raumesals RX R xR .

Verallgemeinerung: R" (n =4, 5, ...).

Vektoren werden fett daregstellt.

alb

Schreibweise fiir das Dreieck mit Eckpunkten 4, B und C: AMdBC
Achtung: Verwechslungsgefahr mit "Anderung" (s.u.)

Veklor Beispiel: a = (3, 4).
Betrag eines Vektors Beispiel: [ (3,4)| = 5.

parallel Schreibweise: a || b
normal

Dreieck

Winkel

Zuordnungsvorschrift fiir
FEunktionen

Verkettung von Funktionen
Zuordnung;
F

asymptotisches Verhalten:
"gegen"
Eulersche Zahl

bedingte

Schreibweise: <% CAB (fiir den Winkel mit Scheitel A).
Beispiel: Durch f{x) =3 ist eine Funktion f:R— R definiert.
(fog) () = /(g(x)

Beispiel: Durch f:x — +2 ist eine Funktion f:R— R definiert.

Beispiel: x2 wiichst fiir x — = ("x gegen Unendlich") liber jede Schranke.

e =2.7182818284590452353602874713526... ~ 2.718

Erwartungswert
Erwartungswert
Varianz
Standardabweichung
Ableitung

Zweite Ableitung

Differenz, Anderung

: plAB)

Beispiel: < a > fiir den Erwartungswert der Zufallsvariable a.
Eine andere Schreibweise dafir ist E(a).

Ubliche fiir den einer Zi

Ubliche Bezeichnung fiir die Varianz einer Zufallsvariable.

Ubliche fiir die i einer

Beispiel: (.
Beispiel: (x)) " = 6x

Differenzenquotient: Af7Ax
Achtung: Verwechslungsgefahr mit "Dreieck” (s.0.)

Ableitung ("Differentialquotient"): df/dx.
Dies wird ausgesprochen als "df nach dx".

"d nach dxvon ...".

Beispiel: d(sin x)/dx? = -sin x.
Ausgesprochen: "d zwei nach dv-Quadrat von ..

Wird fiir das bestimmte Integral verwendet.

Differenti
Diff Beispiel: d(x2)/dx = 2x.
Zweimal differenzieren
an der Stelle Beispiel: (x2)'\x=5 =10
unbestimmtes Integral Beispiel: [ x> dv = /3
bestimmtes Integral Beispiel: fo? x2dx = 9
Differenz an den Stellen

Beispiel: /12 3:2dx = ¥ 12 =23-13 =7






‘ Induktionsaxiom besagt, dass man dafiir :
> Eigenschaft P hat, und dass man iiberpriifen muss, ob aus der Annahme, das

uch die Giiltigkeit von R S=PEIE cefolgert werden kann.
R % (0) A (VhEN- P(n\ => P(+A)) => VN €N (P()

e Variante der vollstindigen Induktion so aus:

tion ist auch Grundlage der so genannten |
eise die Folge a,, = 2", n > 0, auch durch Angabe des ersten Elemen
ekursive Beziehung

Ant1 = 2a’n.7 n Z 07 '--‘_j‘} " .

findet man in den verschiedensten Zusammenhéngen.
am einfachsten rekursiv definiert:
Ein weiteres Beispiel sind die F,,, die iiblicherweise durct

ind durc =Sy (fir n > 1) definiert werden.

,Jmmerweiterzihlen ist auch Grundlage des Rechnens mit natiirlichen Zahlen. Die
st durch den geben: —Entsprechend ist di
dem Nachfolger von 1) Allgemein definiert
1 Induktionsaxiom folgt, dass damit die Addition von zwei beliebigen natiirlichen

ert wird, wenn man zusitzlich noch—Setzt

yweier natiirlicher Zahlen wird ebenso -deﬁmert
nd allgemein
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ich gesprochen fiillen die reellen Zahlen die qsieht
i assen: 'Aus der Dezimalentwicklung ergibt sich auch di

{die sich auch graphisch auf der Zahlengeraden wider

- ’ V d_
'dargestellt wer!en' x = n + r. Die ganze Zahl n wird durch n

< z} bestimmt und hCIBt von z, der verbleibende Rest 7 = {z} =
on z. Weiters definieren wir den -zl einer reellen Zahl als 1 r }

=\maoy\nare
20\

eise ist 2 = 3 + 24 eine komplexe Zahl mit
= 2. Es erweist sich als giinstig, komplexe Zahlen (in
en) in der Ebene, der so genannten
‘ 1.4). Dabei dienen

? Zeigers. Die Linge dieses

von z = a + i b als
1gers wird auch als — |

z=a+ib

it 4

Abbildung 1.4 Die GauB’sche Zahlenebene =

zur reellen Achse als ezeichnet.” Das Paar
von z. Dabei ist das Argument nur bis auf ein

bestimmt, man sagt auch, es ist estimmt. Mit Hilfe der Winke K
und @8gewinnt man einen wischen der Darstellung einer k
Zahl z = a + i b durch Real- und Imaginirteil und den Polarkoordinaten:

9Das Argument ¢ wird iiblicherweise im -ngegeben d.h. der volle Winkel von
BogenmaBl dem Wiikeligi=27

£ « ai i Ll wickt aindentic hastimi



Aodiven N £=> Reo@ieif +imagortel
(:'%.(= QA‘\' \bﬂ Ul'\d\ "Z,a= Q«L'\‘\bz
Lo 2= Spx 2o~ (QA\‘QL) i '\(b,\ "rbfL\




 die Implikation der beiden Aussagen

,Es regnet.“ sowie ,, Die Strafe ist nass. i

e Implikation zweier Aussagen hat genau dann ;
aber die hat




&.AQuwo&ine FOTwmeln

achung der Notation ist es giinstig, Aussagen durch Symbole P1,
anstelle von anstelle von )

=|w f s|lw f
w| w f wilw f
f lw w f|f w

\llgemein versteht man unter einer Formel einen Ausdruck, der aus Aussagenvari ‘
.. (oder auch a, b ey rylund, Junktoren N \/ =, ¢, 1, entsprechend geklammert, ge

b./\a,-. i : "'a',
(aAb) Ac, aV(bVve) <=
a’

aAb)V (aAc),

N
AbVec)

—|(a = ﬂb),
(a=b)A(b=a)

—((a = b) = (b= a)),
aVb

ab
W= b

9

Bsh i
=S
=
=
—
—
—
<~
—

—0

s beachtenswert sind die Regeln (v) und @) o
i genannt. Die ist die
vergleiche auch mit dem einleitenden Beispiel).

hind ‘
, der im Abschnitt 4. noch ge

x) ist die logische Grundlage des
wird.
segebenen Aquivalenzen (i)—(ix) konnen mit Hilfe geeigneter

:7...d0fdm @726 oAk dﬁe\"“fﬁ’




Anwendungsbereichen — und insbesondere in der Mathematik — haben

£

igen) Pridikaten P(x) betrachtet man auch —

Beispielsweise ist

dargestellt, sieht das

Pradikat P(xz) steht ein so genannter , ein
ode i BRREHAGUANIOR o e i s

«\90\' alle

b, die Aussage, dass alle moglichen z die Eigenschaft P haben, und

‘: : - s ex\.shﬂv\ < __‘:‘

ass es wenigstens ein « gibt, das die Eigenschaft P hat.

Der Wahrheitswert der Aussage st genau dann.wenn die Aussage
ic ' at, entsprechend hat die Aussage

jgibt, fiir das [@#den Wertfii#hat.
e fidikate mit Junktoren untereinander bzw. mit gev
sagen verbinden und, solange noch vorhanden sin
anwenden. Fiihrt man dies mit Aussagensymbolen (p1,ps, - ..) und Pridikaf
' h, so erhilt man wieder ein eispielsweise ist

Y (Pi(en) Ap) = (B2 (Pz(mz)/\m)-‘-?PS(ZhIz)))

er rWeise wie in der Aussagenlogik gibt es auch in der P
nzen, von denen wir einige auflisten:

Vsz P(z,y) < VYyVz P(z,y), IzIyP(r,y) <=

B v P(x) <— Vo (a AP R () s
WSy P(z) <= 3z'(an Pz)), HaVYrR@)S <
Bl R () — 3z—R@) =30 P(z)) = Vo
lie Aquivalenz zweier Formeln der Aussagenlogik mit Hilfe von Wahrh
en Schritten entschieden werden kann, gibt es in der Pridikatenlog;
Verfahren, um die
thematischen Aussagen verwendet man auch
e Aussage zu treffen. So schreibt man

s alle Elemente z € E die Eigenschaft P haben. Man kann dies auch als Kus 1
Vz ((z € F) = P(z)) sehen. Entsprechend ist

schreibweise fiir 3z ((z € E) A P(z)).



\V;

eine

die natiirlich alle logischen Regeln

Ein Beweis ist nun eine m(

folgen miissen), aus denen dann schlieBlich der Satz folgt.
Ein ldsst die Aussagen Munverﬁndert, d.h. man

geht vonf@aus und schlieBt darau'?»espie sweise betrachten wir die erste obige Aussage:

Beweis. Ist z eine gerade (ganze) Zahl, dann kann z in der Formz = 2 -y geschrieben werden,
wobei y wieder eine ganze Zahl ist. Es folgt dann z° = (2y)* = 4y? = 2(2y?). Da y eine ganze
Zahl ist, ist auch y' = 2y/° eine ganze Zahl und folglich ist wegen der Darstellung z2 = 2y die
Zahl z° eine gerade Zahl. O

Im Unterschied zum direkten Beweis geht der{indii i§ nicht von der Struktur

a = b aus, sondern ersetzt sie durch die so genannte Kontra n - die
Implikation a =b &t ist. Im indirekten Beweis wird die Kontraposition
spriingliche Satz a = bfolgt. Bespielsweise ist die

ewiesen, woraus aber auch der UESpril
ontraposition des zweiten obigen Beispiels:

Wesi i el Zahlen s,y di Beciehung & =y gilt,dan il auch 2 = .

Der Beweis dieser Implikation ist evident. Also ist damit auch der urspriingliche Satz bewiesen.
In vielen Fillen, wird ein indirekter Beweis nicht so gefiihrt, dass die Kontrapostion explizit
und zeigt,

nommen es wiire z = y, dann folgt daraus 22 = y%, was mit 22 # y? i
. Alsoistz # y. ' i3

\ eben mathematischen Sitzen mit einer Implikationsstruktur a = b gibt es auch

i Wusdrﬁcken. In diesem Fall muss also nebe
B e konnen wir die Frage stellen, ob das zweite obere

eiterbar ist, ob der Satz

ichtig ist? Das kann man relativ einfach mit einem so genannten _antwoﬁeh.
3s gilt (—2) = 2%, aber —2 # 2. Anders ausgedriickt, die Implikation b = a ist nicht richtig.
1 beachte, dass hier nur ein einziges Beispiel ausreichend war, die Implikation zu falsifizie-
wiihrend es nicht ausreichend ist, fiir den Nachweis der (richtigen) Implikation a = b eines

r mehrere) Beispiele anzugeben. |



A4 HENGEN

1 Zwei Mengen ind genau dann -wenn sowohl

st, d.h.

bt verschiedene Moglichkeiten, eine Menge anzugeben. Die einfachste Moglichkei
yz.B. A = {1, 2,3}, die sich aber nur fiir endliche (und geleg
bare ) Mengen eignet. Die hiufigste Form ist die

f wl
(2) ein Pridikat in der freien Variablen z ist. Die Menge A enthilt nun jene z, fiir die
Beispielsweise ist {z |z € Z A1 < z < 3} die Menge {1,2, 3}. Verlangt man, dass
eschreibende Menge A Teilmenge einer Menge E sein soll, d.h. P(z) hat die Form
Q(z), so wird anstelle A = {z |z € E A Q(z)} einfach

A={z e F|Q(z)}
1 einer Menge impliziert, dass ein Element = nur einmal in eine M- )
‘werden kann, halte Esxst
verallgemeinerte Mengen® zu betrachten, wo die Elemente mit einer ge
ftreten, z.B. A = {1,1,2,2,2,3,4,4}. Solche Objekte werden als

s ik v e s, STERHBHEREEA . s o um
bzw. ihre-Fiir endliche Mengen ist dies begrifflich kein wirkliches

n, anders ist es bei so genannten unendlichen Mengen.

s prézise zu fassen, definiert man zunichst, wann zwei Mengen

er gleich groB) sind: ndmlich wenn es eine

Bh at eine

# Beispielsweise sind die Mengen {0, 1,2} und {a, b, c} gleichmiichtig.

auch fiir die Mengen {0, 1,2,3, ...} und {0,2,4,6, . ..}. Jede natiirliche Zahl

ten Menge kann mit der geraden Zahl 2 aus der zweiten Menge verkniipft werden.
erste Beispiel unmittelbar Klar ist, gibt das zweite zum Nachdenken Anlass.




/1 g@il uﬁendl_icil sind un
zwischen endlich und
oder definiert es einfach), dass fi§
genau :nth )
ede Menge A, die nun gleic dchtig zu einer Mlenge dieser Art ist,
bezeichnet (und ihre Kardinalitit ist dann die entsprechende natiirliche /
enge, die zu keiner dieser Mengen gleichméchtig ist, wird als une
ise ist die Menge N = {0, 1,2, ...} der natiirlichen Zahlen eine un
ichtige Klasse von Mengen sind jene, die zu-md, diese ne;
Das sind also jene Mengen A, wo e i
A= {ap, a1, as, ...} (alle @fsind
s die cher v
L beim zweiten Blick klar wird — die

Beispielsweise sind die reellen Zahlen iibe

von Mengen. en © ma 1e ogene otati_on.

leutet wurde, ist es oft sin

e




ANB

(A LI(B Uie) =" AIB)UIE: ANn(BNC) =
(iii) AN(BUC) = (ANB)U(ANC), AU(BNC) =
A, A = ) (AN A, AUt Ai =
(iv) AUD = A, ANR)g . =
(v) A — - EL ANA =
(vi) AUA = A ANA =
(vii) NGRS =T AND =

(vii) AU(ANB) = A, AN(AUB) =
(ix) (AU B) = A’ N B’ (A N B) =
ix)l UzGI A zEI 1€I I &

A‘l Die weier Mengen A E
: nthalten sind, d.h.

Abbildung 1.6 Venndiagramm einer Menge A ohne bzw. m




o PR v SO B




P&% imengf

Lo lenge ogter Teilmengen ven A.

Po{c«zmuac ?(/‘!) u vy ﬂ“if*‘_-

“:—2'/,25
P(n)=]¢ 3,843,827, 8423}
h=5 4233

P(#) ;f's ZOINIRR S fley o, §1%

ReLolk ongbeqil:

I ann) oder eben
ligt man den

..........

on

Jeise definiert man auch das Produ i
als die TR - mi
al »' > Mengen A; gleich einer Menge A, so schreibt man statt A X -

; An




entsprechend den Elementen aus A und einer M
die genau j die in

K

Man beachte, dass im Graph einer Relation auch so genannte -auftreten konnen,
vu(a steht mit sich selbst in Relation:




einer Relation R duBert sich die Reflexivitiit
) in der Relation enthalten ist. Ist die

zur dis
sich tiber. Die at 1n der

Man beachte, dass wegen de—gilt,



Satz 1.59 Sei

Dann bilden die ( verschiedenen)-

el umge und bezeichne
.der Partition mit a € A;. Definiert ma enau fiir jene a,b € A, fiir di
gilt, so ist mit ﬁ4r-

Beweis. Es sei zunichst auf der Menge A, und es sei-

daraus auch

ensichtlich richtigen Aussagen K (a) K(b) = K (b)y = (a) )
= K(¢) = K(a) = K(c) implizieren Symmetrie und Transitivitit.

Eine zweite wichtige Klasse von biniren Relationen sind Halbordnungen. Die g |
auf einer _mzuﬁ]hren Formal verlangt man fiir diese
- chie die folgenden Eigenschaften. 5

e jede binire Relation kann man natiirlich auch Halbordnungen durch einen
ellen. Viele der darzustellenden Kanten sind allerdmgs #&e lassen sich.
: ten . . Fil die folgenden drei

Ibordnung R das

‘onR nm-\{

v »
redondont = ,ménclack vorihanden



aller egen der AntisVimetrie kann fiir @% Bentw

elten, aber

nt werden, namlich das

einer
ildet. Eine Kette helﬁt ms

von P({l e ke
kann Nimmt man d1ese B




Funihoenen:

Abbildung 1.12 Injektive Funktion

Abbildung 1.13 Surjektive Funktion










iIndaufgaben der Kombinatorik

— gelten die folgenden drei einfachen Grundregeln.

n'und die Menge B aus n Elementen”
e, so besteht die —

|AUB| = |A| + |B].

|A x B| =

|Al-|BI.

~ Man beachte die rekursive Bezichung (n + 1)! = n! (n + 1). Diese ist auch im Fall n = 0
richtig.

- Viele kombinatorische Problem lassen 51 h al

zuriickfiihren, wobel bei

‘Die folgenden sechs kombinatorischen

cine Menge mit n Elementen.

n beziehen sich genau auf diese Fille.

lggl_genden sei

bezeichnet man @& auch als oder als .
¢ ‘ von Der Begriff ,,Zuriicklegen®
imt davon, dass es in der Kombinatorik iiblich ist, eine Menge A als ,,Urne* und die
Elemente als , Kugeln“ bildlich zu beschreiben. Die k-Tupel aus A* kénnen nun als ge-
dnete Auswahlen von k& Elementen aus A interpretiert werden, wobei man bei jedem
tt wieder alle Elemente (,,Kugeln*) zur Verfiigung hat, also das gewihlte Element
yel”) wieder zuriickgelegt worden ist.




— wieder mit Hilfe des Urnenbildes — als ,{gé
‘A ohne Zuriicklegen

. Die geordn

, werden als Vi

eten k-Tupel von Elementen von A,

tic e Wied oder
aus
oelten. Fiir die Berech-
Ktregelverwenden, al-

nsichtlich muss hier

: ¥kann man wieder die/Produkiregg
rdings in einer t mox . Fiir die Auswahl der ersten , Kugel“ hat man
e Elemente aus A zur Verfiigung, also i Moglicl FFiir die ann das

Jéiden, es bleiben daher fiMOglichksitem

_ Eine Permutationfeiner Menge A ist ein
Besteht die Mehj us n | e, ctwa ) SO
auch durch @iigabe der Bilder 7(a; ), m(az), ..., m(ay) beschrieben. Wegen der
ivitdt muss jedes Element aus A in dieser Auflistung genau einmal auftreten. Eine
rmutation von A entspricht daher genau einer Anordnung der Elemente von A, wobei

bezeichnet. Offe

€s
n! (2.3)
hiedene Permutationen einer n-elementigen Menge gibt.

Beispielsweise gibt es 3! = 6 Moglichkeiten, 3 Gliser gefiillt mit Bier, Schnaps und Wein
heinander zu leeren: A = {B, S, W},

BSW, BWS, SBW, SWB, WBS, WSB.

Ein etwas ist es, Anordnun-

der Elemente von A zu betrachten, wobei man vorgibt, wie oft ein Element auftreten
Man sprichthierauch von PeUEAGOREN eifer Muliimeng?
man, dass das Element gggenaii#imal aufireten soll (I, so gibtes

terscheidet man zyp; gen. Dies lisst

ie k, i alen be.

(ky + L e i gleichen Elemente ; griinden. Up-
) 'maéglich e (1 <

insgesamt k, ! k, vn .). § e P b A

ldser Bier, | Glag S
’ chnaps und Lo
lgen getrunken werden: Ps und 1 Glas Wein in 41/(21 11 1) =



Eme
ge A ist nichts. anderes als
S0 eine Auswahl auch als

sw. | ,
In vom Typ a1, dann die Kugeln om Typ S:n:t g
IW‘i}llfewollen nun diese Kugeln il

a1, az, as:

@y, 01, a],v g, a’2a Ay, G4
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Der binomische Lehrsatz

Eine der bekanntesten Formeln in der Mathematik ist
(a+b)?=a®+2ab+ .

Im Grunde ist dies nur ein Spezialfall eines allgemeinen Satzes, des binomi-
schen Lehrsatzes.

‘Wenn man namlich hohere Potenzen ausrechnen will, z.B.
(a+b)?

oder

(a+b)?*
wird der Rechenaufwand sehr grofl, wenn man einfach ausmultipliziert. Letz-
terer Term ausmultipliziert ergibt etwa

a' + 4a°b + 6a%0® + 4ab® + b,

Man erkennt, wie kompliziert das Ausmultiplizieren wird. Deswegen versu-
chen wir eine allgemeine Formel fiir

(a+b)"
zu ermitteln.

Es gilt
(a+b)"=(a+b)x(a+b)x...x(a+b)

n—mal

Wenn man alle Klammern ausmultipliziert, bekommt man eine Reihe von
Termen, die wir Schritt fiir Schritt bestimmen. Beim Ausmultiplizieren wird 1
Faktor der 1. Klammer mit je 1 Faktor aller anderen Klammern multipliziert
(dabei werden alle moglichen Kombinationen durchlaufen), und dann wird
aufsummiert.

‘Wenn man dies bei

(a+b)"=(a+b)x(a+b)... *x(a+b)

n—mal

macht, ergibt das

-1
(a+b)x(a+b)... x(a+b) = a"+na" b+ %a”'zlf%—
n—mal ’
-1 -2
+n7(" 3,)'(" )a"‘3b3 +.+
A= 1)"'('"_m+1)w"""b'"+..4 4
m:
+nab™ ! 4 b,
Die Koeffizienten der Terme a"*b* sind
In, n(n—l)y.”’n(n— 1)...(n—k+1)’.“, (n_l),n,l
2! k! 2!

welche man auch auf folgende Weise anschreiben kann

()G 6) ) 6} 6)-6)

was gleich
(6 0)- 6 () (22)-24)-C)
0)'\1)"\2)"" k)T \n=-2)"\n-1)"\n
ist.
Also gilt
(a+b)" = (g)a"-i— (71’) a b+ (g)a"‘2b2+. A (nﬁ 1)ab"“+(2)b"
bzw

n
(at+b)"=3 = <Z) a"*b*  Binomischer Lehrsatz

onal '

Ja"]
k=9 | e=3 |k=ly|l=S...

"

7
d

P
L

.
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MMA AN | A
R

A
S

> tse spdde O ‘Mogﬁio%x\oﬂn./‘

= @ore lder: Suunee. cud 20V QorDoes

ok Geoles Qosooes

S -2

O Hinesgrund. 0ovon un\ cmt Bromiclese?
Bnomi LS.
n=0

Y bdbeb‘ﬂ o €
kZ (“‘\’5 e 3‘ ) (x*@" = Bewess dodh Wisiond.
\ndoeien

0@ Y=u=A . a3
iefg):’-— (%M;d-v Ee) wy +(§1\x3‘ +Gz)5 N
= 32 +5xlb*3u<3a +33
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5 ¢ o m

IC{1,2,...,m}

= 2:

|4'n B'| = |E| - || - |B| +|AN B|.










eschrieben werden Ist némlich ¢ a ! die Anzahl der Kantenfolgeqd
, S0 ist (siche Ubungsaufgabe 3. 13)

A(G)* ’”)

; @) positiv, so gibt es eine K
d1esem Fall folgt nach Satz 2:116] dass es auch einen

= (€)= Y AGF mit m=min{ QG| IV(@) -1},

&

80 ist v; von v; genau dann erreichbar, wenn c;; > 0 ist.



- Offensichtlich sind die Zusammenhangskomponenten eines Waldes Biume. Man beachte,
$s es in einem Baum 7" zu je zwei Knoten v, w genau einen Weg von v nach w gibt. Da T'
‘zusammenhingend ist, muss es einen Weg von v nach w geben. Gibe es aber einen weiteren
Wﬁg, s0 miisste es (wegen Satz 2.17) auch einen Kreis positiver Linge geben, was aber de-

itionsgemif ausgeschlossen ist. Die Linge dieses Weges bezeichnet man als den Abstand
r(v, w) zwischen den Knoten v und w.




2.26 Jeder azyklische Graph G besitzt einen Knoten v € V(G) mit %ggradﬂfw
entsprechend auch einen Knoten w € V(G) mit Hingrad d-(w) = 0). .

is. In einem ayzklischen Graphen ist jede (gerichtete) Kantenfolge eine beséhriinkte Lin-
ann wenn eine Kantenfolge immer wieder verlingert werden konnte, wiirde man irgend-
n Knoten ein zweites Mal erreichen und erhielte eine ZyKklus. Es gibt daher eine Kan-

aximaler Linge. Der Endknoten v dieser Kantenfolge muss dann Weggrad d* (v) = 0
[

wann e
tenfolge
~ haben, entsprechend der Anfangsknoten w Hingrad d~ (w) = 0.
. Findet man beispielsweise keinen Knoten v mit d*(v) = 0, so ist der Graph sicher nicht
-~ asyzklisch. Andernfalls kann man Knoten v mit d*(v) = 0 aus dem Graphen entfernen und
~ erhiilt einen kleineren Graphen, der genau dann azyklisch ist, wenn der urspriingliche Graph

- azyklisch ist. Nun fiihrt man dies iterativ durch. Wenn schlieBlich alle Knoten entfernt werden,










4. Planare Graphen

Definition 2.32 Ein Graph G heifit ple
dargestellt . ~, E‘T( Graph G’ heiBt planar oder eben, wenn (i kreuzungsfrei in der Ebene R
gestellt werden kann ie Kurven, die die K ‘ :  aufer
i i .d.h.ﬂdu }\ungn. die die Kanten reprisenticren, haben aufler in jenen
. € Knoten reprasentieren, keine weiteren Schnittpunkte |

Satz 2.33 (E
ulersche Pol
yederform :
gilt el) Fiir einen zusammenhdéngenden planaren Graphen G

aolG) — a(C)
O\Lr ) {I“(l‘,l t ()r“(l"

. B > 1
wobei ey (F) die Anzahl der Eckpunkte. a die Anzahl Kant
> 11 det dl

der Flichen des [’Ul}L‘dCI\ P bezeichnen.

Aus der eben oe -t
der eben gefiihrten Uberlegung ergibt sich auch die folg

Satz 2.34 Ein Graph'lapt sich genai

11 ot ’ ) 14 | ) i / []
zungsfrei auf einer Kugeloberfiache darstellbar

Satz 2.35 (Satz von Kuratowski) Ein Graph G ist genau dann nicht planar. wenn er einen
Teilgraphen enthdilt, der aus K oder K« s durch eventuelle Unte m'mm\':l von Kunh-‘n):'rr':‘;lf;ﬁl
(Dabei ist eine Unterteilung ein Graph, der aus GG dadurch !n‘r\'ur;“"'\n. dass in einer >:1’ (r n
mehreren Kanten von G zusdtzliche Knoten eingefiigt werden. ) | | | W

Plomarer Groph:

sind. BeispICisWeERL L

so dass benachbarte Knoten \\mhlcdcm

Graphen ist dann die minimale Anzahl von F

phen zulissig zu farben. Beispieslweise ist X

schwer. die chromatische Zahl eines Graphen zu Iwcslimmcn.
Fiir planare Graphen gilt allerdings der Vierfarbensatz.

Earben haben. Die chromatische Zahl y(() eines
drhcn. die benotigt wird, um die Knoten eines Gra-
) =, Im Allgemeinen ist es auBerordentlich

Satz 2.36 Fiir planare Graphen G gilt x(G

Netzwerke sind gerichtete oder ungerichtete Graphen G = (V, £), wo jeder Kante e € F ein

Wert wie) € R zuceordnet wird. Dies ' : i g o 7

b ;C_ ;ugmrdnu wird. Dieser Wert kann je nach Anwendung als Linge, Kosten
apazitit. Gewicht etc. cedeutet werden. Netzw : e ey o
pé sewicht etc. gedeutet werden. Netzwerke spielen gerade in den Anwendungen der




Definition 2.37 Ein spannender Baum 7' eines schlichten ungenchteten zusammenhéngen-
den Graphen ( ist ein Baum mit V(7 VI(G)und E(T) C E(G), d.h. er enthiilt dieselben
Knoten wie (¢ und gewisse Kanten von (.

Ein Geriist oder spannender Wald W eines schlichten ungerichteten Graphen G ist ein Wald
mit V(W) V(G) und E(W) C E(G) und denselben Zusammenhangskomponenten wie
G, d.h., schrinkt man W auf eine Zusammenhangskomponente X von G ein, so ist diese
Einschrinkung ein spannender Baum von K

[st & ein bewerteter Graph, so bezeichnet man ein Geriist W als minimales Geriist. wenn die

Summe aller Kantengewichte des Geriistes

Ein Graph hat iiblicherweise sehi

hat
il
1iatl

genannte vollstandige Graph A, aus n Knoten und allen icl | )/2 Kanten

Dijkstra-Algorithmus:
k. Man setze [(v:) = 0, i(v) := oo fiir alle v ¢ V
2, Fiiralle v ¢

und

= VAU mit (u,v) E diel(v) > |

l(v) ::

estimme 7

Knoten

Abbildung 2.17 Netzwerk zum Dijkstra-Algorithmus

Im ersten Durchlauf des Algorithmus werden folgende Operationen durchgefuhrt:
l. [(vy) = O0und () [(v2) (va) = Uva) 0, { {to} und u = .
2. l(vy) = min{oco, 0+ 2} ) = Vp; min{oc, 0 + 5} = 5, p(va)
3. m

1. Fortsetzung bei Schritt 2.




Auswahl | Vorganger

Da alle Distanzen d(v. v) berechnet wurden, kann man auch den so genannten Entfer-
nungsbaum (Siche Abb. 2.18) bestimmen, aus dem die kiirzesten Wege bzw. Bahnen von 1 zu
allen EIIL”\H\'&CH Jth‘ik‘\cﬂ werden Konnen

Abbildung 2
ng:218 Entfernungsbaum beziiglich v in einem Netzw erk

A'{gcb“o**%( Denlduren: Binate  Operedoter

Definition 2.40 Sei A eine nichtleere Menge. Eine biniire Operation © auf A ist eine Abbil-

! 1 (Y ? 1 1 i > N ' 1 : : :
dung A | — A, d.h., je zwei Elementen a1 I wird ein Element @ zugeordnet. Das

Paar (A heibt dann binére algebraische Struktur oder Gruppoid

Definition 2.42 Die folgenden GesetzmiBigkeiten konnen fir eine algebraische Struktur
(A, o) zusitzlich definiert werden.

(i) Assoziativgesetz: Fiir alle a, b, c € A gilt

(ii) Existenz eines neutrales Elements: Es gibt ein ¢ € A mit der Eigenschaft, dass fiir
alle @ € A gilt
€oa aoce =dqa.

(iii) Existenz inverser Elemente: Fiir alle « € A gibteseina’ € A mit

wobei e das neutrale Element aus (ii) bezeichnet.
(iv) Kommutativgesetz: Fiir alle a, b € A gilt

['\‘ a.




et b hreibt man fiir da.
\mlml das Malzeichel \lll\
ONSS !

ire Operall ) S
binare Ll nan hingegen

1 das Fluszeicnc S "k‘/\'ithl\'(
Beniitzt man fur G& , verwendet 1
R n a aucti :
wse Element VO
Invemne i’

1 JUIK 0
man das inverse Ele

ment von

Satz 2.44 |

Element

Definition 2.45 Eine algebraische Struktur (A. o) heift

) Halhgruppe, wenn sie assoziativ ist, also (i) aus Definition 2.42 erfiillt,

(11) Monoid, wenn sie assoziativ ist und ein neutrales Element besitzt, also (i) und (i) aus
Definition 242 erfiillt, und
(11i) Gruppe, wenn sie assoziativ ist, e
verses besitzt, also (i

in neutrales Element und zu jedem Element €10 In-
. (11) und (iii) aus Definition 2.42 erfiillt.

Erfilllt eine der Strukturen Gry
bvgesetz (iv), so heift sie kom

Ppoid, Halbgruppe, Monoid bzw. Gruppe auch das Kommutd

Mmutative(s) (irllp[mh], H.l”\gruppg" Monoid bzw. Gruppe€.
Kommutative Gruonen «
Wave Gruppen werden auch als abelsche (;'.UI’[)CH: basichnet

Definition 2.50 Eine (nichtleere) Teilmenge U/ C G einer Gruppe ((7, o) heilit Untergruppe
von G, wenn (7, o) selbst eine Gruppe ist. Man schreibt dafiir auch (I/,0) < (. o) oder nur

Man beachte, dass es immer zwei so genannte triviale { ntergruppen gibt

Definition 2.52 Sei ((, { ITUppe Dann heifit

Linksnebenklasse von U/ in (i und

Rechtsnebenklasse von [V in &G

LNICTICI

Definition 2.53 Sei (( eine endlicl

[ (’7"5‘. ¢ und
Rechtsnebenklassen von [ in (¢ wird als Index ezeichnet

Elemente einer Gruppe wird als Ordnung von ¢

Satz 2.54 (Satz von Lagrange) /s

{7




Definition 2.55 Sei ((+, o) Gruppe mit neutralem Element e. Fiit (- werden die Potenzen
a" von a mit n folgendermaben definiert

fur n 0.
fur n 1,
rekursiv flir n
firn < 0.

¢ TOIEC

— ¢, Dies motiviert di
o) Gruppe und @ € -,
ndliche Ordnung ordg(@)

Definition 2.56 Sei (& . Andernfalls bezeichnet man

verschieden, SO hat ¢ une

g vmnae I SS O g
ordgla) = MY 29

d 11 4 <

Satz 2.57 (Kleiner Fermat’scher Satz) Fiir jedes Element a € G r endlichen Gruppe

&Lk

Definition 2.58 Eine Untergruppe V einer Gruppe G heiBt Normalteiler, wenn die Links-
und Rechtsnebenklassen fibereinstimmen. Man schreibt dafiir kurz N < G.

| '( 'fktnsmhiluh Ist jede Untergruppe einer kommutativen Gruppe G ein Normalteiler. Weiters
18t jede Unterg o N mi1 sw [« AT NI . ‘ s Tlikta
J‘ : e l_nd“ |G : N| = 2 Normalteiler, da es in diesem Fall nur zwei Links-

VAN i ATES LTS " -~
Definition 2.59 Sei N Normalteiler einer Gruppe G und bezeichne G

pe V die Menge der Ne-

benklassen von G nach N. Dann wird durch die Operation

eine Gruppenoperation auf /N definiert. Die Gruppe (G/N, o) heift Faktorgruppe von G

R
nacn ’v.

¥

Definition 2.61 Eine Abbildung ¢ : G = H zwischen zwei Gruppen (G, H . +) heibit

Homomorphismus (oder Gruppenhomomeorphismus), wenn fiir alle

st  bijektiv, so heiBt ¢ Isomorphismus. Die inverse Abbildung 4 H —» (7 ist dann auch
ein Isomorphismus. Existiert zwischen zwei Gruppen &, H ein Isomorphismus, so heiflen &

Iy
11

und H isomorph, und man schreibt dafiir & =




Satz 2.63 Ist v : G — H ein Gruppenhomomorphismus, so wird das neu

trale Element e von
G auf das neutrale Element ey von H abgebildet, d.h. pleg) ex. Weiters gilt pla™")

pla)™! fiir alle a € G.

H '\('ruhl\-nlunnmmn'l‘l"“'”“\ Das Ushild:y
r 3 Hein 0

. bezeichnel:

v o
Definition 2.64 Sei M
peutralen Elements € WIrd €

ker(e) = 1@ ¢

Weiters nennt man

Bild von G unter .

J ! J
; yhism )ann 15t Kel cin Normalteil
H ein (:.]'fUm(‘N/h'/)!11})11’!;"”/"'Hl\ LJanit ¢ LINormatlleiley
€ o

Satz 2.65 Sei |

von L und &

Satz 2.66 (Homomorphiesatz) Sei o : G

H ein Gruppenhomomorphismus Dann ist die
/"in.'t.‘l:"’.l;"[’t (ke 4 um Bild g

(, .'\"";:'('*'..”"‘Y

(> / kel
Die Nebenklasse a o ker( (+/ker

)
entspricht dem Element

Wir betrachten wieder die symmetrische Gruppe S, aller
2 n ¢, also alle bijektiven Funktionen , - nt. Es gibt ver
\(lll(\l\'ll\' I)Jl\l\"‘lll!;‘\_'ll von I)k,'”lllllkllll'H\'H bl »

Hier wird S

' Permutationen der Zahlen

. lie zweizeilige Darstellung
durch eine zweizeilige Matrix

|

dargestellt, also z.B. durch




=

&

Abbildung 2.19 Grafische Darstellung einer Permutation

In den ganzen Zahlen 7Z verwendet man (wenigstens) zwe
die Addition und die Multiplikation. Beziiglich der

AUCHILIONEE 1S CLHHC A uppc uiid DpczZu

] 4 21 ] >'
del \].MH}HII\ it1on emn Monoid. Main erfasst aber die Struktur der ganzen [ . (bezughch

\ddition und Multiplikation) nicht vollstindie. wenn man die Stukturen L) und (2 nut

getrennt betrachtet. Es gelten auch Rechenregeln wie das Distributiveesetz

wo Addition und Multiplikation gemeinsam auftreter

P

Definition 2.68 Eine algebraische Struktur (R, +,:) mit zwei bindren Operation heit
Ring, wenn die folgenden drei Eigenschaften erfullt sind:

(1) (R,+) ist eine kommutative Gruppe (mit neutralem Element 0),
(i) (R, ) ist eine Halbgruppe, und
(ii1) es gelten die Distributivgesetze:

firalle a. b, c € R.

Besitzt R beziiglich - ein neutrales Element (siche oben), so nennt man A Ring mit Einsele-
ment, und ist A beziiglich - kommutativ, so nennt man 1 kemmutativen Ring.

Definition 2.71 Fin kommutativer Ring
ring. )

mit Einselement ohne Nullteiler heif3t Integritits-

In einemibeliebigen Ring A kann man stets durch/Elementic My e ein muluplikati
il 4 il il } IRNGLLT
esitzen. Solche Elemente heifen auch Einheiten Es ist direkt nachzurechnen

dass die Menge aller Einheiten R n A emne (multi : i ‘
g Cicnl Iv von 1 eme (mult IKal ) (r"t;;-xh,' bildet, die so genannte

Einheitengruppe von R. Beispiclsweise isi

\\‘\llh\“ YOS t

In Abschnitt 1.2 (siehe Satz 1.30) wurde bereits sezeiot. dass genau aus jenen Restklas
sen besteht, welche die | 1igenschatt go'l erfullen. AubBerdem eilt
wobel die Euler’sche -Funktion bezeichnet (siehe Definition 1.33 \‘1\:1; beachte insbe-
sondere, dass fir eine Primzahl die Beziehung ¢ gilt, d.h., alle Elemente aus

auber 0 sind Einheiten. Diese Beobachtune fithrt uns zu ciner weilentn statrlan dlonhen
schen Struktur

Definition 2.73 Ein kommutativer Ring (K, +, ) mit Einselement 1 # 0. in dem jedes Ele-

ment @ # 0 eine Einheit ist, also ein multiplikatives Inverses besitzt. heiBt ein Korper.
Eine algebraische Struktur (K 4 1st also genau dann ein Kérper, wenn

kommutative Gruppen sind und die Distributiveesetze ¢




[ wei Polynome mil Koeffizienten aus einem Kérper K, ung g;
Satz 2.77 Seien a{x) und %

:  dillie = Klx| mit
£ (). Dann gibt es Polynome q\:

h 1)
{ I

]
Al ‘ot ¢ '.”‘;.[](1_/.
ntweder das Nullpolynom 1S1 der g

atz 2.78 Sei K ein Korper, ferner sei q(z) € K|z ein Polynom mit Koeffizienten aus K und

grad(g(z)) > ot Aoy b Ty ‘ )
g L. Dann ist der [u/\[rmmg (K |a gla V] . - genau dann ein l\m'p(’l, wenn

das Polynom q(z) i e v . .
. }’[U“m g\x) irreduzibel iiber K ist, d.h. wenn q(x) nicht als Produkt zweier Polynome
o\x), 0tz) € Klxl mit bloi PR i s .

: = Kiz] mit kleinerem Grad (als q(x)) dargestellt werden kann.
Definition 2.80 Eine algebraische Struktur /) heiBt Verband, wenn foleende Eigen-
schaften erfiillt sind:

(1) (M 1st eine kommutative Halbgruppe,

(1) (M, V) ist eine kommutative Halbgruppe, und

(1) es gelten die Verschmelzungsgesetze

fur alle @

und ebenso «

\ i Verband. Dann wird ¢
2 pai (M. AV ) € Verbant
Satz 2.83 Set |

r Halbordnung gibt es zu je zwei Elementen gin

lofiniel [.t?.\'()

auf M eine Halbordnung definiert. In (/. , ik
‘ ' . 14 o { (L. ( (1
smlich inf(a, b) = ¢ A\ 0 und ein'Supremum SUp\a, o) | ¥
e /” <ei Halbordung auf M mit der Eigenschaft, dass es zu je zwei Elementep
- > ‘ ? o L \‘ ( ] | ‘
Ist umgekehrt < eune . | i s aididid i v

in Infi m und ein Supremum oibt, so ist M mit den Operationen e
ein Infimum oin S &

\ ein Verband.

]

0.

)
11

aV b= _‘i..‘l‘:l‘f". }"

Definition 2.86 Ein Verband (M, A, V) heit distributiver Verband, wenn die Distributiv-
gesetze

fur alle @, b, ¢ € M gelten.







: haiflt Boole sche A :
distributiver Verod heifit Boole 'sche Algebra, we
) cnn ey kllL‘
4tzlichen E1gensc :
bezilglich A, und es gibt ein neutrales E]
= E t diICS eme
sind Monoid ot

mit

rales Element
d.h. (A und
[ oibt s e1n Komplement

und

1) Gelten
(111) Fiir allé

(iv) Fiir all ten die i ;
il ten die DeMorgan’schen Regeln




Ein (Spalten-)Vektor z im n-dimensionalen (reellen) Raum R” hat dic Form

Zwei Vektoren &,y € K" werden koordinatenweise addiert

Geometrisch entspricht die Vektoraddition der aus der Physik bekannten Parallelogrammregel

=
)

fiir die Addition von Kriiften (vergleiche mit Abb. 3.2
Weiters konnen Vektoren mit einem beliebigen Faktor A € K (also einem Skalar) multipli-
ziert werden
\x
\/ -

\x




Spezielle Vektoren sind der Nullvektor 0 und der additiv inverse Vektor

-
— )

).
wd

HIECHN | ‘
. ' ine abelsche (
finition 3.2 Set A @l Karper und () eine abe
Definition 3.2 * ! | . bioel
K und V ein Produkt A - & € | zugeordnet.

\ € K und T y € e
. : x e iearel

b he Struktur (! K heiBt Vektorraum oder lineare
Die algebraische . :

llC "ui.:c:h"“‘ h»x‘ﬂ\'h.i“k‘” (fur _1”{ \
C : £Cl i &

25111

K und ., Y } criutl

(1)

Definition 3.5 Sei (V. +. K) ein Vektorraum und U/ eine nichtleere Teilmer ge von |, Bildet

K') wieder einen Vektorraum, dann heifft I/ Unterraum oder Teilraum von |

L caum emnes Vektorraums und T, ein Vektor aus V. Dje
w.r TT af Interrs i
- Sei U/ e Ul
Definition 3.6 -

Menge

heifft Nebenraum von U,

Definition 3.7 Es seien v, v v,, Elemente eines Vektorraum (iiber dem Korper K)

und A, A \ A'. Dann heiBt die Summe

-
Linearkombination der Vektoren v, v v,,. Die Skalare A;, A ) K heiBen
Koeffizienten der Linearkombination. Eine Linearkombination heiBt trivial, wenn alle Koef-
fizienten A\; = 0 sind (1 ;. < n). Andernfalls heifit sie nichttrivial
Die lineare Hiille |A/]| einer nichtleeren Teilmenge A von V' ist die Meng
die durch Linearkombinationen von (endlich vielen) Vektoren aus '
Weiters setzt man |[() {0},

Satz 3.8 Sei M eine T

/ J b nmnsant Iy 1 ’ oenth
und zwar der (bezughich der mengenines

7 \ 7
eKloren von |

I if von Vektoren heibt linear anabhiingig, wenn kein Vektor aus
mnlk'mlt wl;l:;::u\i:;::fl:lu\l:liu; Vektoren aus M dargestellt werden kann, also fiir alle
\/ als Lancarki s

v & M gl i
Andererseits heibt eme Menge M von Vektoren linear abhingig, wenn ¢s moglich ist, einen

Vektor aus M als | inearkombin
einen Vektor v € M gibt mit

leren Vektoren aus dgarzuste l, wenn €s als
ation von anderen Vektoren ai ] R ll 4




Beispiel 3.10 Die Vektoren

sind (1st

die erste Koordinate (). also
werden

Die Vektoren ey

| o v
€. 8 €.t von K™

Beispiel 3.11 Die drei

Vektoren

Satz 3.12 Eine

aann

VI ist genau dani

Nullvektor darstellt:

Man beachte,

near unabhingig,
-

1 Vektoren (und auch die Meng

(bzw. die Menge der Vektoren)

Beispielsweise ist bei jeder Linearkombination von ¢

Kann e, nicht als | Inearkombination von ey, ¢

€

€ , €

dargestellt

+€, bilden auch die (so genannte) kanonische Basis /

¢ der drei Vektoren)

0

wenn es erne

5 5 48

dass dieser Satz wortwortlich

Beispiel 3.13 Wir mochten nochmals untersuchen, ob «lu drei Vektoren w©
der Vektoren aus Beispiel 3 unabh

Menge M Ly, V9,

sind

hdangig

N J A
Dieses Gleichungssystem hat z.B. die nichttrivis e Losung

Dazu betrachten wi

{)

)

near ab h ingig
Vektoren sind also (wie wir bereits aus Beispiel 3.11 wissen) linea

bzw. die

Lhinear 2
HINCAa 8 |




Definiti N
ion 315 |

% - 1n¢e l".ll)“' :,
unabhiing: elimenge B eines Vek
J hingig ist und ihre lineare sl “’u Vektorraums V' heifit Basis . i
eder Vekto , dre nuie | /5| gleich V is L von V', wenn sie lineal

ektor z aus l : S1C1ICN 1St
' \ dsst St _h e .

stellen. Die Koeffizi ¢h emndeutig :
B = ie Koeffizienten dieser | 8 als Linearkombination s

asis B €r Linearkombination h B ation von Vektoren der Basis dar-

oI eiBen Koordin:
oordinaten von x beziiglich der

atz 3.16 (Austauschlemma)

begriindet den Begrl
isis B, so ist die Dimension dim

' L’iﬂ(‘ k'm]“tht‘ B
"‘ esit : > B G 1C » B ] \ N
. Besitzt I/ keme ¢€ ndliche Basis, so heildt er unend-

sitzt ein Vektorraum \

Definition 3.17 Be
3| der Vektoren von ./'

gleich der \nzahl |/
lichdimensional.

Definition 3.20 |
S By nter einel Matri
atrix

versteht man ein rechteckiges Scher
\E CIICIHA

{1
n

aus ’ & =
. cn und naltan -
Eintr - alten mit Eintragunger I
intragungen aus A wird mit DTS 1 nee all -
und Zeil : ' ’ bezeichnet. | Liraaas 2 |
| \‘ *‘Na 79 . ) o | 20 e } .
enanzahl heifit quadratisch nit gleicher Spalten

i CINng ‘li: :
: \ : X, SO czeiiennen v ir mit : \il 3 A
t A 11K U .

Definition 3.21 Ist
transponierte Matrix. Sie ist eine
und Spalten vert ;
: en vertauscint werden, d h.. die erste Sp Ite von A ist chie e / :
. | ist die erste Zeile von A° | usw

.

Mat e
fatrix und geht aus A dadurch hervor, dass Zeilen
. . L1001

Eine quadratische Matrix A heillt symmetrisch
- ) h - L

1st, d.h., wenn

Beispielsweise 1t

Definition 3.22 Sind /
RNEFAN || !
d A ;) € K und B rwel M
v wWel atrizen. \\\’\"(‘i dik‘

Anzahl des ;}‘.']!.'n jer erst ;
iten der ersten gleich der Anzahl de '
: er Anzahl der Zeilen der zweiten ist. so wird durct
¢ St. d aurchn

emne Matrix in K7 defini
le die :
ak definiert, die als Produkt A /3 ler M
der Matrizen A und B bezeichnel
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Definition 3.23 Sei

R R SE1 N I ' > (77 S, -
— o eine ganze Zahl. Unter der n-dimensionalen Ei : .
ersteht man die Matrix alen Einheitsmatrix /,

6. 8 | n i

h (1 € .)l) “ 1 l I ) no
J. ‘s & (ll I \()nl . -
n \1\1() €Nl €;, € N « s v G d(’ }\J \-n]\LhL Bd\l\.
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'd spricht man von oberen bzw. unteren Dreiecksmatrizen, wenn alle Element
5 3 . nic

nterh: ;
thalb bzw. oberhalb der Diagonale 0 sind.

T TOlEe e o

' hezeichnen Mairizen [ die Einheitsmatrix (jeweils in passender Dimensio

Thia sion)
lten die folgender

)

Qatz 3.24 A B, (

und \ einen Skalar.

s, ~henregeln:
Dann ge 1 Rechenregelin:

o Auf=1-A= 4,
(i1) (A-B)-C - A-(B:C),

(A+ B -C=A-C +B-C,

V= A-B+A-C,

V=X (A-B)

(1)
Gv) A-(B+C
x,\».-\?~14)’:,«\-<\~/>’
(A + B = AT + BT,
- BT A",

(v)
(v1)
(vil) (A

(viii)




[P = Vi . o M . . . &S oo ~Aor reoll=
Definition 3.25 Sei A € K" eine quadratische Matrix. Sie heiBt invertierbar oder regu
q
lir, wenn es eine Matrix A" € K" gibt mit

AA = AT A=

Die Matrix A~" heift dann die zu A j
auch als singuliir bezeichnet.

S

) 44 . ; s = ~rden
nverse Matrix. Nicht invertierbare Matrizen werd

Satz 3.26 Es seien A

1
T : : : 2 . } l
. und B zwei invertierbare Matrizen in KK** Dann sind A - B und
ebenfalls invertie

rbar, und es gilf

(i) ("\'B) ‘ =B 1,‘,\75
(i) (AT)! = (417

’

x A € K™*" ist genau dann invertierbar, wenn thre Spaiten
Satz 3.27 Eine quadratische Matrix A € I\ i

o RAacor O ’\ p 177.14'(1'( n.
: - e . ) CIN¢ [)“\:_\ YOn 1 o
(oder Zeilen) linear unabhdngig sind, alse

’ Matrix A i ist die Dimension der i
; ' raf A) emner Ma
Definition 3.28 Der Spaltenrang !

: ‘ : t diec Dimension
Tl einer Matrix A € A IST dIC
Soalten von A. Der Zeilenrang einer | l o
saren Hiille der Spaiten Ve : ¢ Spaltenrang von A
5 lrlL \ Hiille der Zetlen von 4, also der S
der linearer c

- \ 171 2 .
. o immer uberein, wie wir im Rahmen
nen Sp iltenrang und /\'!]U”J“: BEEBESN R T
LRI erwelse Stmimncet opdd : ‘ o : vom ang einel a
RREICASAmRETWE .rden. Man spricht daher alleemeln vi |
’ : e 3 32 zergen wWerad £ !
des H'\'l\{‘lkl‘ -

!
Unda .'/a/ enranyg ut/
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2
stimn WETL

Die inverse Matrix A " ist also




olineare  Mob! l,of,u.vs( L

Wir b’ ‘nten o TR
etrachten zunichst eine Matrix A € Kmxn und die Zuordnune

CEK S fe)=A . pe K™

Diese Abbj . n ]
idung f: g _, K™ hat folgende zweij Eigenschaften:

(.I) J’V."I ! U‘ . N & B, 4 . ;
M) f(X-2)=A.(x. Al He)+ 1 (y),

Definition 3.34 Eine Abbildung f : 1| » W zwischen zwei Vektorriumen V und W (iiber

demselben Korper A ) ist linear, wenn sie die folgenden beiden Eigenschaften (fir 2. y

und

)

(1)

Satz 3.35 (Fortsetzungssatz) Es sei |
’; }v ) 3 !

WTF is oy ¢

Umgekehrt vermittelt diese Formel bei beliebiger Wahl von ¢

Definition 3.37 Es sei | » W eine lineare Abbildung. Die Mengen

”; und f() fle

+iRe VA'—’ indd 3 y 3 S N Sk 3 > : =< -
heiBen Kern und Bild von f. Die Dimension des Kerns und des Bilds sind der Defekt und

der Rang von |:

din(ker(f)) und

Satz 3.38 (Rangformel) Es sei V' ein endlichdimensionaler Vekior:

lineare Abbildung. Dann gilt




: iters seen Elemente
| K ein Korper. Weiters se ™
,» Zahlen und
> ] ganz¢ Za |

) oeceben. Dann heibit ein System
8 I S =Sy OTC
= W) lllld o S

an

(9111

(Ir‘)i' 1"’
Am1 T K. Sind alle
Inbekannten Iy, 42 snhomoees
ichungssystem 10 IR m homogen, sonsl inhomogen
& " . “1C u‘n&..‘- ’ ,
lineares Gle

hs la are ‘ ‘ e Y4 SV lL
Lll-{l l’-‘ l dil L Ll L‘ =~
: SO X l\ | ‘( “ 3 1 | YN b

).

Satz 342 Sei A ¢ |

: — : \x b lasbar. $¢
K K™, Ist das lineare Gleichungssystem Aa 7 sungen
A . : RN , , 2 1. LOSURS
gibt es 8 = n — rg(A) linear unabhdingige Vektoren x o Ke d.]

des homogenen linearen Gle

- ’ | B

_ z =b
ichungssystems A

durch die Menge

und b

_ BAp \
x 0, so dass alle Losungen von

{-T“ »‘.[‘ 3 ',."‘ 5 ..,\ Il\;
8egeden sind, wobei z, eine beliebige, aber fest gewiihlte Lisung von A

. AMaty
LISL jener, wo die Mat

hineare | hunessvsien
) invertierbar. so 1st das lineare Gleichune

utig losbar. und die Los1 i gegel

Gw/ﬁlw,eg CLina mi—to«,\:wu{a\,\{w

L'D N \/{/(/-A - Ole Wl :Dm:o&)ocg\,ﬂloulc




Beispiel 3.46 Es soll das lineare Gleichungssystem

ri + 2&5 — 22 314 )

_,1) .1)1_1 4 l
2 9 r (3.9)

M| fo i) .44 o W L4 )

o e iy S Gy =T T = =1

iiber einem Korper A vollstiindig gelost werden. Die Koeffizientenmatrix A und die rechte Seite

b sind
s o B ' 3
2 5 4
A= & gl i und b= 3
1 4 6 —7 —1

Durch elementare Zeilenumformungen der erweiterten Matrix (A b) erhilt man eine Matrix der

Form (3.8):

] 2«2 34 9 LR =4 31 3 1 2-2 3| 3
3 5 0 v A -3 | Qb L daSies
3. 8 2= 3 0 2 8-10 i 0 0 0 0] O
1 4 §=T}=1 0 2 8-10|-4 00 0 0|0

Im ersten Schritt wird das (—2)-fache der ersten Zeile zur zweiten Zeile addiert, etc. Ziel istes,

in der jeweiligen Spalte unterhalb des Diagonalelements Nullen zu erzeugen“. (Man kann die
entsprechenden Rechnungen auch im Gleichungssystem (3.9) durchfiihren. Im ersten Schritt
wird dabei in der 2., 3. und 4. Gleichung die Unbekannte x; ,eliminiert.”)

Levy ~

.ot daher idiquivalent zu
hungssystem ist daher aquiva

ngliche lineare Gleic

Das urspri ;
i 30 A0

4+ 4z3 - 9y

Satz 3.41) auch losbar. Setzt man &3 = ¢; und

(9 P L=
Ty + a4

ra
und wegen das Satzes von Kronecker Capelli (

Ty = b2, SO errechnet man

mit t,.t2 € K gegeben.
Selbstverstandlich hatte man mit einer
Form (3.6) umformen kinnen:

Die Losung (3.10) erhilt man dann ohne weitere Rechung aus Satz 3.44.




Derermi MV\&W"

Definition 3.54 Die Determinante einer quadratischen Matrix A = (ay,) € & ist durch
det A \ sen(7) Gr(1)1 Cx(2)2
e

TESy

1.2.....n und sgn(x)
gegeben. (S,, bezeichnet die Menge aller Permutationen der 2 Jhkn 1. 2 C !

, ; _ : . ; t Bu\‘ml 3)
das Vorzeichen einer Permutation 7, vergle iche mi

¥ y erhalt man L“L' l'y()”n
'Zer RCLhnlln‘_ Llhglll

ILh kurzer :

XUUHLH N¢

3 gibt es 3! 6 Permul

@12 13 = (1321032

|

! :

|

} a 31 29 (,_")

] 4 ~,'l"."' 31
| = (11 @22033 GALE

|

|

E L110o20l29
s A5 (1 4230031
callon 3l a1262 B
—~ (113022143

a 32 @433

] von Sarrus:
die so genannle Regd von Sarrt

Satz 3.56 Eine Matrix A € K™ ist genau dann invertierbar wenn

Sind also die Spalten oder Zeilen von A linear abhiingig oder sind zwei Spalten oder Zeilen
sogar gleich, so ist det 4 = 0). A

Die folgenden beiden Sitze geben w
ist Satz 3.58 fiir die praktische Berechn

Satz 3.57

eitere Eigenschaften der Determinante an. Insbesondere
ung einer Determinante von Bedeutung.

(1) Fiir beliebige Matrizen A. B g

det(A . B) = det A . det B.

(“) Ist ‘ P [\'u‘n : 4
\ s mvertierbar < it : : : o
ar 50 berechnet sich die Determinante der inversen Matrix durch
A=1\ ¢
r]('H‘ A ) = “]M A) I.

(i) Fiir A e Krxn gilf

det(A7) = dot A.

Satz 3.58

; ; X
) UINIpLIiZi€el { I te/ . ’ ] 7
(1) Mulupliziert man eine Spalte/Zeile einer Matrix A mit einem Faktor A\ J ist die
Determinante der neuen Matrix det A’ .1
(d ’ 1 e/ ‘ . J Vi ?
(11) Addiert man zu einer dpalte/Zeile einer Matrix das Vielfache einer anderen Spalte/Zeile,
verandert sich der Hr/'z/(l [ ¢ rerminante nichi

(1) Vertauscht man in einer Matrix A

nWel .\,’,AIIII'( n/Zeile n, so ist die Determi
Matrrix det |

inante der neuen

Mit elementaren \i».:.‘h - und Zellen ;:i.ﬁvi.w..‘:aikxlI\.mr: jedc
matrix umgeformt werden. Wegen Satz 3.58 verindert

Sich
kontrolherter Art und Weise. Damit kann jede Determinante
S,.) berechnet werden

1IC1H




Beispiel 3.59 Die Determinante der Matrix

IxCH ZuU

Definition 3.60 Sei A € K™ ", Unter dem Kofaktor A,, (1 < i.J < n) versteht man die

Determinante jener Matrix, die dadurch hervorgeht, dass man die j-te Spalte durch den Vektor

e; der kanonischen Basis ersetzt.




