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Aufgabe 2.1 Geben Sie jeweils eine kontextfreie Grammatik an, welche die folgenden Sprachen
erzeugt.
Zeigen Sie jeweils auch die Kontextfreiheit von L mit Hilfe des Satzes von Chomsky-Schiitzenberger
(indem Sie entsprechende Sprachen D,, und R sowie einen entsprechenden Homomorphismus h
angeben).

a) L ={a%b/c¥d' |i,j >0}

b) L ={(ab)"(01)"*(cd)*" | k,n > 0}
c) L={0"ak1™ |k >0,n < m}
)

d) L={wc" | w € {a,b}*,|wl|a =n oder |w|, =n}
L6sung

a) G =({S,T},{a,b,c,d},{S = a’Sd | bTc?|e, T —bTc?|e},S})

Wir zeigen nun die Kontextfreiheit von L mit Hilfe des Satzes von Chomsky-Schiitzenberger:

L = {a%pic¥d’ | i,j > 0} ist kontextfrei, da L = h(Dy N R), wobei

R={[i} {2 {]s}

und

h: {[717 ]717[72’]2}* — {a,b,c,d}* mit h(Li) = ggvh(]l) =d,h([z) =b,h(l2) = c?

P={S— ASBB|T, T—01T|e, A—ab, B —cd}
Wir zeigen nun die Kontextfreiheit von L mit Hilfe des Satzes von Chomsky-Schiitzenberger:

L = {(ab)"(01)*(cd)® | k,n > 0} ist kontextfrei, da L = h(Dy N R), wobei

R={[1}"{l2} {2} {]s}"

und

hoi{ls,]1,[2, ]2} — {a,b,c,d, 0,1} mit  A([y) = ab,A(]1) = cded, h(l2) =01, h(]2) =¢

¢) G=({5X},{0,a,1},{S —»051| 51| X, X —aX|e},5})
Wir zeigen nun die Kontextfreiheit von L mit Hilfe des Satzes von Chomsky-Schiitzenberger:
L ={0"ak1™ | k > 0,n < m} ist kontextfrei, da L = h(D3 N R), wobei

R=A{0{DHG Oy



d)

G=({SA4,B},{a,b,c},{S— A|B,A— aAc|bA|e,B—bBc|aB|¢c},S})
Wir zeigen nun die Kontextfreiheit von L mit Hilfe des Satzes von Chomsky-Schiitzenberger:

L ={wc" | w e {a,b}*,|wla =n oder |w|, = n} ist kontextirei, da L = h(D4 N R), wobei

und

Aufgabe 2.2 Geben Sie fiir jede der folgenden Grammatiken an, ob diese reguldr, kontextfrei,
monoton, und/oder kontextsensitiv ist. Geben Sie weiters an, welche Sprache von der jeweils an-
gegebenen Grammatik erzeugt wird, und ob diese regulér, kontextfrei, kontextsensitiv und/oder
rekursiv aufzéhlbar ist. Begriinden Sie Thre Antwort.

2)
b)
)
)

)

e

Beispiel:
Sei Gpsp = ({S},{a,b},{S — Saa|a € {a,b}} U{S = €}, 9).

Gpsp ist kontextfrei. Wegen z.B. der Produktion S — Saa ist Gpgsp nicht regulér,
und wegen S — ¢ nicht monoton und auch nicht kontextsensitiv, nachdem S auch auf
der rechten Seite von Produktionen vorkommt.

L(Gpsp) = ({aa}*U{bb}*)* ist aber reguldr, und damit auch kontextfrei, kontextsen-
sitiv und rekursiv aufzéhlbar.

{S,A,B},{a,b},{S — AB, aB —aa|ab, A—a},9)
{S},{a,b},{S — aS|bS | Sa| Sb},S)

G1 = (
Ga = (
Gs=({S,A,B,C},{a,b},{S - ACB,A — aaA|aa, B — aaaB|aaa, Ca— ba},9S)
Gy = ({5} {a,b,c}, {5 — abeS |abet U{zy = yx | z,y € {2,b,c}}, 5)

Gs = (

{4,B},{0,1},{A =+ 0B |1, B = A1}, A)

L6sung

2)

(G1 ist eine monotone und auch kontextsensitive Grammatik. Wegen z.B. S — AB ist G,
nicht regulér, wegen z.B. aB — aa ist G; auch nicht kontextfrei.

L(G1) = {aa,ab} ist endlich, also sicher regulir, und somit auch eine kontextfreie, kontext-
sensitive und rekursiv aufzihlbare Sprache.

G4 ist kontextfrei, monoton, und kontextsensitiv, aber nicht regulir (wegen z.B. S — Sa).

L(G2) = {} ist aber regulir, und damit, aufgrund der Chomsky Hierarchie auch kontextfrei,
kontextsensitiv und rekursiv aufzidhlbar.

G5 ist monoton und kontextsensitiv. Wegen z.B. der Produktion S — ACB ist G3 nicht
regulir, wegen Ca — ba nicht kontextfrei. £(G3) = {a?'ba® |i,j > 1} ist aber regulir, und
damit auch kontextfrei, kontextsensitiv und rekursiv aufzihlbar.

G4 ist monoton. Wegen z.B. der Produktion S — abcS ist G4 nicht regulér, wegen z.B. ab —
ba ist G4 weder kontextfrei noch kontextsensitiv. £(G4) = {w € {a,b,c} | |w|a = |w|, =
|w|c} ist kontextsensitiv und damit auch rekursiv und rekursiv aufzdhlbar, aber keinesfalls
regulér oder kontextfrei.



e)

G'5 ist kontextfrei, kontextsensitiv und monoton, aber nicht regulér, da in den rechten Seiten
der Produktionen das Terminalsymbol sowohl links wie auch rechts des Nonterminals vor-
kommt. £(G5) = {0"1"" | n > 0} ist ebenfalls kontextfrei, kontextsensitiv und rekursiv
aufzéhlbar, aber sicher nicht regulér.

Aufgabe 2.3 Beweisen Sie mittels entsprechender Abschlusseigenschaften, dass die jeweils gege-
bene Sprache L nicht kontextfrei ist. (Sie kénnen dabei davon ausgehen, dass eine Sprache der
Form {0F"1/m2m" | n > 1} fiir beliebige (von Thnen frei withlbare) Konstanten k,[,m > 0 als nicht
kontextfrei bekannt ist.)

a)

b)

L = {g2n93ng337kgm | kj, n,m > 0} N {ékhmgﬁnQZm | k:,n, m > 0}
(Hinweis: Bestimmen Sie zunéchst L.)
L = {wcucw” | u,w € {a,b}", |u| = |w|}

(Hinweis: w" bezeichnet das Spiegelbild von w.)

Losung

a)

Wir iiberlegen zunichst, dass L = {a?"b®"c2922kd6" | k, n > 0} ist und beweisen nun, dass
L nicht kontextfrei ist:

Beweis indirekt. Angenommen, L = {a?"b®"c2022kd6" | 5k > 0} ist kontextfrei. Sei dann
h:{a,b,c,d}* — {0,1,2}* ein Homomorphismus mit

h(a) =0, h(b) =1, h(c) =¢, h(d) = 2.

Da die Familie der kontextfreien Sprachen gegeniiber beliebigen Homomorphismen abge-
schlossen ist, miisste auch h(L) = {02"13"25" | n > 0} kontextfrei sein, was aber nicht der
Fall ist. Widerspruch! Somit kann auch L nicht kontextfrei sein.

L = {weucw” | u,w € {a,b}", |u| = |w|} ist nicht kontextfrei.

Beweis indirekt. Angenommen, die Sprache L = {wcucw” | u,w € {a,b}",|u| = |w|} ist
kontextfrei. Sei dann

M = ({Q(b qi, QZ}a {gaha 9}7 {Qa 1, 2}3 5; q0, {q2})

die (deterministische) gsm mit

6(q0,2) = (go,0), 8(q0,b) = (g0, 0), d(qo,¢) = (qu,¢),
6(q1,2) = (q1,1), 6(q1,b) = (q1,1), 5(q1,¢) = (q2,€),
d(q2,a) = (q2,b) = (¢2,2).

a/0,b/0 a/ib/1 a/2,b/2

‘ c/e . c/e @

qo q1 q2

Da die Familie der kontextfreien Sprachen gegeniiber beliebigen gsm-Abbildungen abgeschlos-
sen ist, miisste auch M (L) = {0"1"2" | n > 1} kontextfrei sein, was aber nicht der Fall ist.
Widerspruch! Somit kann auch L nicht kontextfrei sein.

Aufgabe 2.4 Sind folgende Aussagen korrekt? Begriinden Sie jeweils Thre Antwort.

a) Die Vereinigung unendlich vieler regulérer Sprachen ist wiederum eine regulédre Sprache.

b) L = {a"b"c™ | n > 0} ist reguldr, da L die Konkatenation der drei reguldren Sprachen

{a" |n >0}, {™ | n > 0}, und {c” | n > 0} ist.

¢) Es gibt rekursiv aufzéhlbare Sprachen iiber ¥ = {0,1}, deren Komplement endlich ist.



d)
e)

Die Grammatik G = ({A},{0,1},{A — AA| 0|1}, A) ist mehrdeutig.

Sei A eine Sprache iiber {0,1} und B = AN {1}*. Dann gilt: Ist B regulir, so ist auch A
regulér.

f) Es gibt kontextfreie Sprachen, deren Komplement nicht rekursiv aufzihlbar ist.
Losung

a) Falsch. Sei L = {e} U {ab} U {aabb} U {aaabbb} U .... Jede dieser Sprachen ist endlich
und damit regulir, die unendliche Vereinigung ergibt aber die Sprache L = {a"b"™ | n > 0},
welche kontextfrei, aber nicht regulér ist.

b) Falsch. Die Konkatenation der drei regulidren Sprachen ergibt {a}*{b}*{c}*, was nicht gleich
L = {a"p"c" | n > 0}. (L ist bekanntermafien nicht einmal kontextfrei.)

¢) Richtig. Beispielsweise hat die regulére (und damit rekursiv aufzéhlbare) Sprache L =
{0,1}* mit L = {&} ein endliches Komplement.

d) Richtig. G ist mehrdeutig, da es z.B. fiir das Wort 111 zwei verschiedene Linksableitungen
gibt:
A— AA — 1A - 1AA — 114 — 111 bzw.
A— AA — AAA — 1AA — 114 — 111
(Anmerkung: Die von G erzeugte Sprache L(G) = {0,1}* ist aber nicht mehrdeutig, da sie
z.B. von folgender eindeutiger Grammatik G’ erzeugt wird:
G'=({A},{0,1},{A > 0A[14]0]|1},4))

e) Falsch. Sei beispielsweise A = {0™1" | n > 0}, dann ist B reguldr, da AN {1}* = {¢}. A
selbst ist aber keinesfalls regulér.

f) Falsch. Zwar sind kontextfreie Sprachen nicht unter Komplement abgeschlossen, kontext-

sensitive (wie auch entscheidbare) aber sehr wohl. Nachdem Lo C L1 C Lyee C Lo, ist
also das Komplement einer kontextfreien Sprache jedenfalls kontextsensitiv und damit auch
entscheidbar und rekursiv aufzidhlbar.

Aufgabe 2.5 Sei A <, B (wobei A und B in NP sein konnen, aber nicht miissen). Geben Sie
fiir jede der folgenden Aussagen an, ob sie

— jedenfalls zutrifft (unabhingig davon, um welche Probleme es sich bei A und B handelt, und

auch unabhingig von (noch) unbewiesenen Beziehungen zwischen Komplexititsklassen)

— wielleicht zutrifft (je nach dem worum es sich bei A und B handelt, und/oder abhingig von

der Losung bisher unbewiesener Beziehungen zwischen Komplexitéitsklassen)

— keinesfalls zutrifft (unabhiingig davon, um welche Probleme es sich bei A und B handelt,

und auch unabhéngig von (noch) unbewiesenen Beziehungen zwischen Komplexititsklassen)

Begriinden Sie Thre jeweilige Antwort.

a
b
¢
d
e

)
)
)
)
)
f)

Wenn A NP-vollstindig ist, so ist auch B NP-vollstindig.
Wenn B NP-vollstindig ist, dann ist A entscheidbar.

Wenn B in P ist, dann ist das Komplement von A nicht in P.
Nachdem A <, B gilt auch A <p B.

Wenn das Komplement von B endlich ist, dann ist A € NP.

Wenn A NP-vollstéindig ist, dann ist das Komplement von B in P.



Losung

a)

b)

Vielleicht. Damit diese Aussage zutrifft, muss B in NP liegen. B kann aber auch durchaus
schwieriger sein, also selbst nicht in NP liegen.

Jedenfalls. Wenn B NP-vollstéindig ist, so kann A keinesfalls auflerhalb von NP liegen, da
A <, B. Jedes Problem in NP ist entscheidbar (Definition), die Komplexitétsklasse NP ist
eine echte Teilmenge der entscheidbaren Sprachen.

Keinesfalls. Die Komplexitétsklasse P ist unter Komplement abgeschlossen. Und da A auf-
grund der Reduktion in P liegt, muss auch A € P gelten.

Jedenfalls. Nachdem A <, B gibt es eine Reduktionsfunktion f, welche in polynomieller
Zeit berechenbar ist. Daher gilt: w € A genau dann wenn f(w) € B. Das ist aber dquivalent

zu w ¢ A genau dann wenn f(w) ¢ B. Es gilt also auch A <, B.

Jedenfalls. Wenn das Komplement von B endlich ist, dann ist B regulér. Somit gilt sicher
B € P C NP, da die reguléren Sprachen eine Teilmenge von P bzw. NP sind. Dann muss
aber, nachdem A <, B, auch A € NP gelten.

Vielleicht. Da A <, B und A NP-vollstandig ist, miisste B mindestens auch NP-vollstéindig
sein. Damit das Komplement von B aber dann auch in P liegt, miisste P = NP gelten, was
(noch) nicht bewiesen oder widerlegt ist.



