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Einleitung

In dieser Vorlesung sollen drei grundlegende Gebiete den@érie behandelt werden, die fur
die Bereiche Computergraphik, Bildverarbeitung, Musteenung, Computer Vision und Geo-
metrisches Modellieren wesentlich sind:

1. Analytische Geometrie:Die mathematische Beschreibung geometrischer Objektdiend
Berechnung wichtiger Operationen mit diesen Objekten rerdit Hilfe der Vektorrech-
nung behandelt. Auf die Wahl geeigneter Koordinaten undethéeitliche Behandlung
von Problemen unter Verwendung geeigneter Abbildungefinig&iten, Kollineationen)
wird besonderer Wert gelegt. Ebenso diskutieren wir gregethde Ansatze fur geometri-
sche Ausgleichsprobleme, in denen geometrische Objektiehlerbehafteten Messdaten
zu rekonstruieren sind.

2. Projektive Geometrie: Die Methoden der Projektiven Geometrie spielen eine behelat
Rolle bei der einfachen Formulierung von Algorithmen fignfralprojektionen und insbe-
sondere bei der Umkehraufgabe, namlich bei der ErkennaddRekonstruktion von 3D
Objekten aus ebenen Bildern (Computer Vision, GeodaBrejektive Geometrie erleich-
tert auch wesentlich das Verstandnis der Unterschiedsch&n gewohnlichen B-Spline-
Kurven und -Flachen und der umfassenderen Klasse der NURBIShe den Industrie-
Standard fur Freiformgeometrien in CAD-Systemen ddestel

3. Differentialgeometrie: Es sollen hier jene differentialgeometrischen Grundkeisse ver-
mittelt werden, welche fur Anwendungen in der geometeschilodellierung, der Bildver-
arbeitung und der Computergraphik notwendig sind. Neberkldssischen Verwendung
von Parameterdarstellungen werden auch die in letzteirzegér geometrischen Datenver-
arbeitung vermehrt auftretenden impliziten Darstellun@evel sets) und die Abschatzung
von Invarianten aus diskreten Daten (TriangulierungenkBuolken) behandelt.
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1 Koordinatensysteme

1.1 Koordinatensystem auf einer Geradery

'

Wir wahlen aufg zwei PunkteO (Ursprung und E (EinheitspunKtmit O # E und damit eine
Orientierung(ﬁ. Wir wollen jedem PunkiX € g in bijektiver Weise ein Zaht € R zuordnen.

Definition 1: SeienA, B, C € g mit B # C. DasTeilverhaltnis A = TV (ABC) der kollinearen
PunkteA, B, C' ist definiert durch

A==z, fallsC ausserhalb der StreckeB liegt,
A=0, falls A = C qilt,
A= —4¢  falls C innerhalb der Streckd B liegt,

I
A B C A C B

Satz1: Ein Koordinatensystem auf einer Geraden ist durch zwsicheedene, geordnete Punkte
0, E bestimmt. Jedem Punk€ der Geraden und jeder gerichteten Stre€Ke wird in einein-
deutiger Weise als Koordinate die Zahk= TV (X EO) zugewiesen.

x hei3tKoordinatevon X bezuglich deKoordinatensystem&), E£'}.

Bemerkung 1: Wenn ein PunkiX die Koordinater = 5 hat, bedeutet dies nicht, daf3 er 5cm
vom Ursprung entfernt ist, sondern daf} er 5 mal so weit vonpturgy entfernt ist wie der
Einheitspunkt. Die Koordinate ist also keine Mal3zahl sonéé Teilverhaltnis. Nurwena= 1
gilt, gibt der Betragz| = OX die Entfernung des Punktés vom Ursprung an.
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Das hat etwa den Vorteil, dal3 man den Mal3stab einer Kopi& wisken muf3, um die Koordi-
naten eines Punktes zu ermitteln, soferne nur die Punkiad E zur Verfugung stehen. Auch
bei Anwendung von Abbildungen wird diese Auffassung vont&bisein: Wir beziehen dann
Urbild und Bild auf verschiedene Koordinatensystefhe: {O, £} undX'{O’, E'} und ordnen
dem PunktX jenen PunktX’ zu, der bezuglict’ dieselben Koordinaten hat, wi€ beziglich
K.

1.2 Parallelkoordinatensystem (affines Koordinatensysta) in der Ebene
und im Raum

Wir werden dort wo es moglich ist, nicht kartesische sonddlgemeiner affine Koordinaten
verwenden.

X, X

Es

Wir wahlen mitO, E1, E» bzw. O, E1, E5, E3 zwei verschiedene (bzw. drei paarweise verschie-
dene nicht in einer Ebene liegende) SpegreZu X zeichnen wir das Koordinatenparallelo-
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grammO X, X, bzw. das Koordinatenparallelepiped. Die Punkiegbestimmen dann die Koor-
dinatenz; von X Uberz; = TV (X;E;O).

Speziell bezeichnen wir:

O ... Ursprung,E; . .. Einheitspunkte,

g; = |OE;] ... Achsen.

Eben€lg,¢o] ... m ... (12)-Ebendxz; = 0)

Eben€(gygs] ... m ... (23)-Ebendx; = 0)

Eben€(gsg1] ... 7. .. (31)-Ebendxz, = 0)

Gerad€OFE)|...z; — Achse (v, = ;= 0; ]k, paarweise verschiedgn

Satz 2: Ein Parallelkoordinatensystem in der Ebene bzw. im Raatndurch 3 bzw. 4 geord-
nete Punkte allgemeiner Lage bestimmt. Jedem Puhkind jeder gerichteten StreckeX
wird in eineindeutiger Weise als Koordinate ein geordné&i@slenpaar bzw. Zahlentripel =
TV(X;E;0) i = 1,2 bzw.i = 1,2,3) zugewiesen, wobei die Punkf€; auf den Koordi-
natenachsen durch Eintragen des Koordinatenparalletogssbzw. Koordinatenparallelepipeds
entstehen.

Bemerkung 2: Allgemeiner kann man den Elementen einer Menge georokéiObjekte mit

Hilfe einer Abbildungn-tupel reller Zahlen zuordnen und nennt dann diesepel Koordinaten

der Objekte. Diese Abbildung muf3 nicht bijektiv sein und aegi3nmicht zu jedem n-tupel ein
Objekt der betrachteten Menge existieren. Vergleiche diwAomogenemind baryzentrischen

Koordinatenin den folgenden Abschnitten.
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1.3 Kartesisches Rechtssystem

z
Ein affines Koordinatensystem mit Achseny, » heiRRtkartesisches /\

Koordinatensysteimwenn die Achsen paarweise orthogonal sind
und die Einheitspunkte vom Ursprung gleich weit entfemnédsivir
sprechen von einem kartesischeachtssystemwvenn die kiirzeste
Drehung der positiven x-Achse in die positive y-Achse imifpgen
Sinn (gegen Uhrzeigersinn) erscheint, sofern man geggrogdigve Y
z-Richtung blickt. (x-, y- und z-Achse liegen wie Daumenijgée @V

finger und Mittelfinger der rechten Hand.)

2 \Vektoren

2.1 \ektorbegriff

Definition 2: EinVektorist die Menge aller gleich langen, gleich orientierten &esx und wird
durch einen vom Anfangspunki zum Endpunkt” orientierte Streck& Y bestimmt. Die Lange
XY der StreckeXY nennt man deBetragdes Vektorsxy (Symbol: |]X_Y>'H).

Bemerkung 3: Dies ist die Definition einesngebundene¥ektors. In den Anwendungen benotigt
man oftgebunden&/fektoren (z.B an die Wirkunsgslinie einer Kraft).

e Wir bezeichnen Vektoren mit fetten Buchstakem, ..., v, w. Der Vektorv = XY hat
denBetrag||v|| = XY/, dieRichtungvon XY und dieOrientierungvon X nachY’.

e Bei X = Y heiRtXY = o Nullvektor Vektorene mit |le|| = 1 heitEinheitsvektor

2.2 Koordinaten eines Vektors

Fur den PunkX mit den affinen Koordinatef, x5, x3) schreiben wir kurzX (z;).
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X2

O/ X Y, Z1

Definition 3: Der durch die Punkt& (z;) undY (y;) bestimmte Vektoxr = XY hat die Koordi-
natenu;:

TV — v — { (vi,02) = (Y1 — 21,92 — 22) in der Ebene
<U17027v3) = (y1 —T1,Y2 — X2,Y3 — xg) im Raum

Merkregel: 'Spitze minus Schaft’

Es gilt:

1. Die Koordinaten sind unabhangig von der Auswahl des &sgmtanten
2. ﬁ = (T — Y1, %2 — Yo, T3 —Y3) = —V = _ﬁ

3. DieKoordinaten eines Ortsvekto@ =x=(x1—0,29— 0,23 — 0) = (21, 22, x3) Sind
die Koordinaten seines Endpunktes.

4. Bezuglich einekartesischen Koordinatensystemist fur den Betrag des Vektors =

(’Ul,’Ug,Ug): HVH = \/U% +U% —|—U32)
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2.3 Rechenregeln, Vektorraum

2.3.1 Summe zweier Vektoren

Geometrisch: "Parallelogrammregel”

Analytisch:
a=(a;), b=(b;), a+b=(a;+b)

Fur die MengeV aller Vektoren und die Addition gilt:

(V, +) ist einekommutative Gruppel.h. es gelten

1. Assoziativgesetzi+ (b+c) = (a+b) +c
2. neutrales Element+o=o0+a=a
3. inverses Elemeni + (—a) = o

4. Kommutativgesetzi+ b =b + a

2.3.2 Multiplikation eines Vektors a mit einer Zahl A € R

Aa

Geometrisch: O
—Ja

Analytisch:

a=(a;) €V,\eR, \a=(\g)

Es gilt: [|\a]| = [\|||a

,0a=o0
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2.3.3 Vektorraum

Sei die Operation: R x V — V definiert durch die skalare Multiplikatiof\, a) — Aa, so ist
(V,+,-) ein Vektorraumd.h.(V, +) ist eine kommutative Gruppe, und es gilt fur alleb € V
und alle), 1 € R:

1. Assoziativgesetzi(pa) = (Ap)a.

2. Distributivgesetze:

(A+wpa = la+ pa,
AMa+b) = la+ \b.

3. la=a.

2.4 Linearkombination und lineare Abhangigkeit
Definition 4: Seier{a, . .., a,, } eine Menge von endlich vielen Vektoren ukgd . . ., \,, belie-
bige reelle ZahlenSkalarg, so heifl3t

Aag + dsas + - - + Apan,

Linearkombinationmit den Koeffizienten\;. Eine Linearkombination heif3tivial, wenn alle
Koeffizienten gleich null sind, jede andere Linearkomboraheil3tnichttrivial.

Definition 5: Die Vektoremay, . . ., a,, heil3eninear unabtangig (l.u.) wenn sich aus ihnen der
Nullvektor nur in trivialer Weise linear kombinieren la@th. mit Koeffizienten

AM=X=...=X,=0.
Nicht l.u. Vektoren heiRetinear abhangig (l.a.) Vektoren{a,...,a,} sind also l.a., genau

dann wenn es eine Linearkombination des Nullvek{ol’s | \;a; = o gibt, bei der nicht alle
Koeffizienten\y, ..., A, gleich Null sind.

Eine Menge linear unabhangiger (l.u.) Vektogdn , b, . ..}, aus denen sich jeder Vektor eines
endlichdimensionalen Vektorraumes linear kombinieedst,|heiRBasis

Die Einheitsvektoreﬁﬁi eines Koordinatensystems im Raum

{e: =(1,0,0)",e2 = (0,1,0)",e3 = (0,0,1) "}
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sind l.u., denn aud;e; + A\yes + A\zeg = o folgt (A1, A2, A3) = (0,0,0).
Satz3: In der Ebene (im Raum) besteht jede Basis aus zwei (bzv.\drktoren.

Satz4: Zwei bzw. drei Vektoren der Ebene bzw. des Raumes sindugéaian linear abhangig,
wenn ihre Determimante null ist. Je drei bzw. vier Vektorem Bbene bzw. des Raumes sind
stets linear abhangig.

e Ebenea = (ay,as), b = (b1, b9)

defa,b) = TN by — aghy
by b
e Raum:a = (a;), b = (b;), c = (&)
ay ag as
detfa,b,c) =| by by by | = a1bacs + asbscy + asbica — asbacy — a1bsca — agbycs.
Ci Co C3

Die Determinante berechnen wir nach der Regel von SARRUIB r{gr fur (3 x 3)-
Determinanten) oder durch Entwickeln nach einer Zeile &Gpelte.

Bemerkung 4: Der Begriff des Vektorraums spielt nicht nur in der anialshen Geometrie eine
wesentliche Rolle. So bilden etwa auch die Polynome festal€s einen Vektorraum und fur
das Design von Splinekurven ist es wesentlich in diesemdvekim geeignete Basispolynome
zu finden, sodal} die Koordinaten der Polynome beziglicdediBasis geometrische Bedeutung
besitzen.

2.5 Affinkombination

Wir bestimmen die Parameterdarstellungen von Gergderd Ebenen.
e Geradey durchA, B (A # B):

x = at+Adt=a+Ab—a), NeR,
= (1—-Xa+ b, AeR.

Aquivalent dazu ist die Darstellung

x:)\1a+)\2b, )\1,)\2 6R,)\1+)\2:1.
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e Ebener durch 3 verschiedene Punkie B, C' nicht
auf einer Geraden.

X = a+)\t1+ut2 W
= a+Ab—-a)+pulc—a), \,peR

= (I=X—pa+Ab+puc, \,u € R,
Aquivalent dazu ist die Darstellung

X = )\1&+)\2b+)\3c, )\1, )\2, A3 € R, A+ +A3 = 1.

Definition 6: Eine Linearkombination

i=1 i

heil3tAffinkombination

2.6 Konvexkombination
2.6.1 TeilungspunktT einer Strecke PQ) mit gegebenem Teilverfaltnis A\ = TV (PQT)

WegenTV (PQT) = ) gilt: \QT = PT. Nach Wahl eines Ur-
sprungs und mit Benutzung der Ortsvektoren@Tﬁ =t—qund

t = p+ Pl =p+IQT - 9 P
P+ At —q)
= p+At—JAq. t p

Daraus erhalten wifl — A\)t = p — Aq und schlieBlich

t = p—

11
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Wegen

A —

1—XA 1-2X
ist t Affinkombination der Vektorem, q. Teilt T die Strecke im
Inneren, so gill'V (PQT) =\ = —35 mit «, 5 > 0. Dann folgt

1—\ 1+5 a+p Q
A —5 _ @ P o g Q
1-A  1+% a+p
Der Teilungspunkf” wird daher durch den Ortsvektor @ G
1
1
. 5(51) + aq) (1)

beschrieben. Wir konnei’ als Schwerpunkt des Massensystems
P@ ansehen, wenn maR das Gewichts und Q das Gewichtx
erteilt.

2.6.2 Schwerpunkt eines Systems vanMassenpunkten

Gegeben seien die Punkig (i = 1,...,n) mit den Ortsvektorep; und den Gewichten; > 0.
Wir wollen nun rekursiv den Schwerpunktdes Massensystent3 P, . . . P, definieren, wobei
den PunkterP, das Gewichty; zugeordnet wird:

Definition 7: SeienP; (i = 1,...,n) und~; (i = 1,...,n) wie oben. Um den Schwerpunkt
des zugehorigen Massensystems zu erhalten, berechneumichst den Schwerpunkt,_; des
n — 1-elementigen Massensystems, welchezti = 1,...,n — 1)und~; (i = 1,...n — 1)
gehort. Dann bilde man den Schwerpunkt des zweipunktigass@nsystems bestehend &ys,
mit Gewichth:_l1 ~; und P,, mit Gewicht~,, (siehe (1)).

Diese Definition hangt a priori von der Reihenfolge der Rark ab. Dass dies in Wirklichkeit
nicht der Fall ist, zeigt der folgende Satz.

Satz5: Sei die Notation wie oben. Dann hat dshwerpunkt den Ortsvektor

S = ZVZpZ?

1% i1
Summe der mit den Gewichten multiplizierten Ortsvektoren
Summe der Gewichte
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Der Beweis der Behauptung erfolgt durch vollstandige ktigdun.

¢ Induktionsanfang: Die Behauptung ist richtig fili= 2, siehe Teilungspunkt.
¢ Induktionsannahme: Die Behauptung ist filPunkte bewiesen.

e Induktionsschlul’: wir schliessen vamaufn + 1.

Nach Induktionsannahme gilt:

S ist Schwerpunkt des Punktés (belastet mit dem Gewicht"} ;) und dem Punk®, ., (be-
lastet mity,, ;). Nach Abschnitt 2.6.1 folgt:

n 1 n
Z%’ Sn t Vn+1Pnt1| = ZHT Z%pi + Yn+1Pn+1

i=1 i=1 g i=1

1
Z?I 11 i

Der Schwerpunkt ist also eine Affinkombinatidn \;p; mit A; > 0. Das motiviert die folgenden
Betrachtungen:

S =

2.6.3 Konvexe Mengen

Definition 8: Eine Punktmenge heikbnvexwenn sie mit je zwei Punkten auch alle Punkte ihrer
Verbindungsstrecke enthalt.

=

Konvexe und nicht konvexe Mengen in der Ebene

Definition 9: Eine Linearkombination

X:i)\iai, mit i)\l = 1,)\2 > 0,
=1 =1

heiRtKonvexkombination
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Der Schwerpunkist also einédkonvexkombination der Massenpunkte

Definition 10: Der Durchschnitt aller konvexen Mengen, die eine gegeBeinktmengér, ..., P, }
enthalten, heifdtonvexe Hllevon P, ..., P,.

Beispiel: Konvexe Hille einer Punktmenge in der Ebene

Satz6: Die Punkte der konvexen Hille einer Menge von Punlien. ., P, mit den Ortsvekto-
renpy, ..., p, werden genau durch alle Konvexkombinationen

X:zn:)\ipi, mit zn:)\lzl,)\l >0
=1 =1

beschrieben.

2.6.4 Baryzentrische Koordinaten in der Ebene

Definition 11: SeiP, P, P; ein Dreieck und seiep; die Orts-

vektoren det?,. Dann laRt sich jeder Punkf im Inneren oder P5(0,0,1)
auf dem Rand des Dreiecks (aus der konvexen Hulleftler
durch
X = ip1+ fop2 + Osps, Pi+fe+P3=1, [; >0 As
beschreiben. Dig; heiRerbaryzentrische Koordinatevon X  P;(1,0,0) P5(0,1,0)

beZUgliChPl, b, Ps.

Bemerkung 5:
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1. X ist Schwerpunkt des Dreieck’ P, P;, wenn man den PunkteR die Gewichtes; er-
teilt.

2. Die 3; sind nicht unabhangig, da ja + 3, + 3 = 1 qilt.

3. Derelementargeometrische Schwerputés$ Dreiecks entsteht fur gleiche Gewichte=
B2 = B3 = % und hat daher die Darstellusg= ip; + 1p> + ip;.

Berechnung der baryzentrischen Koordinaten aus affinen Koadinaten

Seip; = (z;,v:), x = (z,y) bezuglich eines beliebigen affinen Koordinatensystenegaf/

x = [B1p1 + Bop2 + B3p3 gelten fur die baryzentrischen Koordinatérdie Gleichungen

Brxy + Boxo + Paxs =,
Biyr + Baye + Bayzs =y,
B+ B2 + B3 =1

Aus diesen 3 linearen Gleichungen fiir, 35, 53 folgt mit Hilfe der Cramerschen Regel

Ty X3 T To—T X3—X
Y Y2 Y3 Yy Y2—-Y Ys—Y Tog—T T3 —T
[ S T I O R 0 M-y wmoy 24 A
Pr= T Ty w3 | | w1 me—m w3—21| | ae—11 73—71 24 A
Y1 Y2 Y3 Y Y2—Y1 Ys— U Y2—Y1 Ys—U1
1 1 1 1 0 0

Dabei istA, die Flache des Dreiecks P, P; und A die Flache des Dreieck3 P, P;. In analoger
Weise qilt:

_A2 _Ag
BZ_Zv 63_Z
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3 Produkte von Vektoren

3.1 Skalarprodukt zweier Vektoren in R?

Sindv = (vy,v) undw = (wy, ws) zwei Vektoren inR?, so
bezeichnet
VW = VW + UgWo (2)

dasskalare Produkivon v und w. Die Norm (Lange) eines
Vektors erhalt man mit

IVl = Vv v =y/oi+ 3. 3)

Fur das skalare Produkt - w gilt die folgende geometrische
Interpretation:
v-w = ||v||[|w] cosa, (4)

wobei o der Winkel zwischerv undw ist 0 < a < 7).
Sind v und w orthogonal, so folg - w = 0. Die zuv =
(v1,v9) normalen Vektorery werden somit dargestellt durch
y = t(—vg,v1), mitt # 0.

3.2 Flache eines Parallelogramms

16

| v [ cos(v, w)

Seienv = (v, v7) undw = (wy, ws) zwei linear unabhangige Vektoren, dann bestimmen sie ein

Parallelogramn®. Die FlacheF' des Parallelogramms ist gleigk |

h, mit A als Hohe vorP. Mit

« als Winkel zwischerv undw berechnet sich die Hoheaush = ||w || sina = ||w|| cos(7/2 —

«). Unter Verwendung des zu orthogonalen Vektorg = (—uy, v1) gilt wegen||z|| = ||v|| fur
die Flache
F = ||v||h = ||z||||w]| cos(7/2 — @) = W - z = vjwy — vow; = detlv, w). (5)

Proportionale (linear abhangige) Vektorenw = tv besitzen verschwindende Determinante

detv,w) = 0.
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3.3 Skalarprodukt in R?

Fur Vektorenv = (v, vp, v3) Undw = (wy, wy, ws) desR? ist das Skalarprodukt - w bzw. die
Norm ||v|| analog definiert zum ebenen Fall durch

VW = 0wy + vewsy + vzws,  bzZwW.||v| = /v - v.

Die geometrische Interpretation ist analog zu (4). Inshdece wird Orthogonalitat zweier Vek-
toren durch das Verschwinden ihres Skalarproduktes ausgddIstv = (v, vq, v3) €in belie-
biger Vektor inR3, so gilt fur die drei Vektoren

a=(0,—vs,v3),b = (—v3,0,v1),¢c = (—vg,v1,0)
a-v=b-v=c-v=0.Istetwav; # 0, so spannen die Vektoren
b +~vc = B(—wvs,0,v1) + y(—v2,v1,0)
die Normalebeneuv auf, d.h.(8b + ~c) - v = 0.

Das Skalarprodukt is¢fommutativ
a-b=b-a

und es gelten die Distributivgesetze
(a+b)-c=a-c+b-c, c-(a+b)=c-a+c-b.
Man beachte aber, dass die Assoziativitat nicht gilt,
(a-b)-c#a-(b-c),

denn im allgemeinen ist die linke Seite ein Vektor paralletzund die rechte Seite ein Vektor
parallel zua (beachte auch, dass hier der Purikir das Skalarprodukt zweier Vektoren und die
Multiplikation mit einem Skalar steht).

3.4 Vektorprodukt in R3

Fur Vektoren de&? kann man ein Vektorprodukt x w erklaren, das keine Entsprechung in der
Ebene hat. Singt = (v1, v9,v3), W = (w1, wo, w3) ZWei Vektoren inR3, so ist der durch

Z=V XW= (’Uz’lUg — V3W2, V3W1 — V1W3, VW — Ug’wl) (6)



3 PRODUKTE VON VEKTOREN 18

definierte Vektor da¥ektorprodukivon v und w. Die Koordinaten vornv x w sind die2 x 2
Unterdeterminanten der Matrix

V1 Vg Us

w1, Wy W3 ’

mit

zlzdet< vz ), zzzdet< v ), undz3:det< vt )
Wy W3 w3 Wy wy W2

Zwei Vektorenv, w sind genau danlinear abléngig wennz = v x w = (0,0, 0) gilt.

Ansonsten ist der Vektar = v x w ein Normalvektor jeder vosr undw aufgespannten Ebene,

denn es gilt
z-v=2z-w=0.

Der Flacheninhalt des von und w aufgespannten Parallelogramms berechnet sichFimit
|v x w||.

Beispiel 1: Sei ein DreieckD in R3 gegeben durch die Ortvektorenb, c der Eckpunkte
A, B, C. Mit Hilfe der beiden Richtungsvektoren = b — a, w = ¢ — a berechnet sich die
FlacheF' des Dreieckd) mit .

F = §||V x w|.

Rechenregeln des Vektorprodukts

1. alternierenda x b = —(b x a)

2. Assoziativgesetz gilt NICHT:

(axb)xc # ax (bxc)
1 ¢, in Ebeneg(a, b) 1 a, in Ebengb, c)

3. Distributivgesetzfa+ b) x c = (a x ¢) + (b x ¢)
4. (Aa) x b = A(a x b).

5. Seiem, b linear unabhangig, dann bilden die Vektokerb, a x b ein Rechtssystenwir
sehen spater, dass ¢eth, a x b) = (a x b)? > 0 gilt.
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3.5 Determinante dreier Vektoren in[R3

Seiena, b undc drei Vektoren inR3, so ist durch
deta,b,c)=(axb)-c (7)

die Determinanteder drei Vektoren definiert (zur Berechnung siehe auch 2.4).

Seiena, b, c drei linear unabhangige VektorenR¥, welche einParallelepipedP bestimmen.
Fur das Volumen vglP) von P gilt vol (P) = Gh mit G als Flacheninhalt der Grundflache (Par-
allelogramm) und: als Hohe. Wir wahlen das Parallelogramm, aufgespanmiddie Vektoren

a, b, als Grundflache, also giff = ||a x b||. Bezeichnen wir den normierten Normalvektor der
Tragerebene des Parallelogramms mit

1
n= (a x b),
[la x bl|

so giltwegem, =n - c
vol(P)=Gh=|laxb||ln-c=(axDb)-c.
Auf Grund der geometrischen Interpretation der Deterntmats Volumen vorP erhalten wir
deta,b,c)=(axb)-c=(bxc)-a=(cxa)-b. (8)

Es gilt:

e Sind die Vektorera, b, c linear abhangig, so folgt det, b, c) = 0.

e Sinda, b, c linear unabhangig, so gilt det b, c) > 0 genau dann, wena x b undc im
selben Halbraum bezuiglich der duechndb bestimmten Ebene liegen, d(xb)-c > 0.

e Wegen der Kommutativitat des Skalarproduktes gilt
deta,b,c) =(axb)-c=c-(axDb).

e Da das Vektorproduki x b alternierend ist, gilt
deta,b,c) = —detb, a, c).

Beispiel2: Sei das Tetraed@&f gegeben durch die Ortsvektorarb, c undd der EckenA, B, C
und D. Mit Hilfe der Vektoren

u=d—-—-a v=d—-b, w=d-c

berechnet sich das Volumen Vo)) des Tetraeders mit

vol(T) = %det(u, v, w).
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3.6 Mehrfache Produkte

Gelegentlich ist es nutzlich, mehrfache Produkte zu vadea. Wir geben nur die folgenden
Formeln ohne Herleitungen an.

(axb)xc = (a-c)b—(b-c)a 9)

ax (bxc) (a-c)b—(a-b)c (10)
(axb)-(cxd) = (a-c)(b-d)—(a-d)(b-c) (11)
(axb)x(cxd) = defa,c,d)b—detb,c,d)a, oder (12)
(axb)x(cxd) = defa, b,d)c—deta,b,c)d

Bezuglich der letzten beiden Formeln bemerken wir, dads (s x b) x (c x d) sowohl als
Linearkombination vom, b als auch als Linearkombination vend darstellen lasst.

4  Analytische Darstellung von Geraden und Ebenen

4.1 Parameterdarstellung einer Geraden

Zwei verschiedene Punkt® und () bestimmen genau einger- gP
bindungsgeradé&-. Ein Richtungsvektor void- ist gegeben durch <
q — p; eine Parameterdarstellung véhautet X D

x(t)=p+tlq—p)=(1—-t)p+tq, teR. (13) o

Dabei bezeichnet(t) den vont abhangigen Koordinatenvektor des laufenden Punktgs auf
G. Je nachdem die Eingabevektogery zwei- oder dreidimensional sind, stelif) eine Gerade

in der EbenéR? oder im RauniR? dar. Durch die Parametrisierusgt) wird das reelle Intervall
0, 1] teilverhaltnistreu auf die Streckie) abgebildet.
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4.2 Gleichung einer Geraden in der Ebene und Normalform

Eine Geradé&- kann auch als Losungsmenge einer linearen Gleichung
Gz +ngwy +d =0, (n,ny) # (0,0), (14)

angegeben werden. Die Menge der Purkte z5) andert sich nicht, wenn man (14) mit einer
Zahlt # 0 multipliziert. Daher beschreibt jede zu (14) proporti@n@&leichung dieselbe Gerade
G.

Sindp = (p1, p2) undq = (q1, ¢2) Zwei Punkte vort7, so erfullen siev; (p1 —q1) + na(pa—q2) =

0; mittelsn = (ny,n9) gilt alson - (p — q) = 0 und somit ist der Vekton = (n;,ns) ein

Normalvektorder Geradert:. Mit Hilfe des skalaren Produkts lasst sich die Gleichuigee
Geraden auch durch - x + d = 0 angeben; mit einem Punkt auf GG gilt die gleichwertige
Darstellungn - (x — a) = 0. Setzen wim als Einheitsvektor voraus, so heif3t

G:n-x+d=0, mit|n|| =1 (15)

die (Hesseschd)ormalformeiner Geraden. Deorientierte Abstand((P, G) eines Punkte$’
von (G ist gegeben durch
d(P,G) =n-p+d, mit|n| = 1. (16)

Das Vorzeichen des Abstands ist durch die Orientierungmoestimmt. Der Koeffiziend ist der
orientierte Abstand des Ursprun@s/on G. Zum Beweis von (16) beachten wir, dasp + d =
n - (p — a) gleich der Normalkomponente des Vektprs- a, also dem orientierten Abstand ist.

Bemerkung 6: Sei das inR? zu Grunde gelegte Koordinatensystem kein kartesisches, so
dern ein allgemeines affines Koordinatensystem. Auch hinel die Punkte einer Gerader

als Losungsmenge einer linearen Gleichung (14) festte@ha Interpretation der Koeffizienten
ny, ny als Koordinaten eines Normalvektors v@rygilt allerdings nicht mehr.

4.3 Schnittpunkt zweier Geraden

SeienG : g1x1 + goxo +d =0Uund H : hix; + hozs + e = 0 die Gleichungen zweier Geraden
in der Ebene. Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

9171 + gory = —d

h1$1+h2$2 = —€,



4 ANALYTISCHE DARSTELLUNG VON GERADEN UND EBENEN 22

in den Unbekannten,, z. Ist g1hy — g2h1 # 0, so erhalten wir als Losung des Gleichungssy-
stems die Koordinaten des Schnittpunkis
€ga — dh2 . dhl — €g1

S1 =

= §y=— 17
gihe — g2hy 2 gihs — g2hy (7

Ist hingegeny, hy — gohy = 0, so sind die Gerade@ und H parallel oder gleich, und fur die
Normalvektorerg = (g1, g2) undh = (hq, hy) Qilt h = tg, mitt # 0.

4.4 Symmetriegerade zweier Punkte in der Ebene

SeienP und @ zwei Punkte in der Ebene. Der Ort jener Punktewelche vonP und() gleichen
Abstand haben, ist die Symmetriegerade (Streckensymigetfa,, welche durch den Mittel-
punktm = %(p+q) der Strecke”() geht. Der Richtungsvektor va#p, ist normal zun = q—p,
daher istn ein Normalvektor vortpg. Daraus folgt furSp¢ die Gleichung

Spg:(q—p)  (x—m)=0. (18)

Beispiel 3: SeienP, ), R drei Punkte in der Ebene, die ein Dreieck bilden. Wir berechdie
Symmetriegeradefpg, Sor und Skp. Der Schnittpunkl von zwei der drei Geraden hat die
Eigenschaft, dass die Abstande

ly—=pll =y —dl=|y—r

gleich sind. Daher schneiden die drei Geraden, Sor, Srp in'y, welcher der Umkreismittel-
punkt der drei Punkt®, @, R ist.

4.5 Winkelsymmetrale zweier Geraden

Unter Verwendung der Normalform einer Geraden lassen seMhkelsymmetralen zweier
GeraderGG : g1z + gax2 +d =0und H : hyz, + hexo + € = 0 einfach bestimmen.

Bezeichnen wir die normierten Normalvektoren v@ind H mitg = (g1, go) undh = (hy, hy),
so sind
v=g+h w=g-—h

die Normalvektoren der Winkelsymmetralenund W/, siehe Figur. Die Geradér und W sind
orthogonal.
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Die Gleichungen der Winkelsymmetralen sind daher

V(g1 + hi)xr + (g2 + he)xg + (d+€) =0,
W (g1 —hi)xr + (92 — he)za+ (d—e) = 0.

Sind G und H parallel undg und h gleich orientiert, so
istv = 2g undw = o = (0,0). V ist dann die Mittellinie
von G und H, undW ist nicht erklart.

4.6 Darstellung einer Ebene im Raum

Eine Ebener im RaumR? sei gegeben durch drei Punkie(, R, welche ein Dreieck bilden.
Dann kann man jeden Punkt der Ebener durch die folgende Parametrisierung darstellen,

x(u,v) =p+u(q—p)+o(r—p)=(1—u—v)p+uq+or. (19)

Dabei beschreibk(u, v) eine affine Abbildungder Punkte dewwv-Ebene auf die Punkte von
E. Das Dreieck, gebildet von den Punkt@n0), (1,0), (0, 1) wird auf das DreieckP, ), R ab-
gebildet. Die Abbildung erfolgt mittels gleicher baryzesther Koordinaterfl — v — v, u, v)
bezuglich dieser Dreiecke. Dies bedeutet etwa, dass dikt®(®.5,0) und (0, 0.5) auf die Mit-
telpunkte der StreckeR( und PR abgebildet werden. Jede Gerddét), v(t)) in deruv-Ebene
wird durch die Parametrisierungu, v) auf eine Gerade(u(t), v(t)) in E abgebildet.

Eine Ebendy kann aber auch als Losungsmenge einer linearen Gleichung
n1Ty + USED) + n3xs + Ng = 0, (nl, No, ng) 7& (0, 0, 0) (20)

angegeben werden. Dabeiist= (n, ny, n3) €in Normalvektor der Ebene, der proportional zum
Vektor (q —p) x (r —p) ist. Mit Hilfe des skalaren Produkts lasst sich die Gleinipainer Ebene
auch durch - x + ng = 0 angeben. Jede zu (20) proportionale Gleichung beschrieibélde
Ebene.

Ist n ein Einheitsvektor|(n|| = 1), so heissi - x + ny = 0 die (HesseschéJlormalformder
Ebene. Deorientierte Abstand( P, E') eines Punkte® von £ ist gegeben durch

d(P,E) =1 p + no. (21)
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4.7 Ausgleichsebene
4.7.1 Ausgleichsebene durch > 3 Punkte

Als Anwendung der Hesseschen Normalfom einer Eberi& iwollen wir die Ausgleichsebene
vonn > 3 PunktenP; berechnen, die nicht notwendigerweise in einer EbenerieGegeben
sind also Datenpunkte

P = (pia, piz,piz), i = 1,...,n.

Gesucht ist eine Ebene ug+uix; +usrs +usrs = ug+u’l -x = 0, sodass die Normalabstande
d(P;, €) der PunkteP; von der gesuchten Ebenendglichst klein werden. Setzen wir voraus, dass
|ul| = u? 4+ u3 + w3 = 1 gilt, so berechnen sich die Abstande aus

d(P;, €) = ug + ul - p;.

Dies sind orientierte (vorzeichenbehaftete) Abstanddisklie Daten von einer Messung mit
normalverteilten Fehlern kommen, haben wir zur BestimmiergEbene die Summe der qua-
drierten Abstande

F(ug,u) =Y d(P,,e)* = (up+u” - p,)* (22)

zu minimieren. Es liegt also die Minimierung der quadrdtest Funktion”'(ug, u) in ug, u unter
der quadratischen Nebenbedingu#@:o, u) = uf + u3 + u3 — 1 = 0 vor.

Nach der Regel von Lagrange bildet man die Funkfi{g, u, \) = F'(ug, u) — AG (ug, u) (Wir
verwenden den Multiplikator A, weil sich dann spatex als Eigenwert einer gewissen Matrix
deuten lasst). Eine notwendige Bedingung fir eine Lgsies Problems ist

OH OH OH

I st

Die partielle Ableitung nach,, liefert

OH

— = 2 U + W1Pi1 + UgPiz + Usp;
g Z( 0 1Pi1 2Pi2 3Pi3)

i=1

2(nug + uy Zpﬂ + us me + us sz's)

= QH(UQ + u1S1 + U2S2 + U383)
0,

wobeiS = (s1,s9,83) = 1/n(>_pa, Y. pi2, > piz) denSchwerpunktler PunkteP; bezeichnet.
Daraus folgt somit, dass die gesuchte Ebeden Schwerpunkt des Punktesystefenthalt.
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Wir wahlen somitS als Ursprung des Koordinatensystems und bilden die Vekigye- p;, — s
zur Beschreibung der Punktg. Da wegenS € € nunu, = 0 gelten muss, vereinfacht sich die
zu minimierende Funktion aus (22) zu

F(u) =) (u"q;)*— min,
mit obiger Nebenbedingun@(u) = 0. Das Minimierungsproblem kann in Matrizenschreibwei-
se weger{u’ - q;)> = u’ - q; - q7 - u sehr einfach dargestellt werden durch

F(u) = u’-M-u— min, mitNebenbedingung
Gu) = v’ E-u-1=0,

wobei die MatrixM = > q, - q7 (Tragheitsmatrix des Punktsystems) von folgender Geistal

Z %21 E qi14;2 E qi19;3
Z qi19:2 Z Qi22 Z qi24i3
Z 4i14:3 Z i29i3 Z qu

Bilden wir die partiellen Ableitungen voH (u, A) = F'(u) — AG(u) nachu, so erhalten wir

OH
— =2(M — AF)-u=0.

7 ( AE) - u=0

Der Losungsvekton (mit ||u|| = 1) darf nicht der Nullvektor sein. Er ist somit Eigenvektor de
Matrix M. Wir zeigen nun, dass der Eigenvektor zum kleinsten Eigetniveon M der richtige

ist, denn fur einen gemal der Nebenbedingung normieitgnizektoru; zum Eigenwert\; gilt
F(w) = uiT M u; = uiT () = A

Der Eigenwertist also die Fehlerquadratsumim&omit wird das Minimum fur den Eigenvektor
@i zum kleinsten Eigenwert angenommen. Die Gleichung der Rigtgebene isti’ - y = 0,
allerdings im Koordinatensystem, désals Ursprung besitzty(= x — s). Rechnen wir auf alte
Koordinaten um, so erhalten wir

—al-s+a’-x=0.
Die Berechnung einer Ausgleichsebene hat zahlreiche Adwegen. Sie ist eine der einfach-
sten Aufgaben bei der Rekonstruktion von 3D Objekten ausplatkten, welche mit einem 3D
Scanner ermittelt wurden. Wir werden spater noch weiterartige geometrische Ausgleichs-
probleme behandeln.
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4.8 Schnittpunkt dreier Ebenen

Seienk : e-x+eg =0, F : f-x+ fy = 0undG : g-x+go = 0 die Gleichungen dreier, paarweise
nicht paralleler Ebenen im Raum. Die Normalvektoeghi, g der Ebenen sind demnach linear
unabhangig. Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

€121 + () + €33 = —E€op,
fixy + foxs + faxzs = —fo,
9171 + g2X2 + g3z = —go,

in den Unbekanntemn,, x5, x3. Da die drei Ebenen nicht parallel sind, hat das Gleichysjem
eine eindeutige Losung welche den Schnittpuni& der drei Ebenen festlegt.

4.9 Symmetrieebene zweier Punkte

SeienP und @ zwei Punkte im Raum. Der Ort jener Punkte welche vonP und ) gleichen
Abstand haben, ist die Symmetrieebenewnelche durch den Mittelpunkin = %(p + q) der
StreckeP () geht undq — p ist ein Normalvektor vomr. Daraus folgt furo die Gleichung

o:(x—m)-(q—p)=0. (23)
Beispiel4: Gegeben sind vier Punki® B, C, D im Raum, welche ein Tetraeder bilden. Je drei
der vier Symmetrieebener,z, opc, ocp, opa besitzen denselben Schnittpusknit
s —al =|s=b| =|s—c|=]s—d]. (24)

Daher ists der Mittelpunkt der Umkugel des TetraedetsB, C, D.

4.10 Symmetrieebene zweier Ebenen

Gegeben seien zwei Ebenén: e - x +¢y = 0, F : f-x + fo = 0. Unter Verwendung der
Normalformen firt, F' (||e|| = 1,||f|| = 1) lassen sich die Symmetrieebenen einfach bestimmen.

Sind die Einheitsvektoresundf nicht parallel, so sind = e 4+ f undw = e — f die Normal-
vektoren der Symmetrieebengnund V.
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Die Gleichungen der Symmetrieebenen sind daher

V:(e+f)-X+(60—|—f0) = 0,
W:(e—1f)-x+(eg— fo) =

Ist £/ parallel zuF' unde, f gleich orientiert, so ist” die
Mittenebene vory und F'; W ist nicht erklart.

4.11 Abstand eines Punktes von einer Geraden im Raum

In Abschnitt 4.6 wurde der Normalabstand eines Punktesn einer Ebends mit Hilfe der
Hesseschen Normalfori : n - x + ny = 0 (||n|| = 1) der Ebene® berechnet, siehe (21). Hier
wollen wir die Berechnung des kiirzesten Abstands eine&tBsivon einer Geraded in R?
bestimmen.

SeiG eine Gerade, gegeben durch die Parametrisierung
x(t) = a +tg,

und p der Ortsvektor eines beliebigen Punktes. fSder
Ortsvektor des Fusspunkisvon P aufG. Dannistp — f
orthogonal zum Richtungsvektgrvon G, also(p — f) -
g = 0. Wir setzenF" unbestimmt an mif = a + ¢;g und
erhalten derf’ bestimmenden Parameterweridurch

(P—a)-g

(b—a—tsg) &=0=t; =
! ! g g

Der Normalabstand( P, G) berechnet sich folglich durch

d(P,G) = [t - pl|

Betrachten wir das Parallelogramm, aufgespannt von detokakp — a undg und setzen wir
|lg|| = 1 voraus, so berechnet sich der Normalabstie G) auch durch

d(P,G) = [[(p —a) x gl|

Diese Formel findet auch Anwendung bei der Bestimmung einegkichgeraden einer Punkt-
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menge inRk3.

4.12 Ausgleichsgerade ifiR?

Gegeben seiev PunkteP; mit Ortsvektorerp, und wir nehmen an, dass die Punkte in einem
“geradlinigen Schlauch” liegen. Gesucht ist jene Ger&deéesR?, welche diese Punktmenge
moglichst gut annahert. Wir setzén vorerst unbestimmt durch die Parametrisierwt) =
a+tg an. Es ist nicht schwer einzusehen (siehe Ausgleichselmas die gesuchte Gerade den
Schwerpunks der Punktmengg; enthalten muss. Wahlen wirals Koordinatenursprung, so
werden die Punkté’; beschrieben durch die Ortsvektoden= p; — s und die gesuchte Gerade
lautetx(t) = tg. Wir kdnnen||g|| = 1 voraussetzen.

Der Normalabstand eines festen Punkieson der gesuchten Geradéhlautet|/h; x g||. Die
Gerade wird nun durch die Forderung

N
F(g) =) |h; x g|* = min (25)

i=1

unter der Nebenbedingurig||?> = 1 festgelegt. Unter Beniitzung der Formeln aus Abschnitt 3.6
konnen wir die Gleichung (25) auch schreiben als

N
F(g) = [hg* — (h; - g)’] — min. (26)
=1
Seienh; = (h;1, hi2, hiz) undg = (g1, 92, g3) die Koordinaten dieser Vektoren. Die Minimierung
der quadratischen Funktidni(g) = F(g1, g9, g3) fuhrt auf die Losung des folgenden, gewohnli-
chen Eigenwertproblems
(A—tl)-g=o,

und die Eintrage der Matri¥ lauten

So(hiy +h) = (hahi) = (hihis)
A= | =Y (hahi) Y(hj +hi) = > (highis)
— > (hahis) =3 (hiohis)  Yo(hiy + hi)

Der gesuchte Richtungsvekigiist der Eigenvektor voml zumkleinstenEigenwert.

Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Bestimmungwsglédichsebene und Ausgleichs-
gerade einer Punktmenge?
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5 Affinit aten

5.1 Analytische Beschreibung

Definition 12: Eine AbbildungR? — R¢, X — X« heil’t regulare Affinitat (affine Abbildung),
wenn sie beziglich eines Parallelkoordinatensystenmshdur
X =a+ A-x, (27)

mit einem festen Vektoa und einer regularefy x d)-Matrix A beschrieben wird.

1. Ausfuihrlich lautet die Darstellung einer Affinitat if?

o

Ty = Qo+ a11x1 + a12%2 + a1323,
/ _

Ty = Q9o 1 A21%1 + A22%2 + A23T3,
/ _

T3 = agp + a31%1 + a32T2 + az3Ts,

mit
11 a2 13
_ T _
a—(a10,a20>a30) ,A— Q21 A22 A23

az1 a3z a33
2. Der Ortsvekton beschreibt den Bildpunk?« des Ursprung®).
3. Fur die BildpunkteF;« der Einheitspunkté’; = e; mit
E;=e e =(1,0,0)",e5=1(0,1,0)",e3=(0,0,1)".

gilt:

/ ; / T
E,a= €, mit € =a-+ (a'li7 ag;, agi) =a-+s;.

Hier bezeichnen wir deftten Spaltenvektor vod mit s;, und es giltOa E;a = s;.

Die Koordinaten der Spaltenvektorgnn der Matrix A sind jene der Richtungsvektoré}m
beziglich des Parallelkoordinatensysteths: {O; E1, E», Es}. Oa E;a zielen vom Bildpunkt
O« der Ursprungg) zu den Bildpunkten;a der Einheitspunkte”; des zugrundeliegenden
Koordinatensystems.

4. st der PunktX festgelegt durch

d
X = E Ti€;,
=1
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so gilt:

d d d
X/:a—l—A-(inei) :a—l—inA~ei:a+insi
=1 i=1 =1

DaAregularist, sind dis; |. u. undS’ = {O«; Eia, Exa, Esa}istein Koordinatensystem. Die
Koordinaten vonX beziglichS stimmen dann tUiberein mit den Koordinaten vn beziiglich
S’

Damit laRt sich eine Affinitat folgendermalien erzeugeergé&ben sind zwei Parallelkoordi-
natensysteme und S’. Dann ist die durch "gleiche Koordinaten” beschriebene ikting
a : X — Xa eine Affinitat, d.h. hatX bezuglichS die Koordinatenxy, xs, z3), S0 hatX «
bezuglichS’ die gleichen Koordinatefe, xo, x3).

Hieraus erkennen wir, dass der Wechsel von einem Paradielktatensystem zu einem anderen
ebenfalls von der Bauart (27) ist.

5. Der Vektor XY = y — x := z wird bei a abgebildet aufXa Ya = a4+ Ay —a — Ax =
Aly — x) = Az.

6. Die Zusammensetzung von Affinitaten ist eine Affinitat.
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5.2 Eigenschaften von Affiniiten
Bijektivit at

Zur regularen MatrixA existiert die inverse Matrixd—!. Die Umkehrabbildungy—! von « ist
somit eine regulare Affinitat beschrieben durch

x=A"1.(x¥—-a)=-A1at+ A" xX =a + A X.

Geradentreue und Ebenentreue

l l l l
x=b+> AtimxX =a+A-(b+Y M)=a+A-b+Y NA-t;=b+> A\t
i=1

i=1 =1 i=1

Parallelentreue

Parallele Geradem, h mit Richtungsvek- = parallele Geradena, ha mit Richtungs-
tor t; vektorA - t,

Parallele Ebenea ¢ — parallele Ebenenx, ¢

Teilverhaltnistreue und Schwerpunkttreue

Seien die Punkt& bzw. X; festgelegt durch die Ortsvektorgrbzw.x;, und seiy Affinkombi-
nation derx;, d.h.

l l
1=1 i=1

Dann folgt nach Anwendung der Affinitat
l l l l l
=1

i=1 i=1 i=1 =1

Nach Abschnitt 2.6 folgen hieraus unmittelbar Teilvethi&treue und Schwerpunkttreue.
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Geometrische Kennzeichnung

Ohne Beweis sei angefuhrt:
Jede bijektive, lineare Abbildung dB¢ auf sich ist eine Affiniit.

Dabei bedeutet lineare Abbildung, dal? Punkte, die auf ébeeaden liegen, immer auf solche,
die wieder auf einer Geraden liegen, abgebildet werden.

Volumen

Wir betrachten das von drei Vektordia,} aufgespannte Parallelepiped. Dann gilt fur dessen
VolumenV
V = |det(a1, ag, a3)|.

Sinda; = A - a; die Bilder der Vektorem; unter der durclx’ = a + A - x festgelegten Affinitat
(vgl. (12)), so gilt

V' = | det(a], ay, a3)| = | det(Aay, Aay, Aag)| = | det(A) det(ay, az, az)| = |det(A)|V.
Unter einer Affinitat andert sich daher im allgemeinen dalsimen eines Korpers. Genau dann
wenndet(A) = +1 oderdet(A) = —1 bleibt das Volumen gleich. Bei jeder Affinitat werden die

Volumina aller Korper mit dem konstanten Fakitar (A) multipliziert und das Verhaltnis zweier
Volumina bleibt daher konstant.

5.3 Perspektive Affinitaten
Definition 13: Eine Affinitata im R?(R?) heil3t perspektive Affinitat, wenn

1. alle Punkte einer Ebene (Gerader) Affinitatsachsgeinzeln fest bleiben.

2. die Verbindungsgeraden entsprechender Puitmifatsstrahlen X, X o (mit X # Xa)
untereinander parallel sind.

Bemerkung (ohne Beweis): Ist eine (regulare) Affinitat, so folgt aus jeder der beideremb
genannten Eigenschaften automatisch die andere.
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Zur analytischen Darstellung von perspektiven Affinitateterscheiden wir zwei Falle:
A. Affinit atsstrahlen nicht parallel zur Affinit atsachse:

In diesem Fall kann ein affines Koordinatensystem so gawéiden, dal3 die Affinitatsachse
von den ersten Koordinatenachsen aufgespannt wird, undlidaBtzte Achse parallel zu den
Affinitatsstrahlen ist. Dann hat die perspektive Affinitédie Darstellung:

In der Ebene: Im Raum:

, A € R\ {0}

oS O =
o = O
> O O

f:(é E)JER\W} X —

B. Affinit atsstrahlen parallel zur Affinit atsachse (Scherung):

Ist die Fixpunktgerade bzw. -ebene wieder gdieAchse bzwz, x,-Ebene, so hat eine Scherung
die Darstellung:

In der Ebene: Im Raum:
1 1 0 N
x’:< ),)\GR\{O} xX=101 X |,NeR\A{0}
0 1
0 0 1
Wegen
1 0 N
0 0 1

sind Scherungen flachen- bzw. volumstreue Affinitateth. (Mglumsberechnung nach dem Prin-
zip von Cavalieri).

5.4 Kongruenzabbildungen undAhnlichkeiten
5.4.1 Kongruenzabbildungen

EineKongruenist einelangentreugffinitat; daraus folgt dieVinkeltreue

Fur ein kartesisches Koordinatensysté; E;} folgt aus der Langen- und Winkeltreue, dai
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{O«, E;a} ein kartesisches Koordinatensystem ist. Daher gilt farSjpaltenvektores; von A:
s2=1, s;-8,=0(i,k=1,2,3,i#k), & A'.A=E.

Damit ist A eineorthogonale Matrix

Es gilt detd = +1. Bei detd = +1 sprechen wir von einggleichsinnigen Kongruenz (Bewe-
gung) Fur detd = —1 erhalten wir einggegensinnige Kongruengie ist zusammensetzbar aus
einer Spiegelung an einer Ebene und einer gleichsinnigagienz.

Wir wollen die Bewegungen noch etwas genauer betrachteginBen wir mit dem Sonderfall
einerDrehunga um eine Achsé” durch den Winkeb. SofernF in die z3-Achse eines kartesi-
schen Systems gelegt wird, bleib@rund E; fest, und es ist

Eia =81 = (cos¢,sing,0), Esa = sy = (—sin ¢, cos ¢, 0).
Daher lautet die Darstellung der Drehung

cos¢p —sing 0
xX' =A-x mit A= | sing cos¢p 0
0 0 1

Ein weiteres spezielles Beispiel einer KongruenzabbidateineSchiebung (Translationx’ =

a + x. Man kann zeigen, dass sich jede Kongruenzabbildung dunsardmensetzung einer
Drehung um eine geeignete AchBeund einer Schiebung langs derselben Achsdarstellen
lasst; man spricht von einer (diskreté&ghraubungim die Achser'.

Jede Drehung lasst sich in einen stetigen Drehungsvoigangnuierliche Drehung) einbetten.
Man braucht sich blo3 den nun stetig variierenden Drehwinkas Zeitt vorstellen. Alle diese
damit beschriebenen Drehungen bilden eine Gruppe behidér Operation des Hintereinan-
derausfuhrens.

Ganz analog kann man bei der Schraubung vorgehen. Wir fagseBrehwinkel als Zeit auf,
und die dazu gehorige Schiebstreckejset; p heildtSchraubparameteenn wir wieder die
Achsef in die z3-Achse legen, hat die resultierende kontinuierliche Sdbmag die Darstellung

x7 = x1cost — xosint,
Ty = xysint+ xycost, (28)
ry = x3+ pt.

Auch diese Kongruenzen bilden eine Gruppe. Die kontingieeh Schraubungen spielen in der
Raumkinematik eine wichtige Rolle, weil sie sich hinsiditlder Eigenschaften erster Ordnung
(Geschwindigkeiten) so wie ein beliebiger stetiger Bewgwyorgang verhalten. Wir werden
dieses Thema spater nochmals aufgreifen.
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5.4.2 Ahnlichkeiten

Ahnlichkeiten sind winkeltreue Affinitaten. Bei diesentlthe Matrix A aus (12) die Bauart
A = A\B mit einer orthogonalen Matri® und einem\ € R \ {0}.

5.5 Singuhkre Affinit aten und Parallelprojektionen

Eine Affinitat « ist festgelegt, wenn die Bildpunkte des Ursprungs und deind&tspunkte eines
zugrundegelegten affinen Koordinatensystems bestimmit sin

Somit ist eine regulare Affinitat in der Ebene bzw. im Rawmath zwei entsprechende beschrif-
tete Dreiecke bzw. Tetraeder festgelegt.

Ebenso ist eine Affinitatv festgelegt, wenn der Bildpunkt des Ursprungs (festgelegtida)
und die Bildere;a der Einheitsvektoren; bestimmt sind.

Im Fall einer regularen Affinitat sind di€ « linear unabhangig. Lal3t man in der Darstellung (12)
auch singulare MatrizeA zu, so erhalt man singulare Affinitaten. Der Rang der Matr gibt
dann die Dimension des Bildraumes an, der mit der DimensgsriLthterraumes tubereinstimmit,
der durch die - jetzt linear abhangigen - Vektoegn = s; aufgespannt wird.

Durchx’ = A - x mit

1 0
A=1 01
00

o= >

wird eineParallelprojektionauf die Ebene; = 0 beschrieben. Offenbar wird der Purikt 0, 1)
auf (\, i, 0) abgebildet; die Sehstrahlen sind also parallel zum Vektor, —1). Im vorliegen-
den Fall ist der Rang voA gleich 2.

Jede singulare Affinitat mit einer Matrix vom Rang 2 ist aiser Parallelprojektion und einer
regularen Affinitat in der Bildebene der Projektion zusaemsetzbar.

Bei einer singularen Affinitat mit einer Matri4 vom Rang 1 liegt das gesamte Bild de%in
einer Geraden.
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5.6 Eigenschaften von Parallelprojektionen

Analog zum Fall der regularen Affinitaten zeigt man folderkigenschaften:

1. Parallelentreue
2. Teilverhaltnistreue

3. Geraden parallel zur Projektionsrichtung (projizieleiieraden) werden auf Punkte ab-
gebildet. Ebenen parallel zur Projektionsrichtung (miejiende Ebenen) werden auf Ge-
raden abgebildet.

4. Geraden parallel zur Bildebene (Hauptgeraden) und Ehesrallel zur Bildebene (Hauptebe-
nen) werden unverzerrt abgebildet. (Diese Geraden bzwdtbednnen durch eine Paral-
lelverschiebung in Sehstrahlrichtung mit den Bildern zeckung gebracht werden.)

5.7 Normalprojektionen

Ist die Projektionsrichtung normal zur Bildebene spriclatmwon Normalprojektion. Zusatzlich
zu den Eigenschaften der Parallelprojektionen gilt furNalprojektionen der

Satz vom rechten Winkel:
Sein eine Normalprojektion. Dann folgt aus je zwei der folgendesi Aussagen die dritte.

1. Die Geraden, b sind orthogonal.

2. Mindestens eine der Geradeyb ist parallel zur Bildebene (Hauptgerade), keine der Ge-
raden ist parallel zur Projektionsrichtung (die Geraded sicht projizierend).

3. Die Bildgeraden, b™ sind orthogonal.

Normalprojektionen werden fur technische Zeichnungemvegadet. Dazu benutzt man oft die
Projektionen auf die Koordinatenebenen eines dem Objgja@assten Koordinatensysterda(iptris-

se:

Grundriss ... Projektion auf die,, zo-Ebene: (x1, 25, x3) — (21, x2,0).
Aufriss ... Projektion auf dies, z3-Ebene: (xi, xs, x3) — (0, 29, x3).
Kreuzriss ... Projektion auf die;, 3 Ebene: (x1, z9, 23) — (21,0, x3).



5 AFFINITATEN 37

Weiters ist gesichert, dass bei einem Normalriss keinemédn Verzerrungen auftreten und da-
mit ist ein guter Bildeindruck gewabhrleistet. Denn es fiilteine Strecked B, die mit der Bilde-
bene einen Winkek einschlief3t:

AnB" = AB cosa.

D.h. bei Normalprojektion ist die Bildstrecke nicht lamgds das Original. Dies muss bei einer
Parallelprojektion nicht gelten (vgl. Schatten bei unédrgnder Sonne).
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6 Projektive Geometrie

6.1 Zentralprojektion

Einem Foto liegt folgende geometrische Abbil-
dung des Raumes auf die Ebene zugrunde: Ge-
geben sei eine EbengBildebene) und ein Pro-
jektionszentrum (Augpunkty & .

Die Abbildung

cc. P — =«
P — P :=[ZP|nnfur P# 7

hei3tZentralprojektiommit demZentrum~z und
derBildebener. P heil3tZentralridvon P.

Eigenschaften:

1. Z hat kein Bild.

38

2. Jeder vor¥ verschiedene Punkf in derVerschwindungsebene|| = durchZ hat keinen

(eigentlichen) Bildpunkt.

3. Die Bilder der Punkte einer GeradenZ ¢ g¢,g9 ¢ v) liegen auf der Geradegt =

[Zg] N w. Geraden durct? (Projektionsstrahlen, Sehgeraden) werden auf einen Punkt

abgebildet, sofern sie nicht inliegen.

4. Die Bilder paralleler Geradem h gehen durch den gemeinsamigluchtpunktU<, den

Schnittpunkt des zy, h parallelen Projektionsstrahls mit

5. Die Einschrankung der Zentralprojektion auf eine Geradst nicht bijektiv, dal’ € v

kein Bild undU¢ kein Urbild hat.

Diese Eigenschaften zeigen, dass ein geeigneter geochetriRahmen fur das Studium der
Zentralprojektion eine Geometrie ist, in der parallele &len als schneidend gelten. Um dies
zu erreichen, werden neue Punkte, die i@rnpunktenennen, der vorhandenen Punktmenge

hinzugefugt.
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6.2 Projektive Erweiterung der Ebene

Wir fugen zu den gewohnlichen Punkten weitere Punktethurmd definieren:

Definition 14: Zwei parallele Geraden schneiden einander in genamdtaenpunkt Die um ih-
re Fernpunkte erweiterte Anschauungsebene Ipedtktiv abgeschlossene Anschauungsebene
Alle Fernpunkte erfullen di€erngerade

Wir nennen die bisherigen Punkte auslgentlichePunkte und die neuen Fernpunkieeigent-
liche Punkte. Fernpunkte werden graphisch durch Pfeile symibudlis

Beachte: Jede Gerade enthalt nur einen Fernpunkt. Emtgegetzt orientierte Pfeile bestimmen
denselben Fernpunkt.

6.3 Homogene Koordinaten in der Ebene
6.3.1 Homogene Punktkoordinaten

Wir betten die auf das Koordinatensystém= (O; z,y) bezogene Ebeneso in den aufkR =
(U; 1, 29, x3) bezogenen Raum ein, dafflie Gleichungr; = 1 hat, diex;-Achse parallel zur
x-Achse, dier,-Achse parallel zug-Achse und) € x3-Achse ist.

Fur jeden eigentlichen und uneigentlichen PuRlkt € gibt es die eindeutige Verbindungsgerade
p = [UP]. Ein Richtungsvektok von p in R legt P eindeutig fest. Da mik auchAx (A €
R\ {0}) ein Richtungsvektor vop ist, sind die so gewonnenen Koordinaten, s, r3) von

P nur bis auf einen gemeinsamen Faktor eindeutig bestimmi hant sie dahemomogene
Koordinatenvon P und schreibt:

P = (x1:29: x3) := {(Ax1, \xg, Ax3) | A € R\ {0}} =: xR.
Man spricht von homogenen affinen Koordinaten oder homagkasgesischen Koordinaten, je
nachdem ol& = (O; z, y) affin oder kartesisch ist.

Ist P(z,y) € e ein eigentlicher Punkt, so ist = (z,y, 1) ein Richtungsvektor vop = [U P|
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Abbildung 1: EinfUhrung homogener Koordinaten.

und P hat die homogenen Koordinaten
(129 :x3) = (x:y: 1). (29)

Haben wir also die homogenen Koordinaten eines eigentli€humktes gegeben, so ergeben sich
die gewodhnlichemnhomogenetoordinaten als

p=ty="2 (30)
zs3 zs3
Ist P, Fernpunkt der Geradenc e, die bezuglich O; z, y) den Richtungsvektait,, t») besitzt,
so istx = (t,12,0) ein Richtungsvektor vop = [UP,|. Die homogenen Koordinaten vap,
lauten daher

(x1:29:x3) = (1 : t2: 0). (31)

6.3.2 Homogene Geradenkoordinaten

Neben den homogenen Koordinaten fur Punkte lassen sithrenmogene Koordinaten fir Ge-
raden einfuhren: Jede Geragle ¢ lal3t sich mitU zu einer Ebene verbinden, welche beziglich
R eine Gleichung der Bauart

Ty + use + uzrs =0, (ug, ug, uz) # o,

besitzt. Die Koeffizienteru,, us, u3) sind wieder nur bis auf einen gemeinsamen Faktem-
deutig bestimmt. Man nenmit, : u, : uz] homogene Geradenkoordinatean g und schreibt
g =Rumitu = (uy, ug, uz).



6 PROJEKTIVE GEOMETRIE 41

Formal erhalt man also die homogenen Koordinaten einead&er als Koeffizienten ihrer Glei-
chung. Sind O; z, y) und (U; x4, x4, 23) kartesische Koordinatensysteme, so sind die Geraden-
koordinaten vory die Koordinaten eines Normalvektors der Ebélig].

Die Ferngerade voabesitzt die homogenen GeradenkoordingteroO : 1].

6.3.3 Inzidenzbedingung

P = (z;: 29 : z3) = x R liegt genau dann auf = [u; : us : uz] = R u, wenn gilt

U-X=uiTy + usxy + uzxs = 0. (32)

Verbindungsgerade zweier Punkte:

Jeder Punkt auf der Verbindungsgerades- [P()| der PunkteP = (p; : p2 : p3s) = p R,
Q= (q1: ¢ :q)=qRwird durch

x=Ap+pa, (A p) € R*\{(0,0)}, (33)

mit geeignetert\, 1) erfasst. (33) ist di®arameterdarstellunder GeradenP@)]. Beachte, dass
es nur auf das Verhaltnis: © ankommt; die Parameter sind also selbst homogen.

Fur die Geradenkoordinatengilt nach (32)u - p = u- q = 0 und somit

g=Ru=R(pxaq). (34)

Schnittpunkt zweier Geraden:

Jede Geradedurch den Schnittpunkd = s R = (gh) der Geradeg =R g = [g1 : g2 : g3] und
h =R h = [hy : hy : hg] wird durch

[=Rl=\g+uh, (A p)€R*\{(0,0)}, (35)
erfasst.

Fur die Punktkoordinatesgilt nach (32)g - s = h - s = 0 und somit
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S:SR:H g2 g3 g1 g3 | | 91 92

he  hs hi hs "hl h
Wir erkennen also, dass die Berechnung des Schnittpunlegerveraden bzw. der Verbin-
dungsgeraden zweier Punkte formal identisch ablaufen. ké&m darauf das spater noch ge-
nauer besprochene Dualitatsprinzip grinden. Fur diktmche Implementierung geometrischer
Algorithmen bringen homogene Koordinaten, wenn man skgig@insetzt, weniger Sonderfalle
und erhohte numerische Stabilitat.

} — (g xh)R. (36)

6.4 Projektive Erweiterung des Raumes

Wir diskutieren die gegenseitige Lage von Geraden und Ebene

1. Zwei Gerademw, h sind
(a) windschief

g und h haben keinen gemeinsamen Punkt und
liegen nicht in einer Ebene.

(b) schneidend

Es existiert ein gemeinsamer Puriktind beide b
inzidieren mit einer Ebene ¢
(c) parallel

Es existiert kein gemeinsamer (eigentlicher)
Punkt, aber eine Eberg mit der beide inzidie-
ren.

QKQX

Q

Wir fugen wiederFernpunktehinzu, wobei alle zueinander parallelen Geraden einen ge-
meinsamen Fernpunkt besitzen, und jeder Geraden genaaraipunkt angehort. Im Sin-

ne der projektiven Geometrie, d.h. wenn wir nicht zwischagemtlichen Punkten und
Fernpunkten unterscheiden, sind die Falle (b) und (cthleertig.

2. Zwei Ebeneny, 8 sind
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(a) schneidend

Es gibt eine (eigentliche) Schnittgerade

(b) parallel

Es gibt keinen (eigentlichen) gemeinsamen
Punkt.

4 &

Wir fugen Ferngeraderhinzu, wobei alle zueinander parallelen Ebenen eine gesagia
Ferngerade besitzen, und jeder Ebene genau eine Ferngergeledrt. In der projektiven

Geometrie liegt also nur mehr ein einziger Fall fur die gesggatiger Lage zweier verschie-
dener Ebenen vor.

3. Geradgy und Ebene
(@) g liegtine.
(b) eigentlicher Schnittpunki = g N «

(c) g istparallel zux
gNa={G,}, G, ist Fernpunkt.

Gy

{f

In der projektiven Geometrie sind (b) und (c) identisch. Bexngerade voia wird von
den Fernpunkten aller Geraden| ¢ gebildet.

Der um die Fernelemente (Fernpunkte, Ferngeraden) erteefaschauungsraum heiftojek-
tiv abgeschlossener Anschauungsraitie Fernpunkte und Ferngeraden liegen in Bemebe-
ne Dass alle Fernelemente mit einer Ebene inzidieren werdeanalytisch nachweisen; dies
ist keine Definition.

6.5 Homogene Koordinaten im Raum
6.5.1 Homogene Punktkoordinaten

Analog zur ebenen Geometrie kann man durch Einbetten des&®? (mit dem Koordinaten-
systemO; z, y, z)) in einen vierdimensionalen Raukt mit dem Koordinatensystet; x, x5, x3, 74)
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in dem derR? die Gleichungr, = 1 besitzt, homogene Punktkoordinaten definieren:
P=(x1:29:x3:24) = xR.

Fur eigentliche Punkte gilt

P:(Zlf,y,Z):(l'Z’yZZZl), (37)
bzw. . . .
T=—y=—, 2= (38)
Ty Ty Ty
Fur einen FernpunkP, der Geraderg mit dem Richtungsvekta(t, t, t3) gilt
Pu:(tlitgltgio). (39)

6.5.2 Homogene Ebenenkoordinaten

Jede eigentliche Ebene besitzt eine lineare Gleichung
ULT + ugy + uzz + ug = 0.
Ihre homogenen Koordinaten sind
[y ug :uz : uy) = Ru, (40)

Genau fur Fernpunkte ist, = 0, sie erfullen also eine Ebene, die Fernebene, mit den Ebene
koordinaten0: 0: 0 : 1].

6.5.3 Inzidenzbedingung

Ein PunktP = (z; : x5 : 23 : x4) = xR inzidiert mit der Ebene = [u; : uy : u3 : uy] = Ru
genau dann wenn
UIT1 + U2To + UIT3 + ULy = U - X = 0. (41)

6.5.4 Homogene Geradenkoordinaten

Es lassen sich auch homogene Geradenkoordinaten einfilieeVerbindungsgerade der zwei
Punkte P(p; : pe : ps : ps) UNdQ(q1 : g2 : q3 : q4) hat dann die KoordinaterP(licker-
Koordinaten)
9=1(91:92:93:92:95: go) =
(']94 b1 :‘p4 P2 :‘p4 ps‘:‘m Y25 ) (42)
qa 41 qs 42 qs 43 q2 43

_‘ps yai
q3 1

,']91 D2
q1 Q2
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Diese 6 Koordinaten sind aber nicht unabhangig voneinandalbar, sondern durch die soge-
nannte Plicker-Bedingung,

9194 + 9295 + 9396 = 0,
gekoppelt. Jedes homogene 6-Tupel reeller Zahlen, weltibes Bedingung erfillt, beschreibt
genau eine Gerade. Dies steht im Einklang mit der Tatsaetss, dleGeradenmenge des Raum-
es eine vierdimensionale Meng. Eine elementare Moglichkeit dies einzusehen bestedr
Festlegung jeder Geraden durch ihr Spurpunktepaar in 2seeri Ebenen; die damit nicht er-

fassbaren Geraden (Treffgeraden der Schnittgerade ddgrb8purenebenen) erfullen nur eine
3-parametrige Menge.

6.6 Kollineationen

In der projektiven Geometrie spielen die regularen liraakbbildungen, genannt Kollineatio-
nen, eine zentrale Rolle. Wir kdnnen sie als Verallgenreimgen der Affinitaten auffassen. Ana-
log zu Def. 12 definieren wir

Definition 15: Eine Abbildungs : P? — P3 (P? ...projektiv abgeschlossen&?), die in
homogenen Koordinaten durefR — x’'R mit

X' =A-x (43)
beschrieben wird, heif3t Kollineation, sofefreine regularé4 x 4)-Matrix ist, d.h. detA) # 0.

Ausfuhrlich lautet die Darstellung einer Kollineation

T aix G2 a13 Q14 I
x/z . 21 Q22 (23 (A24 ) T2
xé az1 a3z Aaz3 a34 xs
xi; apr Qo2 Ap3 Q44 Ly

6.6.1 Eigenschaften

1. Eine Kollineation istoijektiv, da zu der regularen MatriXd die inverse Matrix existiert.
Die Umkehrabbildung wird dann beschrieben duxch A=! - x/.

2. Eine Kollineation isgeradentrewndebenentrepdenn: Sing, g homogene Koordinaten-
vektoren der Punkt®, (), so gilt fur einen Punkk der Verbindungsgeraden= \p + uq.
Furr’ erhalten win’ = A- (Ap+pq) = AM(A-p) + p(A-q) = Ap' + g’
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3. Die Eigenschaften 1. und 2. sind sogar kennzeichnendiltEslgne Beweis)Eine bijek-
tive Abbildungsx : P3 — P3, welche kollineare Punkte stets wieder in kollineare Pankt
abbildet, ist eine Kollineation.

4. Jede regulare (4x4)-Matrix beschreibt eine Kollingati : xR — x'R durchx’ = A - x.
Die zugehorige Matrix ist aber nicht eindeutig, da miauch jedes Vielfacha A von A
die gleiche Kollineation beschreibt.

5. Transformation der Ebenenkoordinaten

Mit (43) wissen wir, wie Punktkoordinaten transformiertrden. Es giltkR = (A - x)R.
Ist eine Ebene durch die KoordinatefRu festgelegt, so liegt ein Punkt X genau dann in
der Ebene, wenn” - x = 0, und der BildpunktX’ genau dann ir’ wennu'” - x’ = 0.
Wegen

u x=ul A X =(@u"- A .¥

gilt u'" = u’ - A~1, also werden die Ebenenkoordinaten geman
uv=A"T.u mit A7T=AH=a")"!
transformiert.

6. Doppelverhaltnis SeienA, B, C, D vier Punkte auf einer GeradgnDann heif3t

TV(ABC)

DV(ABCD) := TV(ABD)

Doppelverlaltnisder vier Punkted, B, C, D.

Liegen die Punkte auf der Verbindungsgeraden der PuRki&mit den homogenen Ko-
ordinatenvektoreip, q, SO gilta = A\ 4p + 114q, etc. Man kann zeigen, dass sich dann das
Doppelverhaltnis berechnen laf3t durch:

' AA A ' Aa pa ‘
A A
DV(ABCD) — 122 He 1 120 I |
‘ AB UB ‘ AB B ‘
Ao po AD KD

Sind drei Punkted BC' einer Geraden gegeben, dann konnen die homogenen Koordina
tenvektoren so normiert werden, dass a + b. Jeder Punkk auf der Geraden gestattet
die Darstellungs = Aa + pb. (A : 1) konnen als homogene Koordinaten auf der Gera-
den AB interpretiert werden. Der Wett = A\/u stimmt nach obigem Uberein mit dem
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DV (ABCX), wobei den Punkten!, B, C' der Reihe nach die Werte>, 0, 1 zugeordnet
sind (projektive Skala

Durch Grenziibergang zeigt man: I3tin Fernpunkt, so gilDV (ABCD) = TV (ABC).

Aus dieseriJberlegungen folgt dann: Eine Kollineation @wppelverkltnistrey i.a. aber
nicht teilverhaltnistreu.

7. Verschwindungs- und Fluchtebene

Alle Punkte X deren BilderX x Fernpunkte sind, werden charakterisiert durch
.Tﬁl = Q4171 + 499 + ay373 + A4 T4 — 0. (44)

Sie erfullen also eine Ebene, dferschwindungsebene

Um das Bild der Fernebene zu erhalten, suchen wir das Urbild/erschwindungsebene
fur die Umkehrabbildung:=* : x = A~'x’. Das Bild der Fernebene ist daher ebenfalls
eine Ebene und heiBtuchtebene

8. Bilder der Einheitspunkte

Bezeichnent;, = (1:0:0:0),E, =(0:1:0:0),E3=(0:0:1:0),FE; =

(0 : 0 : 0 : 1) die Einheitspunkte. Ein Koordinatenvektor des Bildpuski von E;
unter der Kollineatior ist der i-te Spaltenvektor der zugehorigen Transfornmastioatrix
A. Durch diese vier Punkte allein sind die Kollineation und Matrix A aber noch nicht
festgelegt, da der Koordinatenvektor wemmit einem beliebigen von Null verschiedenen
Faktor multipliziert werden kann. Der Punkf{1: 1:1: 1) mite = >_ e; wird abgebildet
aufe’ = > e.. Durch diese Eigenschaft ist dann die Kollineation festgel

9. Festlegen einer Kollineation:Eine Kollineation in der Ebene (im Raum) ist durch vier
(bzw. funf) Paare entsprechender Punkte X festgelegt: Nehmen wir an, es seien die
homogenen Koordinatel; = x;R, X! = xR bekannt. Um die Matrix4 zu bestimmen,
ist das Gleichungssystem

\Nixi = A - x;,

zu losen. Hierin kommen auch die unbekannten Faktararmor! Im Raum liegt also ein
homogenes lineares System vbord = 20 skalaren Gleichungen in 21 Unbekannten (den
16 Eintragen vom und \q, ..., A5) vor. Hieraus ist das Verhaltnis der Unbekannten, also
A bis auf einen unwesentlichen gemeinsamen Faktor allerdgjat berechenbar.
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Die Berechnung kann auch so erfolgen, dass wir zuerst diariktp X; auf die Einheits-
punkte abbilden und diese dann auf die BildpunkteDie Zusammensetzung der beiden
Abbildungen ist dann die gewiinschte Kollineation.

6.6.2 Perspektive Kollineationen

Definition 16: Eine Kollineation im Raum (in der Ebene) heff&trspektive Kollineationvenn
sie alle Punkte einer Ebene (Geraden) einzeln fix [&8liceationsachse

Es folgt dann (0.B.): Es existiert ein PunkiKollineationszentrumy so dassX, Xk, S stets auf
einer Geraden liegen.

Eine perspektive Kollineation ist durch das Zentrgindie Achses und ein Punktepaak’, X x
in zulassiger Lage eindeutig bestimmt, wie die Vervaltgtigungskonstruktion in Abb. 2 zeigt.
Dort sind auch Fluchtgerade und Verschwindungsgeraddrkoas.

S
M w/ifl
Vk X
Y VK
Z Uk
WK
\ ¢
K
Y/f \ U
Xk U

Abbildung 2: Perspektive Kollineation in der Ebene.

Bemerkung 7: Wahlt man das Zentrurf als Fernpunkt, so erhalt man eine perspektive Affi-
nitat. Wenn die Achse uneigentlich ist, so ergibt sich emter eine zentrisch&hnlichkeit (S
eigentlich) oder eine Translatio Uneigentlich), siehe Abb. 3.
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Abbildung 3: Translation und zentrisciéanlichkeit als spezielle perspektive Kollineationen.

6.6.3 Anwendungen

Entzerrung

Die Zusammensetzung einer Zentralprojektion ¥oaache und einer anschlieenden Bewegung
nache ist eine Kollineations von ¢ nache. Umgekehrt kann jede Kollineation einer Ebene auf
eine andere als Produkt einer Zentralprojektion und eimevegjung erzeugt werden.

Ein Foto eines ebenen Objekts und das Original hangen atet @ine Kollineation zusammen.
Zur Entzerrung des Fotos benotigen wir vier Paare entBpreter Punkte (Passpunkte). In der
Praxis verwendet man aber meist mehr als vier Passpunktébandann ein entsprechendes
Ausgleichsproblem.

Zahlreiche Anwendungen der Eigenschaften von Kollineatiound Zentralprojektionen findet
man im Computer Vision.

6.7 Homogene Schreibweise von Affingten

Eine Affinitat wird beziglich (inhomogener) affiner Koamdten im Raum beschrieben durch
x—x =a+A-x

Kennzeichnen wir den Koordinatenvektor der homogenen #ioaten des Punkte¥ durchx,
so gilt:
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Abbildung 4: Entzerrung eines Fotos einer ebenen Figutiin$ir Photogrammetrie und Fer-
nerkundung, TU Wien).
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Ein Vorteil der homogenen Darstellung ist die einfacheresdBeeibung der Hintereinander-
ausfuhrung von Affinitaten. Die Zusammensetzung X — Xa = Xajas ..., von Affi-
nitatena; mit zugehorigen Matrizer!, lautet nun

=/ _ AN n—1 2 1 =
X—Ah'Ah "'Ah'Ah'X.

Dies wird z.B. in der Robotik verwendet.
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6.8 Kaorrelation

Eine Korrelation ist eine Abbildung der Punktmenge auf die Ebenenmenge des projektiven
Raumes. Ein Punkk = xR wird abgebildet auf eine Eben€¢ = ¢ = Ru’ vermoge einer
linearen Transformation der Koordinaten,

u=A x (45)
Wie bei den Kollineationen istl als regularé4 x 4)-Matrix vorausgesetzt.

Eine Korrelation hat folgende Eigenschaften:

e kollineare Punkte— koaxiale Ebenen

X; — u

X = )\1X1 + )\2X2 = u = )\111,1 + )\2u'2.

e koplanare Punkte> kopunktale Ebenen

X; —ou

X = )\1X1 + )\2X2 + )\3X3 — 11/ = )\111,1 + )\gulz + )\311;’.

Mit jeder Korrelation ist also im Sinne der letztgenanntégeaschaft auch eine Abbildung von
Ebenen auf Punkte verknupft. Vollig analog zur Herlegwier Transformation der Ebenenkoor-
dinaten unter einer Korrelation zeigt man, dass diese sarggeduale Korrelationbeschrieben

wird durch
Ru +— Rx' = (A™T - x)R. (46)
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A
3 Bs
By
Ay
A, By

Abbildung 5: Links: Satz von Pappos. Rechts: der dazu duaie\®n Brianchon.

6.9 Dualitatsprinzip

Jeder Satz der projektiven Geometrie (nur Punkte, Ger&tmmen, Inzidenz kommen vor) geht
wieder in einen richtigen Satz der projektiven Geometbieriiwenn Inzidenzen erhalten bleiben
und folgende Vertauschungen vorgenommen werden:

In der Ebene:
Punkt— Gerade

Im Raum:

Punkt< Ebene

Gerade~ Gerade

Wendet man also auf eine Figur eine Korrelation an, so dritsiee duale Figur. Als Beispiel
illustriert Abb. 5 die dual einander gegeniiberstehendgneS/on Pappos und Brianchon.

6.10 Polaritaten und Quadriken

Eine Korrelation, deren Abbildungsmatriksymmetrisch istd = A7), heil3tPolaritat. Wendet
man auf einen PunkX’ = xR zuerst die Polaritat an, so erhalt mah- x)R. Wird dann noch die
duale Polaritat (mit der MatrikA” )=t = A~1) ausgeuibt, so kommt man wieder nacheuriick.

Etwas schlampig ausgedriickt liefert also die zweimaligagéndung die Identitat.
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Ein unter einer Polaritat entsprechendes Paar (Punkigjlheil3t (Pol,Polarebene). Alle Punkte
X = xR, welche in ihrer Polarebene (Polat¥)) = R(A - x) liegen, erfullen einuadrik (in
der Ebene spricht man von eindfagelschniit

Der PunktX = xR inzidiert mit seiner Polarebene, wenn die Inzidenzbediggd - (A-x) =0
erfullt ist. Die Gleichung der Quadrik lautet daher in homogenen Punktkoordinaten,

x' A-x=0. 47)

Je nach Matrix4 braucht eine Quadrik keinen reellen Punkt zu enthaltenBEiapiel liefert die
Einheitsmatrix. Die zugehorige Quadrik in der Ebeng;+ 23 + z2 = 0, tragt keinen reellen
Punkt, denn die einzige reelle Losufty: 0 : 0) der Gleichung stellt keinen Punkt dar. Analoges
giltim Raum. Im folgenden studieren wir aber nur Quadrikeelche auch reelle Punkte tragen.

Die Polarebene eines Punkt&sder Quadrik® ist die Tangentialebene voh in X. Hieraus
schlie3t man mittels der Eigenschaften einer Polarité¢: \denge der Beruhrpunkte der aus
P ¢ ® an ® legbaren Tangentialebenen liegt in der Polarebngsiehe Abb. 6). Naturlich
nehmen wir hier an, dass es Uberhaupt reelle Tangentredalmus” an® gibt.

e

- P¢
w \ P
Xo | - y

Abbildung 6: Pol und Polare bezuglich einer Quadrik im Rglinks) und in der Ebene (rechts).

Mit jedem Paar von PaP und PolareP¢ ist auch eine spezielle perspektive Kollineatiower-
knupft. Diese besitzP’ als Zentrum P¢ als Achse und bildet die Quadrik auf sich ab (vgl. Abb.
6). Man kann eine solche Kollineation als eine projektiveidate einer Spiegelung ansehen.

Im folgenden werden wir noch eine Klassifikation der Kegefstte und Quadriken (mit reellen
Punkten) angeben. Im Sinne der projektiven Geometrie esZdhl der verschiedenen Typen
gering:

¢ Je zwei Kegelschnitte konnen durch eine geeignete Kaltioe (sogar unendlich viele)
ineinander Ubergefuhrt werden, sind also projektiviégajent. Insbesondere ist jeder Ke-
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gelschnitt durch eine geeignete Kollineation in einen &teansformierbar und jedes kol-
lineare Bild eines Kreises ein Kegelschnitt. Es gibt als@eieinzigen projektiven Typ.

e Bei den Quadriken im Raum unterscheidet man nur zwisokratenundringartigenQua-
driken. Eine ovale Quadrik tragt keine reelle Gerade umhlstets durch eine Kollineation
in eine Kugel transformiert werden. Eine ringartige Quiathégt zwei Scharen von Gera-
den; je zwei Geraden derselben Schar sind windschief, @eiaas verschiedenen Scharen
schneiden einander in einem Punkt.

In den beiden folgenden Abschnitten werden noch ohne Beseiserschiedenen Typen von
Kegelschnitten und Quadriken aus der Sicht der Elemerdargzie zusammengestellt. Man
unterscheidet hier nach der Lage zur Ferngeraden bzw. bemeeund gibt auch noch eine ge-
eignete Normalform in einem speziell gewahlten kartdssdoordinatensystem an.

6.11 Euklidische Normalformen der Kegelschnitte

Die allgemeine Gleichung eines Kegelschnitts in homogéwadinaten lautet ausfuhrlich
allx% + 2a192122 + a22x§ + 2a132123 + 2a93T2T3 + aggl'g =0. (48)
In inhomogenen Koordinaten sieht dies so aus,
a112® + 2a122Y + agoy® + 20137 + 2az3y + azz = 0.

Da es nur auf das Verhaltnis zwischen dgnankommt, ist ein Kegelschnitt durch 5 Punkte, von
denen keine 3 kollinear sind, eindeutig bestimmt.

Zur Feststellung der Anzahl der Fernpunkte schneiden wirder Ferngeradem; = 0. Dies
liefert eine quadratische Gleichung fiir : z-,

allx% + 2a12T129 + CLQQZ’% =0, (49)

mit der Diskriminante:?, — ai1a00 =: —A; die Determinante der Koeffizientenmatris ist A.

Je nachdem, oA grof3er, gleich oder kleiner Null ist, ergeben sich 0,1 di&ernpunkte und
demnach eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel. In den eiandhallen kann man noch ein spezi-
elles Koordinatensystem (mit Achsen parallel zu den Eigktoren vonA,) wahlen, und erhalt
dann die im folgenden angegebenen Normalformen. Fallsre éVlittelpunkt (=eigentlicher
Pol der Ferngeraden) gibt, ist er der Ursprung des spezikberdinatensystems.
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Hyperbel

Die euklidische Normalform lautet

[L’2 2

g—%:L (50)
Die Fernpunkte erhalten wir aug/a* — 23 /b* = 0; sie ha-
ben also die homogenen Koordinaten: b : 0) und (a :
—b : 0). Die Asymptoten (Tangenten in den Fernpunkten)
sind durch die gemeinsame Gleichurtga® — y?/b* = 0
beschrieben, und daher die Geradgla — y/b = 0 und
x/a+1y/b=0. Die Hauptscheitel sindta, 0) und die Brenn-
punkte(+e, 0) mit e? = a® + b2

Ellipse

Die euklidische Normalform ist

2 2

%+%:L (51)
Es gibt keine reellen Fernpunkte. Die Hauptscheitel sind
(£a,0), die Nebenscheite{0,+b) und die Brennpunkte
(+e,0) mit ¢ = a®> — b?. Die fur Ellipsenpunkte beste-
hende konstante Abstandssumaezu den Brennpunkten
ist analytisch leicht zu bestatigen (analog die konstahte
standsdifferenz bei der Hyperbel).

55
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Parabel

Die euklidische Normalform lautet.
z? —2py = 0. (52)

Die Fernpunkte erhalten wir aug = 0; es gibt also genau
einen Fernpunkt(0 : 1 : 0), den Fernpunkt dey-Achse.
Letztere ist die Achse der Parabél, 0) ist der Scheitel.
Brennpunkt istF" = (0,p/2), die Leitgerade hat die Glei-
chungy + p/2 = 0. Der quadrierte Abstand eines Punktes
(z,y) von Fistz? + (y — p/2)?. Setzt man diesen dem qua-
drierten Abstand zur Leitgeradef, + p/2)? gleich, ergibt
sich inUbereinstimmung mit der aus der Schule bekannten
Parabeldefinition genau die Gleichung (52) der Parabel.

6.12 Euklidische Normalformen von Quadriken im Raum

Die Einteilung berticksichtigt einerseits den projektiviyp (oval oder ringartig) und anderer-
seits die Lage der Quadrik zur Fernebene. Letzteres filidrai Falle: Die Quadrik kann kei-
nen reellen Fernpunkt besitzen (und zwar nur, wenn sie stjakir erhalten eirkllipsoid). Ein

Paraboloidberuhrt die Fernebene in einem Punkt, wahrendHiperboloiddie Fernebene in
einem Kegelschnitt (mit reellen Punkten) schneidet. Wiyegefur die einzelnen Typen wieder
Normalformen in speziellen kartesischen Systemen an.

BemerkungWas wir oben fur die Lage der Fernebene zu einer Quadrikutiesk haben, gilt
fur eine beliebige Ebene. Ein ebener Schnitt einer QuasirifiberR) von einer der folgenden
Typen:

Es gibtkeinen reellen Schnittpunkt

letztere ist dann oval.

Die Ebene bertuhrt die Quadrik, und die Quadrik ist ringgrdier Schnitt ist eirfPaar von
Geraden

Die Schnittkurve ist eirKegelschnitt

Es gibt einereinzigen reellen Schnittpunkn diesem beruhrt die Ebene die Quadrik und
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Ellipsoid

Die Normalform ist

1'2 y2 2’2
Stats-1=0 (53)

Die homogene Form lautet also

L0 0 0 T
0o L 0 0 x

) 52 2 | =o.
(x17x27x37x4> 0 O CLQ 0 T3
0 0 0 —1 T4

Da die MatrixA; = (a;;) mit4, j = 1,2, 3 offenbar positiv
definit ist, gibt es keinen reellen Schnittpunkt der Quadrik
mit der Fernebene, = 0. Die Koordinatenebenen sind
Symmetrieebenen, die Koordinatenachsen Symmetrieach-
sen der Flache. Die 6 Scheitel sigtta,0,0), (0,£b,0),
(0,0,%c). Vermoge der speziellen Affinitate,y,z) —

(az, by, cz) geht das Ellipsoid aus der Einheitskugel hervor
und hat demnach folgende Parameterdarstellung:

T = acosucosv, y = bsinucosv, z = csinv.

57
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Zweischaliges Hyperboloid

Die Normalform ist

112'2 y2 2’2

St g t1=0, (54)

und die homogene Darstellung lautet

L0 0 0 T
0o L 0 0 x

: b2 =0
(x1,$2,$3,x4> 0 O _C% 0 T3
0 0 0 1 T4

Die Fernebene wird im Kegelschniﬁ— + }f—é — ﬁ—; =0

geschnitten. Der Beriihrkegel langs dieses Kegelsshnitt
(asymptotischer Kegel) hat dieselbe Gleichung,

x2 y2 Z2
2t a0 (59)
Die Flache hat 2 Schalen, auf jeder einen Schéitel, +-c).

Eine mogliche Parameterdarstellung ist

x = acosusinhv, y = bsinusinhv, z = +ccoshv.

58
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Einschaliges Hyperboloid

Hier lautet die Normalform

.1'2 y2 22

;er—z—g—lzo- (56)
Da A3 (Terme mitz, y, z) gegeniiber (54) unverandert sind,
haben wir denselben Fernkegelschnitt und auch den asym-
ptotischen Kegel (55).

Die Flache hat nur eine Schale und auf dieser vier reelle
Scheitel(+a, 0,0), (0, £b, 0). Das einschalige Hyperboloid
tragt zwei Scharen von Geraden. Dies sieht man etwa so ein,
dass man zuerst den Sonderfall= b eines einschaligen
Drehhyperboloids studiert. Auf diesem findet man durch
Schnitt mit der Ebene = a zwei Geraden, und durch Ro-
tation um diez-Achse sodann 2 Geradenscharen. Das allge-
meine einschalige Hyperboloid geht aus dem Drehhyperbo-
loid durch eine Affinitat hervor und tragt daher auch zwei
Geradenscharen. Eine Parameterdarstellung lautet

x = acosucoshv, y=bsinucoshv, z = csinhwv.

Elliptisches Paraboloid

Als Normalform kann man
2z =ax® +by?, a,b>0, (57)

wahlen. Der Schnitt mit der Fernebene= 0 fuhrt auf die
Gleichungaz? + bx3 = 0, welche wegem, b > 0 nur die
reelle Losungr; = =, = 0 besitzt. Also is{0, 0, 1, 0)RR, der
Fernpunkt derz-Achse, der einzige Fernpunkt der Flache.
Schnitte mit Ebenen parallel zurAchse sind Parabeln, an-
dere ebene Schnitte sind Ellipsen (sofern die Ebene sg liegt
dass eine reelle Schnittkurve auftritt). Eine einfacheaPar
meterdarstellung ist

r=u, y=uv, z=au®+ v’

59
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Hyperbolisches Paraboloid

Als Normalform kann man nun
2z =azx? —by?, a,b>0, (58)

angeben. Die Bedingung fur Fernpunktedst — bz3 = 0

und stellt zwei Geradeaz; + vby = 0 in der Fernebene

dar. Ihr Schnittpunkt(0, 0, 1, 0)R, ist der Beruhrpunkt der
Flache mit der Fernebene. Schnitte mit Ebenen parallel zur
z-Achse sind Parabeln oder Geraden, andere ebene Schnitte
sind jetzt Hyperbeln oder Geradenpaare (letztere erhalten
wir genau im Fall des Schnitts mit Tangentialebenen).

Die offensichtliche Parameterdarstellung ist

r=u, y=uv, z=au®— b’

Die Parameterliniem = const undv = const sind Para-
beln.
Durch Einfuhrung affiner Koordinaten gemaf

T = azr — Vby, 5= Vaz + Vby, 7=z,

erhalten wir die Parameterdarstellung

I\

T=u, y=v, Z=uv.

Nun sind die Parameterlinien genau die 2 Scharen von Ge-

raden auf der Flache.

6.13 Ausgleichsellipse durchV > 5 Punkte

Gegeben seien Datenpunite= (x;,v;),7 = 1, ..., N. Gesucht ist ein Kegelschnitt
k:az? +bry +cy’ +de+ey+ f=0,

der moglichst gut die Datenpunkig beschreibt. Sind die Punkfé Messdaten einer Ellipse, so
kann man folgendermal3en vorgehen: (siehe Pilu, Fitzgildsisher: Ellipse-specific direct least-
square fitting, IEEE PAMI, 1999, und http://www-uk.hpl.bpm/people/mp/research/ellipse.htm

)
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Wir beachten, dass eine Ellipse ist, wennx? + bxy + cy® = 0 keine reellen Losungen besitzt,
also gilt:
b’ — dac < 0.

Sei
G(a,b,c,de, f;2,y) = ax® + bry + cy? +dx + ey + f.

Eine LOsung des Problems ergibt sich durch Minimierung von

N
F=Y Gla,..., fywi )% (59)
=1
unter der Nebenbedingung
b* — dac < 0.

Wir bilden die(N x 6)-Matrix D,
D=\ 2} wmy v = w 1 |,

und kdnnen damit die zu minimierende FunktiBnn (59) als quadratische Funktion (genauer,
guadratische Form) ia, b, ..., f so schreiben,

F=(a,bcde,[f) M- =xT-M-x, mitM=D"-D MecRO

~ 0 Q0 o2

Die Nebenbedingung kann man schreiben als

0 0 -2 00 0 .
0 1 0 00 0 )
20 0 000 .
. C | =x* . R.
(a'a'-af) 0 0 0 00 0 ' X R -x<0.
00 0 00 0 :
00 0 000 f

Wir wahlen im folgenden als Nebenbedingung (Normierung)

x' R-x+1=0. (60)
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Bemerkung 8: : (59) ist Summe von Ausdriicken, die keine geometris@istanzen sind; man
nenntG(a, . . ., ; x;y;) algebraische Distanzen. Diese hangen wesentlich vonalenidrung der
Koeffizientena, . . ., f ab.

Wir haben also die Minimierung einer quadratischen Fornemuginer quadratischen NB durch-
zufuihren (siehe Anhang). Es folgen nach der Methode vondragg Giber die Lagrange-Funktion
H(\x)=xT-M-x—\x"-R-x+ 1) die Bedingungen fir ein Extremum,

(M —)AR)-x=0,x"-R-x =—1.

Erwartungsgemal erhalten wir ein verallgemeinertes rivigetproblem von) beziglichR
(charakteristisches Polynom vom Grad 3).

Ist v Eigenvektor zum Eigenwert (alsoM - v = AR - v), so gilt unter Beriicksichtigung der
Nebenbedingung:

vi.M - v=MNW! " R.v= )\(’ng —4’(}11)3) = )\(bz —4&0) = -\

Dav’.M v als Summe von Quadraten nicht negativ ist, kann obige Gleighur fir Eigenwer-
te A < 0 bestehen; der zugehorige Eigenveltoenthalt dann die Koeffizienten der Gleichung
einer Ellipse. Weiters sehen wir, dass der Eigenwert mit kiemsten Betrag zur Losung fuhrt.

In der oben zitierten Arbeit wird gezeigt, dass das Probl&ts genau eine Losung besitzt.

Bemerkung 9: : Fur einen robusten Ausgleich sollte man eine gewieltehlerquadratsumme
minimieren, also

N
FR:ZW?G(av"'vf;xivyi)Q'
i=1

Offenbar andert sich damit am Prinzip nicht viel; man btrdaumr die jeweiligen Zeilen der Ma-
trix D mit dem Faktorw; zu multiplizieren. Die Gewichtey; konnen in einem iterativen Algo-
rithmus so verandert werden, dass Ausreil3ern kleine aatechiwindende Gewichte zugewiesen
werden.
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7 Kurventheorie

7.1 Parameterdarstellung, Parameterwechsel

Im dreidimensionalen Raum seien kartesische Rechtskuateti(z, x5, 3) gegeben. Wir be-
zeichnenx := (xy, x5, 23) € R3.

Definition 17: Eine Abbildung

x: ICR —» R}
tel w— x(t):=(x1(t),22(t),23(t)) € R3, x e C"(I)

erzeugt eingparametrisierteC”-Kurvek = x(I) C R3. Die Parametrisierung(t) heiltzulassig
(regular), wenn fur allet € I gilt x = & +# o.

€

Nebenx(t) gibt es unendlich viele weitere Abbildunganwelche dieselbe Punktmengebe-
schreiben. Diese Abbildungengehen aus(t) durch Parametertransformationen (Parameter-
wechsel) hervor.

Definition 18: Die Abbildungf : I — I, — t heiRtzulssigeC"-Parametertransformatign
wennf € C" istund fur allet € T gilt &£ + 0.

Wendet man nun auf zuerstf und dannx an, so erhalt man schlieRlich dieselbe Kukvéer
Ubergang vorT zur Kurvek wird beschrieben durch
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il
S

1

%,

T

Wegen

dx dx df

T a 10 “dz i# o
ist aucht ein zulassiger Parameter auf Zur Beschreibung voi kdnnen somit verschiedene
Parametrisierungen herangezogen werden. In der (eudtligig Differentialgeometrie studiert
man Eigenschaften von geometrischen Objekten (Kurven l&uh€n), digparameterinvariant
d.h. unabhangig von der Wahl der Parametrisierunghaveegungsinvariargind. Solche Eigen-
schaften heissegeometrisch

7.2 Tangente, Bogerdnge

Die Tangentein P ist definiert als Grenzlage der Sehne
PQ, wenn(@ aufk nachP lauft. Mit

PO = Ax = x(t + At) — x(t)

ist auchAx/At ein Richtungsvektor der Sehr&). Der
Grenzubergang\t — 0 liefert den ersten Ableitungsvek- 0
torin P = x(t):

ax _dx
Ao At At ¢




7 KURVENTHEORIE 65

Der Vektor

X
e = ——
| % ||

heiRtTangenteneinheitsvektémormierter Tangentenvektor) umg weist in Richtung wachsen-
dert-Werte. Durch wachsendeWerte wird die Kurvek orientiert

Wir zeigen, daR ein (zulassiger) Parametatie Bogentinge existiert mit|| & || = 1.
dx dt dt
— =X— X [|[|—| =1, ds=4| x|dt ...Bogenelement
= — %, HXH‘ds . ds==] x| g

Wegendt/ds = 1/|| x || # 0 ist s zulassig.

t t
s:i/ ||>'<||dt:i—/ 2 + 32+ a2dt. (61)
to to

s ist bis auf eine Integrationskonstante und das Vorzeicleighes die Orientierung der Kurve
festlegt, eindeutig bestimmt. In der Analysis zeigt maif§ gldie Lange des Kurvenbogens zwi-
schenx(ty) undx(¢) ist. s gibt also die Lange des Bogens von einem Anfangspunkt ienein
bestimmten Durchlaufsinn an.

Satz 7: JedeC"-Kurve (r > 1) laf3t sich nach ihrer Bogenlange(zulassig) parametrisieren,
wobei gilt

ds
o x|
x|
Beispiel 5: Schraublinie
x(t) = (rcost,rsint,pt),t € R,

x(t) = (—rsint,rcost,p),
%[ = vr+p?
s = yr2+p2t+C.

Wir wahlen das positive Vorzeichen, die Integrationskon-
stanteC' = 0 und erhalten als Bogenlangenparametrisie-

T
rung der Schraublinie, ?

() S . S S
X(s) = | rcoS ———, 7SI , P .
r2 +p2 \/7“2 +p2 \/r2 +p2

Die Tangenten der Schraublinie bilden mit dgrEbene einen konstanten Neigungswinkel
mit tan « = p/r. Daher ist die Bogenlangeder Schraublinie proportional zur Bogenlange
ihres kreisformigen Grundrisses.
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Nur in speziellen Fallen ist das Integrfll| x ||d¢ elementar berechenbar. Zum Beispiel fiihrt
die Berechnung der Bogenlange einer Ellig$e) = (acost,bsint),a # b, auf ein elliptisches
Integral. Zur Berechnung des bestimmten Integféokﬂ x ||dt verwendet man numerische Me-
thoden.

Notation: In Hinkunft werden Ableitungen nachdurch Strichex’, . . ., Ableitungen nach einem
beliebigen Parameter durch Punkie . ., gekennzeichnet.

7.3 Schmiegebene

Definition 19: Die Schmiegebeney in P ist die Grenz-
lage der Verbindungsebef@t »| eines Punkte® mit der
Tangente in P, wenn(@ nachP lauft.
Die Schmiegebenep enthalt dahek(t). Weiters enthalt
[Qtp| den Vektor o)
x(t+At) —x(t) x(t)

(At)2 AL V. 7
Nach dem Grenzubergamg— 0 erkennt man: Die Schmiegebeng enthalt auch den zweiten
Ableitungsvektork(t),

lim v — lim x(t + At) — x(t) — x(t) At
At—0 At—0 (At)Q

x(t+ At —x(t) %X(t).

= (I'Hospital)

— I
Aglo 2At

Die Schmiegebener von k in P = x(t) wird daher aufgespannt von den Ableitungsvektoren
x(t) undx(t), falls {x, x} linear unabhangig sind.

Definition 20: Punktex(t,) mit {x(to), %(to)} linear abhangig bet(t,) # 0 heiRenwWendepunk-
te.

In diesen Wendepunkten ist die Schmiegebene nicht eirglbastimmt.

Die Definition der Schmiegebene und der Wendepunkte isinpetiexrinvariant, denn bei jeder
Parametertransformation — 7 sind dx/d7, d*x/di’ Linearkombinationen vork und %. Auf
Grund der Bewegungsinvarianz sind Schmiegebene und Wankiegeometrische Begriffe.

7.4 Krimmung und Begleitbasis

Wir parametrisieren die Kurvie = x(s) mittels der Bogenlange
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" 1/

A

111 I
" \ ; o

A €3

€2

t/

€

Definition 21: Die Begleitbasisiner Kurve besteht aus folgenden drei normierten, pasewei
orthogonalen Vektoren:

1. Tangentenvektare; = x'.

2. Hauptnormalenvekto(in der Schmiegebened; = =,

(Sl [

Istx” # o so gilte; L ey, daaugx’)? = 1folgtx’ - x” = 0.

3. Binormalenvektor
x' x x"

€3 =€ X€ey = —"".
| x|

Wir wollen die Krummung der Kurve als Mal3 fur die relativeeRiungsanderung der Tangente
definieren.
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Tangentenrichtkegel

e (s) spharisches

ei(s+ As) Tangentenbild

Tragt man die Tangentenvektoref(s) fur alle s vom festen Punk© aus ab, so erhalt man das
spharische Tangentenbildon k. Die Spitzen der Vektoren, (s) liegen wegeri| e, || = 1 auf
der Kugel umO mit dem Radius 1.

Wir definieren die mittlere Krimmung des Bogeng’(Q als

__le+ay)—ea()|

|As|

und dieKrimmungdlokale Krimmung) vonk in P

o lestAs) —els)
k= Jim R = lim - =l e || = x" I (62)
Der Vektore| = x” ist Tangentenvektor an das spharische Tangentenbikise, = x” /|| x” || =
x" /k folgt die wichtige Gleichung

€] = Kes. (63)

Der Kegel mit SpitzeD und dem spharischen Tangentenhijdals Leitkurve heil3Tangenten-
richtkegel Die Schmiegebeney ist parallel zu der vor,, €| aufgespannten Ebene dui@hDas

ist die Tangentialebene des Tangentenrichtkegels laeagsndsprechenden Erzeugenden parallel
ZUtp.
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In einem Kurvenpunk® = x(s) mit x # 0 gibt es
einen Kreis mit Mittelpunkt

m(s) = x(s) + %eg(s)

el(s)

auf der Hauptnormalen und Radips= 1/x, welcher
mit k& in P das Begleitbein und die Krimmung ge-
meinsam hat. Dieser Kreis liegt ganz in der Schmie-
gebene und heilriummungskreisler Kurvek im
PunktP. Sein Radiug hei3tKrimmungsradiuDer
Krimmungskrei$p vonk in P kann auch als Grenz-
lage eines Kreises (bestimmt durch), P und die
Tangentetp in P) erhalten werden, wen® auf k
nachP lauft.

Krimmungsformel bei beliebigem Parameter t

Als Vorbereitung berechnen wir

dx dxdt  x d d 2%k %X
=T @e o TEr @K=& e TR
Nun gilt
,od % Ndt XIEI-%5 2% (x-%)%
XW(M)&‘ YT E
und damit
o ()R - 20 %) 4 (R R - (%) (kx %)’
B3 B3 % |°

Hieraus folgt die gewiinschte Kruimmungsformel bei beétiebParametrisierung,

NESE]

<P 9

r=x"

In Wendepunkteny, x l.a.) istx x x = o, alsox = 0. Gilt fur alle Punkte der Kurve = 0, so
ist k£ eine Gerade.

7.5 Torsion

Wir definieren die Torsion als MaR fiir die relatikaderung der Schmiegebene (= Richtungsande-
rung der Binormalen).
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Analog zum spharischen Tangentenbild entsteht dasisgh@arBinormalenbild; als Menge der
Spitzen der durch einen festen Putkparallelverschobenen Binormalenvektoren der Kurve

spharisches Binormalenbild
e3(s)

Wir definieren die mittlere Torsion des Bogen$’Q:

. es(s+ As) — e3(3)7
|As|

und dieTorsion(lokale Torsion)r vonk in P

= lim 7 = + Jim ST 89 ~es(s)
Q—P As—0 |As‘

des
ds

=) —— I ==lé |l

Die Tangente an das Binormalenbildég(s) hat die Richtung:;. Der Vektore), ist parallel zu
ez, dennej ist normal zue; wegen

es Le; <=e;-e1=0 — ez-€e +ej-e=e;3 (key)te;-e =¢€; € =0,
und normal zwe; wegen

les||=1 <ei=1 = 2e3-e;,=0.

Fur den Betrag vom gilt also|7| = |€} - e2|; man macht nun folgendéorzeichenfestsetzung
T=—ey- €, =¢e,-es. (65)

Wegene; - e3 = 0 folgt durch Ableitene,, - e; + e, - €5 = 0 und damit die obige Gleichheit.
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Kurven mitT > 0 heissen rechtsgewundene Kurven und solchermit(0 heissen linksgewun-
dene Kurven.

Definition 22: Ein Kurvenpunkt mit- = 0 heil3tHenkelpunkt

In Henkelpunkten wird die Schmiegebene von der Kurve imeatiginen nicht durchsetzt. In
Punkten mitr £ 0 wird die Schmiegebene von der Kurve beriihrend durchsetzt.

Fur die Torsion gilt also bei Benutzung einer Paramettisig nach der Bogenlange,
T =¢€,-es.

Weiters haben wir

"
X /i

" / 7 / n
e = — = px, e3=e; X e =p(x xx"), e,=px"+px".

Hieraus folgt
T = elz‘eg — p(p,X/,+pX,/,)‘(X/XX,/) — pp,del(X”, X/, }(//)_|_p2del(}(/l/7 )(l7 Xl/) — pZdel()(l7 X”, X,”).
Nun wollen wir zu einem allgemeinen Parametdibergehen. Zuerst beachten wir, dass die

Ableitungsvektoren nachunds in folgender Weise zusammenhangen,

1 1 1 .
X/ = f)‘(, X// = 72)( —+ )\15(, X/// = 73)( —+ )\QX —+ )\35(,
I x|l I |

wobei die Koeffizienten\; im weiteren keine Rolle spielen. Hieraus folgt

detx’,x",x") = det(x, ¥, X).

1
1% |°
Durch Ersetzen vop = 1/x gemalf (64) folgt damit fur die Torsion die Formel

__detik k%) (66)

(x x %)?
7.6 FRENETsche Ableitungsgleichungen
Dae, ey, €3 eine Basis bilden, lassen sich die Ableitungsvektefer’,, €/ in dieser Basis dar-

stellen:

€, = aje; + ajses + azes,
€, = ag1€1 + G9€s + ao3€s,

€; = as1€ —+ a32€9 + a33€s.
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Da die Vektorere,, e,, e; eine orthonormierte Basis bilden, dd).- e, = 0, Qilt a;; = €] - e;.
Durch Differenzieren der Gleichungen- e, = ¢, erhalten wir

e -ep+e;-e, =0, alsoay + ar; = 0.
Die Koeffizientenmatrix obiger Ableitungsgleichungendstitschiefsymmetrisch

Nach (63) gilte} = xe; und nach (65) folge;, = —7e,. Damit ergibt sich mit Beachtung der
schiefen Symmetrie das folgende SystemAlgleitungsgleichungen vda FRENET (1852),

e, = —kKe +Tes, (67)
e, = —Tes.

Nun sind auch alle hoheren Ableitungen deim der Frenet-Basis darstellbar, wobei als Koeffi-
zientenx, 7 und deren Ableitunger’, 7/, . . . auftreten. Als Beispiel berechnen wir

e] = (key) = K'ey + rely = Keg + k(—re, + Tes3) = —ke; + K'ey + KTes.

Satz 8: Hauptsatz der Kurventheorie: Kennt man dadiirlichen Gleichungem: = k(s), 7 =
7(s) einer Kurvek, d.h. die Krummung und Torsion in Abhangigkeit von der Boliinges, dann
ist die Kurvek bis auf Bewegungen eindeutig bestimmt. Der Beweis beruht@ulntegration
der FRENETschen Ableitungsgleichungen und benitzt Existenz- undétitigkeitssatze aus der
Theorie der gewodhnlichen Differentialgleichungen.

7.7 Ebene Kurven

Bei ebenen Kurven sing, %, % sicher linear abhangig und fiir die Torsion gilt= 0.

Wir wahlen 0.B.d.A. als Tragerebene die Ebege= 0. Dann genigt es, das begleitende Zwei-
bein statt des begleitenden Dreibeins zu betrachten, dergiltee; = (0,0,1) odere; =
(0,0,-1).

In der ebenen Kurventheorie sell stets durch positive Vierteldrehung agysentstehen. Damit
mul inx” = ke, das Vorzeichen vom beriicksichtigt werden. Im Gegensatz dazu war bei
Raumkurven stets > 0.
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—
€1 / k\\ €1

k>0 k<0

Das Vorzeichen vom: hat geometrische Bedeutung, wenn wir orientierte Kurvemabhten:
Eine Umkehrung der Orientierung véranderte, e; und damit das Vorzeichen von

Die Frenetschen Ableitungsgleichungen lauten nun

e; = Kreg,

_~

(68)

e, = —kej.
Fur die Kurvex(t) = (x1(t), z2(t),0) ist

1ty — daiy

=2 el (69)
(@2 + @)%

Abbildung 7: Krummungskreid einer Ellipsek in einem Scheitel (links) und in einem allge-
meinen Punkt (rechts).

Der Krimmungsmittelpunkt der Kurve ist durah = x + pe; mit p = 1/x gegeben. Die Kurve
wird vom Krimmungskreis i.a. beriihrend durchsetzt (Ahlrechts) und es besteht Beriihrung
2.0rdnung zwischen der Kurve und dem Krimmungskreis.
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Definition 23: Zwei Kurvenberiihreneinander in einem gemeinsamen Puftkon k-ter Ord-
nung sofern sie so parametrisiert werden konnen, dagsdle Ableitungsvektoren bis zurten
Ordnung Ubereinstimmen.

Man kann zeigen, dass zur Feststellung der BeruhrordnienBetrachtung von Bogenlangen-
parametrisierungen ausreicht. Zwei ebene Kurven oder Rawan bertihren von 2. Ordnung,
wenn im gemeinsamen Punkt die Frenet-Basis und die Krurgribereinstimmen. Beriuihrung
3. Ordnung erfordert zusatzlich ditbereinstimmung der Torsion(ist bei Kurven in derselben
Ebene wegen = 0 stets erfullt) und der Ableitung’ der Krimmung nach der Bogenlange.

Definition 24: Ein regularer Punkt einer ebenen Kurve, der kein Wenalest, heil3tScheitel
wennx' = 0.

In einem Scheitel bertihrt der Krimmungskreis die Kurva 20Ordnung und durchsetzt die
Kurve i.a. nicht (siehe Abb. 7, links).

Abbildung 8: Nephroidé: and ihre Evolute:*

Definition 25: Der Ort aller Krummungsmittelpunkte einer ebenen Isurk heil3t
Evolutevon k.

Satz9: Die Evolutek* von £ ist Hullkurve der Normalen vok. Wird das begleitende Zweibein
entlang der Kurve bewegt, so rollt die Kurvennormale aufiel@lute ab ohne zu gleiten.

Beim Abrollen einer Geraden auf einer Kurkebeschreiben alle Punkte der rollenden Geraden
die so genannteBvolventenvon k*. Alle Evolventen haben ein gemeinsames Normalensystem
und besitzert* als gemeinsame Evolute.

Man nennt zwei Kurven mit gemeinsamen Normalen abafallelkurven(Offsets). Sie besit-
zen konstanten Normalabstand. Eine Parallelkurve eingelggnen Kurve entsteht also durch
Auftragen eines festen Abstandésuf den Normalen der Ausgangskurve. Mit einer nach der
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Abbildung 9: Evolventen eines Kreisg$

Bogenlange parametrisierten Ausgangskuti«g hat die Parallelkurve im Abstant(gemessen
mit Vorzeichen) die Darstellung
Xq = X(5) + dey(s).

Als Ubungsbeispiel wollen wir noch die oben genannten Eigeafsef von Parallelkurven be-
weisen. Wir betrachten zuerst die Tangenten in entspre@meRunkten und erkennen aus

x, =% +de, = (1 —dr)ey,
deren Parallelitat. Weiters gilt
x; = (1 —dr)e; + (1 — dr)res,

woraus wir die Krummung der Parallelkurxg berechnen (beachte, dassicht die Bogenlange
von x, ist und damit die allgemeine Formel zu verwenden ist),

_ detx),x);) def((l1—dr)e, (1 —dr)ke;) &
T (1 dn)? Tk

Rd

Der Krummungsradius ist daher

1 1—-dr 1
pa=—= =——d=p-d
Kq K K

woraus wir schlieen, dass die Kurxeund die Parallelkurvex; in entsprechenden Punkten
dieselbe Krimmungsmitte besitzen.
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7.8 Implizite Darstellung einer ebenen Kurve

Eine ebene Kurve kann auch als Nullstellenmenge einer kamkt(z, y) beschrieben werden.
Man spricht von demmpliziten Darstellungler Kurve,

k={(x,y) | F(z,y) = 0}.

Fur gewisse Aufgaben bietet die implizite Darstellung eyetgper einer Parameterdarstellung
Vorteile. So kann man etwa mit der impliziten Darstellungimem Optimierungsalgorithmus, in
dem eine Kurve verandert wird (Kurvenevolution), leichitesn Topologiewechsel (Veranderung
der Anzahl von Komponenten) erzielen. Ein typisches Anwaigdgebiet ist die Segmentierung
in der Bildverarbeitung. Bei einer impliziten Darstelluisgdie Kurvek in eine ganze Schar von
so genannten Niveaukurven (level set¥ eingebettet, welche zu konstanten Funktionswerten
von F' gehoren,

ke: F(x,y)=c.

Die Evolution von Kurven mittels der impliziten Darstellynvird mathematisch mittels einer
partiellen Differentialgleichung fur die level set Fuiddt ' beschrieben (level set - Methode
von Osher und Sethian).

Wir zeigen im folgenden nur, wie man Tangente und Krimmuingkt aus einer impliziten
Darstellung berechnet und wenden uns dann den in vielen Adween wichtigen Distanz-
funktionen zu.

Zur Berechnung der Tangente in einem Punkt karehmen wir an, dass wir auch eine Parame-
terdarstellundz(t), y(t)) kennen. Dann muss die Gleichuagz(t), y(t)) = 0 fur alle ¢t erfullt
sein. Differenzieren dieser Identitatdimacht liefert dann

dx dy
Fo— + F,—= =
at v

Der Vektor(dz/dt, dy/dt) ist ein Richtungsvektor der Tangente. Es ist also der Gnadie

Fy
= (%)

ein Normalvektor. Dies gilt fur alle Niveaukurven = c: in jedem Punk{z, y) ist der Gradi-
ent VF(z,y) normal zur jeweiligen Niveaukurve vohA (VF' zeigt in Richtung des starksten
Anstiegs vonF’; vgl. Gradientenverfahren in der Optimierung). Falls amelizit dargestellte
Kurve an einer Stelle verschwindenden Gradienten bekégt,eine Singularitat der Kurve vor
(lokales Extremum oder Sattelpunkt vér).

0.

Ohne Beweis fuhren wir noch eine Formel fur die KrummuieeKurvek : F(z,y) = ¢
in einem Punkix, = (z¢,y0) an. Wir orientierert so, dass das Normalvektorfeld = n =
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(n1(x,y),na(x,y)) ldngs der Kurve durch
n(x) = —VF(x)/|[VFX)],

gegeben ist. Nun ist die Krummung gleich der Divergenz demrerten Gradientenfeldes,

VF 8’”1 8’”2
— . J— = —_- - 7
" V(wm) ox  dy (70)

Durch Einsetzen voW F' = (F,, F},) in (70) ergibt sich die Formel

FmF; — 28, F Fy + FEFyy
K =
(F2 + F2)372

(71)

Beispiel 1:Das einfachste Beispiel ist eitgerade
F(xz,y) =ax +by+c=0.

Der Gradient ista, b), und damit ein Normalvektor (vgl. Analytische Geometrijr erhalten
k =0.

Beispiel 2: Ein Kreis mit Mittelpunkt (m4, ms) und Radius- hat die Darstellung
(x —m1)* + (y — mg)® —r? = 0.
Etwas allgemeiner schreiben wir die Gleichung in der Form
Az +y) + Bz +Cy+ D =0, (72)

und schlieRen dadurch mit = 0 die Geraden ein. Wir erhalten

2Ar + B
F =
v <2Ay+C)’

und
(VF)? = 4A[A(2” + y*) + Bz + Cy] + B> + C*.

In Punkten der Kurve benutzen wir (72) und sehen, dass diemMes Gradienten dort konstant
ist,

(VF)? = B>+ C? — 4AD. (73)
Die Krummungsformel liefert das erwartete Ergebnis
2A 2A

K

T VF| T VB CZ_dAD’

also Null fur eine GeradeA = 0) und1/r fur einen Kreis.
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7.9 Distanzfunktion einer ebenen Kurve

Die Distanzfunktioreiner gegebenen ebenen Kudvéildet jeden Punkk = (z,y) der Ebene
auf den kurzesten Abstantiz,y) zu k ab. Bei einer glatten Kurve tritt dieser Abstand langs
einer Normalen aus auf k& auf. Die Niveaukurven der Distanzfunktion sind (getrimjrfear-
allelkurven. Dies bedeutet, dass eventuell nur Teile déstéamdigen Parallelkurven im friher
genannten Sinn auftreten. Die Distanzfunktion ist nicfiedenzierbar langs der Ausgangskurve
k und in Punkten des sogenanntchnittortesLetzterer besteht aus allen Punkten, in denen es
zwei verschiedene Normalen argibt, langs denen der kiirzeste Abstahduftritt. Dort treten
Knicke der getrimmten Parallelkurven auf (siehe Abb. 16htg). Die Stellen, an denehnicht
differenzierbar ist, sieht man auch gut an Knicken in dempBeaflache: = d(zx, y) (siehe Abb.
10, links). Im Falle einer geschlossenen Kukvaennt man den im Inneren liegenden Teil des
Schnittortes aucMittelachse (medial axissiehe Abb. 11.

Abbildung 10: Distanzfunktion einer ebenen Kurve: (linkgaphenflache, (rechts) Niveaukur-
ven.

Gelegentlich betrachtet man fiir eine geschlossene Kudievorzeichenbehaftete Distanzfunk-
tion, welche aus der gewdhnlichen Distanzfunktion dadurctadrgeht, dass man fur alle inneren
Punkte das Vorzeichen andert. Damit erreicht man Diffeierbarkeit langs:.

Die Graphenflache = f(x,y) einer Distanzfunktion tragt Geraden(stucke), entdpead der
linearen Veranderung der Distanzlangs der Normalen(stiicke) van Die Tangentialebene
langs einer solchen Geraden ist geges 0 unter dem Winkelr /4 geneigt. Analytisch wird
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Abbildung 11: Getrimmte innere Parallelkurven und Mittdlae einer geschlossenen Kurve.

dies durch die Gultigkeit der so genanntgkonalen Gleichung
| Vd(z,y) || =1, (74)

ausgedrickt.

Beispiel 1a(Fortsetzung von Bsp. 1): Fur eine Gerdder,y) = ax + by + ¢ = 0,ist VF =
(a,b). Genau fur(VFE)? = a* + b* = 1 ist die eikonale Gleichung erfilllt, unf ist vorzei-
chenbehaftete Distanzfunktion. Dies ist die bereits beteaiesse’sche Normalform aus der
analytischen Geometrie.

Beispiel 2a(Fortsetzung von Bsp. 2): BeiKreisin der FormF(z,y) = A(z*+y?)+ Bz +Cy+
D = 0 ist der Gradient nicht Uberall durch eine einfache BedmpanA, ..., D normierbar.
Jedoch ist dies gemal’ Beispiel 2 langs der Kurgelbst moglich, wenn wir die Normierung

B* +C* —4AD =1, (75)

verwenden. In der Nahe des Kreises ist bei dieser Normiedan Koeffizienten der Kreisglei-
chung der Wert der "algebraischen DistadZ’z, y) ungefahr der Wert der vorzeichenbehafteten
geometrischen Distanz.

Anwendung: (Berechnung eines Ausgleichskrejs€esucht ist ein Kreis, welcher eine gegebe-
ne Menge von Punktep; = (z;,y;), i = 1,..., N der Ebene bestmoglich im Sinne kleinster
Fehlerquadrate approximiert. Wir beschreiben den KreideinForm (72) und verwenden die
Normierung (75). Wenn wir annehmen, dass es einen gut pdesdéreis gibt, ist diese Normie-
rung geometrisch sinnvoll und daher die Funktion

N N
f<A7 B>C7D> = ZF<xiayi>2 = Z[A(CL’? + yz2> + sz + Cyz + D]27 (76)

i=1 i=1
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(@) (b)

Abbildung 12: Ergebnisse der Minimierung von (7&) Ausgleichskreis,if) Ausgleichsgerade.

eine gute Approximation der Fehlerquadratsumme. Beadatssf eine quadratische Form in
den Unbekannted, B, C, D ist, welche unter der quadratischen Nebenbedingung (78)izu
mieren ist. Wir wissen bereits, dass dies auf die Losungseallgemeinen Eigenwertproblems
hinauslauft.

Die MatrizenK = PT. P undL der quadratischen Form (76) und der quadratischen Normieru
(75) sind gegeben durch

Uy -+ UN 0 —2

PT _ :L'l .« .. :I:N 7 L: ]_ (77)
Y - YN 1
I | -2 0

mitu; = 2 +y? fur: = 1,..., N. Wir ldsen das allgemeine Eigenwertproblem—\L)-x = 0.
Der Eigenvektok = (A, B, C, D) zum kleinsten Eigenwert minimiert die quadratische Form.
Daraus ergeben sich Mittelpunikt und Radius- des Ausgleichskreises,

1 B%2 4+ C? —4AD
_ﬂ(Bvc)a r= 4 A2 .

Beachte, dass mil = 0 die Geraden inkludiert sind. Wenn also der beste Ausgleiitieimer
Geraden erfolgt, wird diese auch gefunden (siehe Abb. 12).

m =

(78)
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8 Flachentheorie

8.1 Parameterdarstellung

Definition 26: Das Bild des Gebiet&s unter der Abbildung

x: GCR*—=R
(u,v) € G — x(u,v) = (z1(u,v), 22(u,v), 23(u,v)) €R®, x€C"

heitparametrisierteC"-Flache

A S

-
. |

u

Die Parametet, v heilRenzuldssig wenn fur jedegu, v) € G die partiellen Ableitungen

b
8u_xu’ ov

Xy
linear unabhangig sind.

Die Flachenkurvem = const =v, (u variiert) heiRernu-Linien, die Flachenkurven = const =u,
(v variiert) nennt man-Linien. Die Kurven dieser beiden Scharen heilRamameterlinierund
bilden auf der Flache ein Kurvennetz.

Definition 27: Die Abbildung f : G — G, (wv) +~ (u,v) heilt zulassige
C"-Parametertransformation, wenn gilt:

1. fist bijektiv,
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O(u,v) ‘ 9u v ‘ , =
3. —==|9% %8 |#0 furalle u,v € G.
d(u,v) Qu B

x:G — R3, (u,v) — x(u(u,v),v(u,v)) beschreibt dieselbe Flache wie(w, v) sind zulassige
Parameter, denn es gilt i, = 2, x; = 2,

El
= ) 9
- = d d
Xy XUB—% —i—xva—%

Es sind alsax;, X; stets linear unabhangig, wensn, x, linear unabhangig sind, d.h. wennv
zulassige Parameter sind.

(79)

I
N
Q>|Q>QJ|Q>
clle gl
Q>|Q>Q>|Q>
SIISESIS]
N———
N

Lol e
< IS
N———

Beispiel6: Eine Flacheb, die durch Drehung einer Kurve
cum eine Achse entsteht, heDtehflache Wir wahlen im
folgenden die Drehachse atlg-Achse eines kartesischen
Koordinatensystems. Jeder Punkt woheschreibt einen
der Flache angehorenden Kreis, der Parallelkreis on
heil3t, weil die Bahnkreise verschiedener Punkte in unter-
einander parallelen, zur Achse normalen Ebenen liegen.
Die Schnittkurven einer Drehflache mit Ebenen durch die
Achse heil3en Meridiane. Alle Meridiane sind zueinander
kongruent, weil sie durch Drehung um die Achse ineinan-

der Ubergehen.
Wir geben nun eine Parameterdarstellung einer Drehflanhénaler die Parallekreise die-

Linien und die Meridiane die-Linien sind. Ein Meridian habe die Parameterdarstellung

r=r), xz = x3(v),

wobeir der Abstand eines Punktes von der Drehachse ist. Damit ldiet®arameterdarstellung
der Drehflache
x1 =r(v)cosu, o = r(v)sinu, 3 = x3(v).

Speziell erhalt man eine Kugel mit Radiftsdurch
r = Rcosv,xr3 = Rsinwv.

Man nenntu die geographische Lange undlie geographische Breite. DieLinien sind dann
die Breitenkreise der Kugel.
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8.2 Flachenkurven

Eine Flachenkurve auf der durch eine Parameterdarstellwig, v) gegebenen Flaché ist
das Bild einer Kurve des Parametergebietes unter der Aloigl¢h:, v) — x(u,v). Die Kurve
im Parametergebiet kann entweder in impliziter Fgtfn, v) = 0 oder in Parameterdarstellung
k(t) = (u(t),v(t)) gegeben sein. Fur die folgenden Betrachtungen nehmerewiletiztgenann-
ten Fall an. Die Kurve lautet also

c(t) = x(u(t), v(t)). (80)
Nach der Kettenregel finden wir einen Tangentenvektor akldiehenkurve durch
de . Oxdu Oxdv . )
d_t_c_%ajtaa—xuu%—xvv. (81)

Da der Tangentenvektdr(t) an die Flachenkurve eine Linearkombination wopund x, ist,
liegen die Tangenten aller regularen Flachenkurvenkdaicen Punki = x(u, v) der Flache

® in der von den Tangentenvektorar) und x, an die Parameterlinien aufgespannten Ebene
(falls x,, x, linear unabhanging sind), ddangentialeben@on ® in P. Bei einer zulassigen
Parametrisierung einer Flache sing x, stets linear unabhangig.

Ein Normalvektor der Flache in einem Punkiu, v) steht normal auf der Tangentialebene und
ist daher parallel zet, x x,,.
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8.3 Innere Flachenmetrik
8.3.1 Langenmessung

Die Bogenlange einer Flachenkurve, festgelegt durch u(t),v = v(t), t; < t < t, auf der
Flached® mit der Darstellunge = x(u, v) wird nach (61) berechnet durch

to
o= / le(o)llde.
t1

Mit (81) erhalten wir fir das Quadrat des Integranden,

¢(1)? = (xutt 4+ x,0)? = X202 + 2X,, - XUl + X20°,

Man fuhrt nun die bivariaten Funktionen (Koeffizienten desten Fundamentalform)

E(u,v) = x2, F(u,v) := X, - Xy, G(u,v) 1= x> (82)

v

ein, welche fur jedesu, v) die Koeffizienten des Euklidischen Skalarproduktes beciigler
Basisx,, x, sind. Die Langes einer Flachenkurve(t) erfullt damit

2
(%) =¢&? = E(u,v)i® 4+ 2F (u, v)iud + G(u, v)0?. (83)

Die rechte Seite dieser Gleichung nennt nemste Fundamentalforrterste Grundform, me-
trische Grundform). Die erste Grundform der Flachentigecggelt dieinnere Geometrieler
Flache. Wenn diese Grundform bekannt ist, konnen LangenFlachenkurven, Schnittwinkel
zwischen Flachenkurven und Oberflacheninhalte bere¢cteren.

Bemerkung 10: : Um ubersichtlichere Formeln zu erhalten, schreibt ofaw!, «? anstelle von
u, v, setztx ; fur die partielle Ableitung vorx nachu’, und benutzt di€instein’'sche Summen-
konvention Falls ein Index; als unterer und oberer Index auftritt, wird summiert fise 1, 2.
Die Koeffizienten der ersten Fundamentalform schreibt ni&n a

9i; = X X’j. (84)
Das Skalarprodukt zweier Tangentenvektover v'x ; undw = w’x ; lautet damit
v-w = v'wlg,y, (85)

und die erste Grundform schreibt sich einfach als

ds\? ik
) = gwui. (86)
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8.3.2 Winkelmessung

Ein Tangentialvektor (an eine Flachenkurve) in einenchéipunkt ist durch die Koordinaten
(u1,v1) bezuglich des durck,, x, bestimmten affinen Koordinatensystems festgelegt. Zur Fes
legung einer Richtung kommt es nur auf das Verhaltnis

uy s v = u(t) : o(t)
an.

Seien nun zwei Richtungen in der Tangentialebene eines@sfdstgelegt durch die normierten
Tangentialvektoren, t,,

X, U1 + X, U1 ¢ Xy Ug + Xy Vo
= y 2 p— .
V Eu} 4+ 2Fuyv; + G} V Eu3 + 2Fuyvy + G}

ty

Fur den Winkelv zwischent; undt, gilt dann

Fujug + F(ul'Uz + ’UﬂLg) + Guivy

2 2 2 2’ (87)
V Eu? + 2Fuiv; + Guiy/Eu + 2Fuyvs + Gos

cosw =ty -ty =

Speziell gilt fur den Winkel zwischen-Linie undv-Linie

_
VEVG

Die Parameterlinien bilden daher genau dann eine orthdgemMetz wennF’ = 0 fur alle
(u,v) € G.

COSW =

Beispiel 7: Wir betrachten wieder die Drehflackéu, v) = (r(v) cosu, r(v) sinu, z3(v)). We-
gen

. . .. . .. dr . d$3
x, = (=rsinu,rcosu,0), x, = (rcosu, Fsinu,¥3), mitr=—, i3=——,

dov dv

erhalten wir als Koeffizienten der ersten Grundform,

E=x’=r? F=x,-x%x,=0 G=x2=7?+1il

v —

WegenF' = 0 bilden die Meridiane und Breitenkreise ein orthogonaletzNeas auch rein
geometrisch unmittelbar ersichtlich ist.
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8.3.3 FBchenmessung

Sei @ erfasst durchx(u,v) und variieren die Parametén,v) € G C R? in einem Gebiet
Gy C G.

Dann definiert man das so genannte Oberflachenelement als
dO = || x4 X %, ||dudv = VEG — F2dudv.

Fur den Flacheninhalt (Oberflache) des Ubgrparametrisierten Flachensticks C & kann
man folgende Formel herleiten,

0= / /G 1 VEG — F2dudv. (88)



8 FLACHENTHEORIE 87
8.4 Abbildungen von Fchen

Wir studieren hier Abbildungen von Flachen, weil sie ingziReihe von Anwendungen benotigt
werden: In der Computergraphik und der geometrischen Miedahg spielt die Abbildung zwi-
schen einem ebenen Bereich und einem Flachenstiick eaidigé Rolle, etwa bei der Para-
metrisierung von Dreiecksnetzen oder beim Anbringen vaxtufen auf gekrimmten Ober-
flachen. Abbildungen zwischen Flachen sind fur die Besiblung von Deformationen mit spe-
ziellen Eigenschaften wichtig. Sie wurden auch im Computgion zur Gesichtserkennung ver-
wendet. In der Bildverarbeitung kommt die Differentialgestrie dadurch ins Spiel, dass man
einem Punkt(u,v) eines 2D Bildes mity als Grauwert den PunKt:, v, g(u,v)) desR? zu-
ornet; man erhalt eine zugeordnete Flac¢hev, g(u,v)), welche oft als Bildmannigfaltigkeit
bezeichnet wird. Bei Farbbildern liegt die analoge 2-disienale Bildmannigfaltigkeit, etwa
(u, v, 7(u,v), g(u,v),b(u,v)), im R5. Eine Reihe von Problemen der Bildverarbeitung lassen
sich so mit Methoden der Differentialgeometrie behandsiehg R. Kimmel, Numerical Geo-
metry of Images, Springer, 2003).

Eine Abbildung einer Flache(u, v) auf eine andere Flachgw, v) beschreiben wir durch eine
zulassige Abbildungu, v) — (u, v) der Parameterbereiche.

Abbildung 13: Abbildung zwischen Flachen

Die Umkehrung dieser Abbildung beschreibt auch einerszidi@n Parameterwechsel der Flache
®. Nach dem Parameterwechsel verwenden wir fiir die Pareieetmg wieder die urspringli-
chen Bezeichnungen. Die Abbildung wird dann durch gleicdmameter beschrieben, d.h. einem
Punktx(u, v) auf® entspricht jener Punk(u, v) auf ®, der zu denselben Wertenuv gehort.

Jeder (zulassig parametrisierten) Flachenkeraeaf ® entspricht eine Flachenkureeauf .
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Wa o
7 %

Abbildung 14: Lokale Eigenschaften der Abbildung zwischéichen

Die Abbildung

t = ux, + Ux, — t = uX, + UX,,
der Tangentenvektoranvon Flachenkurven durchauf die Tangentenvektorerder Bildkurven
¢ durchx heil3t derivierte Abbildung ("beriihrende Affinitat”) unst eine affine Abbildung der

Tangentialebene ir auf die Tangentialebene #y welche durch gleiche Koordinaten beziglich
der Baserx,, x, bzw.x,, x, beschrieben wird.

Wir betrachten nun, wie Langen, Winkel und Flachen un&rAbbildung geandert werden.

Die zur Richtung« : ©) im Punktx(u, v) gehorigeLangenverzerrungst definiert als

AMu, v;u,0) = M (89)

[t

o+

Fur das Quadrat gilt damit B ~ - ~
t° B0 4 2F00 4 Go?

N=— = :
t2 Eu? 4 2F00 4+ Go?

Man betrachtet nun spezielle Eigenschaften der bertkreAéfinitat:
Winkeltreue: Die Langenverzerrung hat fur alle Punktepaare einen \@nRichtungu : o
unabhangigen Wert genau dann, wenn gilt
E:F:G=FE:F:G.

Die berithrende Affinitat ist dann eidénlichkeit; die Abbildung ist winkeltreudonforn).
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Langentreue: Die berithrende Affinitat muss einhnlichkeit mit Ahnlichkeitsfaktor 1 sein.
Kennzeichnend ist also
E=FEF=FG=G.

Die beruihrende Affinitat ist eine Kongruenz; die Abbildust langentreuigometrisch.
Flachentreue: Flachentreue liegt genau bei
EG — F? = EG — F*?

vor. Aus der Formel (88) folgt unmittelbar, dass damit diee@acheninhalte entsprechen-
der Flachenstiick®, ¢ ® und®, c ® Uibereinstimmen.

Hauptverzerrungsrichtungen

O &

An einer festen Stelléuy, vo) fragen wir nach jenen Richtungén : v), fur welche die Langen-
verzerrung\(ug, vo; @, v) extremal wird. Dazu normieren wir= ux,+9x, durcht? = 1 und su-
chen die Extrema vot?. Mathematisch bedeutet dies die Bestimmung der Extremauaeirati-
schen FornEu? + 2Fud 4+ Go? unter der quadratischen Nebenbedingéing + 2F a0 + Go? =

1. Wir haben also ein allgemeines Eigenwertproblem in 2 Dsiaren. Es gibt daher i.a. zwei
extremale Richtungen. Rein geometrisch sieht man das s®e&nm festen Punki(ug, vo)
von ¢ angehefteten normierten Tangentenvektardreschreiben einen Einheitskrdisn der
Tangentialebene dieses Punktes. Die beriihrende Affinitiet diesen Kreis auf jene Ellipse
ab, welche von den entsprechenden Vektdremx(u, v,) gebildet wird. Die extremalen Ver-
zerrungen gehoren zu den beiden Achsenrichtungen didgeyedind stehen damit aufeinander
normal. Ebenso sind die entsprechenden Richtunge® aarthogonal. Man nennt die Ellipse
k auchTissot'sche IndikatrixSie ist ein Kreis bei lokaler Winkeltreue und der Einheits&
bei lokaler Isometrie; genau in diesen Fallen ist das PaaHduptverzerrungsrichtungen nicht
eindeutig bestimmt.
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8.4.1 Stereographische Projektion

Anwendungsbeispiele fur Abbildungen von Flachen sindbifslungen der Kugel in die Ebene,
auf denen di&artographieberuht. Als Beispiel geben wir hier die stereographisclogeRtion
an.

Die Projektion der Punkte einer Kugelaus einem PunkP der Kugel auf eine Ebene, welche
nicht durch P geht und parallel zur Tangentialebene/iist, bezeichnet man alstereogra-
phische Projektions. Wir verwenden als Projektionszentrum den Nordpol= (0,0, 1) der
Einheitskugel und als Bildebene diguatorebener : 5 = 0.

Abbildung 15: Stereographische Projektismus dem NordpaN auf dieAquatorebener. Das
Bild des Kreiseg: ist ein Kreisko. Links: Aufriss. Rechts: Grundriss in

Zur Herleitung der Abbildungsgleichungen veischneiden wir einen Sehstrahl durch den Punkt
(x,y, z) mit der Bildebene:

0 x £
+ A Y =| 7
1 z—1 0

Damit ergibt sich fur den BildpunKg, n),

== :

1_2777_

N
Diese Abbildung ist jetzt nur auf Punkte, y, z) der Einheitskugel anzuwenden. Wir setzen
daher die Parameterdarstellung der Kugel,

(x,y,z) = (cosucosv,sinucos v, sinv),

ein und erhalten als Abbildungsgleichungen der steredigaben Projektion,

COSU COSV SIN U COSV

,0). (90)

x(u,v) = (cosucos v, sinu cosv,sinv) — X(u,v) = I —smo’ 1—s
—sinwv —sinw
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Zum Studium der Abbildung — x berechnen wir mittels
X, = (—sinwucosv, cosu cosv,0), X, = (— cosusinv, — sin usin v, cos v),
die Koeffizienten der ersten Grundform der Kugel,
E =cos’v, F=0,G=1.

Mit
B —SIn % COSvV COS U COSV B COoS U sin u
Xu:( . b . 70)7 X'U:(

1 —sinwv 1 —sinwv

0),

1—sinv’1—sinv’
gilt fur die erste Grundform der ebenen Bildflache,

cos? v _ 1

E=aamor 70 9= 05amoe
Es gilt also,
E:F:G=cos?v:0:1=FE:F:QG,
und damit ist die Abbildungvinkeltreu Nebenbei sei bemerkt, dass die stereographische Projek-
tion Kreise auf Kreise (oder Geraden) abbildet (siehe F3y. 1

8.4.2 Abwickelbare Fhchen

Abwickelbare Flachen sind solche, welche sich verzetneg also isometrisch in die Ebene
abbilden lassen. Solche Flachen spielen in verschiedéneendungen (Blechbearbeitung, Ar-
chitektur, Modellbau, Schiffbau, .) eine wichtige Rolle. Man kann zeigen, dass bei hinreichen-
der Differenzierbarkeit eine abwickelbare Flache lokaleen der folgenden drei Grundtypen
angehort: Zylinderflachen, Kegelflachen und Tangerdeh#n von Raumkurven. In der Folge
werden diese naher studiert und jeweils eine isometridtiddung in die Ebene angegeben.

Zylinderfl achen

Eine Zylinderflache wird von einer stetigen Schar parafl&eraden gebildet. Mit als Rich-
tungsvektor dieser Geraden (Erzeugenden) hat die Panataettellung die Form

x(u,v) = l(u) + vr. (91)
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Hier ist 1(u) eine beliebige Kurve (Leitkurve) auf der
Flache. Zur einfacheren Beschreibung der isometrischen
Abbildung in die Ebene (Abwicklung) nehmen wir die
Leitkurvel(u) als Schnittkurve mit einer Ebene normal zu

r (Normalschnitt) an. Ferner seiBogenlangenparameter
dieser Leitkurve una sei normiert. Damit haben wir die
Bedingungen

r’=11’=11r=0.
Wir zeigen, dass die Abwicklung durch
x(u,v) = lu) + vr — X(u,v) = (u,v) (92)
gegeben ist. Dies folgt unmittelbar aus
E:Xu-xu:izzl, F:xu-xvzi-r:& G=x, x,=1=1,

und
Xy = (lao)viv: (071)7 E= 1, FZO, G=1.

Beachte, dass die Erzeugenden unter der Abwicklung in estlBel paralleler Geraden (Rich-
tung (0, 1)) abgebildet werden und dass jeder Normalschnitt in der Akkving als Gerade nor-
mal zu den verebneten Erzeugenden erscheint.

Kegelflachen

Eine Kegelflache tragt eine stetige Schar von Geraden,
welche alle durch einen fest Punkt, die Kegelspitze, ge- ’

hen.
Wir legen die Kegelspitze in den Ursprung und die Leit- “"/
kurvel(u) sei die auf ihre Bogenlange bezogene Schnitt-

kurve mit der Einheitskugel. Daher lautet die Darstellung
der Flache
x(u,v) = vr(u), (93)
mit
r’=1r-r=0, =1

Die Abwicklung ist gegeben durch

x(u,v) =vr(u) — X(u,v) = (vcosu,vsinu). (94)
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Der Beweis erfolgt durch Vergleich der ersten Grundfornidit:
X, = UF, X, =T, X, = (—vsinu,vcosu), X, = (cosu,sinu),

haben wir
E=v, F=0,G=1;, E=1"F=0,G=1.

Daher ist die Abbildung isometrisch. Naturlich erscheidee Kegelerzeugenden in der Abwick-
lung als Geraden durch das Bild der Kegelspitze (Ursprungl) die Normalschnitte als dazu
orthogonale konzentrische Kreise.

Tangentenflchen

Die allgemeinste Form der abwickelbaren Flachen sind digg&ntenflachen. Einngenten-
flachebesteht aus den Tangenten einer Raumku(ug, hat also die Parameterdarstellung

x(u,v) = c(u) + ve(u). (95)

Die Kurve c(u) ist eine singulare Kurve auf der Tangentenflache. Ein Bchnit einer Ebene
hat dort i.a. eine Spitze; man nennt dahexuchGratlinie. Dies zeigt Abb. 16 ebenso wie ein
stuckweise ebenes Modell, welches ausgehend von eingrgdrokonstruiert wird: die Kanten
des Modells sind die Seitengeraden des Polygons, die els¢aemen werden von aufeinander-
folgenden Kanten begrenzt. Auch dieses Modell zeigt dagutine Verhalten des Ausgangspo-
lygons und legt die Abwickelbarkeit der Tangentenflachieena

T

Abbildung 16: Polyhedral model (left) of tangent surfadgt{t) with planar sections.

Zur einfacheren Beschreibung der Abwicklungsei) nach der Bogenlange parametrisiert,

E=1,¢-¢é=0,]¢|=x
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Hierin ist x die Krimmung vonc. Auf der Suche nach dem Bild der Gratliniein der Ab-
wicklung definieren wir eine ebene Kureewelche dieselbe Krummungsfunktiafu) mit Bo-
genlange: wie die Raumkurve besitzt. Diese Kurve kann beschriebedeveals

() = ( / :cosgb(x)dx, / :sin<b(x)dx), d(u) = / * (@)

Die Abwicklung lautet nun
x(u,v) = c(u) +ve(u) — X(u,v) = c(u) + ve(u). (96)

Zum Nachweis berechnen wir
X, = €+ vC, X, = C,

und
X, = (cos ¢(u), sin <b(u))+vg5(u)(— sin ¢(u), cos p(u)), <b(u) = k(u), X, = (cos ¢(u), sin ¢(u)).

Wegen
E=¢&+2ec- ¢+’ =1+4+0°k% F=1, G=1,

und
E=14+v% F=1,G=1,

ist die Abbildung isometrisch.

Bemerkung: Alle Typen abwickelbarer Flachen sifrkgelffichen da sie eine stetige Schar von
Geraden tragen. Es ist aber nicht jede Regelflache abwakdlnter den Regelflachen sind die
abwickelbaren Flachen dadurch gekennzeichnet, dassTgugentialebene langs einer ganzen
Erzeugenden berihrt (bei den Tangentenflachen ist deasgentialebene die Schmiegebene an
die Gratlinie im jeweiligen Gratpunkt). Bei einer andereegRlflache, z.B. bei einem einscha-
ligen Drehhyperboloid, hat man in verschiedenen Punktesetleen Erzeugenden verschiedene
Tangentialebenen.
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8.5 Krimmungstheorie der Flachen
8.5.1 Normalkrimmung einer Flachenkurve

Auf der Flachex(u, v) betrachten wir eine Kurve(s) = x(u(s),v(s)), mit s als Bogenlange
von c. Dann lauten die Ableitungsvektoren

c =e =ux, +1'x,,
und
2 2
¢ = key = U Xy, + 200Xy + VX + U'x, + 0'X,.

Wir interessieren uns fiur die Normalkomponente des Kriumgsvektors:”. Daher berechnen
wir das innere Produkt mit dem Normalvekior

¢ n = (Xyy - U + 2(Xyy - D)UY + (X - 1)V

Es ist Ublich, digoeffizienten der zweiten Grundfoeimzufihren,
L=x,,-n, M=x,,-n, N=x, n, (97)
oder in kompakter Notation,
hij = x5 - n. (98)
Damit lautet die Normalkomponente des Krummungsvektors
¢"-n = Lu? + 2Mu'v' + Nv'*, bzw. ¢" - n = hy;(u') (u/)',

Um dies mittels eines allgemeinen Kurvenparametensstelle vons zu formulieren, benutzen

wir die Kettenregel, , , ‘ ,
du'  du'dt U

ds  dtds $ ||
Mittels (86) erhalten wir schlie3lich

v hyjtiad  Li? 4 2Mid + No?
n = —

— = . 99
gijuid  Bu? + 2Fi0 + Go (99)
Das Skalarprodukt” - n hat die geometrische Bedeutung
c"-n=key n=rkcoso. (100)

Hierin ist ¢ der Winkel zwischen der Hauptnormalep der Kurve und der Flachennormalen.
Aquivalent dazu ist) auch der Winkel zwischen der Schmiegebene wamd der Flachennor-
malen. Aus den angegebenen Formeln folgt:
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Satz 10: Alle Flachenkurven durch einen festen Pupktwelche dort dieselbe Tangente und
Schmiegebene besitzen, habempidieselbe Krimmung (sofern die Schmiegebene von der Tan-
gentialebene der Flache verschieden ist).

Beweis:Die Annahmen des Satzes bewirken, dass in

hjitid

K COS ¢ = (101)

Gij U
der Winkel¢ sowie die GroRen auf der rechten Seite fur alle betraghtetachenkurven gleich
sind: Ein fester Punkt bewirkt namlich festes v) und damit konstante Werte der Fundamental-
groRRen, eine feste Tangente bedingt ein festes Verbailtni«2. Daher ist auch die Krummung
r konstant, weikos ¢ # 0 gilt.

Fur eine Kurve, deren Schmiegebene die Flachennorm#ialennsbesondere fur einen Schnitt
mit einer Ebene durch die Normale gilt= 0. Daher bezeichnet man die zugehorige Krimmung
k., = ¢’ - n alsNormalkiimmungBeachte, dass die Normalkrimmung nur noch von der Tan-
gentenrichtung! : w2 abhangt. Wir haben bereits folgenden Satz bewiesen.

Satz 11: Die Normalkriimmung in einem Flachenpunkt in Richtung 2 berechnet sich als
Quotient von zweiter und erster Grundform,

. hij u'w?
Kp = ———

(102)

GigUiid

In der anderen Notation haben wir
Lu? + 2Mud + No?
RKn = N T o -
Eu? + 2Fu0 4+ G2

(103)

Beispiel:Wir betrachten das Paraboladid
2z = aor? + 2a 11y + a2y2,

und berechnen die Normalkrimmungen im Puigko, 0). Eine Parameterdarstellung vbrau-
tet

1
x(u,v) = (u,v, §(a0u2 + 2a1uv + azv?)).
Mit
x, = (1,0, apu + a1v), x, = (0,1, a3u + agv),
und
Xuu = (0,0,CL(]), Xuv = (0707a1)7 Xy = (0707a2)7



8 FLACHENTHEORIE 97

erhalten wir in(u, v) = (0, 0) die Einheitsnormala = (0,0, 1) und
E=1F=0,G=1, L=ag, M =a;, N =as.

Daher ist die Normalkrummung, des Paraboloids im Ursprung und zur Richtuég n) gege-

ben durch
_ ao&? + 2a:€n + asn?

&+’
Rufen wir die Bedeutung in Erinnerung;,, ist die Kruimmung des Normalschnitts vorin der
gewahlten Richtung. In unserem Fall ist dies die Krimmdag Schnitts vom' mit der Ebene
(x:y=¢&:n< nr—E&y=0), ausgewertet im Ursprung.

(104)

n

8.5.2 Der Satz von Meusnier

Wir studieren das Krimmungsverhalten von Flachenkudeenh einen festen Punktu, v) mit
einer festen Tangente, aber mit variabler Schmiegebemeolidgen Betrachtungen zeigen, dass
die Krimmungk einer solchen Kurve, die Normalkrimmumrg und der Winkely zwischen
Schmiegebene und Flachennormaleftiemel von Meusnieerfillen,

Kn = K COS Q. (105)

Ein Wechsel zu den entsprechenden Krummungsragdien] /«, p,, = 1/k,, liefert die aquiva-
lente Form

P = Pr COS . (106)
Die Krummungsmitte des Normalschnitts in der gewahlteah®ing ist

m(u,v) = x(u,v) + ppn.

Gleichung (106) driickt aus, dass die Drehachse des Krinmgshueises der allgemeinen Flachen-
kurve in der gewahlten Richtung dureli(u, v) geht. Dies beweist den folgenden Satz.

Satz12: (J.P.M. Meusnier de la Place, 1776) Wir betrachten dieHenkurverc durch einen
festen Flachenpunl, welche dort eine feste Tangente besitzen sowie eine voiategen-
tialebene verschiedene Schmiegebene. Dann liegen gieastimmten Krummungskreise aller
dieser Kurven auf einer Kugel, welche die Flacheiberihrt.

8.5.3 Oskulierendes Paraboloid und Dupin’sche Indikatrix

In einem regularen Flachenpunkt konnen wir die Tangdsitene berechnen und die Flache
lokal als Graph einer Funktion Uber der Tangentialebeheegimen. Wir benutzen ein lokales
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Abbildung 17: Kugel von Meusnier

Koordinatensystem mit der Tangentialebene= 0 und dem Beruhrpunkt im Ursprung. Die
lokale Darstellung als Graph,= f(z,y), erfullt alsof(0,0) = f,(0,0) = f,(0,0) = 0. Daher
lautet die Entwicklung nach Taylor an der Stelle0),

o %[f 52(0,0)2% + 22, (0, 0)zy + £ (0,0)y°] + (). (107)

Hierin bezeichnet (*) Terme von mindestens dritter Ordnubg die Terme hdherer Ordnung
nicht zur Krimmung beitragen, konnen wir sie weglassehnur die Taylor—-Naherung zweiter
Ordnung betrachten. Soferm die zweiten partiellen Ableitungen vofiin (0,0) bezeichnet,
lautet diese Flachk,

1
z= §(a0x2 + 2a, 7y + agy?). (108)

Sie heiBskulierendes Parabolojébwohl sie auch ein parabolischer Zylinder (bgi, — a? =

0) oder eine Ebene (falls, = a; = a; = 0) sein kann. Das Paraboloid hat dieselben
Krimmungen im Ursprung (Scheitel vdr) wie die urspringliche Flaché. Zum Verstand-
nis des Krimmungsverhaltens einer Flache in einem Pugrkiigt daher das Studium des Pa-
raboloids (108) im Ursprung. Einen Teil dieses Studiumsehalir vorhin in einem Beispiel
durchgefuhrt.

Zur weiteren Vereinfachung drehen wir das Koordinateresysto um die:-Achse, dass- und
y-Achse mit den Hauptachsen des Parabolbidsisammenfallen. Dadurch eliminieren wir den
gemischten quadratischen Term und erhalten folgende élarsg von’,

z = %(/@1932 + Kay?). (109)

Der Einfachheit halber wurden die neuen Koordinaten wieaierz, y, z) bezeichnet. Die Be-
zeichnung der Koeffizienten mit deutet bereits ihre Interpretation an. Entsprechend denélo
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(104) ist die Normalkrummung in der Richtung vy = £ : n gegeben durch

&2+ R’
e
Daher istx; die Normalkriummung in Richtungl, 0) und x, die Normalkrimmung in Rich-
tung (0, 1). Wir nennen diese orthogonalen Richtungen (AchsenrigganrvonI’) die Haupt-
krummungsrichtungeuand x; die zugehorigemdauptkiimmungervon I' und ®. Wenn wir die
Richtung(¢, n) mittels des Winkelg) gegen die erste Hauptrichtung &sn) = (cos ¢, sin ¢)
anschreiben, erhalten wir unmittelbar folgendes Resultat

(110)

Satz 13: (L. Euler, 1760) Die Normalkrimmung, in einer Richtung, welche mit der er-
sten Hauptkrummungsrichtung den Winkebildet, hangt mit den HauptkrUmmungen, x
vermoge

Ky = K1 COS> ¢ + Ko sin? ¢, (111)

zusammen.

Die Euler'sche Formel zeigt auch schon, dass die Haupthriingen Extrema der Normal-
krimmung in einem Flachenpunkt sind.

Bevor wir mit der Berechnung der Hauptkrummungen aus étaeameterdarstellung fortfahren,
sei noch auf ein&isualisierung der Verteilung der Normalkmmungetingewiesen.

r
/ z=4c/2
CPn
z2=0
z=—c/2

Abbildung 18: Konstruktion der Dupin’schen Indikatrix

Die Euler'sche Formel (111) kann mittels des Normalkrimgsradiup,, = 1/, als

K1 (pn cos® ¢) + Ko (pn sin® ¢) =1, (112)

geschrieben werden. Wir betrachten nun die Punkte

(\/Cpn €OS ¢, \/Cpp sin @).
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Hierbei soll die Konstante dasselbe Vorzeichen wije, haben, damit die Quadratwurzel reell
ist. Diese Punkte bilden eiradiales Diagrammder Verteilung der Normalkrimmungen: die
Diagrammpunkte in der entsprechenden Tangentenrichtaingrhden Ursprungsabstap@p,,.
Die Gleichung (112) zeigt, dass die Diagrammpunkte auf dewv&

r1x? + koy? = e, (113)

liegen, welchéupin’sche Indikatrixgenannt wird. Die Indikatrix wird auch erhalten, wenn man
das Paraboloid” (109) mit den Ebenen = +c¢/2 schneidet und die Schnittkurve(n) in die
Tangentialebene = 0 projiziert (Fig. 18). Hieraus folgt auch, dass die Dupihisdndikatrix im
ursprunglichen System (vor der Hauptachsentransfoomgtiie Darstellung

apz® + 2a,2y + axy® = *e,

besitzt.Uberdies deutet (104) an (Beweis wird dem Leser iberlasdans die Indikatrix im af-
finen Systenix,, x,) in der Tangentialebene der parametrisierten Flaghev) folgende Glei-

chung hat,
LE* 4+ 2Mén + Ni? = +c. (114)

o

Abbildung 19: Dupinsche Indikatrix in einem elliptischdnperbolischen und parabolischen
Flachenpunkt

Eine genaue Diskussion erfordert eine Fallunterscheidung

1. Fallsk; undk, dasselbe Vorzeichen besitzenx, > 0, brauchen wir nur eine Konstante
c. Bei einer geeigneten Orientierung des Normalvektosind beides;’s positiv, und wir
setzere = 1. Nun ist die Dupin’sche Indikatrix eine Ellipse, deren Aehsn den Haupt-
krummungsrichtungen liegen.ist ein elliptisches Paraboloid. We nennen einen solchen
Flachenpunkt eineslliptischen FachenpunktAlle Normalkrimmungen haben dasselbe
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Vorzeichen und daher liegt die Flache lokal auf derselbeiteQler Tangentialebene (lo-
kale Konvexitat). Eine Kennzeichnung mittels der zwei@mindform benutzt (102) oder
(103): Da der Nenner, die erste Grundform, stets positjvssein konstantes Vorzeichen
von k,, aguivalent zu einer (positiv oder negativ) definiten zeeiGrundform. Daher ist
ein elliptischer Flachenpunkt gekennzeichnet durch

LN —M?>0 (< dethy) > 0). (115)

Ein elliptischer Punkt mik; = 4 heildtNabelpunktHier stimmen alle Normalkrimmun-
gen uberein, und jede Richtung kann als Hauptkrimmucigsmg interpretiert werden.
Die Indikatrix ist ein Kreis. Die einzige Flache, welchermlabelpunkte besitzt, ist die
Kugel.

2. Beikiky < 0, also bei
LN —M?*<0 (< dethy) <0), (116)

gibt es zwei verschiedene Richtungen mit verschwindenaemidlkrimmung. Die zu-
gehorigen Flachentangenten heil&rhmiegtangentersie trennen Bereiche mit positi-
vemk,, von solchen mit negativem,. Dem entsprechend benotigen wir zwei Konstanten
fur die Dupin’sche Indikatrix, z.B¢c = =+1. Die Indikatrix besteht aus zwei Hyperbeln
mit gemeinsamen Asymptoten (Schmiegtangenten). Dasies&nitle Paraboloitl ist ein
hyperbolisches Paraboloid. Die Flache liegt lokal auflbai Seiten der Tangentialebene
(sattelformig). Wir sprechen von eindmyperbolischen EFlchenpunkt

3. Falls es genau eine verschwindende Hauptkrimmungedibéx, = 0, besitzen die rest-
lichen Normalkrimmungen dasselbe Vorzeichen. Wir nehm@&md.A. x; > 0 an. Die
Dupin’sche Indikatrix (113) z¢ = 1 ist x; 2> = 1, and daher ein Paar paralleler Geraden
x = +4/1/k;. Die oskulierende FIachE ist ein parabolischer Zylinder. Der betrachtete
Flachenpunkt heifyiarabolischer PunktEr ist auch durch

LN — M? = det(hy) =0, (L, M,N) +# (0,0,0), (117)

gekennzeichnet. Ob die Flache die Tangentialebene lakahdetzt oder nicht, kann nur
durch eine Betrachtung der Ableitungen hoherer Ordnutgcaireden werden.

4. SchlieRRlich kennzeichnet
L=M=N =0, (118)

einenFlachpunkimit durchwegs verschwindenden Normalkrimmundestimmt mit der
Tangentialebene Uberein; die Indikatrix ist leer.
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8.6 Gaul¥'sche Krimmung und mittlere Krimmung

Wir fahren fort mit der Berechnung der Hauptkrimmung beeegllgemeinen Parametrisierung.
Im Hinblick auf Gleichung (102) haben wir die Extrema von

ul - II-u

/{j = —
" ul - [-u’

zu bestimmen. Hierin bestimmt der Vektar= (£, n) die Richtung und’ = (gix), 11 = (hix)
sind die symmetrisched x 2 Matrizen der ersten bzw. zweiten Grundform. Die Extrema des
Quotienten der beiden quadratischen Formen sind auch drergx der zweiten Grundform
u’ - IT - u unter der Normierungsbedingung - I - u = 1. Wie wir bereits wissen, fuhrt
dies auf ein allgemeines Eigenwertproblem. Im vorliegengall hat man die charakteristische
Gleichung

det /] — \I) = 0. (119)

Ausfuhrlich lautet diese quadratische Gleichung,in
(EG — F*))\* + 2MF — EN — LG)A+ LN — M* = 0. (120)

Die Losungen sind die Hauptkrummungen .. Die Hauptkrummungsrichtung (firi = 1, 2)
ist durch den zugehorigen Eigenvektor gegeben, also dinehLosung der linearen Gleichung

(1] — riI)-x=0.
Anwendung der Formeln von Vieta auf (120) liefert fur dasdikt der Hauptkrimmungen,

LN —M?  dethy)

K = = = 121
MR EGF? T detlgy) (121)
and fur das arithmetische Mittel,
EN —2FM L
Hom Lt +GL (122)

2 2(EG — F?)

K heil3tGauld'sche Kiimmung H wird alsmittlere Kruummungoezeichnet. Beide Krimmungs-
malfde haben eine Reihe wichtiger Eigenschaften. Es wirdeitfihren, diese naher zu studie-
ren. Wir geben nur einige wichtige Resultate in den folgeri8emerkungen an.

Erganzende Bemerkungen

Die Gaul'sche Krummung kann sehr anschaulich mittelsGi#rf3’'schen Abbildung erklart
werden. Die Abbildungy bildet jeden Flachenpunkt(u,v) auf seinen Einheitsnormalvektor
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Abbildung 20: Gaul3’'sche Abbildung

n(u,v), interpretiert als Punkt der Einheitskugel, ab. Eine Unumefd/ eines festen Flachen-
punktesx, wird dabei auf eine Umgebung(U) seines Gauld'schen Bildpunkteéx,) abge-
bildet. Wir betrachten das Verhaltni(y(U))/A(U) der Flacheninhalte dieser Bereiche. Falls
sich nunU auf den Punki, zusammenzieht, strebt der Flachenquotient gegen die’s&&ef}
Krimmung im Punkk,. Dies stimmt gut mit unserer Anschauung tberein: eind gfakrimm-

te RegionU besitzt ein flachenmassig grof3es GaulR'schesRild) und hat so auch eine grol3e
Gaul¥’'sche Krimmung. Eine elegante Behandlung der Krimgstheorie beruht auf der deri-
vierten Abbildung der Gaul3’'schen Abbildung; hierzu veseai wir auf Lehrblicher der Dif-
ferentialgeometrie (z.B. M. do Carmo, Differential Georgedf Curves and Surfaces, Prentice
Hall, 1976).

Das so genannfeheorema egregiunvon C. F. Gaul3 (1828) besagt, dass die Gaul3'sche Krimmung
K auch nur mittels der ersten Fundamentalgrofdennd ihrer ersten und zweiten Ableitungen
ausgedruckt werden kann. Daherds Gaul’'sche Kimmung eine Gif3e der inneren Geome-

trie. Sie hangt nur von der Metrik in der Flache ab. Dies ist $dt@arraschend: ohne Benutzung
des Einbettungsraums kann man zu einem Kriummungsbegnihkmen. Aus dem Theorema
egregium folgt auch, dass eine isometrische Abbildung @dialfsche Krimmunds erhalten
muss. Insbesondere muss fur eine Flache, welche is@tietin die Ebene abbildbar ist (eine
abwickelbare Flache)s = 0 gelten; das Gauld'sche Bild einer solchen Flache ist nari¢urve

(vgl. die Betrachtungen in Abschnitt 8.4). Ein anderes Ameengsbeispiel zeigt, dass es keine
verzerrungsfreien Abbildungen der Kugel in die Ebene gibt.

Flachen mit verschwindender mittlerer Krummukg= 0 treten als Losungen des Plateau’schen
Problems auf: In eine geschlossene Raumkudiigéein Flachenstiick minimalen Oberflachenin-
haltes einzuspannen. Diese sogenanhMemmalflachenkann man in Form von Seifenhautchen,
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welche Uber einen geschlossenen Drahtrahmen gespadnbeibachten (aufgrund der Ober-
flachenspannung und bei Vernachlassigung der Schwérkraf
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8.7 Numerische Abschtzung von Tangentialebene und Krimmungen
8.7.1 Absclatzung der Tangentialebene

In vielen Anwendungen ist eine Flache nur durch diskreteeByaunkte, eventuell in Form einer
Triangulierung, gegeben. Die Abschatzung differengalgetrischer Invarianten ist dann keine
ganz einfache Aufgabe und soll daher im folgenden kurz lyesdwmn werden.

Wir beginnen mit der Abschatzung der TangentialebeneniereiPunkt und geben hierfur einige
der vielen in der Literatur zu findenden Methoden an.

1. MethodeMittelbildung der Normalenvektoren

Dabei werden die Normalenvektoren alijeenthaltenden Dreiecke einer Triangulierung
gemittelt, eventuell mittels Gewichtung durch die Flauhéalte der jeweiligen Dreiecke.
Dies ist eine eher grobe Abschatzung.

2. Methodelokale Ausgleichsebene

Berechne die Ausgleichsebene des betrachteten Pupkiesl seiner "Nachbarpunkte”,
eventuell mit Gewichtung der Punkte, wobei die GewichtedaitEntfernung vom Daten-
punktp abnehmen. Die Tangentialebene wird parallel zur Ausgésibene gewabhilt.

3. Methodelokale Ausgleichsquadrik
Wir wahlenp als Ursprung des Koordinatensystems. Eine Quadrik dprcat eine Glei-
chung der Form
flz,y,2)=x"-A-x+d" - x=0. (123)
Der Normalvektor irp lautet
Vf =2A-x+ d, Vf ‘(0’070): d.

Wir normieren die Gleichung (123) miitd || = 1.

Nun ist folgendes Ausgleichsproblem zu losen: Minimiere

Z (xF Ax; + d"x;)?
unter der Nebenbedingunjgd || = 1. Dabei ist Uber alle Datenpunkte der Umgebung
von p zu summieren. Unbekannte sind die Koeffzienten der symscégn MatrixA und
die Koordinaten des Vektoi$, das sind 9 skalare Unbekannte. Wie viele andere geome-
trische Ausgleichsprobleme fiihrt dieses auch auf eigeaikine Eigenwertaufgabe. Der
Vektord definiert nun die abgeschatzte Flachennormaje in
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8.7.2 Absclatzung der Krimmungen

1. Methode: Berechnérimmungen einer Ausgleichsquadrik

2. MethodeAbsclatzung des oskulierenden Paraboloids

Diese Methode berechnet auch eine Ausgleichsquadrik,aberspezielle, namlich ein
Paraboloid. Die Motivation entstammt Abschnitt 8.5.3. Wenitzen ein lokales Koordi-
natensystem mit dem betrachteten Punkils Ursprung und der abgeschatzten Tangen-
tialebene alsy-Ebene. In diesem System haben die Datenpunkte die lokalerdibaten

(x:, ys, z;). Wir suchen ein Paraboloid

1
z = §(a0x2 + 2a12y + agyz),

welches die Datenpunkte approximiert. Dazu minimieren wir
1 2 2 2
Z [i(aoxi + 2012y + agy;) — z). (124)

Die Zielfunktion ist quadratisch in den Unbekanntgna;, a,, die Mininmierung erfolgt
daher Uber die Losung eines linearen Gleichungssystems.

Eine Variante dieser Methode verbessert auch die Tandglmiae durch Betrachtung der
lokal approximierenden Funktion

1
2 =bor + by + §(a0x2 + 2a,2y + azy?).

Auch hier liegt ein Paraboloid vor, aber man setzt die Tatiglmioene nicht vorher fest,
sondern erlaubt eine Korrektur mittels eines Ausgleictaanzu (124).



