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Vorwort
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wesentliche Faktoren wegzulassen. Besonderer Wert wird auf die Anwendung der Physik in
der modernen Technik gelegt.
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Sinne wurde das Basiswissen der klassischen Physik in den Kapiteln der Mechanik, Thermo-
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zum Verstehen von Erscheinungen der Umwelt notwendig ist. Dies spiegelt sich in den mo-
derneren Kapiteln der Optik, Atom- und Kernphysik sowie der Gravitation wieder.

Das Buch entstand aus Vorlesungsunterlagen der Kurse ,,Physik* fiir Horer unterschiedlicher
Fachrichtungen an der Technischen Fachhochschule Berlin.

Es wendet sich an Studierende an Fachhochschulen und Universititen in den Fichern Me-
chatronik, Maschinenbau, Feinwerktechnik, Mikrosystemtechnik, Elektronik, Elektrotechnik,
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1 Physikalische Grofien

Die Physik, vom griechischen 'physis = Natur' stammend, beschéftigt sich mit der Erforschung
und dem Verstehen der unbelebten Natur. Sie bildet ein unentbehrliches Fundament fiir andere
Naturwissenschaften, wie die Chemie und die Biologie. Es ist ein Ziel der Physik, die Vielfalt
der Erscheinungen einheitlich durch Naturgesetze zu beschreiben. Die Naturvorginge werden
gezielt durch Experimente studiert und nach einer gedanklichen Durchdringung in der Sprache
der Mathematik formuliert. Die Aussagen und Ergebnisse einer physikalischen Beschreibung
sollen in messbaren, zahlenméBig erfassbaren Werten gemacht werden.

Die moderne Technik ist ohne die Physik nicht denk- und verstehbar, die Naturwissenschaft
von heute ist die Grundlage der Technik von morgen. Beispiele dafiir sind die Mikroelektro-
nik, die Lasertechnik und die sich stiirmisch entwickelnde Photonik. Bedauerlicherweise z4h-
len dazu auch einige 10.000 Atombomben und andere Waffensysteme. Die Frage, ob die Aus-
wirkungen der Physik zum Wohl der Menschheit dienen, bleibt damit gegenwirtig noch
unbeantwortet — es hangt von uns ab.

1.1 Basisgroflen und -einheiten

1.1.1 SI-System
Zahlenwert und Einheit

Zur Formulierung von Zusammenhingen und Gesetzen werden mathematische Gleichungen
aufgestellt. In diesen erscheinen physikalische Grolen G, die in der Regel messbar sind. Sie
bestehen aus einem Zahlenwert {G } und der Einheit [G]:

G={G}y[G] (1.1

Beispiel 1.1.1 (a) Die GroBe eines Kindes betrdgt H = 1,1 m. Damit gilt: {H} =1,1 und [H]= m.

Vektoren

Physikalische Grofen, welche die Angabe einer Richtung erfordern, werden durch Vektoren
dargestellt. Vektorielle Groflen werden durch Pfeil tiber den Buchstaben hervorgehoben, die
entsprechenden Buchstaben ohne Pfeil symbolisieren die Betréige. Beispiele sind der Weg 5, die
Geschwindigkeit v, die Beschleunigung a oder die Kraft F und deren Betrige s, v, aund F.

Internationales Einheitensystem SI

Im deutschen und internationalen Bereich haben sich die SI-Einheiten durchgesetzt. Das inter-
nationale System beruht auf sieben BasisgroBen: Lange in m, Zeit in s, Masse in kg, elektri-
sche Stromstidrke in A, Temperatur in K, Lichtstirke in cd und Stoffmenge in mol. Die ent-
sprechenden Basiseinheiten und deren Definitionen sind in Tabelle 1.1 zusammengestellt.
Daneben wurden zahlreiche abgeleitete Groen eingefiihrt (Tabelle 1.2).



1 Physikalische GréBen

Tabelle 1.1 SI-System: Basisgrofen, Basiseinheiten, Definitionen

BasisgrofBie Basiseinheit Definition

Zeit Sekunde s 1 s ist das 9.192.631.770-fache der Periodendauer der Strahlung zwi-
schen den Hyperfeinstrukturniveaus des Grundzustandes von 133Cs.

Linge Meter m  1mist die Weglénge, die Licht im Vakuum in 1/299.792.458 s
durchlauft.

Masse Kilogramm kg 1 kg ist die Masse des Internationalen Kilogrammprototyps.

Elektrische Ampere A 1 Aistdie Starke eines Stromes, der durch zwei parallele Leiter im

Stromstérke Abstand von | m flieft und die die Kraft von 2- 107 N hervorruft.

Temperatur  Kelvin K 1 K ist der 271,16-te Teil der thermodynamischen Temperatur des
Tripelpunktes von Wasser.

Lichtstirke Candela cd 1 cdistdie Lichtstirke in einer Richtung einer mono-chromatischen
Strahlungsquelle (540 - 1012 Hz) mit einer Strahlstéirke von 1/683 W/sr.

Stoffmenge Mol mol 1 mol ist die Stoffmenge eines Elementes oder einer Verbindung, die

eben so viele Teilchen enthilt wie 12 g 12C (Np= 6,022-1023/mol).

Tabelle 1.2 Einige physikalische Grofen, die von den BasisgroBen abgeleitet werden

Grofle Definition Einheit
B
Winkel = ogfsn — =rad Radiant
Radius m
Fliche 2
Raumwinkel = 3 m—zz sr Steradiant
Radius m
. kg m
Kraft F = Masse - Beschleunigung 7—=N Newton
s
. . _ kg - m?
Energie, Arbeit W = Kraft - Weg — =1 Joule
s
. Arbeit kg - m?
Leistu = = Watt
cistung Zeitintervall s w a
Ladung Q = Strom - Zeit A-s=C Coulomb
Arbeit kg . m2 J
U = = —=
Spannung Ladung A C \Y% Volt
S -m?
Widerstand R= Spannung ng m__ v =Q Ohm
Strom INETSN
~ ® =ind. S zeit ke’
Magnetischer Fluss Ind. Spannung - £€1 Al =V-s=Wb Weber
.S
magn. Fluss k Wb
Magn. Induktion _ [magh. TS £ s=—7=T Tesla
Flache A-s m
Lichtst.- R . d-
Beleuchtungsstirke == aumw ¢ 2sr =1Ix Lux

Fliche m
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Umrechnung von eV in J:
1eV=1,602-10"19] (1.2)

Beispiel 1.1.1 (b) Bestitigen Sie:
a) Kraft:

1.1.2 Naturkonstanten

[F]1=N=kgm/s?,
b) Energie: [W]=1J=kgm?/s2,
¢) Leistung: [P]=W =kg m?/s3 .

In den physikalischen Gesetzen treten eine Reihe universeller Proportionalitdtsfaktoren auf, die
man Naturkonstanten nennt. Da sie nicht theoretisch berechenbar sind, ist man zur Bestim-
mung auf moglichst genaue Messungen angewiesen. Die wichtigsten Naturkonstanten sind in

Tabelle 1.3 zusammengestellt.

Tabelle 1.3 Wichtige Naturkonstanten

Bezeichnung

Wert

Fundamentalkonstanten:
Vakuum-Lichtgeschwindigkeit
elektrische Feldkonstante
magnetische Feldkonstante
Gravitationskonstante
Planck’'sches Wirkungsquantum
Elementarladung

Ruhemassen:

Masse des Elektrons

Masse des Protons

Masse des Neutrons
Atommassenkonstante m(12C)/12

Thermodynamische Grdofien:
Avogadro'sche Konstante
Faraday'sche Konstante
Universelle Gaskonstante
Boltzmann'sche Konstante  R/Ny4
Stefan-Boltzmann-Konstante

€0
€0
Ho

> =

2,997 924 58-108 m/s

8,854 187 817-10-12 As/(Vm)
47107 Vs/(Am)

6,672 59-10~ 11 Nm?/kg?
6,626 075 5-10734 Js

1,602 177 33-10-19 As

9,109 534-10-3! kg

1,672 6231-10-27 kg
1,674 928 6-10-27 kg
1,660 540 2-10-27 kg

6,022 136 7-1023 1/mol
9,648 530 9- 104 As/mol
8,314 510 J/(mol K)
1,380 658-10-23 J/K
5,670 51-10~8 W/(m2K*)




2 Mechanik fester Korper

2.1 Kinematik (Lehre von der Bewegung)

Die Kinematik beschreibt den Ablauf von Bewegungen, ohne auf deren Ursachen einzugehen.
Dabei werden die Begriffe Geschwindigkeit v und a Beschleunigung benutzt. Besondere Be-
deutung hat die geradlinige und kreisformige Bewegung.

2.1.1 Geradlinige Bewegung

Die Beschreibung der Kinematik wird einfach, wenn die Bewegung auf einer Geraden ablauft.

2.1.1.1 Geschwindigkeit

Konstante Geschwindigkeit

Bei konstanter Geschwindigkeit v ist der zuriickgelegte Weg s der verstrichenen Zeit ¢ direkt
proportional:

s=vt und
Geschwindigkeit v (2.1a)

s m
vV=— Vv = const. vV|=—.
> ) bI=%

Die SI-Einheiten sind: [s] = m, [/] = s und [v] = m/s.

Es ist moglich, dass sich ein bewegter Korper zur Zeit # = 0 nicht im Koordinatenursprung bei
s = 0 sondern bei sg befindet. In diesem Fall muss die entsprechende zusitzliche Strecke sg
addiert werden (Bild 2-1):
s—
s=vt+sy oder v=T°. (2.1b)

Weg s

Bild 2-1
Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit:
Zeit t zuriickgelegter Weg s in Abhédngigkeit von der Zeit ¢
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b
a) ) 5
As =
= ke
w w
- At o =
< =
Zeitt 0 Zeittins 5

Bild 2-2 Bewegung mit veranderlicher Geschwindigkeit: Darstellung im s,z-Diagramm:
a) Niherungsweise Bestimmung der Geschwindigkeit v
b) Die genaue Geschwindigkeit v kann aus dem Anstieg der Tangente ermittelt werden: v = As/ At

Wenn kein linearer zussamenhang mehr gibt

Definition der Geschwindigkeit
Im allgemeinen Fall dndert sich die Geschwindigkeit v eines Korpers mit der Zeit ¢. Es besteht
kein linearer Zusammenhang mehr zwischen s und 7 (Bild 2-2a). Beschrankt man sich jedoch
auf sehr kurze Wege As und dementsprechend sehr kurze Zeiten Af, so ist der Zusammen-
hang zumindest ndherungsweise linear. Die mittlere Geschwindigkeit in dem Zeitintervall Az
berechnet sich zu:

As

v=—1

At
Zur Ermittlung der\momentanen Geschwindigkeit miissen die Intervalle As und Ar moglichst
klein sein (Asund Af - 0). Mathematisch wird dies durch den Ubergang vom Differenzen-
zum Differenzialquotienten beschrieben:

2.2)

At=0 Geschwindigkeit v 2.3)
ds ] m
v=—=3 =—
de s

Die Geschwindigkeit v ist der Differenzialquotient, der die Wegcnderung ds durch das ent-
sprechende Zeitintervall dt teilt: v=ds/dt = s .

Das Differenzieren nach der Zeit 7 durch einen aufgesetzten Punkt symbolisiert: v= s.

Man kann den Ablauf einer Bewegung in einem Weg-Zeit-Diagramm skizzieren. In einer derarti-
gen Darstellung hat die Geschwindigkeit v = ds / d7 eine anschauliche Bedeutung (Bild 2-2b):

Die Geschwindigkeit stellt die Steigung der Kurve in der Weg-Zeit-Kurve s(t) dar.

Mittlere Geschwindigkeit Durch schnittliche geschwindigkeit

Bei verdnderlicher Geschwindigkeit beschreibt die Gleichung v = s/¢ (2.1a) die mittlere oder
durchschnittliche Geschwindigkeit.
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Beispiel 2.1.1.1

Ein Kfz bendtigt fiir eine Reise von 650 km eine Zeit von 8 Stunden und 23 Minuten. Zwischendurch wird zwischen
zwei ,,Kilometersteinen im Abstand von 500 m eine Zeit von 15 s gemessen. Wie grof3 sind die mittlere und die
momentane Geschwindigkeit (unter der Annahme, dass zwischen den Kilometersteinen mit konstanter Geschwindig-
keit gefahren wird)?

Die mittlere Geschwindigkeit betrdgt:
v=v =5/t =650 km/(8 Stunden und 23 Min) = 650 - 10° m/30180's = 21,54 nvs .
Die momentane Geschwindigkeit betrdgt: v= As/Ar= 500 m/15s= 33,33 m/s .

2.1.1.2 Beschleunigung Beschleunigung -->

Bei vielen Bewegungsablaufen ist die Geschwindigkeit nicht konstant. Zur Beschreibung der
Anderungen der Geschwindigkeit dient die Beschleunigung.

Konstante Beschleunigung

Eine Bewegung ist gleichmiBig beschleunigt, wenn sich die Geschwindigkeit v linear mit der
Zeit ¢ dndert. Ist die Geschwindigkeit v zur Zeit ¢ = 0 gleich Null, erhélt man:

v=at und
v m Beschleunigung a 24)
a=— (a = const.) [a] == .
s

Die Konstante a mit der Einheit [a] = m/s2 wird Beschleunigung genannt. Hiufig besitzt ein
System bereits vor der Beschleunigung eine Geschwindigkeit vy. In diesem Fall muss die
Anfangsgeschwindigkeit vy addiert werden (Bild 2-3):

v=at+ (a = const.). (2.5)
=
E
=) v=at+vy
g Bild 2-3
% TVo Bewegung mit konstanter Beschleunigung a, die
2 Geschwindigkeit v nimmt linear mit der Zeit  zu.
= Zur Zeit ¢ = 0 besitzt der Korper die Geschwindigkeit vy

Zeit t

Definition der Beschleunigung

Im allgemeinen Fall dndert sich die Beschleunigung a mit der Zeit 7. Zur Ermittlung der
momentanen Beschleunigung werden in Gleichung 2.4 sehr kleine Messintervalle eingesetzt
(Bild 2-4a). Die Definition der Beschleunigung a ergibt sich aus dem Differenzialquotienten:

A
a=1lim i oder
At

At=0 Beschleunigung a (2.6)

_dv

§ [a] =
a=—=Vv=g§ al =—.
dr 52
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Die Beschleunigung a ist der Differenzialquotient, der die Geschwindigkeitscnderung dv durch
das entsprechende Zeitintervall dt teilt: a=dv/dt=v =35 .

Das Differenzieren nach der Zeit ¢ wird durch einen aufgesetzten Punkt symbolisiert, zweimal
differenzieren durch zwei Punkte: a=v = § . Da das Differenzial den Anstieg der Tangente
einer Kurve angibt, gilt mit Bild 2-4b:

Die Beschleunigung stellt die Steigung in der Geschwindigkeit-Zeit-Kurve v(t) dar.

a) b)
0
£31
£
= =
S T _
) Av S Av
2 t E
2 A =
£ ;_-E'; B At
w w/
3 o
£ T T T T T
Zeit t 0 Zeittins 5

Bild 2-4 Bewegung mit veridnderlicher Beschleunigung a: Darstellung im v-#-Diagramm:
a) Niherungsweise Bestimmung der Beschleunigung
b) Die genaue Beschleunigung a ldsst sich aus dem Anstieg der Tangente ermitteln: a = Av/ At

Beispiel 2.1.1.2 (a)

Ein Fahrzeug éndert seine Geschwindigkeit von 0 auf 100 km/h in 12 s. Wie groB ist die Beschleunigung?
Esgilt: a=v/t =100 km/h /12 s =27,777/12 m/s? = 2,31 m/s>.

Beispiel 2.1.1.2 (b)

Ein Fahrzeug dndert seine Geschwindigkeit von 50 auf 60 km/h in 2 s. Wie gro8 ist die Beschleunigung?
Es gilt: @ =dv/dr =10 km/h /2 s = 2,77/2 m/s? =1,39 m/s>.

Anmerkung zur Relativitiitstheorie
Eine Bewegung schneller als mit Lichtgeschwindigkeit ¢y ist unméglich (Abschnitt 4.2.1).
Gleichung 2.4 kann deshalb nicht v6llig korrekt sein, da sie bei gentigend langen Zeiten keine
Begrenzung der Geschwindigkeit liefert. Einstein leitete in der Relativititstheorie statt Glei-
chung 2.4 folgende Formel ab:

at

e

co ist die Lichtgeschwindigkeit und a die konstante Beschleunigung. Wenn at bei groBer
werdender Zeit ¢ wichst, wird at >> ¢y. Die ,,1° unter der Wurzel kann dann vernachléssigt
werden und man erhilt v = ¢(. Die Lichtgeschwindigkeit wird folglich nicht tiberschritten. Fiir
Geschwindigkeiten v << ¢, die in der Technik von Bedeutung sind, erhdlt man ar << c¢.
Obige Gleichung geht dann mit sehr hoher Genauigkeit in v = at tiber.

Integration, Geschwindigkeit

Bisher wurde die Geschwindigkeit v und die Beschleunigung a durch die ein- und zweimalige
zeitliche Ableitung des zuriickgelegten Weges s(#) beschrieben (symbolisiert durch einen oder
zwei Punkte):


me
Hervorheben


8 2 Mechanik fester Korper

ds . v ds
v=—=3§ und a=—=—5=5§.

dr dr  dr
Man kann auch von der Beschleunigung a(?) ausgehen und daraus Geschwindigkeit v und
Weg s berechnen. Man muss dann die Umkehrfunktion der Differenzialrechnung einsetzen,
d. h. die Integralrechnung.

Zur Ableitung der Geschwindigkeit aus der Beschleunigung a, geht man von (2.6) aus:
dv = adr. Durch Integration resultiert fiir die Geschwindigkeit v:

t
v= [ ddr + vy 2.7)
0
e
(]
[=2]
(=
=
2
5 v
2
L
@ Bild 2-5
& Die wihrend der Beschleunigung gewonnene Ge-
/ schwindigkeit v entspricht der Flache (= Integral)
im a-t-Diagramm

Zeit t

In der Gleichung ist berticksichtigt, dass der Korper zur Zeit ¢ = 0 die Geschwindigkeit vy
besitzen kann. Die GroBe vy stellt die Integrationskonstante dar. Da das Integral einer Funk-
tion die Flache unter der entsprechenden Kurve darstellt, gilt gemafB Bild 2-5:

Die durch die Beschleunigung erreichte Geschwindigkeit stellt die Fldche unter der Beschleu-
nigung-Zeit-Kurve a (1) dar.

Fiir eine gleichméBig beschleunigte Bewegung kann a = const. vor das Integral gezogen wer-
den und man erhilt (2.5): v=at + v,.

Integration, Weg
Ausgangspunkt fiir die Berechnung des Weges s aus der Geschwindigkeit v bildet (2.3):

ds = vdz. Durch Integration erhilt man den zuriickgelegten Weg s:

t
s= [vdt+sq. (2.8)
0

Am Anfang der Integration, d. h. bei ¢ = 0, befindet sich der Korper an der Stelle s¢. Die Grofie
so ist die Integrationskonstante. Da das Integral einer Funktion der Flache unter der entspre-
chenden Kurve entspricht, gilt nach Bild 2-6:

Der zuriickgelegte Weg stellt die Fldche unter der Geschwindigkeit-Zeit-Kurve v(t) dar.
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s

7

Zeit t Zeit t

Geschwindigkeit v
Geschwindigkeit v

Bild 2-6 Bild 2-7

Der zuriickgelegte s Weg entspricht der Fiir eine gleichmiBig beschleunigte Bewegung betrégt die
Flidche (= Integral) im v-z-Diagramm Flache im v-t-Diagrmﬂ

Fiir eine gleichméBig beschleunigte Bewegung, die mit der Geschwindigkeit v = 0 beginnt,

t
gilt: v=at. Aus (2.8) erhélt man fiir s; =0: s = f atdt . Dieses Integral ist einfach zu 16sen:
0

§=—t (a = const). Weg s (2.92)

Aus Bild 2-7 erhilt man eine weitere wichtige Gleichung fiir eine gleichmiBig beschleunigte
Bewegung:

v
s = Et (a = const). Weg s (2.9b)

Ausgehend von (2.8) wird der zuriickgelegte Weg fiir eine beschleunigte Bewegung berechnet,
die zu Beginn (¢ = 0) die Geschwindigkeit vy und den Weg s( aufweist. Es wird in das Integral
v=at+ygeingesetzt: Konstanter geschwindigkeit + beschleunigung

an
s=t + vt + 50 (a = const). Weg s (2.10)

Die Gleichung beschreibt die Uberlagerung einer Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit
vo und konstanter Beschleunigung a.

In der Praxis sind Bewegungen mit konstanter Geschwindigkeit vy oder mit konstanter Be-
schleunigung gy von besonderer Bedeutung. Fiir diese beiden Sonderfille sind die entspre-
chenden Gleichungen in Tabelle 2.1 zusammengefasst.

Beispiel 2.1.1.2 (¢)
Ein Laufer benétigt fiir 100 m eine Zeit von 10,2 s. Dabei beschleunigt er auf den ersten 18 m gleichméBig auf die
maximale Geschwindigkeit vy, die er bis zum Schluss beibehélt. Wie grof3 sind vp,x und die durchschnittliche Ge-
schwindigkeit?
Gegeben: s, =100m; s, =18 m; 4, =11,2s

1 2s
51 = Evmaxtl >n=—" (Gl 1) Sy =85 = Vmax(’Z - tl) (Gl 2)

max
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Gl. 1 in Gl. 2 einsetzen und nach v, auflésen:

sy+s _ (100418 100
Vmax=Y2t Yl=( 1.2 )rn=10,5E V:Siz m_ , m
2 4 S S t 11,25 S
2 2
V, Vv, 10,5 m m
v =at, > q=-2% — MaxX _ _7 =31
e no 25 2-188 7§

Tabelle 2.1 Geradlinige Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit v, oder konstanter
Beschleunigung g (Anfangsbedingungen: s, v bei ¢ = 0)

Bedingung Beschleunigung Geschwindigkeit Zuriickgelegter Weg
v = const. a=0 V=V s =50+
a = const. a=ap v=vytat s =5+ vl +at’ )2
Allgemein a=alt) v=v,+ fa(t)dt s =59+ fv(t)dt
Definition a=dvidt=v=3§ v=ds/dt= s s
Abbremsen

Auch Bremsvorginge sind beschleunigte Bewegungen, allerdings mit negativem Vorzeichen.
Die abgeleiteten Gleichungen gelten damit auch fiir Verzogerungen. Dabei ist zu beachten,
dass die Bremsverzogerung zu Null wird, wenn ein Kérper zum Stehen gekommen ist.

Beispiel 2.1.1.2 (d)
(1) Wie lange dauert es, ein Fahrzeug mit der Verzogerung a = —2 m/s? von 72 km/h auf 36 km/h abzubremsen?
Gegeben: a=—2m/s” ; vy =72km/h = 20m/s; v, =36 km/h = 10 m/s
- 10-20) ms’
vy =V1+a,$,=u=gms — 5
a -2 sm
(2) Uber welche Strecke s erstreckt sich der Bremsvorgang?

1 1
s=vt+—at’=20-5m——=2-’m=75m
L) 2

2.1.1.3 Fallbewegungen

Erdbeschleunigung g

Galilei stellte als erster fest, dass der freie Fall eine gleichmiBig beschleunigte Bewegung mit

der Gleichung (s = %tz darstellt. Alle Korper erfahren an der Erdoberfliche die gleiche Be-

schleunigung g, sofern die Luftreibung ausgeschaltet wird. Die mittlere Erdbeschleunigung g
ist international auf folgenden Wert festgelegt:

m m
g =9,80665 Z = 9,81 Z Erdbeschleunigung g Q.11

Aufgrund der rotationselliptischen Form der Erde und der Dichteschwankungen treten jedoch
ortliche Abweichungen auf, die in der Geologie von Bedeutung sind. Fiir Potsdam betragt der Wert
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m
g =9,8126670 S—Z .

Beispiel:(Senkrechter Wurf

Als Beispiel fiir die Fallbewegung eines Korpers wird der senkrechte Wurf beschrieben. Die
Bewegung kann in zwei Anteile zerlegt werden. Die erste Komponente nach oben ist durch die
konstante Abwurfgeschwindigkeit vy gekennzeichnet:

yl = Vol .
Die zweite Komponente nach unten stellt eine Bewegung mit der Verzégerung -g dar:
72

y2=_3

Die Uberlagerung y = y; + y, liefert die Beschreibung des senkrechten Wurfes nach oben:
g2
=vygt ——1t".
Y= b

Fiir kleine Zeiten ¢ wichst die Hohe y zundchst und der Korper erreicht seine maximale Steigh6he
V- Danach nimmt y wieder ab, da der negative zweite Anteil in der Gleichung iiberwiegt.

Die Geschwindigkeit beim senkrechten Wurf erhdlt man durch Differenzieren der letzten
Gleichung v = y oder durch Uberlagerung der Geschwindigkeiten beider Teilbewegungen:

v=yy—gt.

Der hochste Punkt beim senkrechten Wurf ist dadurch gegeben, dass die Geschwindigkeit Null
ist (v = 0). Man errechnet damit die Steigzeit #,, und die maximale Héhe y,, zu:
2
ty = 20 und Ym = A
g 2g

Beispiel 2.1.1.3
Mit welcher Anfangsgeschwindigkeit vy muss ein Stein aus der Hohe s = 20 m nach unten geworfen werden, damit er
mit der Geschwindigkeit v =40 m/s unten auftrifft?

1
Aus v =y, + gt und der Hohe s = Egt2 + vyt folgt: vy = N 2gs =34,7m/s.

Bremsvorgang

Ein Fahrzeug bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit vy und bremst zur Zeit 7 = 0 mit
konstanter Verzogerung —a. Dieser Fall ist in seiner mathematischen Behandlung analog zum
senkrechten Wurf. Es gelten die entsprechenden Gleichungen, wobei #,, die Bremszeit und y,,
den Bremsweg bedeuten.

Beispiel: Schriger Wurf

Beim schragen Wurf durchlduft der (Korper eine Parabel, Diese Kurve ist an Wasserstrahlen
gut zu beobachten. Nach Bild 2-8 gilt fiir den zuriickgelegten Weg ohne Wirkung der Erdan-
ziehung s = vyt . Dem tiberlagert sich die Bewegung verursacht durch die Erdbeschleunigung:

'=§l2.
2

S
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Der iiber den Erdboden zuriickgelegte Weg betrigt x =scosa = vytcosa . In der gleichen Zeit

t wird die( Hohe (= ssina—s'=ssina — %tz erreicht. Zur Ermittlung der Bahnkurve

y = f(x) wird ¢ eliminiert. Man erhilt die so genannte Wurfparabel:

o’

=xtana—————.
4 2v§ cos’a
Die (Wurfweite findet man als Nullstelle der Bahnkurve (y=0). Unter Verwendung eines
Additionstheorem erhélt man:

2
X = 20 §in2a
g
mit einem Maximum bei o = 45°. Die Steighdhe y,, liegt aus Symmetriegriinden bei x,, /2.
Man erhilt durch Einsetzen:

vg sin® @

Ym = 2g

Die Gleichungen des schragen Wurfes enthalten als Spezialfille auch die Beschreibung des
waagerechten und senkrechten Wurfes.

§=%F
""""""" b Sl B
> -7 ! ¥
% -\:' # & : : N
2 ; \ Bild 2-8
: . By Der schrige Wurf kann aus zwei Bewegungs-
: Y abldufen zusammengesetzt werden: Bewegung
o E \‘ mit konstanter Geschwindigkeit v, unter dem
' L Winkel o und freier Fall
Weg x X

2.1.2 Dreidimensionale Bewegung
Bei der linearen Bewegung reicht zur Beschreibung die Angabe der Ortskoordinate s, der
Geschwindigkeit v = § und der Beschleunigung a = v = § aus. Im dreidimensionalen Raum
benétigt man drei Koordinaten und die aufgezédhlten GréBen sind Vektoren, die mit einem
Pfeil gekennzeichnet werden: s, V, a .

2.1.2.1 Geschwindigkeitsvektor

Ortsvektor 7

Zur Lagebestimmung eines Punktesgin einem rechtwinkligen System dienen die Koordinaten x,
y und z, die zu einem Ortsvektor ¥ = (%, ¥, 2) zusammengefasst werden. Er zeigt vom Ur-
sprung des Koordinatensystems zu dem betreffenden Punkt. Bei einer Bewegung wandert die
Spitze des Ortsvektors entlang der Bahnkurve und alle Gréfen sind eine Funktion der Zeit #:
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7 (1) = (x(1), (1), 2(2)). Ortsvektor 7 (2.12)

Geschwindigkeitsvektor v

In Bild 2-9 sind die Ortsvektoren eines bewegten Punktes zu Zeit £ und ¢ + At dargestellt. Der
Geschwindigkeitsvektor v wird in Analogie zu (2.3) definiert:

- A7 _dF o .

v = lim A—: i (6, 0,2) = (w501 ) . Geschwindigkeitsvektor V (2.13)

At=0

Der Betrag |\7| = v stimmt mit der fritheren Definitionsgleichung (2.3) tiberein. Fiir die Rich-
tung von v gilt:
Der Vektor der Geschwindigkeit vV liegt tangential an der Bahnkurve.
Dieses wird anhand von Bild 2-9 klar, da A7 im Grenzfall Az - 0 tangential zeigt.

F4

Bahnkurve
Bild 2-9
Zur Definition des Orts- und Geschwin-
digkeitsvektors 7 und Vv = AF /At.

V liegt stets tangential zur Bahnkurve

Beispiel 2.1.2.1

Ein Flugzeug mit der Geschwindigkeit von 720 km/h wird von einem Wind mit 30 m/s quer (90°) zur Flugrichtung
abgetrieben. (1) Wie groB ist die resultierende Geschwindigkeit?

Gegeben: vi= 720 km/h; vy = 30 m/s = 108 km/h quer zu Flugrichtung

Die Vektoren vV, und V,, spannen gemeinsam mit der resultierenden Geschwindigkeit Vj ein rechtwinkliges Dreieck

auf. Nach dem Satz des Pythagoras gilt v = \/vg + vVZV =728 km/h .

(2) Um welchen Winkel « wird das Flugzeug abgetrieben?
In dem rechtwinkligen Dreieck gilt: tana = vy /vy = 0,152 a =8,5°.

2.1.2.2 Bahn- und Radialbes€hleunigung

Zur Berticksichtigung des vektoriellen Charakters muss die Definition der Beschleunigung
nach (2.6) wie folgt erweitert werden:

G=""=V  oder d=(,v,0)=55). (2.14)

Der Vektor der Beschleunigung @ steht im Allgemeinen schriig zur Bahnkurve (Bild 2-10). Er
kann in eine tangentiale ( g, ) und dazu senkrechte oder radiale (4, ) Komponente zerlegt werden:
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d=d, —a,. Bahn- und Radialbeschleunigung (2.15)
Die tangentiale Bahnbeschleunigung a, entspricht der Definition bei der geradlinigen Bewe-
gung. Sie bewirkt, dass die Bahngeschwindigkeit groBer wird. Die Radialbeschleunigung a,.
dagegen verursacht die Abweichung von der geradlinigen Bewegung. Sie wird in (2.15) und
Bild 2-10 negativ geschrieben, da sie antiparallel zum Radiusvektor liegt, der vom Kriim-
mungsmittelpunkt zur Bahnkurve zeigt. Fiir eine Bahnkurve mit dem Radius  gilt fiir den

Betrag der Radialbeschleunigung g, nach Abschnitt 2.1.3.2:

V2 2
a, =—"—"7"=—wTr.
r

Im Abschnitt 2.2.4 wird aus der Radialbeschleunigung die Zentrifugalkraft abgeleitet.

V4
g Bild 2-10

Zerlegung der Beschleunigung & in Tangential-
und Radialbeschleunigung ¢, und a,

2.1.3 Kreisbewegung
2.1.3.1 Winkelgeschwindigkeit

Drehzahln’ 1st vom ort abhiangig
Wir betrachten ein Rad oder ein Maschinenteil, das sich gleichméBig um seine Achse dreht.
Die Drehung wird durch die Drehzahl n gekennzeichnet, welche die Zahl der Umdrehungen

pro Sekunde angibt. Betrachtet man eine Umdrehung mit der Periodendauer 7, so erhilt man
fiir die Drehzahl:

1 1
n= T [n] = . Drehzahl n (2.16)

Die Bahngeschwindigkeit v eines Punktes auf einem Rad ist durch den Umfang der Drehung
2mr und die Umlaufzeit T gegeben:

2mr
V= - = 2mrn . Bahngeschwindigkeit v 2.17)

Definition der Winkelgeschwindigkeit® ) Tst radial/zeit ort unabhingig

(2.17) zeigt, dass die Bahngeschwindigkeit v zur Kennzeichnung einer Drehung nicht besonders
geeignet ist, da sie vom Ort » abhéngt. Dagegen ist die Winkelgeschwindigkeit @ ortsunabhingig.

Die Winkelgeschwindigkeit w ist der pro Zeiteinheit dt iiberstrichene Winkel dop .

d d 1
d—‘f [w] =S =2 Winkelgeschwindigkeit o (2.182)
S S
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Man beachte, dass die Winkel d¢ und ¢ im Bogenmal (360° = 2r = 2x rad) gegeben werden.
Die Einheit von w lautet: [w] = Radiant/s = rad/s = 1/s.

Gleichformige Drehung

Bei der gleichférmigen Drehung sind Drehzahl » und Winkelgeschwindigkeit w konstant. Der
zuriickgelegte Winkel ist proportional zur Zeit # und man kann (2.18a) vereinfachen:

o= % (w=const., p=0 bei t=0). Winkelgeschwindigkeit @ (2.18b)

Innerhalb der Umlaufzeit 7 wird der Winkel 2 7 zuriickgelegt:

27
= T =2nn. Winkelgeschwindigkeit w 2.19)

Winkel- und Bahngeschwindigkeit

Wird (2.19) mit » multipliziert, erhdlt man wr = Tr = 27 rn . Die rechte Seite dieses Aus-

drucks stellt die Bahngeschwindigkeit v dar (2.17) und man erhilt:

v=or. Bahngeschwindigkeit v (2.20)

Diese Gleichung wurde fiir eine gleichformige Drehung abgeleitet. Man kann jedoch zeigen,
dass sie auch fiir beschleunigte Drehbewegungen giiltig ist.

Beispiel 2.1.3.1
Ein Zahnrad mit dem Radius von 5 ¢m dreht sich 50 mal in 20 s.

(1) Wie grof} sind Drehzahl », Periodendauer 7, Bahngeschwindigkeit v und Winkelgeschwindigkeit .

Gegeben: r=5cm=0,05m; N=50;7=20s

Die Drehzahl betridgt n= N/t =2,5 s~!. Daraus folgen die Periodendauer 7'=1/n = 0,4 s, die Bahngeschwindig-
keit v = 2mrn = 0,785 m/s und die Winkelgeschwindigkeit @ = 2zn = 15,7 s,

(2) An obiges beschriebenes Zahnrad wird ein zweites Zahnrad mit dem Radius 15 cm angekoppelt. Wie grof ist die
Winkelgeschwindigkeit und Drehzahl dieses Zahnrades?

Zusitzlich gegeben »' =15cm =0,15m
Die Umfangsgeschwindigkeit beider Zahnréder sind gleich: v=wr=v' =o'r'.
Daraus folgen: o' = wr/r' = 5,23 s'und n'=0,83s7".

2.1.3.2(Radialbeschleunigung ' Kraft die gerade linien vermeidet

Fiir die Bewegung eines Korpers auf einer Kreisbahn ist es erforderlich, dass eine seitliche Be-
schleunigung aufiritt, die eine Ablenkung von der geradlinigen Bewegung bewirkt (Abschnitt
2.1.2.2). Die Radialbeschleunigung a,. ist auf den Mittelpunkt der Kreisbahn gerichtet, antiparallel
zum Radiusvektor, Bei einer beschleunigten Drehbewegung tritt zusétzlich eine Bahnbeschleuni-
gung a, auf, die eine Zunahme der Bahn- und Winkelgeschwindigkeit verursacht.

Zur Berechnung der Radialbeschleunigung ist in Bild 2-11 die gleichférmige Bewegung eines
Punktes auf einer Kreisbahn mit dem Radius » dargestellt. Die Geschwindigkeitsvektoren
und ¥, sind zu zwei verschiedenen Zeiten gezeichnet.
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Die Betrige v der beiden Geschwindigkeiten sind gleich: |\71| = |\72| =v. Man kann diese Vek-

toren frei parallel verschieben. Aus dem rechten schraffierten Dreieck erkennt man, dass
Vi + AV =, ist. Die (sehr kleine) Geschwindigkeitsinderung AV und damit auch die Be-

schleunigung zeigen antiparallel in radialer Richtung. Der Betrag dieser Radialbeschleunigung
a, kann aus der Ahnlichkeit der beiden schraffierten 'Dreiecke’ in Bild 2-11 berechnet werden:

A A A

LA} oder Av = u. Bei Division durch At wird daraus:
% r r

Av_vas v

At r At o

. A . . A . .
Dabei wurde = vverwendet. Aus der linken Seite A_‘t) entsteht im Grenzfall kleiner Inter-

valle die Definition der Beschleunigung (2.6). Damit erhélt man mit (2.20) fiir den Betrag der
Radialbeschleunigung a,.:

Radialbeschleunigung a, (2.21)

Eine Drehbewegung weist eine Radialbeschleunigung a, auf; die senkrecht zur Bahnkurve wirkt.

- - >
AV =V, -V,

-

Va

<

N
Vi
N

t +At t Vy AP

Bild 2-11

Zur Berechnung der Radialbeschleuni-
gung @, in einer Kreisbewegung mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit

Das Minuszeichen in (2.21) wurde eingefiihrt, weil die Richtung des Radiusvektors vom
Zentrum weg zeigt. Die Radialbeschleunigung g, zeigt jedoch zum Zentrum hin. Die Radialbe-
schleunigung hat keinen Einfluss auf den Betrag der Geschwindigkeit.

Bei Erdsatelliten wird die Radialbeschleunigung durch die Anziehungskraft der Erde geben.
Der Satellit wird stdndig an die Erde hin beschleunigt, wodurch die Kreisbahn entsteht.

Beispiel 2.1.3.2
Ein Satellit in 300 km Hohe bewegt sich in 100 Minuten ein Mal um die Erde (R = 6400 km). Wie grof} sind Radial-
beschleunigung, die Winkel- und Bahngeschwindigkeit?

Gegeben: 7= 100 min = 6000 s; Radius der Umlaufbahn » = R + /= 6700 km = 6,7 - 106 m
2 3 -
Die Winkelgeschwindigkeit betrigt w = 2zn = 771 =1,05-1073 s,
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Daraus erhélt man die Radialbeschleunigung a, = —0’r = 7,4 m/s? . Dieser Wert wird durch die Erdanziehung
bestimmt und er ist der Wert der Erdbeschleunigung in 300 km Hoéhe. Die Umlaufgeschwindigkeit berechnet sich zu
v=owr =7035 m/s.

2.1.3.3 Winkelbeschleunigung

Rotierende Maschinenelemente dndern beim Anlaufen ihre Drehzahl. Damit variiert die Win-
kelgeschwindigkeit w und die Bahngeschwindigkeit v. Zur Beschreibung der beschleunigten
Kreisbewegung dienen verschiedene Begriffe:

Bahnbeschleunigung 4,
Die VergroBerung oder Verkleinerung der Bahngeschwindigkeit v wird durch die tangentiale
Bahnbeschleunigung g, beschrieben. Dabei ist dv = Av nach Bild 2.12 gegeben:

_dv
a; = E .
Die Bahnbeschleunigung a, darf nicht mit der Radialbeschleunigung a, (2.21) verwechselt
werden.

Bahnbeschleunigung a, (2.22)

Winkelbeschleunigung «

Die Winkelbeschleunigung o ist die Anderung der Winkelgeschwindigkeit dw geteilt durch
die Zeit dt:

[al=—F=—. Winkelbeschleunigung o (2.23a)

Bild 2.12

Zur Berechnung der Tangential- oder
Bahnbeschleunigung d, in einer
beschleunigten Kreisbewegung

Die Einheit fiir die Winkelbeschleunigung ist [] = rad/s2 = 1/ s2. Fiir den einfachen Fall einer
gleichmiBig beschleunigten Drehbewegung gilt:

1)
a=—
t

(e =const., w=0 fir t=0). Winkelbeschleunigung (2.23b)
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Im Folgenden wird der Zusammenhang zwischen der Winkelbeschleunigung « und Bahn-

. . . . d d 1d
beschleunigung a (= g,) abgeleitet. Mit w = Y wird ¢ = =2 = dv/r) _1dv oder
r dr dr r dt

a
a= - und a=ar. Winkelbeschleunigung « (2.23¢)

Beispiel 2.1.3.3 (a)

Ein Fahrzeug mit Rddern von 40 cm Radius beschleunigt mit 4 m/s2. Wie grof ist die Winkelbeschleunigung eines
Rades?

Gegeben: r =0,4 m; a=4m/s?

Esgilt a = L1057
r
Beispiel 2.1.3.3 (b)
Ein Motor beschleunigt gleichmédfig aus dem Stillstand und erreicht nach 10 s eine Drehzahl von 3000 Umdrehungen

pro Minute. Wie grof3 ist danach die Winkelgeschwindigkeit @, die Winkelbeschleunigung @ und wie viele Umdrehun-
gen N hat er gemacht?

Gegeben: n = 3000 min~' =50s"';¢=10s

1
Die Winkelgeschwindigkeit erhdlt man aus der Drehzahl w = 27wn = 314— . Fiir die gleichformige Winkelbeschleuni-
s

. . o 1 .
gung gilt o = % = 31,4— . Die Zahl der Umdrehungen ergibt sich nach Tabelle 2.2 aus ¢ = Eou‘2 . Eine Umdrehung
s
1
entspricht einem Winkel von 27, d. h. N = Zi = 4—at2 = 250 Umdrehungen.
n 4w

Bahn- und Winkelgrofien
Aus der Kreisgeometrie ist die einfache Beziehung zwischen dem Winkel ¢ im Bogenmalf} und
dem Kreisbogen s bekannt: s = r .

Zusammengefasst gelten folgende Zusammenhénge zwischen den Bahngrifien s, v, a und den
entsprechenden Winkelgrdofien ¢, w, a ((2.20) und (2.23c¢)):

s=re
V=ro Bahngrofie = Radius x Winkelgrofie (2.29)
a=ra.

Diese Gleichungen konnen auch durch Differenzieren von s = r¢ abgeleitet werden.

Die bisherigen Gleichungen der eindimensionalen Kinematik gelten nach Vertauschung von
s—=¢, v=>w und a—> a auch fir die Kreisbewegung. Ein Vergleich der Tabellen 2.1 und
2.2 macht dies deutlich.
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Tabelle 2.2 Kreisbewegung mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w( oder konstanter
Beschleunigung a (Anfangsbedingungen: ¢, w, bei ¢ = 0)

Bedingung Winkel- Winkel- Zuriickgelegter
beschleunigung geschwindigkeit Winkel

@ = const. a=0 W =g @ =@+ owt

a = const. a=aq w=wy+at 0 =po+wyt+at’ )2

Allgemein a=a(?) w=w +f05(1) dt p=¢ot fw(t)dt

Definition a=dw /dt w=dp/dt )

2.2 Dynamik (Lehre von den Kriiften)

Die Kinematik beschreibt den Ablauf von Bewegungen, ohne auf die Ursachen, d. h. auf die
Krifte, einzugehen. Die Dynamik, die Lehre von den Kréften, holt dieses nach. Die grundle-
genden Gesetze der klassischen Mechanik wurden von I. Newton (1643-1727) formuliert und
sie sind in (nahezu) allen Bereichen der Technik giiltig. Eine Erweiterung fiir Bewegungen in
der Nihe der Lichtgeschwindigkeit, wie sie in atomaren Systemen oder bei Teilchenbeschleu-
nigern auftreten, wurde von A. Einstein (1879-1955) durchgefiihrt (Abschnitt 4.2).

2.2.1 Kraft (Newton sche Axiome)

Die Grundlage der Dynamik bilden die drei Gesetze von Newton: das Trdgheitsgesetz, das
Aktionsprinzip, welches die Definition der Kraft angibt, und das Gesetz von der Wechselwirkung.

Triigheitsgesetz Kein Kraft v konstant a null

In der Mechanik werden Koordinatensysteme definiert, in denen die mechanischen Gesetze
gelten. Die mathematische und physikalische Beschreibung wird besonders einfach in Bezugs-
systemen, in denen die Geschwindigkeit einer Masse ohne duflere Einwirkungen konstant oder
null ist. Man nennt sie /nertialsysteme; es handelt sich um nicht rotierende und nicht beschleu-
nigte Systeme. Eine absolute Ruhe ist nicht feststellbar. Daher gibt es mehrere Inertialsysteme,
die sich gegeneinander mit konstanter Geschwindigkeit bewegen.

Die obige Aussage wird im 77 rdgheitsgesetz (erstes Newton 'sches Axiom) verdeutlicht. Wirkt
auf einen Korper keine Kraft F, so dndert sich die Geschwindigkeit v nicht und die Be-
schleunigung & ist null:

Aus F =0 folgt ¥ = const. und @ = 0. (2.252)

In der Praxis ist der kriftefreie Zustand nicht zu erreichen und es wirken stets Reibungskrifte,
die eine Bremsung bewirken.

Aktionsprinzip F-Kraft ist masse mal beschleunigung

Steht ein Korper der Masse m unter dem Einfluss einer dueren Kraft F , so wird er beschleu-
nigt. Das zweite Newton’sche Axiom beschreibt den Zusammenhang zwischen der Kraft F
und der Beschleunigung a:
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- S kg m
F=md [F]=N=-—— =Newton. Kraft I (2.25b)
s

Die Kraft F ist als Masse m mal Beschleunigung a definiert.
In der allgemeinen Formulierung der Kraft F wird der Begriff Impuls p verwendet.

Der Impuls p ist das Produkt aus Masse m mal Geschwindigkeit v :

kg m -

Die Gleichung fiir die Kraft F (2.25b) lautet damit in allgemeiner Form:

L dp
F= d—‘t’. Kraft F (2.25¢)

In der klassischen Mechanik ist die Masse m eine Konstante und beide Formulierungen des
zweiten Axioms (2.25b und c) gehen ineinander iiber. Die Einheit der Masse m ist: [m] = kg.
D S > kg m
Die Einheit der Kraft F ist: [ /] = Newton= N = ——.
s

Wechselwirkung

Eine wichtige Ergdnzung zum Verstdndnis von Kréften ist das dritte Newton'sche Axiom. Es
besagt, dass es eine einzelne isolierte Kraft nicht gibt.

Ubt ein Kérper auf einen anderen Kérper eine Kraft 1:"12 aus, so wirkt der zweite mit einer
gleich grofien aber entgegengesetzten Kraft auf den ersten Korper (actio = reactio, d. h.
Kraft = Gegenkraft):

13"'12 = —I:'"zl . Kraft = Gegenkraft

Beispiel 2.2.1
Ein Fahrzeug der Masse 500 kg wird in 10 s aus dem Stand auf 50 km/h beschleunigt. Wie groB ist die Antriebskraft?

Gegeben: m=500kg ; t=10s; v=>50 km/h = 13,89 m/s
Die Kraft betriigt F =ma =mv/t = 694,5 kg m/s2 = 694,5 N.

2.2.2 Masse und Kraft

Masse m

Die Einheit der Masse wird durch einen Eichkorper, den Internationalen Kilogrammprototyp,
zu 1 kg festgelegt. Vom theoretischen Standpunkt her kann man die Masse einerseits durch die
Gleichung F =md definieren. Bei gleicher Kraft sind zwei Massen (m; und m;) vergleich-
bar, indem man die Beschleunigungen (a; und ay) misst: m|/my = aj / ap. Die durch diese
dynamische Methode ermittelte Masse wird trdge Masse genannt. Anderseits kann zur Mas-
senbestimmung vom Gravitationsgesetz ((4.1): F =y mymy / r2) ausgegangen werden, in-
dem die Anziehungskrifte untersucht werden. Die so definierte Masse hei3it schwere Masse.
Es besteht kein Unterschied zwischen triger und schwerer Masse. Diese Identitit ist keines-
wegs trivial, und sie fiihrte Einstein zur Relativititstheorie.
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Kraft F

Nach (2.25b) ist die Kraft F =mad ein Vektor in Richtung der Beschleunigung a. Im Fol-
genden sollten einige Kréfte der Mechanik beschrieben werden.

Statisches Gleichgewicht: Bei Problemen der Statik ist die vektorielle Summe aller Krifte, die
an einem Korper angreifen, gleich Null:

1:“'1 + ﬁz + 1:“'3 R =0. Statisches Gleichgewicht (2.27)

Bei Drehbewegungen ist diese Gleichgewichtsbedingung nicht ausreichend. Kréftepaare +F
und —F, deren Wirkungslinien einen Abstand s haben, erzeugen ein Drehmoment (Abschnitt
2.5.4). Fiir das statische Gleichgewicht muss auch die Summe der Drehmomente gleich Null sein.

Gewichtskraft: Im Schwerefeld der Erde unterliegt jeder Korper an der Erdoberfliche der
Erdbeschleunigung von g = 9,81 m/s2 . Dadurch wirkt auf die Masse m folgende Gewichts-
oder Schwerkraft F:

Fy=mg. Gewichtskraft F, (2.28)

Krifte konnen, wie alle Vektoren, in Komponenten zerlegt werden. Dies soll am Beispiel der
Gewichtskraft auf der schiefen Ebene demonstriert werden. Nach Bild 2-13 betriigt die Nor-
malkraft F;,, mit der eine Masse senkrecht auf die Unterlage driickt:

F, =mgcosa.
Die Hangabtriebskraft F;, zeigt parallel zur Oberfldche:
F, =mgsina.

Elastische Krifte: Krifte verursachen nicht nur eine Beschleunigung, sondern sie deformieren
auch Korper. Diese tiben dann elastische Krdfte, z. B. Federkrifte, aus. Das Verhalten von
Festkorpern wird als elastisch bezeichnet, wenn die Deformation nach Wegfallen der Krifte
wieder vollstindig verschwindet. Innerhalb gewisser Grenzen gilt das Hooke'sche Gesetz
(Abschnitt 3.1.1):

N
F. =cs [e]l=—, Federkraft F, 2.29)
m

e

welches einen linearen Zusammenhang zwischen der elastischen Kraft /', und der Auslenkung
s liefert. In der Technik hat diese Gleichung besonders fiir Federn Bedeutung. ¢ wird daher
Federkonstante genannt.

Bild 2.13

Zerlegung der Gewichtskraft Fg auf der
schiefen Ebene in zwei Komponenten:
Normalkraft F,, und Hangabtriebskraft F,
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Beispiel 2.2.2 (a)
Eine Masse m liegt auf einer schiefen Ebene, die den Winkel o mit der Waagerechten einschlieft. Berechnen Sie die
Kraftkomponenten senkrecht (£,) und parallel (F;,) zur schiefen Ebene.

Nach Bild 2.13 gilt: F, =mg, F, =F, cosa =mgcosa und F, =F, sina=mgsina .

Reibungskrdfte: In der Praxis treten hiufig Reibungskréfte auf. Sie sind der bewegenden Kraft
immer entgegengerichtet. In der Mechanik fester Korper tritt Haftreibung und Gleitreibung
auf. Beim Zichen eines Klotzes stellt man fest, dass zur Einleitung der Bewegung eine relative
groBBe Kraft aufgebracht werden muss. Diese Kraft ist notwendig, um die Haftreibung zu
iiberwinden. Ist die Bewegung jedoch eingeleitet, wird die zum Ziehen notwendige Kraft klei-
ner, da nur die Gleitreibung wirkt. Die dritte Variante ist die Rollreibung bei Rédern.

Die Experimente zeigen, dass alle drei Reibungstypen bei niedrigen Geschwindigkeiten den
gleichen Gesetzen gehorchen. Die Reibungskrifte sind unabhingig von der Geschwindigkeit
und von der Grofle der Auflagefliche. Man stellt sich vor, dass sich mikroskopisch gesehen
zwei Korper nur an drei Punkten beriihren, so dass die Grofle der Auglagefliache keine Rolle
spielt. Die Reibungskraft F, hidngt von der Normalkraft F,, ab, die den Korper senkrecht auf
seine Unterlage driickt:

F.=uF, [ ,U] =1. Reibungskraft F, (2.30)

Die Konstante 4 wird Reibungszahl genannt. Sie wird in Tabelle 2.3 fiir Anwendungsbeispiele
der Haft-, Gleit- oder Rollreibung angegeben. In der Mechanik von Fliissigkeiten und Gasen
treten andere Mechanismen der Reibung auf, die in Tabelle 2.4 zusammengestellt sind (Kapitel
3).

Beispiel 2.2.2 (b)
Wie gro83 ist die Haftreibungszahl x4, wenn ein Kérper auf der schiefen Ebene a = 43° gerade noch liegen bleibt?

Die Gleichgewichtsbedingung lautet (Bild 2.13): F. = Fj, mit F, = uF, = uF, cosa und Fj, = Fy sina.

. s . sin a
Damit erhélt man ufF, cosa = F, sina und u =
cos a

= tan @ = tan 43° = 0,93 .

Tabelle 2.3 Haft-, Gleit- und Rollreibungszahlen ( uy, tg, Ug)

Oberfldchen Uy ize; UR
Gummi auf Asphalt 0,9 0,85

Gummi auf Beton 0,65 0,5

Gummi auf Eis 0,2 0,15

Stahl auf Holz 0,5-0,6 0,2-0,5

Stahl auf Stahl 0,15 0,12

Kfz auf Strafle 0,02 - 0,05
Bahn auf Schiene 0,002
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Tabelle 2.4 Reibungsgesetze fiir Festkorper, sowie laminare und turbulente Reibung zwischen
Festkorpern und Fliissigkeiten/Gasen

AuBere Reibung
Festkorper
(Abschnitt 2.2.2)

Laminare Reibung
Festkorper-Fliissigkeit/Gas
(Abschnitt 3.3.2)

Turbulente Reibung
Festkorper-Fliissigkeit/Gas
(Abschnitt 3.3.3)

unabhingig von v

proportional zu v

proportional zu 12

F}" =ALtFVl FV =BV F}" =DV2

B =Zihigkeitskoeffizient
abhingig von:

D = Gasreibungskoeffizient
abhingig von:

4 = Reibungszahl
abhingig von:

Oberflache und Form des Korpers, Form des Korpers
Material Viskositit # Dichte p
Beispiel: Beispiel: Beispiel:
siche Tabelle 2.3 Kugel mit Radius 7, Korper mit Flache 4
B=6mnr und Widerstandsbeiwert c,,,,
D=c,pA/2

Messung von Kriften

Das klassische Instrument zur Messung von Kriften ist die Federwaage. Moderne Verfahren
nutzen Dehnungsmessstreifen, die auf deformierbare Bauelemente geklebt werden. Bei der
Einwirkung von Kriften dndert sich der elektrische Widerstand proportional zur Langeninde-
rung. Andere Methoden zur Kraftmessung beruhen auf dem Piezoeffekt in Kristallen oder
Keramiken. Durch Krifte wird der Kristall deformiert und es entstehen Oberfldchenladungen,
die elektronisch nachgewiesen werden (Abschnitt 11.12). Auch optische Verfahren mit Glasfa-
sern kommen zum Einsatz. Durch eine Deformation der Faser wird Licht ausgekoppelt und
messtechnisch erfasst.

2.2.3 Bewegte Bezugssysteme, Triagheitskraft

Das Trigheitsgesetz (erstes Newton'sches Axiom) definiert Inertialsysteme, in denen die For-
mulierung der Naturgesetze besonders einfach ist. Dies sind Systeme, die ruhen oder sich mit
konstanter Geschwindigkeit v geradlinig bewegen. In Inertialsystemen gelten die Gesetze der
Mechanik in der bisher beschriebenen Form. Der Ubergang von einem Inertialsystem in ein
anderes wird durch die so genannte Galilei-Transformation vollzogen (Abschnitt 4.2.1). Die
nach der Transformation wirkenden Krifte bleiben gleich, da die Beschleunigung a, = dv/d¢
der Systeme gegeneinander gleich Null ist. Dagegen éndern sich die Geschwindigkeit und die
Ortskoordinaten, wenn die Beschreibung von einem System ins andere iibergeht.

Trigheitskraft Fp

In Systemen, die gegeneinander beschleunigt sind, werden unterschiedliche Kréafte gemessen.
Zum Verstindnis denken wir uns einen reibungslos gelagerten Koérper in einer anfahrenden
Bahn. Ein Beobachter im ruhenden System (z. B. Bahnhof) sieht, dass der Kérper an der glei-
chen Stelle bleibt; die Bahn fihrt unter dem Kérper weg. Fahrt man dagegen mit der beschleu-
nigten Bahn (ag = const.) mit, so bewegt sich der Korper entgegengesetzt zur Fahrtrichtung mit
der Beschleunigung — ay:
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In Systemen mit der Beschleunigung ag wirkt auf eine Masse m die Trégheitskraft Fp = — mag.

Die Kraft F = ma in einem nicht beschleunigten (oder ruhenden) System und die Kraft
F'=ma’' in einem beschleunigten System ldsst sich wie folgt ineinander umrechnen:

F'=F —mag, (2.31)

wobei ag die Beschleunigung des System angibt. Die GroB3e

Fr =—may Trigheitskraft Fy (2.32)

nennt man Trdgheitskraft. Sie ist eine Scheinkraft, die auf die Beschleunigung eines Koordina-
tensystems zurlickzufiihren ist.

Die Trégheitskraft spiirt man beim Beschleunigen eines Fahr- oder Flugzeuges. Der Insasse
wird nach (2.32) entgegengesetzt zur Beschleunigung in den Sitz gedriickt. Beim Abbremsen
dagegen wirkt die Tréigheitskraft nach vorn.

Beispiel 2.2.3 (a)

Welche Krifte wirken auf das Seil einer Aufzugskabine (m = 1000 kg), wenn sie sich
a) mit der Beschleunigung von a = 1,5 m/s? abwirts und

b) mit der Beschleunigung von a = 1,5 m/s2 aufwirts bewegt?

Die Kraft Fg auf das Seil ist die Summe aus der Gewichtskraft F, und der Tragheitskraft /7 : Fg = F, + Fp mit

F, =mg und Fp =*ma

a) Fg =mg —ma=28310 N. b) Fg = mg+ma=11300 N .

Beispiel 2.2.3 (b)

Ein Kfz mit 50 km/h kommt bei einem Unfall innerhalb von 2 m vollstdndig zum Stillstand. Die Kraft auf einen Si-
cherheitsgurt hingt von der Masse der angeschnallten Person ab und kann wie folgt berechnet werden:

Die Bremsverzdgerung a berechnet sich aus a =v /¢ und s = vt /2zu a =1 /2s = 48,2 m/s2. Damit wird fiir eine
Person mit m = 75 kg die Kraft auf den Sicherheitsgurt (= Trigheitskraft) F = ma =3616,9 N. (Dies entspricht einer
Belastung des Gurtes durch eine Masse von 368,7 kg.)

2.2.4 Zentrifugal- und Corioliskraft

Gleichformig rotierende Koordinatensysteme sind beschleunigte Systeme, da die Radialbe-
schleunigung a, auftritt. Daher treten bei Rotationen ebenfalls Tragheits- oder Scheinkréfte
auf: die Zentrifugal- und Corioliskraft.

Zentrifugalkraft F,
2

Bei Drehbewegungen tritt immer die Radialbeschleunigung a, = — L= ¥ (2.21) auf.
r

Dabei ist » der Radius der Kreisbahn, v die Bahngeschwindigkeit und w die Winkelgeschwin-
digkeit. Oben wurde festgestellt: In Systemen mit der Beschleunigung ag wirkt auf eine Masse
m die Trdgheitskraft Fp = —mag. Bei der Bewegung einer Masse m auf einer Kreisbahn ist
a, = ag. Man erhilt fur die Tragheitskraft F, = F7 bei Kreisbewegungen:

2
F, = —ma, = LAA—— Zentrifugalkraft F, (2.33)
r
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Diese Tragheitskraft F', ist als Zentrifugalkraft bekannt.

Man splirt die Zentrifugalkraft beispielsweise, wenn ein Auto durch eine Kurve fahrt. Das
Auto wird durch die Lenkung auf eine Kreisbahn gebracht. Der Insasse wiirde sich geradeaus
weiterbewegen. Der Autositz iibt jedoch eine Kraft seitlich zur Fahrtrichtung aus, in Richtung
des Mittelpunktes der Kreisbewegung. Diese Kraft nennt man Zentripetalkraft F,. Die Gegen-
kraft dazu ist die Zentrifugalkraft F7, die in radialer Richtung zeigt.

Die Angriffspunkte von Zentrifugal- und Zentripetalkraft sind in Bild 2-14a an einem Beispiel
dargestellt, in dem eine Masse an einer Schnur im Kreis geschleudert wird. Man beachte: beim
Reiflen des Fadens fliegt die Masse tangential und nicht radial weg, da Zentrifugal- und Zen-
tripetalkraft in diesem Augenblick Null sind. Besondere Bedeutung hat die Zentrifugalkraft bei
der Bewegung von Planeten und Satelliten, sowie in der Technik beispielsweise bei Zentrifu-
gen oder Zyklonen (Staubabschneider).

a) b)
F.
Spur der s=rf =rw'l
Bahn im !
rotierenden System‘:ﬁ&?_
Fe Bahn im s

ornsfesten System i,"

Bild 2.14  Krifte bei Drehungen mit konstanter Winkelgeschwindigkeit:
a) Zentrifugalkraft.
b) Zur Berechnung der Corioliskraft. Im ruhenden System bewegt sich die Masse
geradlinig. Im rotierenden System ist die Bahnspur eine gekriimmte Kurve

Beispiel 2.2.4 (a)

Wie groB ist die Zentrifugalkraft auf eine Masse m am Aquator? Wieviel Prozent von der Gewichtskraft ist die Zentri-
fugalkraft?

Die Zentrifugalkraft betréigt F, = mo’r mit o =2 /T (r = 6,38-10% m = Erdradius, 7 = 24-3600 s =1 Tag).
Die Gewichtskraft ist ¥, = mg . Damit erhalt man Fy / F, = r(4%)/(T*g) = 0,0034 = 0,34% .

Beispiel 2.2.4 (a)

Bei einer Eisenbahnkurve sollen die Gleise so iiberhoht werden, dass die Kraft auf die Wagen senkrecht zum Gleiskor-
per gerichtet ist. Der Kurvenradius betrdgt R = 1 km und die Geschwindigkeit des Zuges v = 120 km/h. Welchen
Uberhshungswinkel o miissen die Gleise haben?

Die am Wagen angreifende Krifte sind die Zentrifugalkraft 7 und die Gewichtskraft F.

Esgilt tana =F, / F, = mv? /(Rmg) =v* /(Rg) und a = 6,5° .

Corioliskraft

In rotierenden Systemen tritt noch eine zweite Trigheitskraft auf, die nach ihrem Entdecker Coriolis benannt ist. Sie
wirkt nur auf bewegte Korper. In der Technik hat sie wenig Bedeutung. Wichtig ist die Corioliskraft in der Meteorolo-
gie bei der Entstehung von Windsystemen.
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Eine Kreisscheibe (oder die Erde) rotiert mit der Winkelgeschwindigkeit w. Wie in Bild 2-14b gezeigt, wird eine
Masse m in radialer Richtung mit der Geschwindigkeit v geworfen. Fiir einen ruhenden Beobachter auBerhalb des
rotierenden Systems (im Inertialsystem) bewegt sich die Kugel geradlinig und die Scheibe dreht sich unter der Masse
weg. Die Spur der Masse auf der Scheibe beschreibt eine gekriimmte Bahn. Ein Beobachter auf der Scheibe (oder der
Erde) wird also feststellen, dass auf eine radial geworfene Masse eine Kraft wirkt, welche die beschriebene Kriimmung
oder Ablenkung verursacht.

Der bewegte Korper legt in radialer Richtung wihrend der Zeit ¢ die Strecke » = v zuriick. Der anféinglich angesteuerte
Punkt am Kreisumfang hat sich in zwischen um die Strecke s = rw 7 = va # weiterbewegt. Diese Abweichung wird

durch die scheinbare Beschleunigung a,. verursacht: s %Ctz. Durch Vergleichen der letzten beiden Gleichungen

erhilt man:

a. . (2.34a)

Die zu dieser Coriolis-Beschleunigung a, gehdrende Kraft nennt man die Corioliskraft F:
F. 2mvo . (2.34b)

In dieser Gleichung ist v die radiale Geschwindigkeitskomponente (senkrecht zur Drehachse). Die Corioliskraft tritt
immer auf, wenn sich Massen in kreisenden Systemen (z. B. Erde) radial nach auflen bewegen; sie wirkt in tangentialer
Richtung. Dagegen wirkt die Zentrifugalkraft auch auf ,,ruhende Massen in rotierenden Systemen. Sie zeigt in radialer
Richtung.

Corioliskraft und Meteorologie

Aus einem Hochdruckgebiet stromt die Luft zunéchst in radialer Richtung in Bereiche niedrigen Druckes. Im rotieren-
den System der Erde wirkt auf die bewegten Luftmassen die Corioliskraft. Auf der Nordhalbkugel verursacht diese
Kraft eine Abweichung nach rechts (Bild 2-15a). Dadurch wird die anfénglich radiale Luftstromung spiralférmig
abgelenkt. Das Windsystem bei Tiefdruckgebieten ist im Bild 2-15b dargestellt.

Auch die globalen Windsysteme, wie die Passat- und Monsunwinde, werden durch die Corioliskraft aus ihrer ur-
spriinglichen Siid-Nord-Richtung (oder Nord-Siid) nach Osten (oder Westen) umgelenkt. (Durch die permanenten
Westwinde dauert der Flug New York-Europa eine Stunde weniger als in umgekehrter Richtung.). Weiterhin kénnen
Fliisse, Eisenbahnschienen und Lager feststehender Maschinen durch die Corioliskraft beeinflusst werden.

a) b)

Bild 2-15  Wirkung der Corioliskraft auf Windstrémungen der Nordhalbkugel:
a) Windsystem eines Hochdruckgebietes. Die zunidchst radiale Luftstromung wird durch die
Corioliskraft spiralformig (nach rechts) abgelenkt.
b) Windsystem eines Tiefdruckgebietes

Foucault’sches Pendel

Ein interessanter Versuch zum Nachweis der Erddrehung kann mit einem reibungsfrei gelagerten Pendel durchgefiihrt
werden. Die Erde bewegt sich unter dem schwingenden Pendel weg. Daher dreht sich die Schwingungsebene auf der
Erde. Die Drehung der Pendel wird durch die Corioliskraft beschrieben.
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2.3 Arbeit, Energie und Leistung
2.3.1 Arbeit

Zum Verschieben von Korpern benétigt man in der Regel eine Kraft und es wird Arbeit ver-
richtet. Die Berechnung der Arbeit W wird einfach, wenn die Kraft F konstant bleibt. Fiir
diesen Fall ist die Arbeit W durch das skalare Produkt aus Kraft F und dem zuriickgelegten
Weg s beschrieben:

W=F5 [W]=Nm=1J(Joule)=Ws. Arbeit W (2.352)

Bild 2-16 zeigt die Fortbewegung eines Gegenstandes unter dem Einfluss einer Kraft F. Der
zuriickgelegte Weg s schlieBt den Winkel ¢ mit F ein. Fiir die Arbeit ist nur die Kraftkom-
ponente in Richtung des Weges s von Bedeutung. Die verrichtete Arbeit W betrigt:

W = Fscos ¢ . Arbeit W (2.35b)

Diese Gleichung ist mit der vektoriellen Schreibung (2.35a) identisch. Andert sich die Kraft F
oder die Richtung des zuriickgelegten Weges s, kann die Berechnung der Arbeit zunéchst nur

fiir kurze Wegelemente ds erfolgen:

dw =F d5 . (2.35¢)
Die gesamte Arbeit bei Verschiebung von der Stelle 1 nach 2 wird durch Integration gewonnen:
2 2
w=[dw=[Fds. (2.35d)
1 1
Fuhrung
Weg
Ne 17 °
=
Bild 2-16
\ F Begriff der Arbeit: W = Fscosp = F'§

2.3.2 Energie

Durch Arbeit wird die Energie eines Systems verdndert. In der reibungsfreien Mechanik stellt
Energie gespeicherte Arbeit dar. Die Einheiten von Arbeit und Energie sind gleich.

Kinetische Energie £,

Der Zusammenhang zwischen Arbeit und Energie wird an einem einfachen Beispiel deutlich.
Wirkt auf einen Korper ldngs des Weges s die Kraft F, betrigt die verrichtete Arbeit W = Fs,
sofern F und s parallel gerichtet sind. Im reibungsfreien Fall erreicht der Korper die Ge-
schwindigkeit v. Dadurch hat er die Fahigkeit gewonnen, Arbeit zu verrichten, d. h. er hat
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Energie gespeichert. Diese Bewegungsenergie nennt man kinetische Energie Ey;,. Sie ergibt
sich aus Ey;,, = W = Fs sowie einigen elementaren Gleichungen der beschleunigten Bewegung
(F=ma,s=at?2/2und a =v/t) zu:

2
Epp = % [ Ekin] =J=Ws. Kinetische Energie Ey;, (2.36)

Eine Masse m mit der Geschwindigkeit v besitzt die kinetische Energie Ey;, = mv? /2.

Beispiel 2.3.2 (a)
Ein Kfz mit der Masse m = 900 kg und der Geschwindigkeit v =100 km/h besitzt die kinetische Energie von
Epin=mv2/2=1347222 J (oder Ws).

Potenzielle Energie £,

Unter der potenziellen Energie E),,, versteht man die Fahigkeit eines Korpers, auf Grund seiner
Lage Arbeit zu verrichten. Diese Energieform tritt beim Heben einer Masse m auf die Hohe 4
auf. Zum Heben einer Masse m muss mindestens die Kraft ' = mg wirken. Dabei ist die Hub-
arbeit W= F h = mgh erforderlich, welche gleich der potenziellen Energie E,,, ist:

Epy = mgh [ Ep, z] =J=Ws. Potenzielle Energie £, (2.37)

Eine Masse m besitzt in der Hohe h die potenzielle Energie Epo = mgh.

Beispiel 2.3.2 (b)
Mit der Energie von 347222 J (aus Beispiel 2.3.2 (a)) kann das Kfz mit der Masse von m = 900 kg auf die Hohe 4
gerollt werden. Berechnung von /: Aus E,,, = mgh folgt h=E,, /mg =393 m.

Elastische Energie £,

Bei der elastischen Deformation einer Feder oder eines anderen Korpers muss Arbeit aufge-
wendet werden, die als Energie gespeichert wird. Man berechnet die elastische Energie E, mit
(2.29) und (2.35d) (F = Kraft, s = zuriickgelegter Weg, ¢ = Federkonstante):

K K 2
Ee=des=fcsds=£ .
0 0 2 Elastische Energie £, (2.38)
[E,]=T1=Ws.

Man kann diese Energieform auch zur potenziellen Energie zdhlen, da sie nur von der
Ortskoordinate s abhéngt.

Beispiel 2.3.2 (¢)
Ein Waggon (m = 40 t) rollt mit v = 15 km/h gegen einen Puffer und driickt dessen Federn um s = 5 cm zusammen.
Wie groB3 ist die Federkonstante ¢ der beiden Federn?

m?  cs?

Die kinetische Energie wird in elastische Energie umgewandelt: E;, = E, oder - =5

()

N
Daraus folgt: ¢ = % =278 108 —.
N m

Da es sich um zwei parallel geschaltete Federn handelt, gilt fiir jede Feder der halbe Wert.



2.3 Arbeit, Energie und Leistung 29

2.3.3 Leistung
Unter der Leistung P versteht man die pro Zeitintervall dt verrichtete Arbeit dW:

_dw

P -
dt

[P]=W = Watt. Leistung P (2.39a)

Fiir die Einheit ergibt sich [P] = W = Watt = J/s. Fiir eine konstante Leistung P = const. kann
man die einfachere Gleichung verwenden:

P=— [P]=W = Watt. Leistung P (2.39b)

Die Leistung P kann auch durch die Kraft F und die Geschwindigkeit v ausgedriickt werden:

P=Fw. Leistung P (2.39¢)

Diese Beziehung folgt aus (2.39a), (2.35a) und aus v = ds/dt.

Beispiel 2.3.3 (a)

Eine Lichtquelle hat eine Leistung von P = 15 W. Was kostet ein Betrieb von 24 Stunden bei einem Preis von
0,2 €/kWh?

Die umgesetzte Energie ist W = Pt = 15 x 24 Wh = 360 Wh = 0,36 kWh. Der Preis betrigt: Preis = 0,36 kWh x 0,2
€/kWh=0,072 €.

Beispiel 2.3.3 (b)

Die Leistung einer Wasserturbine bei einem Stausee betriigt P = 11 MW. Die Hohe betrigt # = 8 m. Wieviel m3 pro
Sekunde flieen durch die Turbine?

. W mgh P 11-10° Ws® k . }

Esgilt: P=—= 8% Daraus folgt: 2o = 752 =140163 -2 . Das entspricht 140,163 =

t t t gh 9818 m s s

Beispiel 2.3.3 (¢)
Der Motor eines Krans hat eine Leistung von P =10 kW. Welche Masse m kann er in =2 Minuten auf eine Hohe /# =
30 m heben?

h P
P="5" Daraus folgt: m = i 4077 kg.
t gh

2.3.4 Energieerhaltung

Es ist eine Erfahrung, dass Energie weder verschwindet noch aus dem Nichts entsteht, wohl
aber von einer Energieform in eine andere umgewandelt werden kann. Diese als Energieerhal-
tungssatz bezeichnete Erkenntnis kann man auch so formulieren:

In einem abgeschlossenen System bleibt die Summe aller Energien Egesqpy erhalten.

Ein abgeschlossenes System ist dadurch gekennzeichnet, dass es von aulen keine Energie auf-
nimmt oder abgibt. In einem abgeschlossenen mechanischen System ohne Reibung gilt also:
Ekin +E pot = E

gesamt

= const . Energieerhaltung (2.40a)

Diese spezielle Formulierung des Energiesatzes gilt nur fiir so genannte konservative Krdfte.
Dazu zdhlen die Gewichtskraft und elastische Kraft, die nur zur kinetischen (£};,) oder poten-
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ziellen (E,,,) Energie fiihren. Reibungsvorgidnge und nichtelastische Verformung werden
durch nichtkonservative Krdfte oder dissipative Krdfte verursacht, die zur Reibungsenergie E,
fithren. Der Energiesatz nimmt in der Mechanik folgende Form an:

Epn +E

pot T Ep = Egesqy = const . Energieerhaltung (2.40b)

Dissipative Kréfte filhren letztendlich zu Warmeenergie. Der Energiesatz in der Warmelehre
fihrt zum 1. Hauptsatz der Wérmelehre (Abschnitt 5.3.2). Sind noch andere Energieformen
vorhanden, wie Wirme, elektrische Energie, Strahlung, chemische Energie, miissen diese in
obige Gleichungen mit eingefiigt werden.

Beispiel 2.3.4(a)
Ein Kfz rollt mit v = 50 km/h antriebslos einen Berg hoch (ohne Reibung). Welche Hohe 4 erreicht es?

Die Energieerhaltung hat zur Folge: E,, = Ey;, oder mgh = mv? /2 .Esfolgt: h= Vv /2¢=9,83m.

Beispiel 2.3.4 (b)
Eine senkrecht gestellte Schraubenfeder (Federkonstante ¢ = 2,0 N/cm) wird um s = 15 cm zusammengedriickt. Auf
der Feder befindet sich eine Masse von 80 g. Wie hoch springt die Kugel, wenn sich die Feder plotzlich entspannt?

Die Energieerhaltung hat zur Folge: E,, = E, oder mgh = cs? /2. Es folgt: h= cs? /2mg = 2,87 m. Priifen der

ke -m-m?2 -s?
Einheiten: [h]=w =m
s -m-kg-m

2.4 Impuls

Der Impuls p und sein Zusammenhang mit der Kraft F wurde bereits mit dem zweiten New-
ton’schen Axiom eingefiihrt:

b Impuls p (2.25¢

p=mv und F = G u. 2.26)

Beispiel 2.4 (a)

Eine Person driickt ein Boot (m = 500 kg) mit einer konstanten Kraft von /' = 75 N iiber 7 =5 s von einem Steg ab. Wie
grof3 sind der Impuls p und die Geschwindigkeit v des Bootes?

Der Zusammenhang zwischen Kraft und Impuls lautet: F =dp/de=p/¢.

Daraus folgen: p =Ft =375 Nsund v = p/m = 0,75 m/s.

2.4.1 Impulserhaltung

Ein weiterer wichtiger Erhaltungssatz ist der Impulssatz. Nach dem ersten Newton schen
Axiom bleibt im kriftefreien Zustand die Geschwindigkeit und damit auch der Impuls einer
Masse konstant. Dariiber hinaus gilt fiir ein abgeschlossenes System vieler Teilchen, d. h. ohne
Wirkung duBerer Krifte, der Impulserhaltungssatz:

In einem abgeschlossenen System bleibt der Gesamtimpuls P gosam; erhalten:

Zpi = Pgesamt = €ONSt. Impulserhaltung (2.41)

1

Anders als beim Energieerhaltungssatz handelt es sich um eine Vektorsumme.
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Beispiel 2.4.1 (a)

Ein Diisenmotor stoBt beim Start eines Flugzeugs (mp = 10000 kg) eine Treibstoffmasse von my = 1000 kg mit einer
Geschwindigkeit von vy =400 m/s aus. Welche Geschwindigkeit erreicht das Flugzeug?

Der Impuls des Flugzeugs ist gleich dem Impuls der Treibstoffmasse: mpvy = mpvp und ve = mpvp [ mp = 40 m/s.
(In der Rechnung wird nicht berticksichtigt, dass das Flugzeug seine Masse durch den verbrannten Treibstoff an Masse
verringert.)

Beispiel 2.4.1 (b)

Ein Waggon (Masse m) rollt mit der Geschwindigkeit v gegen einen ruhenden Waggon (auch Masse m) und kuppelt
ein, so dass beide Waggons gemeinsam weiter rollen. Wie grof3 ist die Geschwindigkeit v'?

Beim Einkuppeln wird kinetische Energie in Wérme umgewandelt, so dass die kinetische Energie verdndert wird.
Dagegen bleibt bei diesem Vorgang der Impuls erhalten: mv = 2mv’'und v' = v/2.

Beispiel 2.4.1 (¢)

Obige Aufgabe wird verdndert: Ein Waggon 1 (Masse m) rollt mit der Geschwindigkeit v gegen einen ruhenden
Waggon 2 (auch Masse m) und st6t ihn an ohne einzukuppeln. Wie grof} ist die Geschwindigkeit beider Waggons
nach dem Stoss v;'und v,'?

Bei diesem elastischen Stoss bleiben die kinetische Energie und der Impuls erhalten: mv? /2= mv{2 /2+ mv’22 /2
und mv = mv| + mvy. Daraus folgen: v* = vi> +v4% und v = v{ +1}. Man kann iiberpriifen, dass beide Gleichungen
giiltig sind, wenn v{ = 0 und v =, ist. Das bedeutet, dass Waggon 1 stehen bleibt und seine Geschwindigkeit auf
Waggon 2 iibertragt.

2.4.2 Schwerpunkt

Der Massenmittelpunkt oder Schwerpunkt eines Systems verschiedener Massenpunkte m;, m,, ... kann durch den
Ortsvektor 7, definiert werden:

= (2.42)
m
Die gesamte Masse betrégt m =m; + m; + .....; i, 7 ,....stellen die Ortsvektoren der einzelnen Massen dar. Differen-
ziert man diese Gleichung, erhilt man die Geschwindigkeit des Schwerpunktes v,:
myy +myVy + .. ?
Vy=————————="=oder p=my, (2.43)
m m

wobei p den gesamten Impuls angibt. Die Geschwindigkeit des Schwerpunktes v, und die gesamte Masse m bestim-
men den Impuls. Durch nochmaliges Differenzieren ergibt sich:
dr

Der Schwerpunkt eines Systems bewegt sich so, als sei die gesamte Masse darin vereinigt und als griffen die cufSeren
Krifte im Schwerpunkt an (Schwerpunktsatz).

F=ma, = (2.44)

2.4.3 Stoflgesetze

Durch Anwendung des Impuls- und Energieerhaltungssatzes konnen viele mechanische Probleme gelost werden. Ein
wichtiges Beispiel ist der Stofl zwischen zwei Massen m; und m,. Beim geraden, zentralen Stof spielt sich die Bewe-
gung auf der Verbindungslinie zwischen den beiden Massen ab; anders ist dies beim schiefen Stof. Man nennt einen
StoB elastisch, wenn keine Reibung- oder Deformationsenergie auftritt, andernfalls ist der StoB3 inelastisch.

Gerader, elastischer Stof3

Beim geraden, zentralen Stofs bewegen sich die Massen m; und m; auf einer Graden; Rotationen treten nicht auf. Die
Summe der Impulse verdndert sich beim Stofl nicht. Da die Impulsvektoren gleiche Richtung besitzen, kann der Im-
pulserhaltungssatz skalar geschrieben werden:

myvy + myvy = muy + myu, .

Die Geschwindigkeiten vor und nach dem StoB sind v;, v, bzw. u, u,. Der Impulssatz allein geniigt offenbar nicht
zur Berechnung des Vorganges, da zwei Unbekannte #; und u, auftreten. Fiir den Energieerhaltungssatz bei elasti-
schen Stéfsen gilt:
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2 2 2 2
Aus beiden Gleichungen konnen die Unbekannten #, und u, bestimmt:

2 2 2 2
mv + myvy _ my + iy

2m, my — m,

u = v u; = entsprechend mit vertauschten Indizes.

= v,
my + my my + my

Gerader, inelastischer Stof3

Beim inelastischen Stofs wird kinetische Energie in Reibungs- oder Deformationsarbeit AW umgewandelt. Der oben
formulierte Energiesatz muss modifiziert werden:
myp | myvs _ mi | mous
22 =L 2 A,
2 2 2 2
Der Impulssatz in zuletzt zitierter Form behilt weiter seine Giitigkeit. Nach dem Stof tritt neben u; und u, eine
weitere Unbekannte AW auf, so dass eine Losung ohne zusitzliche Information nicht moglich ist.

Ein spezieller Sonderfall liegt vor, wenn die beiden Korper nach dem Sto3 mit einander verkoppelt bleiben und sich
mit gleicher Geschwindigkeit bewegen (v = u; = u, ). Nach dem Impulserhaltungssatz gilt:
myvy + myvy = (m +my) u .

Aus dieser Gleichung kann u bestimmt werden. Durch Einsetzen in den Energiesatz ist der Energieverlust AW fiir
diesen Sonderfall berechenbar.

2.5 Dynamik der Rotation

2.5.1 Energie und Trigheitsmoment

Auf den vorangehenden Seiten wurde die Dynamik der geradlinigen Bewegung erortert. Von
groBer technischer Bedeutung sind auch Drehbewegungen, zu deren Beschreibung eine Reihe
von Begriffen, wie Drehmoment, Drehimpuls, Trdgheitsmoment, eingefithrt werden. Bei Rota-
tionen tritt das zusitzliche Problem auf, dass nicht nur die Masse sondern auch deren rdumli-
che Verteilung eine Rolle spielt. Beispielsweise haben zwei Schwungrider gleicher Masse mit
verschiedenen Radien unterschiedliches Verhalten. Dieses hdngt mit dem Begriff Trégheits-
moment zusammen, der im Folgenden untersucht wird.

Rotationsenergie E,,, (Massenpunkt)

In rotierenden Massen, z. B. Schwungrddern, ist kinetische Energie gespeichert, die man
Rotationsenergie nennt. In diesem Abschnitt werden Drehungen mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit @ betrachtet. Fiir einen Massenpunkt der Masse m, der auf einem Kreis mit
dem Radius r rotiert, kann die Rotationsenergie berechnet werden (Bild 2-17a):

mv2

2 2
E. ;= — = % |: E,, z] =J=Ws. Rotationsenergie E,,; (2.45)

v gibt die Bahngeschwindigkeit an und @ die Winkelgeschwindigkeit.
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a) Drehachse

Bild 2-17 Zur Berechnung der Energie rotierender Massen:
a) Punktformige Masse
b) Ausgedehnter Korper, Massentragheitsmoment

Rotationsenergie E,,, (Korper)

In der Natur existieren keine Massenpunkte. Zur Berechnung der Rotationsenergie eines aus-
gedehnten Korpers wird Bild 2-17b benutzt. Der Korper rotiert um seine Drehachse mit der
Winkelgeschwindigkeit w. Gleichung 2.45 ist nicht anwendbar, da der Gegenstand nicht durch
einen einheitlichen Radius » gekennzeichnet ist. Zur Berechnung der Energie zerlegt man das
Volumen eines Koérpers in moglichst viele Massenelemente Am;, die jeweils den Abstand r;
von der Drehachse aufweisen. Fiir jedes Massenelement gilt:

2 2
Am;irew
A Ei =1t -
2
AE; stellt die Rotationsenergie des Elementes Am; dar. Die Gesamtenergie des Korpers erhilt
man durch Summation iiber alle Werte i:

2
@ 2
AE,, = EAEi == 24 Am; . (2.46a)
Bei sehr feiner Unterteilung des Korpers in Massenelemente wird aus der Summe ein Integral:
2
w 2
Eyor == [ r*dm. (2.46b)

Die Grenzen der Integration schlieen den gesamten Korper ein.

Massentrigheitsmoment J

Bei einem ausgedehnten Korper ist die Berechnung der Summe bzw. des Integrals oft kompli-
ziert. Man fiihrt die Abkiirzung J = f #*dm ein und schreibt fiir die Rotationsenergie:

2
E,, = J% |: E, z] =J=Ws Rotationsenergie E,; 2.47)
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Man nennt die GroBe J Massentrdgheitsmoment, fir welches keine einfache Gleichung ange-
geben werden kann:

J siche Tabelle 2.5 [J] =kg m?. Massentrigheitsmoment J (2.48a)

Die kinetische Energie Ej;, der gradlinigen Bewegung hat eine dhnliche Form wie die
Rotationsenergie E,,; in (2.47):

2
Eyin = m% [Ek,-n] =J]=Ws. Kinetische Energie £}, (2.36)

Ersetzt man in dieser Gleichung die Masse m durch das Tragheitsmoment ./ und die Geschwin-
digkeit v durch die Winkelgeschwindigkeit w, erhilt man die Rotationsenergie (2.47). Weitere
Analogien zwischen geradliniger und kreisformiger Bewegung sind in Tabelle 2.6 formuliert.

Die Berechnung der Tréigheitsmomente verschiedener Korper ist meist schwierig:
J=[r*dm= [ priav = [ [ [ pr’dedydz [J1=kgm®.  (2.48b)

Der Zusammenhang zwischen der Masse m und dem Volumen V ist durch die Dichte p = m/V
gegeben. In Tabelle 2.5 sind die Trigheitsmomente einiger Koper aufgefiihrt. Man beachte,
dass bei der Angabe auch die Drehachse festgelegt werden muss. Andert sich die Drehachse,
so dndert sich auch das Trigheitsmoment (siche: Steiner’scher Satz). Bei komplizierten Kor-
pern, die sich aus geometrisch einfacheren Teilen zusammensetzen, kann das Trigheitsmoment
in einzelne Summanden zerlegt werden. Das Triagheitsmoment eines Korpers ist gleich der
Summe der Tragheitsmomente der Teile in Bezug auf dieselbe Drehachse.

Tabelle 2.5 Massentrigheitsmomente J fiir verschiedene Korper

Korper Drehachse Tragheitsmoment J

Massenpunkt Abstand r m r2

Hohlzylinder, Wanddicke <<r  Lingsachse m r2

(r = Radius, / = Linge) Senkrecht zur m (2r2 +12/3)/4
Liangsachse, Mitte

Vollzylinder Léngsachse mr2/2

(r = Radius, / = Linge) Senkrecht zur mr2/4 +mi2/12
Léangsachse, Mitte

Kugel (» = Radius) Schwerpunkt 2m r2/5

Diinner Stab (/ = Linge) senkrecht zur Stabmitte m2/12

Quader (Volumen = x-y-z) x-Richtung durch m (y2 +2z2)/12

Schwerpunkt
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Verschiedene Drehachsen

Nach dem Steiner’schen Satz kann man das Tragheitsmoment J fiir parallel liegende Achsen
berechnen, wenn das Tragheitsmoment bei Drehung Jg um die Schwerpunktsachse bekannt ist.
Man denkt sich in diesem Fall die Drehbewegung aus zwei Anteilen zusammengesetzt. Zum
einen findet eine Rotation des Schwerpunkts statt, in dem die Masse vereint ist. Des Weiteren
rotiert der Korper um den Schwerpunkt mit der gleichen Winkelgeschwindigkeit. Das Trag-
heitsmoment .J besteht somit aus zwei Summanden:

J=Jg+ mrS2 . Steiner’scher Satz (2.49)

rs gibt den Abstand zwischen dem Schwerpunkt und der Drehachse an. Es existieren unend-
lich viele Achsen durch den Schwerpunkt, die zu verschiedenen Trégheitsmomenten J fithren.
Der Satz von Steiner erlaubt die Berechnung bei Parallelverschiebung einer Drehachse.

Haupttrigheitsachsen

Jeder Korper besitzt zwei zueinander senkrechte Achsen durch den Schwerpunkt, von denen
eine zum grofiten, die andere zum kleinsten Trigheitsmoment gehort. Zusammen mit einer
dritten Achse, die auf den beiden anderen senkrecht steht, werden drei Haupttragheitsachsen
gebildet. Jede Symmetrieachse ist auch Haupttragheitsachse. Durch Angabe der Tragheitsmo-
mente um diese Achsen, kann das Tragheitsmoment fiir beliebige Drehrichtungen berechnet
werden kann (Tensorrechnung).

Beispiel 2.5.1 (a)

Ein Schwungrad in Form einer Vollscheibe hat eine Masse von m = 1000 kg und einen Radius von r =2 m. Wie grof3

muss die Drehzahl sein, damit eine Energie von W =5 kWh gespeichert wird.

Die Rotationsenergie betriigt E,,, = Jo?> /2 mit J =mr® /2 (Tabelle 2.5 fiir Vollzylinder) und @ = 275 . Daraus
2 22 22 -1 po - kg m’ 1

folgt: E,,, = mr°mw™n” und n=|E,, /(mr"7n") =21,35s . Priifen der Einheiten: [h] = Tl s

s”-kg-m s

Beispiel 2.5.1 (b)

Welches Massentragheitsmoment Jg hat eine Kugel mit dem Radius 7 und der Masse m, welche an einer Schnur der

Lénge / im Kreis geschwungen wird.

Das Massentrégheitsmoment einer Kugel betrégt nach Tabelle 2.5: J = 2mr? /5. Die Drehachse ist um / verschoben
und nach dem Steiner’schen Satz gilt: Jg = 2mr? /5+ mi* .

2.5.2 Drehmoment

In Autoprospekten wird neben der Leistung das Drehmoment des Motors angegeben, das eine
wichtige technische Grofle bei Drehbewegungen darstellt.

Drehmoment M

Um ein Rad oder einen Korper in Rotation zu versetzen, ist eine Kraft erforderlich, die z. B.
mit Hilfe von Zahnridern oder Treibriemen iibertragen wird. Die Kraft muss eine Komponente
in tangentialer Richtung besitzen, da die Bahnbeschleunigung die gleiche Richtung aufweist.
Die Wirkung der Kraft " hdngt davon ab, in welchem Abstand » von der Drehachse sie an-
greift: die Wirkung wird durch das Produkt F7 bestimmt. Man bezeichnet deshalb diese GréB3e
als Drehmoment M-

M=rF [M]=Nm Drehmoment M (2.50a)

Es ist zu beachten, dass F die tangentiale Komponente der Kraft darstellt.
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Wirkung des Drehmoments

Die Wirkung eines Drehmoments wird zunéchst an einem Massenpunkt dargelegt, der sich auf
einer Kreisbahn bewegt. Die tangentiale Kraft 7' und die Bahnbeschleunigung a hingen wie
folgt zusammen:

F=ma.

Die Bahnbeschleunigung a lisst sich nach (2.24) durch die Winkelbeschleunigung ¢ ausdriicken:
a=ra. Man ersetzt @ und erhdlt: F=mra.

Multipliziert man beide Seiten mit 7, ergibt sich mit M= Fr:
M=Fr=mr?a. (2.51)

Auf der rechten Seite steht das Trigheitsmoment J = mr?2 fiir einen Massenpunkt. Damit erhélt
man folgende Gleichung, die als Wirkung eines Drehmoments M eine Winkelbeschleunigung
a aufzeigt:

M=Ja [M]=Nm. Drehmoment M (2.52)

Die Winkelbeschleunigung « ist also vom Drehmoment A und vom Tréigheitsmoment J ab-
hingig. Diese Beziehung wurde fiir einen Massenpunkt abgeleitet, sie ist jedoch ebenso fiir
ausgedehnte Massenverteilungen giiltig.
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Bild 2-18
L T Verlauf des Drehmomentes und der
Drehzah! nin 1/min 2000 Leistung am Beispiel eines Automotors

Drehmoment und Leistung

In Bild 2-18 sind Drehmoment und Leistung eines Automotors dargestellt. Leistung und Dreh-
moment dndern sich mit der Drehzahl. (Das Drehmoment sollte fiir einen Motor eines Fahr-
zeugs moglichst wenig von der Drehzahl abhéngen, damit auch bei kleinen Drehzahlen eine
gute Beschleunigung erreicht wird.)

Im Folgenden wird der Zusammenhang zwischen Drehmoment M und Leistung P abgeleitet.
Nach (2.35) gilt fiir die Arbeit:

dW = Fds,
sofern F und ds parallel gerichtet sind. Bei der Drehung betrégt der zuriickgelegte Weg s = rp
oder

ds = rdg.
Dies setzt man oben ein und erhdlt mit M = Fr:

dW = Frdp = Mdg.
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Die Leistung ist definiert als P = dW/dt. Mit w = dg/d¢ erhdlt man:

P= M(jj_(p = Mo. Leistung P und Drehmoment M (2.53)
t

In Bild 2-18 kann mit P = Mw aus der Leistungskurve die Drehmomentenkurve berechnet
werden und umgekehrt.

Getriebe

Motore werden zur Anderung der Drehzahl mit Getrieben ausgeriistet. Bei Vernachlissigung
der Verluste bleibt die {ibertragene Leistung konstant. Damit folgt aus (2.53), dass eine Erho-
hung der Winkelgeschwindigkeit @ eine Verringerung des Drehmomentes M zur Folge hat.
Ein Getriebe kann somit als Drehmomentenwandler bezeichnet werden.

Beispiel 2.5.2 (a)
Ein Automotor hat bei einer Drehzahl von » = 4000 1/min ein Drehmoment von M = 200 Nm.

Daraus kann die Leistung P berechnet werden: P = Mw = M27n = 83,8 kW.

Beispiel 2.5.2 (b)
Welche Kraft F wirkt auf einen Drehmomentenschliissel mit dem Hebelarm von » = 0,4 m, wenn ein Drehmoment von
M =50 Nm angezeigt wird?

Die Kraft F betrdgt: F =M /r =125 N.

Beispiel 2.5.2 (¢)

Ein Elektromotor hat ein Drehmoment von M = 1 Nm. Wie gro83 ist die Winkelbeschleunigung « einer angeschraubten
Schleifscheibe beim Anlaufen, wenn das Massentrigheitsmoment J = 0,01 kgm? betrigt. In welcher Zeit wird eine
Drehzahl von n = 10 s7! erreicht?

Die Winkelbeschleunigung betrigt: a = M /J =100 s2 mit w = 27n = at. Die Zeit betrdgt 1 = 2wn/a = 0,628 s.

2.5.3 Drehimpuls

Bisher wurden zwei grundlegende Naturgesetze in Form von Erhaltungssitzen beschrieben:
der Energie- und Impulssatz. Bei der Untersuchung von Drehbewegungen findet man einen
dritten Erhaltungssatz: den Drehimpulssatz.

Definition des Drehimpulses L

Eine Masse m mit der Geschwindigkeit v besitzt den Impuls p = mv. Entsprechend schreibt
man einem Korper mit dem Tragheitsmoment J und der Winkelgeschwindigkeit w einen Dreh-
impuls L zu (Tabelle 2.6):

L=Jow. Drehimpuls L (2.54a)

Es sei daran erinnert, dass bei der kinetischen Energie und der Rotationsenergie die Gleichungen
ineinander umgewandelt werden, indem v durch @ und m durch J ersetzt wird. Man erhélt formal
den Drehimpuls L aus dem Impuls p durch die gleiche Substitution. Ein allgemeiner Vergleich
zwischen geradliniger und kreisformiger Bewegung ist in Tabelle 2.6 zusammengefasst.

Drehimpuls L (Massenpunkt)

Fiir eine punktformige Masse auf einer Kreisbahn kann (2.54a) vereinfacht werden. Das Trag-
heitsmoment betréigt J = mr2. Mit @ = v/r erhélt man fiir den Drehimpuls L:
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L=rmv=rp. Drehimpuls L (2.55)

Erhaltung des Drehimpulses

Die Analogie zwischen Impuls p und Drehimpuls L zeigt sich auch darin, dass der Drehimpuls
in abgeschlossenen Systemen erhalten bleibt:

In einem abgeschlossenem System bleibt der Gesamtdrehimpuls Leeogqp konstant:

Lgesame = const. Drehimpulserhaltung (2.56)

Anwendungen

In der Technik sind die Konsequenzen des Drehimpulssatzes hdufig erkennbar. Vor dem Start
eines Hubschraubers ist der Drehimpuls null. Beginnt sich der Rotor rechts herum zu drehen,
so dreht sich der Rumpf des Hubschraubers links herum. Der Drehimpuls des Rotors (@ posi-
tiv) wird durch den Drehimpuls des Rumpfes (w negativ) kompensiert. Die Drehung des
Rumpfes ist natiirlich unerwiinscht. Sie wird deshalb durch die Wirkung eines zusitzlichen
Propellers verhindert. Ahnlich dreht sich eine eingeschaltete Bohrmaschine entgegengesetzt
zum rotierenden Anker, wenn man sie nicht festhilt.

Anderung des Drehimpulses

Der Drehimpuls eines Systems #dndert sich bei Wirkung &uflerer Krifte oder Drehmomente.
Durch Differenzieren von (2.54a) ergibt sich folgender Zusammenhang:

dL
m =M. Drehimpuls und Drehmoment (2.57a)

Das Drehmoment M ist gleich der zeitlichen Anderung des Drehimpulses L. Die Gleichung
steht in Analogie zum Newton schen Grundgesetz dp/dt = F (2.25b).

Beispiel 2.5.3
An einem rotierenden Rad (Drehzahl n;, Massentrégheitsmoment J ) wird ein gleiches Rad angekuppelt. Mit welcher
Drehzahl n, rotieren beide Rader?

Der Drehimpuls bleibt erhalten: L, = J2zn, = 2J27n, = L,. Daraus folgt n, = n; /2.

2.5.4 Vergleich: geralinige Bewegung und Drehbewegung

Es besteht eine Analogie zwischen den Gleichungen der geradlinigen und kreisférmigen Be-
wegung, die in Tabelle 2.6 zusammengefasst ist. Um die Drehbewegung zu beschreiben, er-
setzt man in den Gleichungen der geradlinigen Bewegung folgende Begriffe: Weg s durch
Winkel ¢ , Geschwindigkeit v durch Winkelgeschwindigkeit w, Beschleunigung a durch Win-
kelbeschleunigung o, Masse m durch Massentragheitsmoment J, Kraft /' durch Drehmoment
M, usw..
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Tabelle 2.6 Analogie zwischen geradliniger Bewegung und Drehbewegung
Translation Gleichung Einheit Rotation Gleichung Einheit
Weg s m Winkel ] rad
Geschwindigkeit v = ds/dt m/s Winkelgeschw. o = do/dt rad/ =1/s
Beschleunigung a=dv/dt m/s2 Winkelbeschl. a=dw/dt rad/s? = 1/s2
Masse m ke Tréigheitsmom. J= frzdm kgm?
Kraft F=ma=dp/dt  N=kgm/s? Drehmoment M= Jo=dL/dt Nm
Elast. Kraft F=cs [c]=N/m Elast. Moment M = D¢ [D]=Nm
Impuls p=my kgm/s = Ns Drehimpuls L=Jow kgm?/s = Nms
Arbeit w = [ Fds Nm=J=Ws | Arbeit W= [ Mdp Nm=J=Ws
Kin. Energie E=mv2/2 Nm=]J Kin. Energie E=Jw?? Nm=]J
Elast. Energie E=cs22 Nm=]J Elast. Energie E=Dg?2> Nm=]J
Leistung P=dw/dt=Fv W=1J/s Leistung P=dw/dt=Mw W=1]/s

2.5.5 Vektorielle Formulierung

Eine Reihe von Grofen der Drehbewegung sind Vektoren sind, z. B. Winkelgeschwindigkeit @, Winkelbeschleuni-
gung ¢, Drehmoment M, Drehimpuls L. Im Folgenden sollen einige Gleichungen zur Dynamik der Rotation prizi-
ser formuliert werden als bisher.

Winkelgeschwindigkeit

Die Winkelgeschwindigkeit w kann aus der Tagentialgeschwindigkeit v und dem Radius 7 ermittelt werden:

vV=wr.

(2.58)

Man kann die Winkelgeschwindigkeit als einen Vektor & ansehen, dessen Richtung parallel zur Drehachse liegt. Bei
einem rotierenden Massenpunkt steht @ senkrecht zum Radius 7 und zur Geschwindigkeit V. Gleichung 2.58a kann
unter Berticksichtigung von Bild 2-19 als Vektorprodukt (Kreuzprodukt) geschrieben werden:

=@ x7 (2.58b)

In dhnlicher Weise wird die Winkelbeschleunigung @ als Vektor dargestellt.

Drehachse

o
w

all

<4

Bild 2-19
Winkelgeschwindigkeit & als Vektor

Drehmoment

Die Uberlegungen, die zum Vektorbegriff bei der Winkelgeschwindigkeit fiihren, sind auch beim Drehmoment an-
wendbar. Das Drehmoment stellt einen Vektor mit einer Richtung parallel zur Drehachse dar. Analog zur Winkelge-
schwindigkeit wird somit aus der skalaren Gleichung M = rF eine Vektorgleichung formuliert:

M=FxF. (2.50b)
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Durch diese Gleichung ist erstens sichergestellt, dass das Drehmoment M senkrecht zu 7 und F steht. Zweitens
wird erreicht, dass durch das Vektorprodukt nur die Kraftkomponente senkrecht zum Radius 7 zur Wirkung kommt,
d. h. die Tangentialkraft.

Kriftepaar

Krifte, die an einem starren Korper angreifen, sind Vektoren und damit 'linienfliichtig'; sie konnen beliebig ldngs ihrer
Wirkungslinie verschoben werden. Der Begriff 'Angriffspunkt' hat demnach keine Bedeutung. Als Krdftepaar be-
zeichnet man zwei gleich grof3e, aber entgegengesetzt gerichtete Krifte +F und —F , der Abstand der Wirkungslinien
sei 5. Die Resultierende der Krifte ist null und es erfolgt keine Translationsbewegung. Allerdings entsteht ein Dreh-
moment M , das eine Rotation um den Schwerpunkt zur Folge hat:

M=5x F oder M=(#i-%)xF. (2.59)

Die Angriffspunkte der Krifte, die beliebig auf den Wirkungslinien wiéhlbar sind, werden mit den Ortsvektoren 7 und
7 bezeichnet. Die Gleichgewichtsbedingung der Statik fordert, dass die Summe der Krifte (>, F = 0) aber auch die
Summe der Drehmomente oder Kriftepaare ( > M = 0) gleich Null ist.

Drehimpuls

Auch der Drehimpuls ist ein Vektor parallel zur Winkelgeschwindigkeit @:

L=Jd. Drehimpulsvektor (2.54b)

Dieser Ausdruck kann mit der vektoriellen Form des Drehmomentes verglichen werden:

a=J —. Drehmomentvektor M

(2.57b)

Das Drehmoment 3/ ist somit durch die zeitliche Anderung des Drehimpulses L gegeben. Dieser Ausdruck beinhal-
tet den Satz von der Erhaltung des Drehimpulses. Ohne duBere Krifte gilt: M=0unddL /dt = 0: der Drehimpuls L
ist konstant. Der Ausdruck wird auch Grundgesetz der Dynamik der Rotation genannt. Anwendung findet man beim
Verhalten des Kreisels.

2.5.6 Kreisel

Jeder rotierende Korper kann als Kreisel bezeichnet werden. Die Drehbewegung kann sehr kompliziert sein, so dass im
Folgenden nur die wichtigsten Eigenschaften niedergelegt werden. Bei symmetrischen Kreiseln sind die Tragheitsmo-
mente um zwei Hauptachsen gleich grof3; ein Beispiel dafiir ist ein rotationssymmetrischer Korper.

Kriftefreier symmetrischer Kreisel

Relativ einfach sind Rotationen von Kreiseln ohne duflere Krifte. Kriftefreiheit wird dadurch erzielt, dass der Kreisel
im Schwerpunkt gelagert oder kardanisch aufgehéngt ist. In diesem Fall ist der Drehimpuls L konstant. Erfolgt die
Rotation des symmetrischen Kreisels um seine Figurachse, so sind @ und L parallel und in Richtung der Drehachse.

Nutation

Erhilt ein sich um die Figurachse rotierender kriftefreier Kreisel einen StoB3 senkrecht zur Drehachse, dndert sich der
Drehimpuls. Drehachse und Figurenachse stimmen nicht mehr iiberein. Vor dem Sto8 war der Drehimpuls Zl ; durch
den Stof} wird der Drehimpuls Zz iibertragen. Danach ist der Kreisel wieder kréftefrei und der neue Drehimpuls L
bleibt als einzige Grofle raumfest. Zur Analyse der Bewegung werden die beiden Komponenten Zq und ZZ betrachtet;
sie liegen parallel und senkrecht zur Figurachse (Bild 2-20). Dividiert man diese Komponenten durch die entsprechen-
den Trigheitsmomente, die verschieden sind, erhdlt man die Komponenten @;, @, und daraus die resultierende Win-
kelgeschwindigkeit @ . Die Konstruktion nach Bild 2-20 ergibt, dass die Figurachse, der raumfeste Drehimpuls L und
die Drehachse (@) in einer Ebene liegen. Diese Ebene rotiert um den raumfesten Drehimpuls L. Dabei beschreibt die
Figurachse eine kreisende Bewegung, die man Nutation nennt.
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raumfester Drehimpuls'I:

Figurenachse

+

-

mome ntane Drehachse

Bild 2-20

Zur Nutation. Zerlegung der Winkel-
geschwindigkeit @ und des

w, Drehimpulses L in Komponenten

b)

- T -

Bild 2-21  Zur Prizession.
a) Das durch F erzeugte Drehmoment ist proportional zur Anderung des Drehimpulses (M ~ddL ).

b) Prizession durch das Eigengewicht eines Kreisels

Wirkung von Kriften (Prizession)

Die Wirkung einer Kraft auf einen Kreisel soll an Hand von Bild 2-21a beschrieben werden. Auf einen Kreisel, der an
der Stelle x gelagert ist, wirkt elne Kraft F . Sie erzeugt ein Drehmoment M=7xF (2.50b), das senkrecht zu 7
und F zeigt. Der Drehimpuls L des Kreisels ist parallel zu 7, und das Drehmoment M w1rkt senkrecht zu L. Da
das Drehmoment glelch der zeitlichen Anderung des Drehlmpulses ist ( M=dL /dt), zeigt M in Richtung der Dreh-
impulsédnderung dL. Der neue Drehimpuls I'=L+dL ist somit nach Bild 2-21a genau so grof3 wie der alte (ﬂ),
allerdings ist er um den Winkel d¢ verdreht. Das bedeutet, dass die Drehachse rotiert. Man kann also folgendes fest-
stellen: Greift an einem Kreisel eine Kraft an, bewirkt diese eine Ausweichbewegung senkrecht zur Kraft und senk-
recht zur Kreiselachse. Man nennt diese Drehung des Kreisels Prdzession. Eine Priazession kann auch durch das Eigen-

gewicht des Kreisels nach Bild 2-21b auftreten.
Aus Bild 2-21 kann man die Winkelgeschwindigkeit dg/dz der Prizession berechnen:
dL  Mdt d(p M M

dp="p="7 o =TT
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Kreiselkompass

Man denke sich einen Kreisel am Aquator in Position 1 aufgestellt (Bild 2-22). Nach einer gewissen Zeit hat sich die
Erde weitergedreht, in Position 2 ist der Drehimpuls des Kreisels etwas verkippt, d. h. es treten eine Drehimpulsiande-
rung dL und ein Drehmoment M ~dL auf. Dieses Drehmoment zeigt auf den Erdmittelpunkt und bewirkt eine
Prizessionsbewegung, so lange bis die Drehachse des Kreisels parallel zur Erdachse steht. Dann ist der Kreisel krifte-
frei, und er bleibt in dieser Position. Ein Kreiselkompass zeigt also im Gleichgewicht stets in Richtung der Erdachse.

r

Bild 2-22
Der Kreiselkompass stellt sich
parallel zur Drehachse der Erde ein.
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3 Mechanik deformierbarer Medien

3.1 Deformation fester Korper

Festkorper bestehen aus Atomen und Molekiilen, die durch Ionen-, kovalente oder andere
Bindung zusammengehalten werden. Unter dem Einfluss von dufleren Kriften werden Fest-
korper deformiert. Dabei verdndert sich der Abstand der Molekiile. Die Verformung ist rever-
sibel oder elastisch, wenn sie nach Beendigung der Kraftwirkung wieder vollstidndig zurtick-
geht. Bleibende Forméinderungen nennt man irreversibel oder plastisch.

In der Praxis unterscheidet man vier Arten von Deformationen: Langsdehnung, Querdehnung,
allseitige Kompression und Scherung. Diese Einteilung dient zur Untersuchung und Definition
wichtiger mechanischer KenngréBen, wie Elastizitdtsmodul E, Querdehnungszahl v, Kompres-
sionsmodul K und Schubmodul G. Etwas anders ist die Einteilung in elementare Belastungsfil-
le: Zug oder Druck, Scherung, Biegung und Torsion. Im folgenden Abschnitt geht es um das
Verhalten wichtiger mechanischer Bauelemente, welches durch die oben zitierten KenngréBen
bestimmt wird.

3.1.1 Dehnung
Normalspannung

Zur Beschreibung der Deformation von Korpern bei Zug oder Druck betrachtet man einen
Stab der Lange / mit der Querschnittsfliche 4, der an einem Ende fest eingespannt ist (Bild
3-1). Die Kraft F,, wirkt senkrecht auf eine der parallelen Endfldchen. Damit entsteht die Span-
nung oder genauer die Normalspannung o.

o=-"21 [o]=—. Normalspannung ¢ 3.1
A m?
/ D— A Bild 3-1
4 - r T il £ Bei Wirkung einer Kraft F, bzw.
4 d d+Ad —i—"-—- einer Spannung o = F,, / 4 treten
2 ________ jr P S |, o=F/A  aneinem Stab eine Anderung der
/ L Lange A/ >0 und der Dicke
|

Ad <0 auf

Die Spannung o fiithrt zu einer Léngendnderung Al. Man bezeichnet die relative Léngen-
dnderung als Dehnung e:

e=— [e] =1. Dehnung ¢ (3.2)
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Dehnung (Hooke sches Gesetz)

Im elastischen Bereich ist das Hooke 'sche Gesetz giiltig: Spannung ¢ und Dehnung ¢ sind
proportional zueinander:

o=E¢ [EF]=—. Elastizititsmodul £ 3.3)

Die Proportionalititskonstante nennt man Elastizitétsmodul E mit der Einheit [E]=N/m2
(Tabelle 3.1). In Bild 3-2a ist die Spannung ¢ und Dehnung ¢ bei einem Zugversuche an Stahl
dargestellt. Im linearen Bereich ist das Verhalten des Werkstoffes elastisch und der Anstieg
der Spannungs-Dehnungs-Kurve do/de ergibt den Elastizititsmodul £ = do/de. Bild 3-2b zeigt
einen unstetigen Ubergang zum plastischen Bereich.

a) b)
=1 |_._ Plastischer Bereich | . Plastischer Bereich
1000 —
<l Pl b
NE Bruch 2
E El 2
= s
c 5 2 o
5 E=do/de=210" N/mm 0 E=do/de
(=]
c
3
=i
[ =
m
[= 5
7]
I ) 1 1 1 1 1 1
0 5
Dehnunge in % Dehnunge

Bild 3-2 Spannung-Dehnung-Diagramm als Ergebnis eines Zugversuches:
a) Stetiger Ubergang vom elastischen zum plastischen Bereich bei Stahl.
b) unstetiger Ubergang

Querdehnung

Bei der Dehnung eines Stabes mit quadratischem Querschnitt verringert sich nach Bild 3-1 die
Dicke dum Ad. Die relative Dickenédnderung ¢,

_Ad

Sq J

(3.4)

. . D . . Al
hingt im elastischen Bereich linear mit der relativen Ldngenidnderung & = vE zusammen:

3

gy =—VvE=——. Querdehnungszahl v (3.5)
u
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Die dimensionslose GroBBe v ist die Querkontraktions- oder Querdehnungszahl (Tabelle 3.1).
Der Kehrwert u=1/v ist die Poisson’sche Zahl. Das Minuszeichen kennzeichnet, dass Ad
und &, bei Zug negativ und bei Druck positiv sind.

Durch die Dehnung eines Stabes mit quadratischem Querschnitt nach Bild 3-1 dndert sich das
Volumen V'um AV:

AV

7=(ar+Aar)2 (I+Al)—d2Al . (3.6)
Hinter dem letzten Gleichheitszeichen wurden kleine GroBen Ad-Al und (Ad)? vernachlis-
sigt. Mit ¥ = d2/ erhilt man fiir die relative Volumenénderung AV /V:

AV Al _Ad
—=—42—=(- 2v)g . Volumeninderung AV /V (3.7)
14 / d E
Kompressibilitit

Die Volumenidnderung bei einseitiger Belastung eines Stabes oder Quaders ist durch (3.7)
gegeben. Wird auf einen Korper von allen Seiten ein gleichméBiger Druck, z. B. ein hydrosta-
tischer Druck, ausgeiibt, so entsteht eine dreimal so grole Volumeninderung. Die Verkniip-
fung zwischen Druckerh6hung Ap und Spannung o lautet Ap =—0 , und man erhélt:

AV A
N =-3(1- ZU)?p =—KkAp. Kompressibilitit k (3.9)
Die Kompressibilitdt k ist mit dem Kompressionsmodul K tiber die Gleichung
1 E 1 N
K=—= = =Pa= — 3.9
x 3(1—20) L 1=5, [K1=Pa= (39

verkniipft. Der Kompressionsmodul K ist analog zum Elastizititsmodul £ definiert. Statt der
relativen Langendnderung wird die relative Volumenidnderung betrachtet. Daher sind auch die
Einheiten von F und K gleich (Tabelle 3.1). Das Minuszeichen in (3.8) bestitigt, dass das
Volumen durch Druck verkleinert wird. Daher gilt v< 0,5, was in Ubereinstimmung mit Ta-
belle 3.1 steht.

Tabelle 3.1 Elastische Konstanten einiger Festkorper: E = Elastizitdtsmodul,
v = Querdehnungszahl, K = Kompressionsmodul, G = Schubmodul,
&g = Bruchdehnung, o= Zugfestigkeit

Material E Y K G B op

109 N/m?2 109N/m2 109 N/m2 109 N/m?
Duralumium 77 0,34 75 27 0,04 0,50
V2A-Stahl 195 0,28 170 80 0,45 0,70
a-Eisen 218 0,28 172 84 0,5 0,10
Cu, kaltverf. 126 0,35 140 47 0,02 0,45
Messing, 100 0,38 125 36 0,05 0,55
Pb 17 0,44 44 55...75 0,014
Glas 76 0,17 38 33 0,09
Eis,~4°C 9,9 0,33 10 3,7
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Beispiel 3.1.1
Ein Draht der Linge / = 0,815 m mit einer Querschnittsfliche von 4 = 1 mm? dehnt sich bei Belastung mit m = 10,00
kgum A/ = 0,41 mm. Wie grof} ist der E-Modul £?
F, /4 /A /
Esgilt:E=£= n! 2 _ Mgl _ g
e Alll Alll Al-4

=195-10° N/m?.

3.1.2 Anwendungen, Belastung

Biegung von Trigern

Bild 3-3a zeigt einen Balken der Linge /, der an einer Seite eingespannt ist. Die Durchbiegung d bei Belastung am
freien Ende durch die Kraft F kann wie folgt berechnet werden:

PF
-2 (3.10)

a) b)
/ I
7
iy
Z
a

Bild 3-3 Durchbiegung von Trigern: a) einseitige Einspannung. b) Zweiseitige Halterung

Bei zweiseitiger Einspannung des Balkens ist die Durchbiegung geringer. Wirkt die Kraft in der Mitte des Balkens,
errechnet sich die Durchbiegung d zu:
_ PF
192E1

(3.11)

Das Flachentragheitsmoment / fiir einen Balken mit rechteckigem Querschnitt der Hohe /4 und der Breite b berechnet
sich zu:

m3b
=—. 3.12
B (3.12)
Fiir einen runden Querschnitt mit dem Radius r ergibt sich:
4
r
I=—. 3.13
2 (3.13)

Oft wird der Elastizitdtsmodul E eines Materials dadurch gemessen, dass ein Stab auf zwei Schneiden gelegt und in der
Mitte belastet wird (Bild 3-3b). Die beiden Seiten sind nicht eingespannt und man erhélt in Abweichung von (3.11):
_PF
48ET

(3.14)

3.2 Statik der Fliissigkeiten und Gase

Festkorper haben durch ihren kristallinen Aufbau nahezu feste Gestalt und konstante Dichte.
Die geringe Deformation unter der Wirkung von Kréften ist im letzten Abschnitt beschrieben.
Auch Flissigkeiten besitzen weitgehend eine konstante Dichte. Die Molekiile sind jedoch
untereinander schwach gebunden, so dass sich die Form der Fliissigkeit leicht &dndert. Gase
haben dagegen kein festes Volumen; sie fiillen jeden verfiigbaren Raum aus und sind leicht
komprimierbar. In diesem Abschnitt tiber Hydro- und Aerostatik werden die mechanischen
Eigenschaften von ruhenden Fliissigkeiten und Gasen beschrieben.
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3.2.1 Druck und Kompressibilit:it
Druck

Unter dem Einfluss von Kriften sind Molekiile in Fliissigkeiten und Gasen frei verschiebbar.
Zur Beschreibung der Krifte in Fliissigkeiten und Gasen dient der skalare Begrift Druck p. Er
ist definiert als Quotient aus der Kraft F, die senkrecht auf der Flache A wirkt, und der Fliche
A. Bei inhomogenen Verhéltnissen muss 7 und 4 durch d¥ und d4 ersetzt werden:

F dr
p= i oder genauer p = u [p] =—=Pa. Druck p 3.15)

Der Druck p in einem Gas oder einer Fliissigkeit ist in alle Raumrichtungen gleich.

Der Druck ist ein Skalar mit der Einheit [p] = Pascal = Pa = N/m2. Neben Pascal wird auch
die Einheit 1 bar = 105 Pa verwendet.

Der Druck p nach (3.15) entspricht weitgehend der Definition der Normalspannung o fiir feste
Korper (3.1); der Unterschied liegt im Vorzeichen: p=—0 .

Kompressibilitiit

Druckerhohungen bewirken bei Fliissigkeiten eine geringe und bei Gasen eine hohe Abnahme
des Volumens V. Die relative Volumenianderung AV /V ist proportional zur Druckénderung
Ap und es gilt wie bei Festkorpern (3.8):

AV 1 m? -

= kA K|l=—=—. Kompressibilitit « 3.16
7z p [e]=5= p (3.16)

. A AV
Fiir die relative Anderung der Dichte p = % gilt 2P 5 Daraus folgt:
P
AP _en [x] L _m? Kompressibilitit « 3.17
= =—=— 1 .

- P Pa_ N p (3.17)

Werte fiir die Kompressibiltitit von x von Festkorpern, Fliissigkeiten und Gasen sind in Tabel-
le 3.2 zusammengestellt. Im Gegensatz zu Gasen konnen Festkorper und Flussigkeiten als
nahezu inkompressibel angesehen werden. Fiir ideale Gase mit dem Druck p erhélt man fiir die
isotherme Kompressibilitét x (Abschnitt 5.1):

K=—. Isotherme Kompressibilitit « (3.18)

Isotherm bedeutet, dass die Temperatur bei der Kompression konstant gehalten wird.

Tabelle 3.2 Kompressibilitit x einiger Festkorper, Fliissigkeiten und eines idealen Gases

Festkorper K Flissigkeiten K Ideales Gas K
10-11 Pa-1 (20°C) 10-9 Pa-l Druck in Pa Pa-!
Al 1,33 Wasser 5 104 104
V2A-Stahl 0,59 Glycerin 0,222 105 10-5
Messing 0,80 Hg 0,039 106 10-6




48 3 Mechanik deformierbarer Medien

Beispiel 3.2.1 (a) Bei einer Luftpumpe wird eine Kraft von F' = 200 N ausgeiibt. Der Durchmesser des Zylinders der
Pumpe betrigt d = 2 cm. Welcher Druck wird erzeugt?

F _ 4F
Der Druck betrégt: p = —=——>=6,37-10° Pa = 6,37 bar .
A ad

Beispiel 3.2.1 (b) Wie stark erhoht sich die Dichte des Wassers in einer Tiefe von 1 km?

Der Wasserdruck steigt jede 10 m um etwa 1 bar = 105 Pa. In 1000 m Tiefe herrschen also 107 Pa.
Die relative Anderung der Dichte betréigt: Ap/p =kAp . Mit k =5-10"° Pa~! und Ap =107 Pa erhilt man
Ap/p=KAp=0,05=5%.

Beispiel 3.2.1 (¢) Welche Kraft wirkt auf den Deckel eines Einmachglases von d = 10 cm Durchmesser, wenn der
Innendruck praktisch gleich Null ist (genauer: mindestens gleich dem Dampfdruck des Wassers)?

F=pA=pnd®/4=10°-7-1072/4 N =785 N (entspricht der Gewichtskraft von 78,5 kg!).

3.2.2 Druck in Fliissigkeiten

Druck

In den folgenden Abschnitten wird das Verhalten von Fliissigkeiten und Gasen unter Druck
getrennt behandelt, da starke Unterschiede in der Kompressibilitit « vorliegen (Tabelle 3.2).

Druckausbreitung

Setzt man eine Fliissigkeit (z. B. Bremssystem beim Auto) unter Druck, breitet er sich nach
allen Seiten gleichméBig aus. Eine Anwendung dieser Tatsache findet man bei der Aydrauli-
schen Presse. Man driickt mit der relativ geringen Kraft 7 auf den Kolben mit der Quer-
schnittsfliche A4; (Bild 3-4). Der Druck p ist im System konstant und auf den groeren Kolben
mit der Fliche A4, entsteht die Kraft F :

—ﬂ=& und h_4

p= 4 A A = 4 Hydraulische Presse 3.19

Die Kraft wird also im Verhiltnis der Kolbenquerschnitte vergrof3ert.

Nach einem dhnlichen Prinzip arbeitet ein Druckwandler. In der Anordnung nach Bild 3-5 sind
die Krifte, die von rechts und links auf den Kolben wirken, gleich. Man erhilt fiir das Verhilt-
nis der Drucke p;/ p, beim Druckwandler:

p_ A
—=— Druckwandler 3.20
4 (3.20)
F,
F, e
* 777/ 7777) A ———=
A7 — — — =—=s E——
1__ — — — — F:_:p1_ él:p'z::F
Bild 3-4 Bild 3-5

Prinzip der hydraulischen Presse (Kraftwandler) Prinzip eines Druckwandlers
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Schweredruck

In einer Flissigkeit tiben die oberen Schichten eine Gewichtskraft auf die tieferen Schichten
aus. Damit entsteht ein Druck p (Bild 3-6). Auf das waagerechte Fldchenstiick 4 in der Tiefe £
lastet das Volumen V = 4k und die Masse m = pAh, wobei p die Dichte der Fliissigkeit
angibt. Damit resultiert fiir den Schweredruck p = F/4 = mg/A:

p=pgh. Schweredruck p (3.21a)

Der Schweredruck p héngt also nur von der Flussigkeitstiefe /4 ab, nicht aber von der Gefi3-
form. Er betrdgt in 10 m Wassertiefe mit p =103kg/m3:

p=9,81-104Pa=105Pa =1bar.

______ P=pgh Bild 3-6
Schweredruck in einer Flissigkeit p = pgh

Druckmessung

Der Druck in Gasen kann mit einem U-Rohr, das mit einer Fliissigkeit mit der Dichte p ge-
fiillt ist, gemessen werden. Wirkt auf beiden Seiten des Rohres ein unterschiedlicher Druck p;
und p,, wird die Druckdifferenz p; — p,, aus dem Ho6henunterschied der Fliissigkeitssdulen
h = hy — b ermittelt:

p—p2=pgh.
Ublich sind Hg- oder HyO-Manometer. Friiher gab man die Druckdifferenz direkt in mm

Quecksilbersdule (Torr), mm Wassersdule (mmWs) oder m Wassersdule (mWs) an. Mit den
Dichten fiir H,O ( p =1000 kg/m3 ) und Hg ( p =13550 kg/m3 ) erhélt man mit (3.21a):

105Pa =1 bar =10,2 mWs =750 Torr . Druckeinheiten (3.21b)

Der Luftdruck (um 1 bar) kann gemessen werden, indem man eine Seite eines Hg-Manometers
evakuiert, d. h. pp=0und p; = Luftdruck.

Andere Manometer enthalten als Bauteil eine Membran, die sich unter der Wirkung des
Druckes verformt. Die Verformung wird mechanisch auf eine Skala iibertragen. Zur Messung
des Luftdruckes verwendet man einen luftleeren Blechbehélter. Ein Roéhrenfedermanometer
besteht aus einer zu einem Kreis gebogenen Rohre, die an einem Ende abgeschlossen ist. Am
anderen Ende wird die Druckleitung angebracht. Unter der Wirkung des Druckes biegt sich die
Rohre etwas auf und bewegt einen Zeiger. Elektrische Messverfahren zur Messung des Drucks
nutzen folgende Prinzipien: piezoelektrischer Effekt, Kapazitits- und Widerstandsdanderungen
sowie Dehnungsmessstreifen.
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Saugpumpe

Die Wirkung einer Saugpumpe ist durch den dufleren Luftdruck begrenzt. Zur Erkldrung stellt
man sich ein U-Rohr vor. An der einen Seite erzeugt eine Pumpe einen Unterdruck mit p, = 0,
auf der anderen wirkt der Luftdruck p; = 1 bar. Die maximale Saughé6he bei einer Fliissigkeit
mit der Dichte p berechnet man aus dem Schweredruck (3.21):

n=2L"

pg
Fiir Wasser erhilt man mit p =1000 kg/m3 eine maximale Saughéhe von # = 10 m.

Beispiel 3.2.2 Bis zu welcher Tiefe darf ein Forschungs-Unterseeboot tauchen, wenn es einen Uberdruck von
Ap = 120 bar aushalt?

Es gelten p = pgh und h= p/(pg) =1223 m (mit Ap =120-10° N/m? und p =1000 kg/m?).

3.2.3 Druck in Gasen

Die Eigenschaften von Gasen werden ausfiihrlich in der Warmelehre behandelt (Kapitel 5).
Gase besitzen weder feste Gestalt noch festes Volumen; sie nehmen jeden ihnen zur Verfii-
gung stechenden Raum ein. Im folgenden Abschnitt wird der Druck p in Gasen bei konstanter
Temperatur T beschrieben.

Druck und Volumen

Ein Gas iibt auf die Winde eines Gefilles einen Druck aus. Fiir den Zusammenhang zwischen
Druck p und Volumen ¥ gilt fiir ideale Gase das Gesetz von Boyle-Mariotte (Abschnitt 5.1.2):

pV =const. bei T=const.. Isotherme Kompression (3.22)

Das Produkt aus Druck p und Volumen V eines eingeschlossenen Gases ergibt stets den glei-
chen Wert, sofern die Temperatur T konstant bleibt.

Einen Vorgang bei konstanter Temperatur nennt man isotherm. Wenn die Temperatur nicht
konstant bleibt, entstehen dadurch zusitzliche Volumeninderungen.

Dichte

Die Dichte ist als p= % definiert, wobei m die Masse und V das Volumen darstellen. Setzt

man diese Beziehung in (3.22) ein, erhélt man bei konstanter Masse m:

§= const. bei T = const. Isotherme Kompression 3.23)

Die Dichte p eines isothermen Gases ist seinem Druck p proportional.

Schweredruck

Volumen ¥V und Dichte p von Fliissigkeiten sind weitgehend unabhingig vom Druck p. Daher
wird der Schweredruck durch die Gleichung p = pgh beschrieben. Trigt man den Druck in
einem See in Abhingigkeit von der Wassertiefe / auf, so erhélt man einen linearen Zusam-
menhang nach Bild 3-7a. V6llig anders verhélt sich der Druck in der Lufthiille mit zunehmen-
der Hohe. Der Unterschied liegt darin, dass die oberen Luftschichten durch ihren Druck die
unteren komprimieren.
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a) b)
0 Druck in bar 1

[
(=]
1

Stratosphére

Tiefe inm
Héhe in km
S

Tropospéahre

0 Druck inbar 1

Bild 3-7  Schweredruck in inkompressiblen und kompressiblen Medien:
a) Wasser, linearer Zusammenhang, b) Lufthiille, exponentieller Zusammenhang

Luftdruck

Da die Dichte p in der Lufthiille nicht konstant ist, kann die Gleichung fiir den Schweredruck
p = pgh nur auf eine sehr diinne Luftschicht angewendet werden. Wir betrachten eine Schicht
in der Hohe /# mit der Dicke dA, innerhalb welcher der Druck um dp fillt:

—dp=pgdh. Mit P_ const. (3.23) oder P_Po wird daraus: dp=—&pgdh .
P p Po

Po

Dabei sind py und py Druck und Dichte an der Erdoberfliche (7 = 0). Die Integration dieser
Differentialgleichung liefert:

Ldp _ po f dx p__p
f—=——0gfdh. Mit f—=lnx erhélt man: 1n—=——0gh.
n P Po 7 X Po p

Da elnx = x ist, ergibt sich fiir den Luftdruck p in Abhingigkeit von der Héhe 4 die barome-
trische Hohenformel.:

_pogh

R Luftdruck p (3.24)

Die Druckverteilung in Gasen ist damit grundsitzlich anders als in Flissigkeiten. Mit zuneh-
mender Hohe 4 féllt der Luftdruck p exponentiell ab (Bild 3-7b). Bei der Ableitung wurde
angenommen, dass die Temperatur T in der Lufthiille konstant ist. Dieses ist natiirlich nur eine
grobe Niherung. Fiir die Druckabnahme in Gebirgen bedient man sich gern einer linearen
Néherung als Faustregel: Bei 10 m Hohenunterschied nimmt der Luftdruck um 1,2 mbar = 1,2
hPa ab.

Beispiel 3.2.3 (a) Eine Pressluftflasche mit /; = 40 Liter und p; = 60 bar werden entleert. Wie viele Liter /, stromen
aus?
Es gilt pV = const. (bei T const.)und pV; = p,V,, wobei p, = 1 bar. Es folgt: V= 2400 Liter.
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Beispiel 3.2.3 (b) In welcher Hohe /4 ist der Luftdruck p gleich 1/2, 1/3, und 1/10 des Drucks an der Erdoberfliche

po = 1 bar (Luftdichte p, = 1,3 kg/m3) ?

Die Hohenformel (3.24) wird logarithmiert und nach / aufgelost: 7 =222 Mit <= = 1/2, 1/3 und 1/10 erhalt
Pog& P Po

man: 2= 5435 m, 8615 m und 8055 m.

3.2.4 Auftrieb

Prinzip von Archimedes

Ein Korper in einer Fliissigkeit oder einem Gas erfahrt durch den Schweredruck eine nach
oben gerichtete Kraft. Zur Berechnung des Auftriebes dient als Beispiel ein Zylinder mit der
Grundflache 4, der sich in einer Fliissigkeit (oder einem Gas) mit der Dichte p befindet (Bild
3-8). Auf die Oberseite in der Tiefe x wirkt der Schweredruck (3.21) p; = pgx und die nach
unten gerichtete Kraft F; = pgAx . Dagegen ist die Kraft auf der Unterseite nach oben gerich-
tet F{ = pgA(x+h), wobei h die Hohe des Zylinders ist. Die seitlichen Krifte heben sich
gegenseitig auf. Ingesamt verbleibt eine nach oben gerichtete Kraft F, —F} = pgdh. Das
Volumen der Zylinders betrdgt A7 und man erhdlt man F, — Fj = pgV . Diese resultierende
Kraft nach oben nennt man Auftriebskraft F,=F, —F :

F,=pgV =mg . Auftriebskraft F), 3.25)

Dabei ist m= pV die Masse des verdrangten Mediums mit der Dichte p. Obwohl (3.25) nur
fiir einen zylinderférmigen Koérper bewiesen wurde, gilt die Gleichung jedoch allgemein.

Die Auftriebskraft ist gleich der Gewichtskraft des vom Kérper verdrdingten Fliissigkeits- oder
Gasvolumens (Prinzip von Archimedes).

{F :

P, _——— i
Foo— ~=—oF h
5 1 Bild 3-8
. Zur Entstehung des Auftriebs.
F, Der Schweredruck an der Unterseite p; ist grofer

als an der Oberseite p,

Befindet sich ein Korper vollstdndig in einer Fliissigkeit oder in einem Gas, unterscheidet man
je nach seiner mittleren Dichte px und seiner Gewichtskraft F, drei Fille:

Fq>F, bzw. pg > p : Korper sinkt Fq <F, bzw. pg <p : Korper steigt.
Fy=F, bzw. pg=p : Korper schwebt

Ist die mittlere Dichte eines Korpers pg kleiner als die der Flussigkeit p, steigt er nach oben
und schwimmt schlieBlich auf der Oberflédche.

Beim Schwimmen ist die Masse der verdrdngten Fliissigkeit gleich der Masse des Kdorpers.

Bei Schiffen gibt man bisweilen die Wasserverdriangung an, die gleich der Masse des belade-
nen Schiffes ist.
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Anwendungen

Ein schwimmender Korper taucht je nach Dichte p der Fliissigkeit verschieden tief ein. Beim
Ardometer wird aus der Eintauchtiefe die Dichte der Fliissigkeit ermittelt. Eine weitere An-
wendung des Auftriebes liefert die hydrostatische Waage zur Bestimmung der Dichte. Mit der
Waage wird zunichst die Gewichtskraft mg des Probekorpers gemessen. Dann hdngt man ihn
in eine Fliissigkeit mit bekannter Dichte p und ermittelt mit der Waage die durch die Auf-
triebskraft verminderte GroBe (mg) =mg—pVg. Da (mg) und mg durch die Messungen
bekannt sind, kann aus der Gleichung das Volumen ¥ errechnet und die Dichte p=m/V des
Probekorpers bestimmt werden. Nach dem gleichen Verfahren wird die Dichte von Flissigkei-
ten untersucht, wenn die Dichte des Probekorpers bekannt ist.

Die Auftriebskraft wirkt auch auf Korper in der Lufthiille mit der Dichte pp,; =1,29 kg/m3 .
Ein Ballon steigt, wenn die von ihm verdringte Luftmasse gréBer als die eigene Masse ist. Der
Auftrieb beeinflusst auch die préazise Bestimmung von Massen mit Hilfe von Waagen. Durch
den Auftrieb F, wird statt der Gewichtskraft F, der um die Auftriebskraft F, verminderte
Wert F, —F, gemessen. F, hingt von der Dichte p des Korpers ab. Die durch eine Wigung
ermittelte Masse m' muss daher mit einer Auftriebskorrektur versehen werden, um die echte
Masse m zu erhalten:

!

m

m=———-—, Auftriebskorrektur (3.26)
I=prup/p

Beispiel 3.2.4 (a) Ein Korper aus Holz (Dichte p = 850 kg/m3) schwimmt in Salzwasser (Dichte pw = 1100 kg/m3).
Wie viel Prozent seines Volumens ist unter Wasser?

Beim Schwimmen ist die Masse der verdréngten Fliissigkeit gleich der der Masse des Korpers: pyVy = pV . Daraus
folgt: Vy 1V = p/ py =0,773 . Also sind 77,3 % unter Wasser.

Beispiel 3.2.4 (b) Ein Schmuckstiick wiegt in Luft ;, =9,0-1072 N und unter Wasser F, =8,2-1072 N . Ist es aus
Gold ( pg =19,3 g/cm?) oder vergoldetem Silber ( pg =10,5 g/cm? )?

Die Auftriebskraft betrdgt: F, = F; — Fy = pVg, wobei p=1000 kg/m3 die Dichte des Wassers und 7 und das
verdriangte Wasservolumen ist. ¥ ist auch das Volumen V' = pg oger s /m des Schmuckstiicks mit der Masse m = F/g.
m_F pg

Damit wird:  pg ogers = 7

=11,3 g/cm3. Es handelt sich also um Silber.
V. g F,

3.3 Dynamik der Fliissigkeiten und Gase

In der Hydrodynamik werden stromende Fliissigkeiten beschrieben. Gasstromungen gehorchen den
gleichen Gesetzen, sofern sie durch die Bewegung nicht komprimiert werden. Dieses ist der Fall,
wenn die Geschwindigkeit ein Drittel der Schallgeschwindigkeit nicht tiberschreitet. Dariiber hin-
aus muss die Kompression berticksichtigt werden. Dies geschieht in der Aerodynamik. Die Hydro-
dynamik untersucht also inkompressible und die Aerodynamik kompressible Stromungen.

3.3.1 Reibungsfreie Stromungen

Grundbegriffe

Vernachléssigt man die Reibung in der Fliissigkeit und an den Grenzflachen (z. B. an Rohren),
handelt es sich um eine ideale oder reibungsfreie Stromung. Zusitzlich wird im Folgenden
angenommen, dass die Stromung sfationdr ist. Dies bedeutet, dass alle GroBen (wie Druck,
Geschwindigkeit, usw.) nur vom Ort, nicht aber von der Zeit abhéngen (Bild 3-9). Eine Strom-
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linie wird durch die Tangenten der Geschwindigkeitsvektoren zu einem bestimmten Zeitpunkt
gebildet. Bei stationdrer Stromung ist sie identisch mit der Bahnkurve eines Fliissigkeitsteil-
chens. Eine Stromung mit sich nicht kreuzenden Stromlinien ist laminar.

Stromréhre

Stromlinien

Bild 3-9

Stromlinien in einer Stromrdhre: Bei stationdrer
Stromung sind die Stromlinien zeitlich konstant.
A, Bei laminarer Stromung treten keine Wirbel auf.

Durchfluss

Im Folgenden wird eine ideale, stationdre Stromung bei verdnderlichem Querschnitt betrachtet
(Bild 3-10). Die Flussigkeit (oder das Gas) sei inkompressibel, d. h. die Dichte p ist konstant.
Durch jeden Querschnitt des Rohres flieit in der gleichen Zeit dr das gleiche Volumen dV
hindurch. Dies ist nur méglich, wenn die Flissigkeit im kleineren Querschnitt schneller stromt
als im groBeren.

dv A,

Bild 3-10

Stromung eines inkompressiblen
Mediums in einem sich verengenden

i !_. ds; = Querschnitt. Ableitung der Gleichung

demlds, von Bernoulli

Vi

An der Stelle 1 ist dV = Aids; = Ayvidt und an der Stelle 2 gilt dV = Aydsy = Ayvodt .

Durch Gleichsetzen entsteht die Kontinuitdtsgleichung:

Ay = Av, . Kontinuitétsgleichung (3.30a)

Die Stromungsgeschwindigkeiten (v, v,) in einer Stromréhre verhalten sich also umgekehrt
wie die Querschnitte ( 4;, A4, ). Die GroBe Av beschreibt das Volumen, das pro Zeiteinheit

durch den Rohrquerschnitt stromt:
Av= d—V =V
dt

Die GroBe V wird Volumenstrom genannt. Die Kontinuititsgleichung kann somit fiir in-
kompressible Medien wie folgt formuliert werden:

V=Av=const. [V]=—. Kontinuititsgleichung (3.30b)
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Statischer Druck, dynamischer Druck, Gesamtdruck

Nach der Kontinuitdtsgleichung nimmt die Geschwindigkeit in engen Querschnitten zu. Fiir
die Beschleunigung ist eine Kraft erforderlich, die mit einem Druckunterschied p; — p, im
Innern der Fliissigkeit verkniipft ist. Der statische Druck p, an der Stelle 2 muss also kleiner
sein als der statische Druck p; an der Stelle 1 (Bild 3-10). Die Arbeit W, die zum Transport
des Volumens V' =mp von der Stelle 1 nach 2 im Rohr erforderlich ist, betrégt:

W=des=prds=fpdV=(p1—pz)V.

Dabei wurde F' = pA und Ads= dV gesetzt. Die Arbeit W verursacht eine Zunahme an kineti-
scher Energie:

2 2
mvy  mvj
—_ V -
(=p)V=—"5-—
Man dividiert durch 7 und erhilt (mit p=m/V ):
pvi pvi pv? . .
n +71 =py+ 72 oder p+ == const.  Bernoulli’sche Gleichung  (3.31a)

Bei Rohrsystemen, die in unterschiedlicher Hohe liegen, ist zusétzlich noch der Schweredruck
pgh zu beriicksichtigen (3.21). (3.31a) lautet dann:

2
pt p%+ PEh = pges = const. Bernoulli’sche Gleichung  (3.31b)

2
Man bezeichnet die GréBe p als statischen Druck und p, = ,OTV als dynamischen Druck oder

Staudruck. Die Bernoulli’sche Gleichung (3.31b) besagt:

Die Summe aus statischem, dynamischem und Schweredruck ist an jeder Stelle einer Stromung
gleich.

Diese Summe bezeichnet man auch als Gesamtdruck pges . Aus (3.31a) folgt:

In einer Stromung steigt an eingeengten Stellen die Geschwindigkeit und es entsteht an diesen
Stellen ein statischer Unterdruck.

Messung des Drucks

Genau genommen miisste man den statischen Druck p mit einem Manometer messen, das mit
der Stromung mitbewegt wird. Man kann jedoch auch Drucksonden benutzen, deren Offnun-
gen nach Bild 3-11a parallel zur Strombahn liegen. Hilt man dagegen die Offnung senkrecht
zur Strombahn (Bild 3-11b), so wird der Gesamidruck pges ermittelt. Der dynamische Druck
pq oder Staudruck wird aus einer Differenzmessung bestimmt. Ein Gerdt nach Bild 3-11c
heit Prandtl’sches Staurohr. Es wird auch zur Geschwindigkeitsmessung in Stromungen
verwendet. Man ermittelt die Geschwindigkeit aus der Hohe # im Manometer des Staurohres.
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a) b) c) Bild 3-11
—r Messung des Druckes
A — 3 % ) in stromenden Medien:
—— a) statischer Druck p,
— :
— b) Gesamtdruck (Pitot-
h Rohr) Dges>
¢) dynamischer Druck
h pg als Differenzmes-
sung (Prandtl’sches
. Staurohr)
p= pgh Ppe= PO Py=Pes-P= 5" = pgh

Venturi-Diise

Zur Messung des Volumenstromes ¥ werden Drosselgerite eingesetzt. Bei der Venturi-Diise
wird ein durchstromendes Rohr leicht eingeengt und es wird der Druck p; und p; an zwei
Stellen mit den Querschnittsflichen 4; und 4, gemessen (Bild 3-12). Aus der Gleichung von
Bernoulli (3.31) kann der Volumenstrom ermittelt werden

. 2(py —
V=4 _Ap=pa) Venturi-Diise

p(—A3/4%)

Bild 3-12
Messung des Volumenstroms
mit einer Venturi-Diise

Saugeffekte bei Stromungen

Eine weitere Anwendung der Bernoulli’schen Gleichung bietet der Zerstauber (Bild 3-13a).
Der Querschnitt eines Luftstromes wird am Zerstduberrohr verkleinert und die Strombahnen
ziehen sich zusammen. Es entsteht ein Unterdruck, der die Flussigkeit aus dem Rohr saugt und
zerstdubt. Nach einem #hnlichen Prinzip arbeitet eine Wasserstrahlpumpe (Bild 3-13b). An
einer Einengung wird die Wasserstromung zusammengeschniirt und es entsteht ein Unter-
druck, der Luft ansaugt.

a)
Luftstrom
—
——— ———
B T — e,
- ——
St
Bild 3-13aund b
Saugwirkungen in Strémungen
durch einen statischen Unter-
druck in Bereichen hoher
| |-. Geschwindigkeit:
/ '-\ a) Zerstduber,

Flussigkeit b) Wasserstrahlpumpe,
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Hydrodynamisches Paradoxon

Mit diesem Begriff wird die Erscheinung bezeichnet, bei der ein Medium aus einem Rohr
gegen ecine quergestellte Platte stromt und diese unter bestimmten Bedingungen anzieht (Bild
3-13c). Dies liegt daran, dass durch eine hohe Stromungsgeschwindigkeit ein hoher dynami-
scher Druck und damit ein statischer Unterdruck entsteht.

c) Luftstrom d)

-

Platte
‘ ‘ Kraft

Bild 3-13 cund d
Saugwirkungen in Stromungen durch einen statischen Unterdruck in Bereichen hoher Geschwindigkeit:
¢) Hydrodynamisches Paradoxon, d) Magnuseftfekt

Kraft

4

Magnuseffekt

Ein rotierender Zylinder oder eine Kugel erfihrt in einer Stromung eine Kraft nach Bild 3-13d.
Durch Reibung werden die Stromlinien bei der Rotation mitgenommen und zusammenge-
drangt. Im Bereich enger Stromlinien, d. h. hoher Geschwindigkeit, entsteht ein statischer
Unterdruck und eine ablenkende Kraft. Man kann deren Wirkung z. B. bei angeschnittenen
Billen beim Tennis erkennen.

Flugzeug

Durch geeignete Formgebung ldsst es sich beim Tragfliigel erreichen, dass die Luft nach unten
abgelenkt wird (Bild 3-14). Dadurch entsteht eine Impulsiibertragung und eine Auftriebskraft
F. Diese ist proportional zum dynamischen Druck pv?/2 und zum Aufiriebsbeiwert c:

F=cApv?/2, Dynamische Auftriebskraft

wobei 4 die Fligelfliche und v die Geschwindigkeit ist. Man kann die Auftriebskraft auch
aus der Bernoulli’schen Gleichung berechnen. Durch die Wélbungen von Ober- und Untersei-
te dndert sich oben die Geschwindigkeit um +v, und unten um —v, . Insgesamt entsteht da-
durch eine Zirkulation um den Fliigel. Wegen der unterschiedlichen Geschwindigkeiten ist der
dynamische Druck oben hoher als unten. Nach der Bernoulli’schen Gleichung (3.31a) resul-
tiert ein statischer Unterdruck. Man berechnet ihn zu
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Ap= %[(v +v, )2 —(v=vy, )2] =2pvvy und erhélt damit fiir die Auftriebskraft F:

F =ApA=2Apvv, . Der Auftriebsbeiwert betrigt also ¢ =4v,/v.

Bild 3-14
Dynamische Querkraft
an einem Tragfliigel

Torricelli’sches Ausstromungsgesetz

Die Ausstromgeschwindigkeit v einer Flissigkeit aus einem Behélter kann mit Hilfe des
Energiesatzes berechnet werden. Befindet sich die Oberflache in der Hohe # tiber dem Aus-
fluss-Loch, so erhdlt man die Gleichung, die auch fiir den freien Fall gilt:

v=1/2gh . Ausstromgeschwindigkeit v

Infolge von innerer Reibung und durch Bildung von Wirbeln verkleinert sich dieser Wert.

Beispiel 3.3.1 (a) Ein Wasserrohr verengt seinen Durchmesser d auf die Hilfte. Um welchen Faktor steigt die Stro-
mungsgeschwindigkeit v?
Aus der Kontinuitétsgleichung folgt: v, /v; = 4,/ 4, = dlz / d22 =4.

Beispiel 3.3.1 (b) Welches Querschnittsverhiltnis 4/4, hat eine Venturidiise (Bild 3-12), die bei einer Luftstromung
(pr =129 kg/m?) mit einer Geschwindigkeit v; = 4,6 m/s einen Differenzdruck von p; — p, = 196 Pa ergibt.

Die Gleichung von Bernouilli lautet: p; + p,v2 /2= p, + p;va /2.

2(p — . 4
Nach v, augelost: v, = An=pa) vZ =16,8 m/s . Damit folgt: A—] =2 3,65.

PL 2 W

Beispiel 3.3.1 (c¢) In einem Wasserbehilter, der 1,5 m hoch mit Wasser gefiillt ist, befindet sich an der Unterseite ein
Loch. Mit welcher Geschwindigkeit stromt das Wasser aus? Andert sich die Geschwindigkeit, wenn der Behilter mit
Ol gefiillt ist?

Das Torricelli’sche Ausstromungsgesetz lautet: v =./2gh = 5,4 m/s . Der Wert ist unabhéngig von der Art der Fliis-
sigkeit.

3.3.2 Innere Reibung

In vielen Fillen ist die Idealisierung der Reibungsfreiheit, wie sie in Abschnitt 3.3.1 gemacht
wurde, eine brauchbare Néherung. Bei zahlreichen technischen Prozessen ist jedoch der Ein-
fluss der Reibung spiirbar (Tabelle 2.5). Im Folgenden wird die innere Reibung in Flissigkei-
ten beschrieben.

Definition der Zihigkeit

Jeder Autofahrer weiB, dass es Ole verschiedener Zdihigkeit gibt. Dieser Begriff soll an Bild
3-18 erldutert werden. Eine Platte der Fliche 4 wird in einem Abstand x parallel zu einer
festen Oberfliche bewegt. Der Zwischenraum ist mit einer Flussigkeit ausgefiillt. Bei lang-
samer Bewegung haftet die Fliissigkeit an der jeweiligen Oberfliche und die entstehende Stro-
mung ist laminar. Zur Bewegung ist eine Kraft F' erforderlich, da zwischen den Fliissigkeits-
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schichten Reibungskrifte wirken. Bei kleineren Schichtdicken ist das Geschwindigkeitsprofil
linear. Man stellt experimentell fest, dass die Reibungskraft F proportional zur Fliche A der
Platte und zur Geschwindigkeit v ist. Dagegen nimmt die Kraft mit 7' zunehmendem Abstand x
ab:

v Ns s
F=nd—- [n]=—=Pa-s. Zihigkeit n (3.32)
by m
Flédche A
e
A
~
,/
L
e X
7
-
B Bild 3-15
Reibung in Fliissigkeiten,
iy g ; Geschwindigkeit in verschiede-
v=0 ' nen Fliissigkeitsschichten

Diese Gleichung gilt nur, wenn v und x klein sind, so dass ein lineares Geschwindigkeitsgefil-
le herrscht. Der Koeffizient der inneren Reibung 5 wird dynamische Zihigkeit oder Viskositdit
genannt. Die Zihigkeit # hingt vom Medium und der Temperatur ab (Tabelle 3.3). Die Ein-
heit betrdgt [#] = Ns/m2 = Pa's (= 10 Poise). Bisweilen wird der Quotient v =7/ p als kinema-
tische Zcihigkeit bezeichnet (Einheit: [v] = m2 /s = 10 Stokes, | mm?2 /s = 1 cSt).

Tabelle 3.3 Zshigkeit 57 einiger Stoffe bei verschiedenen Temperaturen (1,01 bar)

Stoff i n Stoff 0} n
°oC Ns/m2 oC Ns/m?2
Wasser 0 0,00179 Luft 0 0,000017
20 0,00101 20 0,000018
50 0,00055 Schmiersl 20 0,1 bis 0,2
100 0,00028 80 0,02 bis 0,25

Reale Rohrstromung

In realen Strémungen macht sich der Einfluss der Reibung bemerkbar. Bei kleinen Geschwin-
digkeiten sind reale Strémungen /aminar. Bei hoheren treten Wirbel auf, die im néchsten Ab-
schnitt diskutiert werden. Von praktischer Bedeutung ist die Berechnung der /laminar durch ein
Rohr flieBenden Fliissigkeitsmenge. Durch Reibung erleidet die Fliissigkeit einen Energiever-
lust, der proportional mit der Rohrldnge wichst. Die Stromungsgeschwindigkeit ist ldngs des
Rohres die gleiche; die kinetische Energie ist also konstant. Ein Energieverlust kann nur auf
Kosten der potentiellen Energie gehen, die durch den jeweiligen statischen Druck gegeben ist.
Die Messung zeigt daher ein lineares Druckgefille. (Bei idealer Stromung ohne Reibung ist
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der statische Druck konstant.) Ausgehend von dem Newton'schen Reibungsgesetz (3.32) lédsst
sich die durch ein Rohr tretende Flussigkeitsmenge fiir laminare Strémung berechnen (Gesetz
von Hagen und Poiseuille):

sV _ wrt (L= p2)

V ; Sl Rohrstromung 3.33)

Dabei bedeuten ¥ das Volumen ¥, das in der Zeit 7 durch das Rohr stromt und p; — p, die
statische Druckdifferenz zwischen den Rohrenden. , / und # sind Rohrradius, -linge und
dynamische Zihigkeit. Man beachte, dass das durchstrémte Volumen mit 4 wiichst. Die Natur
berticksichtigt dies: Zur Erhohung der Blutzirkulation ist eine leichte Aufweitung der Adern
effektiver als eine Erhohung des Blutdruckes.

Messung der Viskositiit

Die Zahigkeit # kann mit einem Viskosimeter bestimmt werden. Bei einigen Gerdten wird die
Sinkgeschwindigkeit von Kugeln in Fliissigkeiten oder Gasen gemessen. Fiir die Reibungs-
kraft auf umstromte Kugeln gilt das sogenannte Stokes 'sche Gesetz:

F=6anrv. Zihigkeit 5 (3.34a)

Dabei sind r der Kugelradius und v die Geschwindigkeit, mit der sich die Kugel relativ zum
Medium bewegt. Bringt man eine kleine Kugel in ein ruhendes Medium, beginnt diese zu
sinken. Am Anfang bei geringer Geschwindigkeit ist die Reibungskraft F kleiner als die Ge-
wichtskraft mg. Die Geschwindigkeit steigt so lange, bis Kriftegleichgewicht (m = 6znrv)

herrscht. In diesem Fall bewegt sich die Kugel mit konstanter Geschwindigkeit

y=—"%8 - 2r2pg . Sinkgeschwindigkeit v (3.34b)
6mnr 91

Durch Messung von v kann die Viskositit # bestimmt werden. Bei Beriicksichtigung des Auf-

triebes muss in obiger Gleichung von der Dichte p der Kugel die Dichte des Mediums abgezo-

gen werden.

In Kugelfallviskosimetern (z. B. nach Hoppler) wird aus der Sinkgeschwindigkeit bzw. der
Sinkzeit die Viskositdt bei verschiedenen Temperaturen ermittelt. Allerdings kann fiir die
Auswertung nicht (3.34b) herangezogen werden, da sich die Kugel in einem engen Rohr be-
wegt, wodurch die Stromung beeinflusst wird. Andere Geritetypen (z. B. nach Haake) messen
die Ausstromdauer von Fliissigkeiten durch ein enges Robhr.

SAE-Skala

Die Zzhigkeit von Motordlen wird nach den Richtlinien der American Society of Automotive
Engineers (SAE) klassifiziert. Dickfliissige Sommerdle mit SAE 30 weisen eine Viskositdt von
v=11-10~4 m2/s (0,12:10~4 m2/s) bei 40 °C (100 °C) auf, diinnfliissige Winteréle mit
SAE 20: v=0,68-10"4m?2 /s (0,09-10~4m?2/s).

Aerosole

Gleichung 3.34b hat grofle Bedeutung im Umweltschutz, da sie die Sinkgeschwindigkeit von
Aecrosolen beschreibt. Fiir derartige Teilchen im pm-Bereich und darunter ergeben sich sehr
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kleine Sinkgeschwindigkeiten, d. h. sie bleiben {iber Monate oder Jahre in der Luft. Luftver-
schmutzungen sind oft an Aerosole gekoppelt und werden iiber groe Entfernungen verbreitet.

Beispiel 3.3.2 (a) Wie groB ist der Volumenstrom durch eine / = 2 km lange Wasserleitung mit dem Radius » = 10 cm,
die an einem Behilter angeschlossen ist, in welchem das Wasser konstant # = 5 m hoch steht?
Mit der Druckdifferenz von p; — p, = pgh = 49050 Pa folgt nach dem Gesetz von Hagen und Poiseuille:

;_ 7””4(171 — D)

v P =9,5-107* m®/s = 0,95 Liter/s (Zahigkeit # fiir 20 °C siche Tab. 3.4).
7

Beispiel 3.3.2 (b) Wie groB ist die Sinkgeschwindigkeit eines Staubteilchen ( p = 1000 kg/m? ) mit einem Radius von
r=0,1 um in Luft (Zihigkeit 4 =1,8-107> Ns/m2 (Tabelle 3.3)?

22
Lo pg
9

=1,2-107% m/s. Feine Staubteilchen (Aerosole) breiten sich weltweit aus.

3.3.3 Turbulenz

Bei hoheren Stromungsgeschwindigkeiten entstehen Wirbel. Zur Erklirung der Wirbelbildung
dient Bild 3-19. An der Oberfldche eines umstromten Korpers haftet eine Grenzschicht, inner-
halb der die Geschwindigkeit von Null bis auf den Maximalwert zunimmt. Ein Fliissigkeitsvo-
lumen, das sich innerhalb der Grenzschicht bewegt, steht unter der Wirkung einer beschleunig-
ten Stromung und dem bremsenden Einfluss der Grenzschicht. Innerhalb der Grenzschicht
verliert es an Energie und es kann allméhlich zur Ruhe kommen. Die dariiber gleitenden Fliis-
sigkeitsschichten bewirken ein Einrollen der Flissigkeit (oder des Gases). Es entsteht eine
Drehbewegung und ein Wirbel, der sich losreifit und mit der Stromung wandert. Wirbel wer-
den also durch Energieverluste aufgrund der inneren Reibung in der Grenzschicht verursacht.

a) b)

e

—

Y e
W

Bild 3-16  Zur Entstehung von Wirbeln:
a) Darstellung der Grenzschicht
b) Die dulleren, schnelleren Schichten rollen die inneren ein.

Stromungswiderstand

Durch die Bildung von Wirbeln tibertrégt ein Fahrzeug kinetische Energie an die Luft. Ein
Korper kann also nur mittels einer Kraft durch ein Gas oder eine Fliissigkeit bewegt werden.
Die Widerstandskraft F im Fall von Wirbelbildung ist proportional zum Staudruck pv2/2,
und man kann folgenden Ausdruck ableiten:

F=Fv=c,Apv?/2. Widerstandskraft ¥ (3.35a)
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In der Gleichung bedeutet A die Querschnittsfliche des Korpers, v die Geschwindigkeit und
¢, den Widerstandsbeiwert. Einige Widerstandsbeiwerte aus Windkanalversuchen sind in
Tabelle 3.4 zusammengestellt. Man beachte den kleinen Wert von c,,, fiir eine Stromlinienform.
Da die Wirbel meist hinten entstehen, ist eine Formverbesserung bei einem Kfz stark am hinte-
ren Teil wirksam. Die Antriebsleistung P wichst mit der dritten Potenz von v:

P=Fv=c,Apv3/2. Antriebsleistung P (3.35b)

Dies erklart den stark ansteigenden Benzinverbrauch von Autos bei hohen Geschwindigkeiten.

Tabelle 3.4 Widerstandsbeiwerte c,, verschiedener Korper

Korper Cw
Stromlinienkdrper 0,06
Kugel 0,25 bis 0,43
Kreisplatte 1,1 bis 1,3
Halbkugelschale (Offnung gegen Strémung) 1,33
Halbkugelschale (Offnung mit Strémung) 0,34
PKW 0,29 bis 0,5
LKW 0,6 bis 1,2

Beispiel 3.3.3 Welche Leistung P muss der Motor eines Autos mit dem Widerstandsbeiwert cy = 0,6 und der Quer-
schnittsfliche von 4 = 4 m? aufbringen, um die Luftreibung (p =1,29 kg/m?®) bei einer Geschwindigkeit von
v = 50, 100 und 200 km/h zu iiberwinden ?

P =y Apv* 12 . Es folgt: Po/n =415 kW, Pogwm/n =16,6 kW, Proum/s = 66,4 kW .

Reynolds-Zahl Re

Bei langsamer Bewegung sind Stromungen laminar; bei wachsender Geschwindigkeit setzt Turbulenz ein. Es hat sich
als zweckmaBig erwiesen, fiir Strémungen eine dimensionslose Grofe, die Reynolds-Zahl Re, zu definieren (Re ver-
gleicht die kinetische Energie mit der Reibungsenergie):

Re=plv/n, Reynolds-Zahl Re (3.36)

wobei p die Dichte, v die Geschwindigkeit und # die Zdhigkeit des strémenden Mediums darstellen. Die Grofie L
beschreibt die charakteristische Lange des umstrémten Korpers, z. B. den Rohrdurchmesser oder den Kugeldurchmes-
ser. Turbulenz tritt ab einer bestimmten kritischen Reynolds-Zahl auf. Bei Rohrstromungen entsteht Turbulenz bei
Re > 2300. Mit (2.36) kann daraus die Geschwindigkeit berechnet werden, bei welcher Turbulenzen einsetzen.

Die Kenntnis der Reynolds-Zahl gestattet die richtige Durchfithrung von Versuchen in Windkanélen an verkleinerten
Modellen. Dabei ist zu beachten, dass Modellversuch und Grofausfithrung durch die gleiche Reynolds-Zahl Re be-
schrieben wird.

Die Reibungskrifte bei Festkorpern, Fliissigkeiten und Gasen sind in Tabelle 2.4 zusammengestellt.

Atemstromung

In der Lunge des Menschen herrscht laminare Stromung, Volumenstrom ¥V und der Atemdruck Ap sind proportional
zueinander. Ein derartiger linearer Zusammenhang wird durch das Gesetz von Hagen und Poiseuille (3.33) gegeben,
das hier in anderer Form geschrieben wird Ap = RV. Man nennt R den bronchialen Widerstand. Er betrdgt beim
normalen Menschen ungefahr 200 Pa/(Liter/s). Anders ist das Stromungsverhalten der Nase; die Stromung ist (zur
Erwédrmung und Filterung der Atemluft) turbulent. In diesem Fall existiert ein quadratischer Zusammenhang zwischen
nasalem Atemdruck und Volumenstrom Ap ~ V2. Nach (3.35a) kann man einen c,,-Wert definieren; er liegt fiir die
Nase bei ¢, =15—20.
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4 Gravitation

Fragt man nach dem Ursprung der Krifte in der klassischen Mechanik, so kommt man zu zwei
Arten der Wechselwirkung: der Gravitation und den elektromagnetischen Kriften. Auf den
ersten Blick erscheint es merkwiirdig, dass neben der Gravitation nur elektromagnetische Wir-
kungen auf makroskopische Massen vorhanden sind. Dies liegt daran, dass bei der Kraftiiber-
tragung in der Mechanik die Elektronenhiillen der Molekiile aufeinander wirken. In diesem
Kapitel wird die Gravitation beschrieben. Obwohl deren Ursachen noch weitgehend unbekannt
sind, kann man ihre Wirkungen relativ einfach formelméBig erfassen. Im ersten Abschnitt geht
es um die klassischen Aspekte der Gravitation; im zweiten werden moderne Gesichtspunkte im
Zusammenhang mit der Astrophysik behandelt.

4.1 Klassische Gravitationstheorie

4.1.1 Gravitationsgesetz

Die Bewegung der Gestirne wird seit langem aus praktischem und theoretischem Interesse
untersucht. Die modernen Erkenntnisse beginnen mit Nikolaus Kopernikus (1473-1543). Er
entwickelte ein heliozentrisches Weltsystem, bei dem die Sonne im Mittelpunkt steht. Die
Beschreibung der Planetenbahnen wurde dadurch verstidndlich. Die Inquisition verfolgte mit
Folter und Hinrichtungen die Verbreitung wissenschaftlicher Erkenntnisse iiber diese neue
Lehre. Basierend auf den astronomischen Betrachtungen (noch ohne Fernrohr) von Tycho de
Brahe (1546-1601), gelang Johannes Kepler (1571-1630) die empirische Formulierung der so
genannten Kepler'schen Gesetze. Die Erkenntnis, dass die Schwerkraft die Ursache fiir die
Planetenbewegung ist, stammt von Isaak Newton (1643-1727). Er formulierte das Gravitati-
onsgesetz, das die Anziehungskraft zweier Massen beschreibt. Aus diesem Gesetz konnen die
drei Kepler'schen Gesetze abgeleitet werden. Vollig neue Erkenntnisse zur Gravitation wurden
von Albert Einstein (1879-1955) gewonnen. Er entwickelte die allgemeine Relativitétstheorie,
welche die Newton'sche Formulierung als Ndherung mit enthélt.

Gravitationsgesetz

Zwischen zwei Massen m und my im Abstand » voneinander wirkt die Gravitationskraft F:

mnyp

F=y 2

Gravitationskraft F' “.1)

3
Die Gravitationskonstante y hat den Wert y =6,673-10~!1 km_2 Durch das Gravitations-
gs

gesetz kann die Erdbeschleunigung g mit der Erdmasse my und dem Erdradius rg verkniipft
werden. Ein Vergleich der Gewichtskraft mg mit der Gravitationskraft F’ auf der Erde liefert:

&=V - Erdbeschleunigung g “4.2)
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Verlidsst man die Erdoberfliche und geht in die Hohe 4, nimmt die Erdbeschleunigung ab und
man muss in (4.2) r durch » + & ersetzen. Aus (4.2) kann mit den Werten fiir y, g = 9,81 m/s2,
und dem Erdradius r; = 6370 km die Erdmasse berechnet werden: mp =5,97-1024 kg.

Messung von y

Die Gravitationskonstante y wurde erstmals von Cavendish (1798) mit Hilfe einer Drehwaage
gemessen. Die beiden Probemassen m werden an einen Torsiondraht symmetrisch aufge-
héngt. Bringt man die beiden groBeren Massen m, in die Position von Bild 4-1, wirkt zwi-
schen den Massen die Gravitationskraft. Dadurch entsteht auf den Torsionsdraht ein Drehmo-
ment. Die Massen m; bewegen sich so lange auf die Massen my zu, bis die Gravitationskraft
durch die riicktreibende Torsionskraft kompensiert wird. Der Drehwinkel A¢ wird tiber einen
kleinen Drehspiegel mit einem Lichtzeiger gemessen. Daraus werden die Gravitationskraft und
die Gravitationskonstante y ermittelt. Moderne Instrumente zur Messung der Grofie und Rich-
tung der Gravitationskraft arbeiten mit einem supraleitenden Probekorper, der iiber einem
Magneten schwebt.

m O
Lichtstrahl
- Drehspiege
Om Bild 4-1
! Gravitationswaage zur
Messung der Gravitationskonstanten y
Ebbe und Flut

Die Gezeiten des Meeres werden durch die Gravitationskraft des Mondes verursacht. Das
Meerwasser wird auf den Mond zu angezogen, die Erde dreht sich etwa einmal pro Tag unter
dem entstehenden Flutberg. Auch die Erdkruste wird bis zu 30 cm angehoben. Eine zweite
Flutwelle entsteht auf der Gegenseite der Erde durch die Zentrifugalkraft, so dass ungeféhr alle
12 Stunden Flut und 6 Stunden spédter Ebbe auftritt. Die Zentrifugalkraft wird dadurch erzeugt,
dass sich Mond und Erde um den gemeinsamen Schwerpunkt drehen.

4.1.2 Planetensystem

Aus dem Gravitationsgesetz lassen sich wichtige Aussagen iiber die Planetenbahnen ableiten,
die urspriinglich von Kepler empirisch gefunden wurden. Die Aussagen gelten fiir alle perio-
disch wiederkehrenden Himmelskorper (Planeten, Kometen) im Sonnensystem sowie sinnge-
mél fir Monde oder Satelliten.

Erstes Kepler sches Gesetz

Die Planeten bewegen sich auf Ellipsen. In einem der Brennpunkte steht die Sonne (Bild 4-2a).

Die Berechnung der Bahnen erfolgt aus dem Gleichgewicht der Krifte: die Gravitationskraft
ist gleich der Zentrifugalkraft.
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a) b) c)

@ ris
Flache = —= Planet 1 T,

Fldche ras _rv

Zeit T 2At T2

Planet
Sonne @
O t @ As
U

Bild 4-2 Darstellung der Kepler'schen Gesetze:
a) 1. Gesetz: Planetenbahnen (F1, F, = Brennpunkte der Ellipsenbahn),
b) 2. Gesetz: Flichengeschwindigkeit (= rv/2),
¢) 3. Gesetz: Umlaufzeiten 7 und Halbachsen r

Planet2 T,

Zweites Kepler'sches Gesetz

Der von der Sonne zum Planeten zeigende Ortsvektor ¥ iiberstreicht in gleichen Zeiten glei-
che Fldchen (Bild 4-2b).

Man sagt auch: die Flichengeschwindigkeit ist konstant. Diese Eigenschaft folgt aus der Erhal-
tung des Drehimpulses L bei der Bewegung eines Planeten der Masse mp und der Geschwin-
digkeit v (2.55):

L =rmpv = const.

Die GroBe rv ist das Doppelte der Flichengeschwindigkeit (Bild 4-2b). Damit ist das zweite
Kepler'sche Gesetz bewiesen.

Drittes Kepler sches Gesetz

Die Quadrate der Umlaufzeiten T der verschiedenen Planeten verhalten sich wie die dritten
Potenzen der grofien Halbachsen r der Bahnellipsen (Bild 4-2¢):

2.72. —..3..3.
Y ) SR

Fir den Sonderfall einer Kreisbewegung einer Planetenmasse mp um die Sonnenmasse mg
kann diese Aussage leicht bewiesen werden. Aus dem Kriftegleichgewicht folgt, dass die
Gravitationskraft (4.1) gleich der Zentrifugalkraft (2.33) ist:

mgmp v2 Qnr)? T2 4x2

— m —— —

m oder —=——=const.
¥ r2 P P2, r3 ymg

Damit ist die Aussage des dritten Kepler'schen Gesetzes bewiesen. Daten iiber Planeten und
den Mond sind in Tabelle 4.1 zusammengestellt.

Beispiel 4.1.2 Wie grof} ist die Umlaufgeschwindigkeit v und die Umlaufzeit 7 eines Satelliten, der auf einer Kreis-
bahn in einer Hohe von /# = 300 km die Erde umkreist (Erdradius und Erdmasse siehe Tabelle 4.1,

y=6,673-10""1 m3/kgs? )?

4 2
Aus dem 3. Keppler’schen Gesetz folgt: T2 = id (rg +h)® und T=5429 s.
E

ym
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Tabelle 4.1 Daten des Planetensystems und des Mondes
(Bahnradius = grofle Halbachse, Beschleunigung auf der Oberfléche,
Einheit fiir Radius = Erdradius, Einheit fiir Masse = Erdmasse)

Bahnradius Umlaufzeit Exzentrititit  Radius Masse Beschl.

m s 6370 km 5,97-1024kg m/s2
Merkur  5,79-1010 7,60-106 0,206 0,38 0,05 3,60
Venus 1,08-1011 1,94-107 0,007 0,96 0,81 8,50
Erde 1,50-1011 3,16:107 0,017 1,00 1,00 9,81
Mars 2,28:1011 5,94-107 0,093 0,52 0,11 3,76
Jupiter  7,78-1011 3,74-108 0,048 11,27 317,5 26,0
Saturn  1,43-1012 9,30-108 0,056 9,47 95,1 11,2
Uranus 2,87-1012 2,66-109 0,046 3,72 14,5 9,40
Neptun  4,50-1012 5,20-109 0,009 3,60 17,6 15,0
Pluto 5,92-1012 7,82:109 0,249 0,45 0,05 8,0
Sonne - - - 109,3 3,35-105 2725
Mond 3,84-108 1 Monat 0,055 0,273 0,0123 1,60

4.1.3 Potenzielle Energie

Die Feldstirke g des Gravitationsfeldes beschreibt die Kraft F , die auf eine Masseneinheit
wirkt. Diese Definition ist analog zur Definition der elektrischen Feldstirke, welche die Kraft
auf eine Ladungseinheit angibt. Fiir die Gravitationsfeldstirke gilt somit:

F=mg.
Es ist klar, dass g identisch mit dem Vektor der Erdbeschleunigung ist. Soll eine Masse m

gegen die Anziehungskraft des Gravitationsfeldes der Erdmasse my verschoben werden, muss
Arbeit W aufgewendet werden (4.1):

g " mm
W=— oo E
- deF_fy 1”2

n n

dr =ymmyg, (l—i). (4.3)
n n

Dabei wurde angenommen, dass die Masse m in radialer Richtung ¥ bewegt wird. Diese An-
nahme kann jedoch fallengelassen werden, da eine seitliche Verschiebung bei konstantem
Radius » ohne Arbeitsaufwand moglich ist. Das Minuszeichen beriicksichtigt, dass F und d7
antiparallel liegen. Die Energie, um die Masse von der Erdoberfliche (Erdradius = rg) aus
dem Gravitationsfeld zu beférdern (7, = «), berechnet sich nach (4.3) mit g = 9,81 m/s2 zu:

Weo=ymmg/rg =mgrg. Firl kg resultiert: Wy, =6,25-107 Ws=17 kWh .
Néherungsweise erhélt man aus (4.3) fiir die potenzielle Energie in der Nédhe der Erdoberflache

(n=mn =rg, n—n=h)die bekannte Gleichung: W = mgh.

Beispiel 4.1.3 Die Energie, um die Masse von der Erdoberfliche (Erdradius 7¢ ) aus dem Graviatationsfeld zu befor-
dern (7, = o), berechnet sich nach (4.3) zu:
W, = ymmp | ry = mgrg . Fiir 1 kg resultiert: W,, =6,25:-107 Ws=17 kWh .
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4.1.4 Satellitenbahnen

Fir die Bewegung frei fliegender Massen im Gravitationsfeld der Erde sind unterschiedliche
Flugbahnen moglich. Die Gesamtenergie des Korpers bestimmt, ob die Bahn eine Ellipse, eine
Hyperbel oder eine Parabel darstellt, und er nach dem Abschuss wieder zur Erde zurtickkehrt,
sie umkreist oder das Schwerefeld verlasst.

Umlaufbahn

Wenn die kinetische und potenzielle Energie eines Satelliten kleiner als die Energie W, ist,
stellt die Bahnkurve eine Ellipse oder als Sonderfall einen Kreis dar. Fiir den Kreis erhélt man
folgende Gleichgewichtsbedingung:

2 2
Die Zentrifugalkraft ™ ist gleich der Gravitationskraft y TME _ — _T8'E _ Daraus folgt:
rg+h (rg+m?  (rg+h)?
grg
v12 =<E 1. Kosmische Geschwindigkeit v (4.4a)
rg+h

Beispiel 4.1.4 (a) Die Geschwindigkeit eines Satelliten auf einer Kreisbahn in Erdnéhe mit r; >> & nennt man erste

kosmische Geschwindigkeit. Sie betrdgt: vj = \/ry - g =7.9 km/s.

Geostationdre Satelliten in der Hohe /4 sollen sich mit der Winkelgeschwindigkeit w der Erde
drehen und sich stets an gleicher Stelle iiber der Erde befinden. Dies ist nur bei Bahnen um den
Aquator moglich. Die Geschwindigkeit ist dann v = w (g + &) . Mit (4.4a) erhilt man:

rpt+h=3 grb2 /w? =40000 km . Geostationdre Umlaufbahn (4.4b)

Es gilt also nur eine Umlaufbahn fiir geostationédre Satelliten. Fiir Geschwindigkeiten, die
grofBer als die erste kosmische Geschwindigkeit v; (aber kleiner als v, ) sind, umkreisen die
Satelliten die Erde auf elliptischen Bahnen. Ist die Geschwindigkeit kleiner als v;, so ist die
Bahnkurve ebenfalls eine Ellipse, allerdings stiirzt der Korper dabei auf die Erde (Bild 4-3). Es
handelt sich hierbei um ballistische Bahnen von Interkontinental-Raketen, die bedauerlicher-
weise entwickelt wurden und uns bedrohen. Wurfparabeln entstehen auf der Erde nur in der
Niherung einer konstanten Erdbeschleunigung.

Bild 4-3

Verschiedene Bahnen bei Satelliten. Ab
der ersten kosmischen Geschwindigkeit
v = 7,9km/s entsteht in Erdndhe eine
kreis- oder ellipsenférmige Umlaufbahn,
bei Geschwindigkeiten darunter fillt der
Satellit wieder auf die Erde zuriick. Bei
der zweiten kosmischen Geschwindigkeit
vo =11,2km/s verldsst der Satellit

Ellipse Parabel  Hyperbel parabelformig den Bereich der Erde.
V?

Raumfahrt

Zum Verlassen einer Masse m aus dem Anziechungsbereich der Erde von der Oberfliche aus
(Erdradius rg ) muss die kinetische Energie mindestens gleich W, sein:
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2
k
%= mgrg oder vy =./2grp =11,2 X 2. Kosmische Geschwindigkeit v, (4.5)
s

Wird ein Korper mit dieser so genannten zweiten kosmischen Geschwindigkeit von der Erde
abgeschossen, entfernt er sich selbststindig auf einer parabelférmigen Bahn von der Erde.
Ubersteigt die Geschwindigkeit den Wert aus (4.5), ist die Bahnkurve eine Hyperbel.

Beispiel 4.1.4 (b) Eine Rakete der Masse m soll den Anziehungsbereich der Erde verlassen. Welche Energie ist dafiir
erforderlich?

Nach (4.5) betrégt die Anfangsgeschwindigkeit: v, = \/2gry =11,2 km/s .

Daraus folgt fiir die kinetische Energie: W,, = mv3 /2 . Fiir jedes Kilogramm der Rakete (m = 1 kg) erhilt man in
Ubereinstimmung mit Beispiel 4.1.3: W,, =17 kWh .

4.2 Relativititstheorie

Bis zum Beginn des 19. Jahrhundert glaubte man, Raum und Zeit seien absolute Groflen: Es
schien sicher zu sein, dass 1 Meter oder 1 Sekunde in jedem System gleich sind. Durch die
Entwicklung der speziellen Relativitiitstheorie zeigte sich, dass die ‘klassischen™ Gesetze der
Mechanik bei sehr schnellen Bewegungen im Bereich der Lichtgeschwindigkeit ergénzt wer-
den miissen (Abschnitt 4.2.1). Die allgemeine Relativitcitstheorie (Abschnitt 4.2.2) verkniipft
die Gravitationskraft mit den Begriffen Raum und Zeit. Es handelt sich um eine Theorie der
Gravitation, die zum Verstidndnis des Weltalls beitragt.

4.2.1 Spezielle Relativitiitstheorie

Galilei-Transformation

Im Folgenden werden zwei Koordinatensysteme angenommen. Das System 1 soll ruhen und
das System 2 sich mit der Geschwindigkeit v bewegen. Wir betrachten eine Bewegung, die im
ruhenden System 1 die Geschwindigkeit v, hat. Im System 2 wird eine andere Geschwindig-
keit v, festgestellt. In der klassischen Mechanik wird der Ubergang vom System 1 nach Sys-
tem 2 dadurch vollzogen, dass man die Relativgeschwindigkeit der Systeme v addiert:

-

1= +V. Galilei-Transformation (4.6)

Dies ist der Grundgedanke der Galilei-Transformation, die Ablaufe in bewegten Koordinaten-
systemen ineinander umrechnet. Ein praktisches Bespiel ist die Ermittlung der Geschwindig-
keit ¥, eines FuBgingers in einem fahrenden Zug. Nach (4.6) muss zur Geschwindigkeit des
FuBgingers im Zug v, die Zuggeschwindigkeit v addiert werden. Man kann beweisen, dass
die Naturgesetze in Systemen, die sich mit konstanter Geschwindigkeit gegeneinander bewe-
gen, gleich sind (Inertialsysteme, Abschnitt 2.2.3). Man spiirt nicht die gleichméBige Bewe-
gung in einem Flugzeug oder Zug.

Konstanz der Lichtgeschwindigkeit

Messungen der Lichtgeschwindigkeit ergeben, dass sie unabhingig von der Bewegung der
Lichtquelle oder des Empfingers immer den gleichen Wert von ¢, = 299 792 km/s zeigen.
Dies ist nach den Gesetzen der klassischen Physik nicht zu verstehen. Die einfache Addition



4.2 Relativititstheorie 69

der Geschwindigkeiten nach (4.6) und die Galilei-Transformation versagen bei hohen Ge-
schwindigkeiten.

Lorentz-Transformation

Einstein zog aus dem oben zitierten Befund folgende Schliisse:
(1) Die Zeit verlduft in zueinander bewegten Systemen unterschiedlich.
(2) Die Raumkoordinaten (Abstinde) verdndern sich durch die Bewegung.

Raum und Zeit hdngen also von der Geschwindigkeit eines Systems ab. Ein Beobachter, der
sich im System mitbewegt, merkt nichts von diesen Effekten. Die Aussagen (1) und (2) werden
nur in einem anderen ruhenden System bei Beobachtung des bewegten Systems festgestellt.
Man registriert eine Verlangsamung der Zeit und Verkiirzung von der Koordinaten. Be-
merkbar machen sich diese Effekte erst fiir Geschwindigkeiten in der Néhe der Lichtge-
schwindigkeit c.

z z’
vt v Bild 4-4
y y’ Gegeneinander mit der Geschwindigkeit
v bewegte Koordinatensysteme (x,y,z)
und (x',y",z") zur Berechnung der

Lorentz-Transformation

—_ X'——‘
1
f S \

Zur Berechnung dieses Problems werden zwei Koordinatensysteme (x,y,z) und (x',y’z") be-
trachtet, die sich in Richtung der x- und x"-Achsen gegeneinander mit der Geschwindigkeit v
bewegen (Bild 4-4). Beispielsweise ist das (x,y,z)-System auf einem Bahnhof lokalisiert und
(x"y"z") in einem fahrenden Zug. Fiir einen Betrachter im (x,),z)-System erscheint die x'-
Koordinate um den Faktor k verkiirzt. Ein Punkt x' im fahrenden Zug wird im ruhenden Sys-
tem an der Stelle x gemessen, die sich mit der Zeit 7 stindig entfernt: (x’,y,z")

x=kx"+vt. (4.7a)
Eine Person im Zug (x'y’,z") beobachtet die Dinge von einem unterschiedlichen Standpunkt
aus. Der Bahnhof entfernt sich mit der Geschwindigkeit —v, die Zeit verlduft anders und wird
mit ¢’ bezeichnet. Ein Punkt x auf dem ruhenden Bahnhof wird im bewegten System an der
Stelle x' registriert. Ruhende und bewegte Systeme sind mathematisch gleichwertig. Analog zu
(4.7a) gilt:

x'=kx-vt. (4.70b)
Die Nullpunkte der Zeiten 7 und ¢’ sind so gewéhlt, dass bei ¢ = ¢' = 0 die Urspriinge der Koor-
dinatensysteme zusammenfallen. Zu diesem Zeitpunkt breitet sich vom gemeinsamen Koordi-
natenursprung eine Lichtwelle aus. Die Lichtgeschwindigkeit ¢y in beiden Systemen ist
gleich:

x=cpt und x'=cyt" (4.8)

Elementare Umformungen fithren zu Eliminierung von k und zu folgenden Gleichungen, die
man Lorentz-Transformation nennt:

X'+t _ t'+x’v/c§

RN TR T
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x—vt . t+xv/cd

X =—— ' =—F—. Lorentz-Transformation
Jl—vz/c% ,ll—vz/cg

In der klassischen Mechanik gilt v << ¢ ; so dass sich ndherungsweise die Galilei-Transfor-
mation ergibt:

(4.92)

t=t', x=x"+vt und x'=x-—vt Galilei-Transformation (4.9b)
Bei hohen Geschwindigkeiten v = ¢ treten jedoch eine Reihe ungewohnter Effekte auf. Als
erstes erkennt man, dass eine Geschwindigkeit v > ¢g nicht moglich ist, da sonst imaginére
Zahlen auftauchen.
Gleichzeitigkeit
Die Zeit ist nicht absolut, sie hdangt von der Bewegung des Beobachters ab. Damit wird auch
der Begriff der Gleichzeitigkeit fragwiirdig.
Zeitdehnung
Wir befinden uns im Koordinatensystem (x, y, z) mit der Zeit z. Man kann aus (4.9a) ableiten,
dass die Zeit im bewegten System ¢’ langsamer verlduft. Dieser Effekt ist an instabilen Teil-
chen beobachtbar: schnelle Myonen zerfallen langsamer als ruhende.
Lingenkontraktion
Wird in einem ruhenden System ein MaB3stab betrachtet, der sich mit hoher Geschwindigkeit
bewegt, stellt man theoretisch fest, dass er durch die Bewegung verkiirzt wird.
Relativistische Masse

Die Relativitdtstheorie fiithrt zur Erkenntnis, dass die Masse m eines Teilchens mit der Ge-
schwindigkeit v zunimmt:

mg
m=—r——. Relativistische Masse m (4.10)
J1+v2/c3

myq stellt die Ruhemasse bei der Geschwindigkeit v = 0 dar. Die Massenzunahme ist in Teil-
chenbeschleunigern, bei denen nahezu Lichtgeschwindigkeit ¢ erreicht wird, feststellbar.

Masse und Energie

Masse m ist eine Form der Energie £ nach folgender Beziehung:

E= mcg . Masse und Energie 4.11)

Eine Umwandlung von Masse m in Energie E erfolgt bei der Kernspaltung oder der Kernfusi-
on (Abschnitt 12.3). Ein anderes Beispiel ist die Vernichtung eines Elektrons und eines Po-
sitrons. Dabei verschwindet die Masse und es entsteht Strahlungsenergie.

Die zitierten Aussagen der Relativititstheorie folgen aus der Lorentz-Transformation (4.9a);
die Beweise iibersteigen jedoch den Rahmen dieses Buches.
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Beispiel 4.2.1 In einem Linearbeschleuniger fiir medizinische Anwendungen werden Elektronen auf eine Energie von
35 MeV gebracht. Wie grofl sind a) die Elektronenmasse und b) die Geschwindigkeit? Diese Aufgabe ist nur mit
Kenntnissen aus Kapitel 8 und 10 lésbar.

a) Die elektrostatische Energie betrigt eU = 35 MeV. Diese Energie dufert sich in einem Zuwachs der Masse:

eU =mcd —myc . Es folgt: m= (eU +mycd)/c =6,3-107% kg = 69,4 m .

(Mit mocg =511keV , my=9,1-10"3 kg)

b) Man erhilt fiir die Geschwindigkeit aus (4.10): v = ¢y/1— ((m, /m)? = 0,9999c¢,, .

4.2.2 Allgemeine Relativitiitstheorie

Die spezielle Realitétstheorie beschreibt den Einfluss hoher Geschwindigkeiten auf die Zeit,
die Linge und die Masse. AuBerdem gibt sie die Aquivalenz von Masse und Energie an. Bei
der Gravitation versagt die Theorie. Nach dem Gravitationsgesetz wirkt eine Anziehungskraft,
die von der Entfernung zweier Massen abhéngt. Bewegt man eine Masse, so miisste sich die
Kraftiibertragung sofort auswirken. Da hohere Geschwindigkeiten als ¢y =299 792 km/s nicht
auftreten, muss die spezielle Relativititstheorie ergdnzt werden. Einstein entwickelte eine neue
Vorstellungen zur Gravitation, die den Namen allgemeine Relativitcitstheorie tragt.

Raum

Nach dieser Theorie ist die Gravitation nicht eine Kraft wie andere. Die Massen im Weltraum
,verbiegen den Raum und verdndern die Zeit. Korper wie die Erde werden nicht durch die
Gravitationskraft dazu gebracht, sich auf gekriimmten Bahnen zu bewegen. Stattdessen ist der
Raum ,,gekrimmt* und die Korper durchlaufen in diesem verbogenen System die kiirzeste
Entfernung. Fiigt man dem dreidimensionalen Raum eine vierte Koordinate, die Zeit, hinzu, so
bewegen sich die Gestirne auf geraden vierdimensionalen Linien.

Licht

Auch das Licht folgt dieser Raumkriimmung; es bewegt sich nicht geradlinig durch das All,
sondern es wird an Gestirnen abgelenkt. Diesen Effekt kénnen die Astronomen beobachten.

Zeit

Eine andere Aussage der allgemeinen Realitdtstheorie ist die Verlangsamung der Zeit in der
Néhe von Massen. Die Zeit in Satelliten verlduft langsamer als auf der Erde. Dieser Effekt ist
von praktischer Bedeutung bei Navigationssystemen, die von Satelliten gesteuert werden.
Ohne diese Kenntnis entstehen Navigationsfehler von mehreren Kilometern.

Die Konsequenzen der allgemeinen Realitétstheorie auf die Kosmologie iibersteigen den Rah-
men dieses Buches.
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S Thermodynamik

Die Thermodynamik stellt die Lehre von der Warme und Energie dar. Der thermische Zustand
eines Systems, z. B. eines Gases, wird makroskopisch durch eine Anzahl von Zustandgréf3en,
wie Temperatur, Druck, Volumen u. a. festgelegt. Die thermischen Eigenschaften der Materie
beruhen auf der Wechselwirkung der Atome und Molekiile. Die mikroskopische Beschreibung
der Thermodynamik erfolgt durch die kinetische Gastheorie, die auf statistischen Methoden
der klassischen Mechanik basiert.

5.1 Zustandsgleichungen von Gasen

Die Thermodynamik von Gasen benutzt eine Reihe von ZustandsgroBen, wie Temperatur,
Druck, Volumen.

5.1.1 Temperatur

Definition

Zur Kennzeichnung des Wiarmezustandes eines Korpers dient eine weitere BasisgroB3e des SI-
Systems, die Temperatur 7 (Tabelle 1.1). Die genaue Definition der thermodynamischen oder
absoluten Temperatur ist kompliziert und erfolgt mittels des 2. Hauptsatzes der Thermodyna-
mik. Im Folgenden werden daher nur Messvorschriften zur Bestimmung der Temperatur nie-
dergelegt.

Die Basiseinheit im SI-System fiir die Temperatur 7 ist 1 Kelvin = 1 K. Das Kelvin wird durch
den Tripelpunkt von reinem Wasser bei 7 = 273,16 K definiert. Der Tripelpunkt liegt etwa
0,01 K tiber dem Gefrierpunkt des luftgesattigten Wassers.

1 Kelvin ist der 273, 16te Teil der Temperatur des Tripelpunktes des Wassers.

Absoluter Nullpunkt

Atome und Molekiile besitzen eine Geschwindigkeit, die von der Temperatur abhdngt. Warme
stellt kinetische Energie der Atome und Molekiile dar. In Gasen und Fliissigkeiten stoflen die
Molekiile hidufig gegeneinander und fithren eine so genannte Brown’sche Molekularbewegung
aus. In Festkorpern dagegen schwingen Atome und Molekiile im Kristallgitter um ihre Gleich-
gewichtslage. Zwischen der Temperatur 7 und der mittleren kinetischen Energie Ej;, eines
Molekiils besteht ein linearer Zusammenhang:

Eyin~T.

Daraus folgt, dass ein absoluter Nullpunkt 7 = 0 existiert. Negative Temperaturen sind in der
Kelvin-Skala nicht méglich. Am Nullpunkt ist die thermische Bewegungsenergie Ej;,= 0 und
es findet keine Warmebewegung mehr statt. Genauer muss man sagen: den Molekiilen kann
keine thermische Energie mehr entzogen werden. Die Quantenmechanik zeigt ndmlich, dass
wegen der Unschérferelation von Heisenberg eine geringe Nullpunktsenergie vorhanden ist.
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Temperaturskalen

In der Praxis gibt es neben der Temperatureinheit 1 K noch verschiedene andere Einheiten. In
Bild 5-1 sind die Celsius-, Fahrenheit- und Kelvinskala nebeneinander gestellt. Zur Festlegung
der Celsiusskala dienen zwei Fixpunkte des Wassers: der Punkt des schmelzenden Eises bei
0 °C und der Siedepunkt unter Normaldruck (1,013 bar) bei 100 °C. Die Temperatur in °C
wird durch den Formelbuchstaben in & symbolisiert. Kelvin- und Celsiusskala sind gegenein-
ander um 273,15 K gegeneinander verschoben. Temperaturdifferenzen sind in beiden Syste-
men gleich:

T2 iomis wa AL-27
°C K

K °C’
In den USA wird die Temperatur in Fahrenheit (°F) angegeben:
) O 5
—=|=-32|—.
C F 9
K °c °F
I | l
700 400
600 =
+300 3
500 +500 =4
-200 2
[F]
400 2
100 E
300+ | s
273,15 Q- 100 =
__0 )
200+ =
-100 g B
100 |
-200 T 0
S 273,15...1-400 20 Temperatur in  C°
Bild 5-1 Bild 5-2
Vergleich der Temperaturskalen nach Kelvin Thermische Ausdehnung eines Eisenstabes.

(absolute Temperatur), Celsius und Fahrenheit ~ Bei 769 °C dndert sich die Kristallstruktur

Ausdehnung fester und fliissiger Korper
Al
Festkorper dehnen sich bei Erwidrmung in der Regel aus. Die relative Lingendnderung vE

eines Stabes der Lange / ist innerhalb bestimmter Grenzen proportional zur Temperaturerhd-
hung AT :

A 1 1 .
TZ =aAT [a]= < = " Ausdehnungskoeffizient a (5.1a)

Bei Temperaturdnderungen AT fillt bei der Differenzbildung der Temperaturnullpunkt her-
aus, so dass AT in K oder °C angegeben werden kann. Tabelle 5.1 enthélt die Ausdehnungs-
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koeffizienten « einiger Stoffe. Die Warmeausdehnung muss beispielsweise bei der Konstrukti-
on von Briicken, Schienen oder Rohrleitungen beriicksichtigt werden. Bild 5-2 zeigt die Aus-
dehnung eines Eisenstabes in Abhingigkeit von der Temperatur. Es treten Abweichungen von
der Linearitdt auf, d. h. a ist temperaturabhédngig. Gleichung 5.1a gilt daher mit konstantem &
nur in einem eingeschrankten Temperaturbereich, der in Tabelle 5.1 angegeben ist. Die Ab-
nahme der Linge bei hohen Temperaturen in Bild 5-2 ist mit einer Anderung der Kristallstruk-
tur verbunden. Die Temperatur, bei der die Umkristallisation statt findet, nennt man Curie-
Temperatur; sie liegt fiir Eisen bei 769 °C.

Tabelle 5.1 Ausdehnung von Festkorpern und Fliissigkeiten

a) Linearer Ausdehnungskoeftizient o b) Raumausdehnungskoeffizient y
einiger Festkorper bei verschiedenen einiger Flussigkeiten
Temperaturen (bei 18 °C)
Stoff a in 10-6/K Stoff y in 10-3/K
0 bis 100 °C 0 bis 500 °C
Aluminium 23.8 27,4 Wasser 0,18
Kupfer 16,4 17,9 Quecksilber 0,18
Stahl 11,1 13,9 Petroleum 0,96
Stahlbeton 14 Heizol 0,9-1,0
Rostfreier Stahl 16,4 18,2 Ethanol 1,1
Invarstahl 0,9 Ather 1,62
Glas 9 10 Schwefelsdure 0,55
Quarzglas 0,5 0,6

Fir Fliissigkeiten und Festkorper gilt fiir die Volumenédnderung AV in Abhingigkeit von der
Temperaturdnderung AT ein dhnliches Gesetz:

% = c Raumausdehnungskoeffizient y (5.1b)

AV
- = AT =
g [7]

Zwischen den Konstanten & und y besteht folgender Zusammenhang:

y=3a. y und o (5.1¢)

Aus (5.1b) ergibt sich fiir die Dichte p = % :

A
2P _ —yAT . Dichteédnderung Ap
p

Diese Gleichung gilt wiederum nur in bestimmten Temperaturbereichen: fiir Wasser bei-
spielsweise erst oberhalb von 8 °C (Bild 5-3). Die Dichte des Wassers hat bei 4 °C ein Maxi-
mum; bei tieferen Temperaturen nimmt die Dichte erstaunlicherweise ab. Diese Anomalie
gewidhrleistet, dass Seen von oben zufrieren.
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1000 A
E
2 999 A
[ = .
i Bild 5-3
% Dichte des Wassers in Abhéngigkeit von der
o 998 . T T Temperatur. Bei 4 °C existiert ein Maximum

0 10 20 der Dichte
Temperatur in °C

Temperaturmessung

Von theoretischem Interesse ist das Gasthermometer, das héufig als Versuch im Physikali-
schen Praktikum vorhanden ist. An einen diinnen Gaskolben (ca. 0,1 Liter) wird eine Kapillare
angeschmolzen, die zu einem Manometer fithrt. Das Volumen V wird konstant gehalten, so
dass die Temperatur 7' durch Messung des Drucks p ermittelt werden kann (siche (5.28):
p = const.-T). Durch die Messung zweier Fixpunkte, z. B. bei 0 °C und 100 °C, kann das
Thermometer kalibriert werden. Die wichtigsten Thermometer der Praxis beruhen auf folgen-
den temperaturabhiangigen Effekten: Volumenédnderung von Fliissigkeiten und Gasen, Léngen-
dnderungen bei Bimetallthermometern, Anderung des elektrischen Widerstandes von Metallen
und Halbleitern, Thermospannung bei Thermoelementen, Wellenldngeninderung der emittier-
ten Strahlung bei optischen Pyrometern. Die Anwendungsbereiche verschiedener Verfahren
zeigt Tabelle 5.2.

Tabelle 5.2 Messbereiche verschiedener Methoden zur Temperaturmessung

Temperatur (K) 10-1 1 10 102 103 104

Gasthermometer
Dampfdruck o —
Fliissigkeitsthermometer
Metallausdehnung
Thermoelemente
Widerstandsthermometer
Pyrometer

Suszeptibilitat

Beispiel 5.1.1 (a) Im amerikanischen Fernsehen wird die Temperatur mit 28 °F angegeben.

'

7 ) 5
Die Temperatur in °C lautet: < = (E —-32) 3 =-2,22 und #=-2,22°C.

Beispiel 5.1.1 (b) Welchen Ausdehnungskoeffizienten o besitzt ein Metallstab, dessen Linge sich bei einer Tempera-
turerhhung von 20 °C auf 100 °C um 0,19 % édndert? Um welches Metall kann es sich handeln?

Al Al
Mit7=1,9-10_3 und AT =80 K erhilt man: a = - =238-100K".

Nach Tabelle 5.1 kann es sich um Aluminium handeln.

Beispiel 5.1.1 (¢) Wie stark dehnt sich eine 20 m lange Stahlbetonbriicke (c =14-107% K~!) bei einer Erhshung der

Temperatur von —30 °C auf +35 °C aus?
Al =aATI =0,0182 m=1,82 cm
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Beispiel 5.1.1 (d) Ein See kiihlt sich im Winter kontinuierlich ab. Dabei wird zunéchst das an der Oberfliche abge-
kiihlte Wasser auf den Grund sinken. Bleibt das immer so?

Nein, nach Bild 5-3 hat Wasser von 4 °C die hichste Dichte. Bei dieser Temperatur wird das 4 °C-Wasser sich auf dem
Grund sammeln. Bei weiterer Abkiihlung fillt die Dichte und das kalte Wasser sammelt sich an der Oberfliche, die
dann zufrieren kann.

5.1.2 Zustandsgleichung idealer Gase

Bei der Beschreibung von Gasen unterscheidet man zwischen idealen und realen Gasen. Ideale
Gase gehorchen der relativ einfachen Zustandsgleichung (5.4); das Eigenvolumen der Molekii-
le und Effekte der Gasverfliissigung werden aufler Betracht gelassen. Bei normalen Tempera-
turen verhalten sich viele Gase ideal.

Isotherme Kompression

Der Zusammenhang zwischen Druck p und Volumen V eines idealen Gases wird durch das
Gesetz von Boyle-Mariotte beschrieben:

pV = const bei T'= const. Isotherme Anderung (5.2)
b)
a)

>
S P4

o E

_‘6 2 p = p

= = 2o

a

Volumen V Temperatur T

Bild 5-4  Verhalten eines idealen Gases:
a) Druck und Volumen bei konstanter Temperatur (pV = const., Gesetz von Boyle-Mariotte)
b) Volumen und Temperatur bei konstantem Druck (V/T = const., Gesetz von Gay-Lussac)

Die Gleichung gilt nur bei konstanter Temperatur (isotherm), da der Druck auch durch die
Temperatur beeinflusst wird. Die in Bild 5-4a angegebenen Kurven werden Isothermen ge-
nannt.

Isobare Zustandsinderung

Erwédrmt man ein Gas bei konstantem Druck p (isobar), vergrofiert sich das Volumen V. Fiir
ideale Gase gilt das Gesetz von Gay-Lussac:

14 . "
7 =const. bei p = const. Isobare Anderung (5.3a)

Bild 5-4b zeigt den linearen Zusammenhang zwischen Volumen V' und Temperatur 7. Am
absoluten Nullpunkt 7= 0 wird das Volumen des Gases V' = 0. An dieser Stelle wird klar, dass
ideale Gase die Realitiit bei tiefen Temperaturen nicht wiedergeben.
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Man kann das Gesetz von Gay-Lussac auch in der Celsiusskala (&) formulieren. Aus (5.3a)
folgt: V /T =V, /Ty . Durch Ersetzen von T (in K) durch ¢ (in °C) ergibt sich:

V="V, (1 + ) =V (1+yd). Isobare Anderung (5.3b)

273,15 °C

Das Gasvolumen bei ¢ =0 °C (T =273,15 K) betrigt V; . Nach (5.3b) ist der Raumausdeh-
nungskoeffizient y fiir alle idealen Gase bei p = const. gleich:

1 1
T 273,15 K 273,15 °C’

y Raumausdehnungskoeffizient y (5.3¢)

Durch Messung von y erhélt man somit einen Hinweis auf die Lage des absoluten Nullpunk-
tes bei ¢ =-273,15 °C.

Zustandsgleichung

Die Gesetze von Boyle-Mariotte und Gay-Lussac (5.2) und (5.3a) mit den jeweiligen Randbe-
dingungen (T = const. oder = p const.) konnen zur Zustandsgleichung fiir ideale Gase kombi-
niert werden:

14
pT = const. Zustandsgleichung (5.4a)

Man kann tiberpriifen, dass (5.2 und 5.3a) in der Zustandsgleichung als Sonderfille enthalten
sind. Eine andere Form von (5.4a) lautet:

pV _ poho

K To Zustandsgleichung (5.4b)

Der Index 0 symbolisiert die Normalbedingungen: 7, = 273,15 K (= 0 °C) und Normaldruck
po =101 325 Pa = 1,01325 bar. Durch Einfithrung der Dichte py =m/V| resultiert:

pV=mR'T mit R'= Lo Zustandsgleichung (5.4¢)

Topo

Man nennt R’ die spezielle Gaskonstante, da sie fiir jedes Gas einen anderen Wert annimmt
(Tabelle 5.3).

Jedes ideale Gas wird durch eine Konstante R' charakterisiert. Es wird durch drei Zustands-
grdfen p, Vund T beschrieben: pV =mR'T (5.4c).

Beispiel 5.1.2 (a) In einen gedffneten Kiihlschrank (V' = 140 Liter) stromt Luft mit po = 1,0 bar und 17 °C ein. Dann
wird die Tiir luftdicht geschlossen und die Temperatur sinkt auf 10 °C ab. Wie groB wird der Innendruck und welche
Kraft wirkt auf die Tiir (4 = 0,5 m?2)?
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v poh
Die Zustandsgleichung lautet ”7 = %. Mit ¥ = ¥ = 0,14 m?, py= 1,0 bar, T,=290,15K, T=283,15 K erhilt
0

man: p = 0,976 bar und Ap = 0,024 bar = 2400 Pa. Fiir die Kraft gilt: F = Ap4 = 1200 N.

Beispiel 5.1.2 (b) Welches Luftvolumen entweicht aus einem Wohnraum von ¥, = 120 m3, wenn die Luft von 5 °C
auf 20 °C erwarmt wird ?

Der Druck bleibt konstant und es gilt: V'/T =V, /T, mit Ty = 278,15 K und 7= 293,15 K. Es folgt V'=126,5 m3. Es
entweichen 6,5 m3.

Beispiel 5.1.2 (¢) Die spezielle Gaskonstante fiir Luft betrigt R’ = 290 J/(kgK). Wie hoch ist die Dichte der Luft bei
p=1bar=105Paund 22 °C?
_m__p _ 3
Aus (5.4c) folgt: p=—=—+=1,17 kg/m’.
us (5.4¢) folgt: p v = RT g/m

5.1.3 Molare Grofien

Eine Vereinfachung und allgemeine Darstellung der Gasgesetze entsteht durch Einfithrung
einiger Begriffe aus der Chemie und Atomphysik. Zur Angabe der Zahl der Atome oder Mole-
kiile gleicher Art benutzt man den Begriff Stoffinenge n, eine weitere SI-Basisgrofie (Tabelle
L.1).

Die Stoffmenge n ist eine weitere Basisgrdfie mit der Einheit [n]=mol. Die Stoffmenge
n = 1 mol besteht aus N 4=6,022-1023 Atomen oder Molekiilen:

1 mol =10-3 kmol - 6,022-1023 Atome oder Molekiile. (5.5a)

Die Zahl der Teilchen in #» = 1 mol nennt man Avogadro’sche Konstante N 4 :

N4 =6,022-1023 mol~!. Avogadro’sche Konstante N 4 (5.5b)

Alle idealen Gase mit gleicher Stoffimenge n, Temperatur T und gleichem Druck p besitzen
auch gleiches Volumen.

Das molare Volumen V,,,y von n =1 mol betrdgt unter Normalbedingungen mit
Ty =273,15K (= 0°C), py =101 325 Pa=1,01325 bar:

3

Vo =22,4138-10-3 2_01_ Molvolumen 7, (5.5¢)

Molare Grdfien werden mit dem Index m gekennzeichnet:
Eine molare Grdfie ist der Quotient einer Gréfie und der Stoffmenge.

Die molare Masse m,, betrigt:

m kg

my, =—=M,

kg
kmol

1ol [mm]= Molmasse m,, (5.6)
mo

Die GroBe M, mit [Mr]=lstellt die relative Atom- oder Molekiilmasse dar, die aus dem
Periodensystem entnommen wird (Tabelle 5.3). Bei Molekiilen addiert man die relativen
Atommassen und erhilt die entsprechende Molekiilmasse. Gleichung 5.6 folgt aus dem Aufbau
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des Periodensystems und der Definition der relativen Atommasse. Zusammengefasst gilt Fol-
gendes:

1 mol eines Gases besteht stets aus der gleichen Zahl von Molekiilen und die Masse von 1 mol
betrigt M, Gramm.

Tabelle 5.3 Relative Molekularmasse m,, und spezielle Gaskonstante R’ fiir einige Gase

Gas my, R' R =m,R'
kmol/kg J/(kgK)  J/(kmolK)

H, 2 4130 8260

He 4 2070 8280

()] 32 260 8320

COz 44 189 8316

Luft 290

ideales Gas 8314

Allgemeine Gaskonstante R

Das molare Volumen ist analog zu (5.6) definiert: V,, =V /n. Unter Normalbedingungen

v
erhilt man V), (5.5¢). Setzt man das molare Volumen Vo = in (5.4b) ein, erhilt man:
n

PV _ poVmon
T T,

Die Konstante pyV,,o/Ty fasst man zur universellen Gaskonstanten R zusammen:

R=PUm0 _g 31447
0 mol

Gaskonstante R (5.7

Der Zahlenwert von R kann aus py = 101325 Pa, T, = 273,15 K und V,,,p = 22,4138 10-3
m3/mol berechnet werden. Damit erhélt man fiir die allgemeine Zustandsgleichung:

pV =nRT . Allgemeine Zustandsgleichung (5.4d)

Der Zusammenhang zwischen der speziellen (R") und allgemeinen (R) Gaskonstante ergibt
sich durch Vergleich von (5.4d) und (5.4c) (Tabelle 5.3):

R=m,R". (5.4e)
Alle idealen Gase werden durch die universelle Gaskonstante R beschrieben.

(5.4d) kann umgeformt werden, indem man die Zahl der Molekiile N = nN4 einsetzt:

NTR
pV = N = NkT . Allgemeine Zustandsgleichung (5.4f)
A
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Die Grof3e £ ist die Boltzmann-Konstante:

J
k= R 1,380658-10—23 < Boltzmann-Konstante (5.4g)
4

Beispiel 5.1.3 (a) Wie viele Molekiile N befinden sich in 2 = 1 g Aluminium und in 1 g Sauerstoff (O,)?

In 1 Mol befindet sich stets die gleiche Anzahl von Molekiilen: N, =6,022-1023 mol™'. Fiir Al gilt fiir die relative
Atommasse M, = 26,98 (Tabelle 10.1) und die molare Masse m,, = 26,98 kg/kmol = 26,98 g/mol.

Man berechnet: N =ﬁNA =2,23-10%2 in1 g Al
m

m

Fiir 1 Gramm O, gilt: m,, =32 g/mol und N =1,88-10%?.

Beispiel 5.1.3 (b) Berechnen Sie aus der allgemeinen Zustandsgleichung fiir ideale Gase die Dichten p von O,, H, und
He (bei p = 1013 hPa, 7 =273,15 K, R = 8314 J/(kmolK)).

pV =nRT mit p=m/V und n=m/m, folgt: p= pm, /(RT). Man entnimmt aus Tab. 10.1: m,,,, =32 g/mol,
m, 11> =2 g/molund m,,,, =4 g/mol .

Damit erhilt man p, = 1,427 kg/m* p;;, = 0,089 kg/m* und pp, = 0,178 kg/m> .

Beispiel 5.1.3 (¢) Der Fiilldruck eines Lasers mit CO, betrégt bei 20 °C 1000 Pa. Wie grof ist die Zahl der Molekiile
pro cm3?

Fiir ideale Gase gilt: pV = NkT (mit k=1,38-10723 J/K ).

N
Die Zahl der Molekiile pro Volumen betrégt: I = % =2,47-10" 1/ecm?>.

5.1.4 Reale Gase

Die Zustandgleichung (5.4) gilt nur fiir ideale Gase. Die Isothermen nach Bild 5-4a sind
Hyperbeln. Reale Gase verhalten sich insbesondere in Bereichen anders, in denen Phasenum-
wandlungen (z. B. Verfliissigung) auftreten. Sie gehorchen in guter Néherung der Van-der-
Waals 'schen Zustandsgleichung:

(p + %)(Vm —b)=RT. Reale Gase (5.8)
m

Druck p und Molvolumen ¥, enthalten Korrekturgrofien, die durch experimentell zu bestim-
mende Konstanten a und b gegeben werden. Sie sind fiir jedes Gas verschieden.

Im Vergleich zur idealen Gasgleichung enthélt die Van-der-Waals’schen Gleichung folgende
Ergidnzungen: Erstens wird vom Molvolumen ¥, das Eigenvolumen der Molekiile b abgezo-
gen. Dadurch wird nach (5.8) das Gasvolumen am absoluten Nullpunkt 7' = 0 gleich dem FEi-
genvolumen b von » = 1 mol. Da die Molekiile am absoluten Nullpunkt nicht vollig dicht ge-
packt sind, zeigen genauere Untersuchungen, dass b das vierfache Eigenvolumen darstellt.
Zweitens wird zum dufleren Druck p der innere Druck oder Binnendruck durch die Anziehung
der Gasmolekiile addiert. Es handelt sich um die gleichen Kréfte, die zur Oberfldchenspannung
fithren. Die Wirkung des Binnendruckes auf ein Molekiil ist proportional zur Dichte p. Die
Zahl der Molekiile ist ebenfalls proportional zur Dichte. Damit ist der Binnendruck proportio-
nal zum Quadrat der Gasdichte p2 =(m/V)2 ~ 1/V,2, wie es in (5.8) dargestellt ist.
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a) b)
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Bild 5-5  Verhalten realer Gase:
a) Isothermen nach der Van-der-Waals schen Gleichung
b) Ermittlung des Dampfdrucks als Funktion der Temperatur

Beim Ausmultiplizieren in (5.8) erkennt man, dass es sich um eine Funktion 3. Grades in V),
handelt. In Bild 5-5 sind die Isothermen fiir das reale Gas CO, angegeben. Es treten Maxima
und Minima auf, wie es fiir eine Kurve 3. Grades zu erwarten ist (gestrichelt gezeichnet). Im
Experiment verlduft die Isotherme jedoch anders (durchgehend gezeichnet). Eine Abnahme
des Druckes mit wachsender Kompression, wie es zwischen Maximum und Minimum der
Kurve nach (5.8) berechnet wird, ist auch schwer verstindlich. Der experimentelle waagerech-
te Verlauf der Isotherme kann dadurch konstruiert werden, dass die Flacheninhalte der gerech-
neten Kurve unter- und oberhalb der Geraden gleich sind.

Man unterscheidet in der Schar der Isothermen drei Bereiche (Bild 5-5a). Bei hoheren Tempe-
raturen kénnen die oben behandelten Korrekturen vernachléssigt werden und es entstehen die
Isothermen des idealen Gases: pV = const. In diesem Bereich 1 existiert nur Gas. Komprimiert
man bei tiefen Temperaturen, verfliissigt sich das Gas. Wihrend dieses Vorganges bleibt der
Druck konstant. Im Bereich 2 existieren Gas und Fliissigkeit nebeneinander. Bei Wasser haben
sich folgende Bezeichnungen eingebtirgert: iiberhitzter Dampf (Bereich 1), trocken gesittigter
Dampf (Grenzkurve) und Nassdampf (Bereich 2). Die Verfliissigung ist am linken Ende des
Bereiches 2 abgeschlossen. Es gibt nur Fliissigkeit, die weitgehend inkompressibel ist. Die
Isothermen verlaufen im Bereich 3 praktisch senkrecht.

Kritischer Zustand

Im Punkt K von Bild 5-5a befindet sich das Gas im kritischen Zustand. Er ist durch die kriti-
sche Temperatur 7}, den kritischen Druck p; und das kritische Volumen ¥V}, gekennzeichnet.

Eine Gasverfliissigung ist nur bei Temperaturen unterhalb von Ty, moglich (COy; Ty, = 31,5 °C).
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Der kritische Punkt im Bild 5-5a ist ein Wendepunkt mit waagerechter Tangente, d. h.
dp/dV =0, und d?p/dV2 = 0. Aus dieser Bedingung erhilt man:

_ 8a a

27bR’ 27p2°
Dies bedeutet, dass der kritische Punkt die Van-der-Waals’schen Konstanten a und b bestimmt
(Tabelle 5.4).

Tj Pk = Vink =3b .

Tabelle 5.4 Eigenschaften einiger realer Gase: kritische Temperatur T}, kritischer Druck py, van der
Waals’sche Konstanten a und b, molare Masse m,,,

Gas Tk Dk a b my,

K Pa Nm4/kmol2 m3/kmol  kmol/kg
Wasserstoff H, 33 1,3-106 0,25 -105 2,7-102 2
Stickstoff N, 126 3,4-1006 1,36 -105 39-10-2 28
Sauerstoff O, 154 5,0 -106 1,36 -105 3,2-102 32
Kohlendioxyd CO, 304 7,3 -1006 3,69 -105 43102 44
Wasserdampf H,O 647 21,8 -106 5,59 -105 3,0-10-2 18

Joule-Tompson-Effekt

Gase konnen gedrosselt entspannt werden, d. h. in einen Bereich mit niedrigerem Druck iiber-
gehen. Gedrosselt heifit, dass keine Wirbelbildung oder Arbeit auftritt.

Bei idealen Gasen bleibt bei der gedrosselten Entspannung die Temperatur konstant. Bei rea-
len Gasen sinkt die Temperatur, da Arbeit gegen die molekularen Anziehungskrdfte zu leisten
ist (Joule-Thompson-Effekt).

In manchen Temperaturbereichen stoen sich die Molekiile realer Gase ab und die Temperatur
steigt beim Joule-Thompson-Effekt.

Gas-Verfliissigung

Gase, deren kritische Temperatur oberhalb der Raumtemperatur liegt, kénnen allein durch
Kompression verfliissigt werden, z. B. CO,. Liegt die kritische Temperatur T}, tiefer, wie bei
Luft, muss eine Abkiihlung bis unterhalb von 7} erfolgen. Dazu kann das Gas zundchst komp-
rimiert werden. Bei der anschlieBenden Entspannung kiihlt sich das Gas durch den Joule-
Thompson-Effekt ab.

Beim Linde-Verfahren zur Luftverfliissigung wird Luft iiber ein Drosselventil von 200 bar auf
20 bar entspannt, wobei eine Abkiithlung um 45 K erfolgt. Die kalte Luft dient zunichst zur
Kiihlung neuer komprimierter Luft; danach wird sie nochmals dem Kompressor zugefiihrt.
Durch diesen Kreislauf sinkt die Temperatur unter 7 (154 K fiir O,), so dass eine Verfliissi-
gung moglich ist.

5.1.5 Aggregatzustinde

Die Van-der-Waals'sche Gleichung fiir reale Gase beschreibt auch die Uberginge von der
gasformigen in die fliissige Phase. Das Auftreten der festen Phase, d. h. Gefrieren und Subli-
mieren, ist darin jedoch nicht enthalten. Fiir diese Vorginge wird eine phinomenologische
Beschreibung gegeben.
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Dampfdruck

Die Isothermen nach Bild 5-5a geben auch den Dampfdruck tiber einer Fliissigkeit wieder. In
dem schraffierten Bereich bestehen die fliissige gasférmige Phase nebeneinander. Das Gas
iiber einer Fliissigkeit nennt man Dampf. Bei einer bestimmten Temperatur stellt sich im
Gleichgewicht ein konstanter Dampfdruck ein. Die Abhéngigkeit von der Temperatur wird
durch die Dampfdruckkurve in Bild 5-5b dargestellt. Man erhélt den Verlauf durch Projektion
der Isothermen in Bild 5-5a.

Im Siedepunkt sind Dampfdruck und duBlerer Druck, z. B. Luftdruck, gleich. Man erhilt folg-
lich die Siedetemperatur in Abhéngigkeit vom &ueren Druck aus der Dampfdruckkurve.

Die Dampfdruckkurve nach Bild 5-5b, die den Sattigungsdruck im Gleichgewicht angibt, muss
unter Einbeziehung der festen Phase erweitert werden. Unter der festen Phase ist hier eine
kristalline Struktur zu verstehen. Amorphe Festkorper stellen unterkiihlte Fliissigkeiten dar und
der Ubergang vom fliissigen in dem amorphen Zustand verlduft kontinuierlich. Fiir kristalline
Substanzen wird analog zur Dampfdruckkurve die Schmelzdruckkurve angegeben, welche die
Abhingigkeit des Schmelzpunktes vom Druck angibt (Clausius Clapeyron). Die Schmelztem-
peratur sinkt bei steigendem Druck. Daher schmilzt das Eis unter der Kufe eines Schlittschuhs.

Die Kurven fiir den Siede- und Schmelzpunkt sind in Bild 5-6a im Phasendiagramm darge-
stellt. Es existiert ein Tripelpunkt, in dem die feste, fliissige und gasférmige Phase im Gleich-
gewicht stehen. Tripelpunkte verwendet man zur Definition von Temperaturen, da sie unab-
hangig vom Druck sind. Der Tripelpunkt von Wasser liegt nahe am Schmelzpunkt bei Nor-
maldruck bei 7=273,16 K (0,01 °C).

a)
Kritischer Punki
L]
o fest
i
$ 610 |- —¢ Tripelpunkt
S | pelp Bild 5-6a
a | i Eigenschaften von Wasser bei
gasférmig .
I verschiedener Temperatur und Druck:
|
L a) Phasendiagramm von Wasser
273, 16 Temperatur in K
b)
x p=1,013 bar ah, = 2257 kJ /kg
é Verdampfen
S 1 373K, 100 °C
o 3001 .
£ ] Ah, = 335 kJ/k Bild 5-6b
= Schmelzen Eigenschaften von Wasser bei
1.+ 273K, 0°C verschiedener Temperatur und Druck:
200 b) Erwidrmen von Wasser,

10 100 1000 Schmelzen und Sieden
spezifische Enthalpie h in kJ/kg
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Luftfeuchtigkeit

Die atmosphirische Feuchte wird durch den Phaseniibergang Wasser-Dampf bestimmt. Uber
Wasserflachen bildet sich durch Verdunsten ein Partialdruck des Wasserdampfes. Dieser ist in
der Regel kleiner als der Sittigungsdruck, weil ein Teil der Feuchtigkeit mit dem Luftstrom
weggefiihrt wird. Ein MaB fiir den Partialdruck ist die relative Lufifeuchte ¢ in %. Sie ist gege-
ben durch den Partialdruck pp bezogen auf den Sittigungsdruck pg :

p= Pp [0] = %. Relative Luftfeuchte ¢ (5.92)

ps

Die Definition fiir die absolute Feuchte ¢, orientiert sich dagegen an der tatséchlich vorhan-
denen Dichte des Wasserdampfes:

m
Pa =

? [@a]= % Absolute Feuchte ¢, (5.9b)

Dabei stellt m die Masse des Wasserdampfes im Volumen ¥ dar. In Tabelle 5.5 sind die abso-
lute Feuchte bei Sittigung ¢, sowie der Sattigungsdruck pg dargestellt. Steigt der Druck des
Wasserdampfes iiber den Sattigungsdruck, verfliissigt sich der Wasserdampf. Er kondensiert
und es bildet sich Nebel oder Regen.

Tabelle 5.5 Luftfeuchte bei verschiedenen Temperaturen: Sattigungsdruck pg des Wasserdampfes
und absolute Feuchtigkeit ¢,

Temperatur  (°C) =30 -20 -10 0 10 20 30

Ps (Pa) 37 103 262 611 1230 2320 4210

P (g/m3) 0,33 0,88 2,15 4,84 9,4 17,2 30,1
Sieden

Verdampft die Flussigkeit nicht nur an der Oberflache, sondern im ganzen Volumen, spricht
man vom Sieden. Fiir diesen Vorgang muss der Sattigungsdruck gréBer sein als der auf der
Fliissigkeit ruhende Druck. Der Sittigungsdruck fiir Wasser erreicht bei 100 °C Atmosphéren-
druck. Der Siedepunkt (in Meeresh6he) liegt daher bei dieser Temperatur. Auf Bergen bei
geringerem Luftdruck verringert sich die Siedetemperatur. In 8000 m Hohe ist der Luftdruck
auf etwa 37 % des Normaldruckes gefallen (Barometrische H6henformel). Die Siedetempera-
tur liegt hier nur noch bei etwa 75 °C. Das Uberfiihren von Fliissigkeit in Dampf stellt einen
Phaseniibergang dar, fiir den Energie notwendig ist. Die Verdampfungswiarme fiir Wasser
betrigt Ah = 2257 kJ/kg (Tabelle 5.6).

Dalton sches Gesetz

In einem Volumen treten unterschiedliche Gase nicht miteinander in Wechselwirkung: jedes
Gas verhilt sich so, als wiirde es den Raum allein ausfiillen. Daraus folgt das Dalton’sche
Gesetz:

Der Gesamtdruck eines Gasgemisches ist gleich der Summe der Partialdriicke, d. h. der
Driicke der einzelnen Gase.
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Dies bedeutet beispielsweise, dass die Luftfeuchte nicht vom Luftdruck beeinflusst wird, son-
dern nur von der Temperatur.

Phasenumwandlungen

Das Phasendiagramm beschreibt die Umwandlung vom festen, fliissigen oder gasformigen
Zustand. Bei Phaseniibergidngen wird Wiarme zu oder abgefiihrt, ohne dass eine Temperatur-
inderung eintritt. Man bezeichnet die zum Ubergang notwendige (oder frei werdende Energie)
als latente Wérme. Beim Ubergang von fest nach fliissig wird das Kristallgitter aufgebrochen
und man muss die Schmelzwdrme, die man auch Schmelzenthalpie nennt, zufiihren (Tabelle
5.6). Beim umgekehrten Ubergang, dem Erstarren oder Gefrieren, wird diese Wirme wieder
frei. Ahnlich ist es beim Verdampfen, dem Ubergang von fliissig zu gasformig. Beim Ver-
dampfen muss die Verdampfungswdrme oder Verdampfungsenthalpie zugefithrt werden; bei
Kondensieren wird sie wieder frei. Beim Sublimieren, dem direkten Ubergang von fest nach
gasformig, kann die Sublimationsenthalpie aus der Summe von Schmelz- und Verdampfung-
senthalpie ermittelt werden.

Bild 5-6b stellt den Temperaturverlauf von Wasser bei Zufuhr thermischer Energie dar, d. h.
bei Erwidrmung. Beim Schmelzen und Verdampfen bleibt die Temperatur so lange konstant,
bis die gesamte Stoffmenge in die neue Phase iibergefiihrt ist. Die fiir einen Phaseniibergang
notwendige Wirmeenergie Q ist proportional zur Masse m:

O=mAh. Verdampfen, Schmelzen (5.10)

Die Enthalpie A/ fiir Schmelzen und Verdampfen entnimmt man Tabelle 5.6.

Tabelle 5.6 Spezifische Schmelz- und Verdampfungswirme Akig und Ahy (spezifische Schmelz- und
Verdampfungsenthalpie) flir verschiedene Stoffe bei Normaldruck (1,013 bar) und
Schmelz- und Verdampfungstemperatur (&g und 9 )

Stoff Schmelzen Verdampfen
ds (°C)  Ahg (klkg) ¥y (°C) Ahy (KJ/kg)

Al 660 397 2450 10900
Pb 327 23 1750 8600
Fe 1535 277 2730 6340
Cu 1083 205 2590 4790
Na 98 113 883 390
Si 1420 164 2630 14050
Hg - 39 12 357 285
NaCl 801 500 1465 2900
0, -219 14 -183 214
N, -210 28 - 196 201
He -271 3,5 -269 21
H, -259 59 -253 461
(00)) - 57 184 - 78 574
Luft -213 -192 197
Wasser, H,O 0 335 100 2257
Methan, CHy - 182 59 - 161 510
Amoniak,NHj3 - 78 339 - 33 1369




86 5 Thermodynamik

Beispiel 5.1.5 (a) Welcher Druck stellt sich nach dem Einkochen im Einmachglas ein?
Beim Einkochen ist im Idealfall nur Wasserdampf im Glas. Der Dampfdruck ist aus Tabelle 5.5 zu entnehmen.

Beispiel 5.1.5 (b) Welche Energie Q benétigt man, um ein Liter Wasser beim Kochen zu verdampfen ?
Beim Verdampfen gilt: O = mA#h,. Mit dem Wert aus Tabelle 5.6 und m = 1 kg erhédlt man Q = 2257 k.

Beispiel 5.1.5 (c) Welche Energie O benétigt man, um ein kg Eis zu schmelzen ?
Beim Schmelzen gilt: QO = mAhg. Mit dem Wert aus Tabelle 5.6 und m = 1 kg erhélt man Q = 335 kJ.

5.2 Kinetische Gastheorie

In den letzten Abschnitten wurden die Gasgesetze phanomenologisch eingefiihrt. Die kineti-
sche Gastheorie entwickelt ein mikroskopisches Gasmodell und man erhélt eine mechanische
Interpretation der Eigenschaften der Gase. Die Thermodynamik wird somit aus der Mechanik
der Gasmolekiile abgeleitet. Im Folgenden beschrinkt sich die kinetische Gastheorie auf ideale
Gase. Diese Gase bestehen aus gleichartigen Molekiilen, die sich wie elastische Kugeln verhal-
ten. Sie stolen gegeneinander und gegen die GefdBwand. Zwischen den StoBen fliegen sie
geradlinig und kréftefrei.

5.2.1 Gasdruck

Der Gasdruck auf eine GefidBwand entsteht durch die Impulsiibertragung bei molekularen
StoBen. Zur Berechnung des Druckes wird ein Molekiil der Masse m;, betrachtet, das sich in
einem Wirfel der Kantenlidnge a befindet. Es besitzt die Geschwindigkeit v parallel zu einer
Wiirfelkante. Die Zeit zwischen zwei Stoflen auf die Wand entspricht der Flugzeit hin und her:
At =2a/v. Bei jedem Stof3 wird auf die Wand der Impuls Ap = 2m,,v iibertragen. Die Kraft ist
gleich der Impulséinderung F =Ap/At=my,v2/a. Daraus erhilt man den Druck p. Da das
Volumen des Wiirfels V = a3 ist, gilt p=F/a? =my;v? /a3 . Befinden sich im Raum N Mo-
lekiile, so bewegt sich im Mittel ein Drittel davon (N/3) in einer Raumrichtung. Es muss be-
riicksichtigt werden, dass die Geschwindigkeit aller Molekiile verschieden ist, so dass der
Mittelwert v2 = (w2 +v7 +........ )/ N eingeht. Summiert man die einzelnen Druckanteile auf,
erhilt man mit der Masse des Gases m =my N :

1 1
pV=§NmMV2 =§mV2. (5.11)

Diese Grundgleichung der kinetischen Gastheorie, gibt das Gesetz von Boyle-Mariotte
pV = const. (5.2) wieder, da bei konstanter Temperatur auch v2 konstant ist. Die Gasdichte ist
durch p = m/V gegeben und man erhélt p = pv2/3.

Beispiel 5.2.1 Fiir Luft unter Normalbedingungen p = 1,29 kg/m® und p = 101325 Pa errechnet man aus p = pv?2/3
fiir die Geschwindigkeit der Molekiile v =+/v? = 485 m/s.

5.2.2 Thermische Energie

(5.11) kann mit der allgemeinen Gasgleichung pV = NkT (5.4¢) verglichen werden
(k=1,38-10-23 J/K). Man erhilt:
72

myv2 =3kT und mﬂév

=%kT. (5.12a)
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Der Ausdruck m,v2/2 gibt die mittlere kinetische Energie eines Teilchens an. Ein Gasatom
hat drei Freiheitsgrade (f'= 3), die durch die Bewegung in x-, y- und z-Richtung charakterisiert
werden. Daher gilt folgende Aussage: die mittlere Energie pro Freiheitsgrad f eines Gasatoms
betragt:

1 J . .
Ep= EkT k=1,38-10-23 < Thermische Energie (5.12b)

Die Beziehung wurde fiir die kinetische Energie der Translation abgeleitet. Mehratomige
Molekiile besitzen auch kinetische Energie der Rotation. Zweiatomige Molekiile haben zwei
Freiheitsgrade der Rotation, so dass insgesamt f'= 5 betrdgt. Eine Rotation um die Verbin-
dungslinie der beiden Atome besitzt keine Energie, da das Massentrigheitsmoment praktisch
Null ist. Dies liegt daran, dass die Masse eines Atoms nahezu vollstindig im Kern konzentriert
ist. Daher bleiben zwei Rotationsachsen senkrecht zu dieser Verbindungslinie iibrig. Molekiile
mit mehr als zwei Atomen haben im Allgemeinen drei Freiheitsgrade der Rotation, d. h. f= 6.
Verallgemeinert kann man also die gesamte kinetische Energie eines Molekiils zu

E=—fkT Thermische Energie (5.12¢)

N | —

angeben; E ist proportional zur Temperatur. Die Temperatur ist also ein MaB fiir den Mittel-
wert der kinetischen Energie eines Molekdils.

- 1
Die thermische Energie eines Molekiils betrdigt pro Freiheitsgrad f: Ey = EkT .

Innere Energie

Die kinetische Energie eines Gases wird auch als innere Energie U bezeichnet. Fiir ein ideales
Gas mit N Molekiilen gilt:

1
U= B SNKT . Innere Energie U (5.13)

5.2.3 Geschwindigkeitsverteilung

Die Molekiile in Gasen bewegen sich mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten. Der quadrati-
sche Mittelwert v2 gibt die mittlere Energie an. In diesem Abschnitt werden die Verteilungs-
funktionen von Energie und Geschwindigkeit beschrieben.

Boltzmann'sches Verteilungsgesetz

Die Molekiile eines Gases besitzen unterschiedliche Energien. Es werden Zustinde mit £} und
E, betrachtet. Die Boltzmann-Verteilung gibt an, wie viele Molekiile Ny und N, diese
Energien im thermischen Gleichgewicht bei der Temperatur T besitzen:

N _EB-E J
72 =e K , k=1,38-10"23 = Boltzmann-Verteilung (5.14)
1
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Mittels (5.14) wird die Zahl der Molekiile in verschiedenen Energiezustinden in Beziehung
gesetzt. Das Gesetz hat allgemeine Giiltigkeit, nicht nur in der Thermodynamik sondern auch
in der Atomphysik zur Berechnung der Besetzung hoherer Energieniveaus, z. B. beim Laser.

Maxwell sche Geschwindigkeit

Infolge von St6Ben zwischen Molekiilen @ndern sich die Geschwindigkeiten. Statistische Aus-
sagen Uber die Geschwindigkeiten macht die Maxwell sche Verteilungsfunktion, die aus (5.14)
abgeleitet werden kann:

3
dv ( g ) my? Maxwell sche

P vie 2T ) Geschwindigkeitsverteilung (5.15)

2nkT

dN gibt die Zahl der Molekiile mit Geschwindigkeiten im Intervall zwischen v und v + dv.
Dabei ist m,, die Masse eines Molekiils oder Atoms, k£ =1,38-10-23 J/K die Boltzmann-
Konstante, N die Zahl der Molekiile und T die absolute Temperatur. Die Geschwindigkeitsver-
teilung von Molekiilen (5.15) ist in Bild 5-7 fiir verschiedene Temperaturen 7 dargestellt.

0002 300 K

w

€ 900 K

£ 0,001

5
32
: . Bild 5-7
0 1000 200C Geschwindigkeitsverteilung
Geschwindigkeit in m/s von Gasmolekiilen nach Maxwell

5.3 Hauptsitze der Thermodynamik

5.3.1 Spezifische Wirmekapazitiit

Feste und fliissige Kérper

Fiihrt man festen oder fliissigen Korpern die Warmeenergie dQ zu, erhoht sich die Temperatur
um d7. Je grofBer die Masse m ist, umso mehr Wiarme dQ muss zum Erreichen der Temperatur-
erhohung d7 gefiihrt werden: dQ ~ mdT. Den Proportionalititsfaktor nennt man die spezifische
Wérmekapazitdt c:

g

dQ=cmdT |[c]= oK
g

Spezifische Warmekapazitit ¢ (5.16a)

Die spezifische Wérmekaparzitdt c ist die Wirmeenergie pro kg und K, die ein Material spei-
chert.
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Tabelle 5.7 enthélt Angaben tiber die spezifischen Wirmekapazititen einiger Substanzen.
Auffallend ist der hohe Wert fiir Wasser.

Tabelle 5.7 Wirmetechnische Werte einiger Stoffe: Dichte p, spezifische Wirmekapazitit cp (bei
konstantem Druck), Wirmeleitfahigkeit A, Temperaturleitfahigkeit a = 1/(cpp)

Stoff 9 p cp 2 a

°c 10%kg/m3 J/(kgK) W/(mK) 106m2/s
Aluminium 20 2,70 920 221 88,9
Eisen 20 7,86 465 67 18,3
Grauguss 20 ~7,2 545 =50 =13
Stahl 20 7,9 460 46 12,8
Kupfer 20 8,9 390 393 113,3
Beton 10 2,4 880 2,1 1,0
Ziegelstein 10 1,2 835 0,5 0,5
Fichtenholz 10 0,6 2000 0,13 0,11
Glas 20 2,5 800 0,8 0,4
Polystyrol 20 1,06 1300 0,17 0,125
Mineralfaser 10 0,2 800 0,04 0,3
Eis 0 0,92 1930 2,2 1,25
Schnee 0 0,1 2090 0,11 0,53
Wasser 20 0,998 4182 0,600 0,144
Wiérmetragerol 20 0,87 1830 0,134 0,084
CO, 0 0,00195 827 0,015 9,1
Wasserdampf 150  0,00255 2320 0,031 5,2
Luft 20 0,00119 1007 0,026 21,8

Beispiel 5.3.1 (a) Man berechne die Zeit dz, in der ein elektrischer HeiBwasserspeicher (P = 1900 W) 8,0 Liter Wasser
von 10 °C auf 95 °C erwérmt.

T T
P=—dQ=c-md—. Darausfolgtdt=c-md—=14963(mit c=4,18 —kJ , m=8%kg,dT =85K).
dr dr P kegK

Molare Wirmekapazitiit c,,

Die Einheit von c ist die gleiche wie die der speziellen Gaskonstanten R'. Zum Aufzeigen des
Zusammenhangs zwischen diesen Grofen wird die molare Warmekapazitit ¢,, eingefiihrt. In
(5.16a) wird die Masse m durch die Stoffmenge # ersetzt und man erhilt:

J

dQ = ne,,dT [cm]=m. (5.16b)

Die molare Masse m,, (in kg/kmol) ist durch (5.6) gegeben: m,, = m/n. Durch Vergleich von
(5.16a) und (5.16b) erhilt man:

kg
kmol °

Ciyy = CNy, [mm] =
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Mittels Tabelle 5.7 wird ¢, fiir zwei Beispiele berechnet:
1. Blei (Pb):  m,, =207,2 kg/kmol, ¢=1301J/(kgK) . Daraus folgt: ¢,, = 26,8 kJ/(kmolK) .
2. Eisen (Fe): m,, =55,8 kg/kmol,  ¢=465]J/(kgK) . Daraus folgt: c,, = 26,1 kJ/(kmolK) .

Das Ergebnis deutet an, dass die molare Warmekapazitét ¢, fiir alle festen Korper etwa gleich
ist. Aus der kinetischen Gastheorie kann man das Gesetz von Dulong-Petit ableiten:

kJ
kmolK

¢y =3R=25 Molare Wiarmekapazitit c,, (5.16¢)

Nach der kinetischen Gastheorie ist die molare Wirmekapazitit c,, fiir alle festen Korper
gleich.

Der Beweis geht von (5.13) aus. Es wird beriicksichtigt, dass die Zahl der Freiheitsgrade im
Festkorper /= 3 ist, und dass Molekiile im Gitter neben kinetischer auch potenzielle Energie
gleicher Grofie besitzen. Das Gesetz (5.16¢) gilt fiir Temperaturen etwa oberhalb 300 K. Bei
tiefen Temperaturen sind die Abweichungen erheblich. ¢,, geht mit der 3. Potenz der Tempe-
ratur gegen Null (Bild 5-8).

kJ

mol. Warmekap. ¢, in - S

Bild 5-8
Abhingigkeit der molaren Wiarmekapazitét
¢, fester Korper von der Temperatur

Temperatur in K

Wirmekapazitit von Gasen bei V = const.

Bei der Herleitung der Wérmekapazitit eines Gases muss beriicksichtigt werden, dass es sich
bei Erwdarmung erheblich ausdehnen kann, wobei Arbeit verrichtet wird. Hilt man das Volu-
men bei der Erwdrmung konstant, bewirkt die zugefithrte Warmeenergie dQ nur eine Tempera-
turerhohung d7, genau wie bei Festkorpern. Die spezifische Wirmekapazitdiit bei konstanten
Volumen wird mit ¢; bezeichnet:

dQ=cymdT (V =const.) . Spezifische Warmekapazitit cj (5.17)

Die zufithrte Warmeenergie dQ bei V' = const. bleibt im Gas und erhoht die innere Energie U:
dU =cymdT (5.18)
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(5.18) bedeutet, dass die Warmemenge dQ bei V = const. zur Erhohung der inneren Energie
dU des Gases dient und nicht auch noch zur Arbeit bei Ausdehnung des Gases.

Wirmekapazitit von Gasen bei p = const.

Ist bei der Erwdrmung um dT der Druck p = const., dehnt sich das Gas aus und leistet die Ar-
beit

—dW = pdV. Arbeit bei Expansion (5.19)

Druck und Volumenénderung werden durch p und dV beschrieben. In der Thermodynamik gilt
folgende Vereinbarung der Vorzeichen:

Arbeit dW, die in das Gas hineingebracht wird, trdgt ein positives Vorzeichen. Leistet dagegen
das Gas Arbeit, z. B. bei einer Expansion, wird sie als negativ angesehen.

ds
dV = Ads
dW = Fds
p =pAds
= pdV

Flache A =—F=pA

Bild 5-9
Arbeit bei der Kompression
eines Gases

Zur Ableitung von (5.19) dient Bild 5-9. Es wird ein Gas mit einem Kolben der Fliche 4 mit
der Kraft F um die Strecke ds zusammengedriickt. Die Arbeit betrdgt d/W = Fds. Fiihrt man
den Druck p = F/A4 ein, erhdlt man mit dV = Ads unter Beriicksichtigung der Vorzeichenregel
(5.19).

Bei der Ausdehnung eines erwédrmten Gases dient nur ein Teil der zugefithrten Warme dQ zur
Erhohung der inneren Energie dU. Der andere Teil fiihrt zur Arbeit -dW. Es gilt der Energie-
satz, der in dieser Form erster Hauptsatz der Wéiirmelehre genannt wird:

dQ9=dU—-dW oder dQ=dU+ pdV. 1. Hauptsatz (5.20a)

Erster Hauptsatz der Wiirmelehre: Die zugefiihrte Wirmeenergie dient zur Erhéhung der
inneren Energie und zur Erbringung von Arbeit.

Mit dU = cpymdT (5.18) resultiert:
dQ =cymdT + pdV . (5.20b)

Eine Erwdrmung bei p = const. wird durch die Wdirmekapazitét bei konstantem Druck c, be-
schrieben:

dQ9=c,mdT  (p=const.). Spezifische Wérmekapazitét c), (5.21)

Aus (5.20b) und (5.21) entsteht:
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dv
= +p—. 5.22
mep =mey +pr (5.22)
dr R’'
Die Zustandsgleichung (5.4c) lautet: pV'=mR'T oder a =t
p

Setzt man dies in (5.22) ein, folgt fur die spezifischen Warmekapazitéten ¢, und cy :

! ! J
cp—cy =R [R']= kK Gaskonstante R’ (5.23)

Die spezifischen Warmekapazititen bei konstantem Druck und Volumen ¢;, und ¢y sind mit
der speziellen Gaskonstanten R’ verkniipft.

Molare Grofien

Die Thermodynamik idealer Gase wird einheitlicher, wenn man fiir die Massen m die molare
Darstellung m,, benutzt:

k
Py, =% [, ] = kmgol . (5.6)

Statt der spezifischen Wérmekapazititen ¢ und ¢, ergeben sich molare Gréfien cy,, und
¢pm mit den Einheiten J/(kmol K). Es gilt

Cym =cymy, und  cppy =cpmy, .

Es folgt mit (5.23) und (5.4e) der Zusammenhang mit der Gaskonstanten R = 8314 J/(kmolK):

_ J
kmolK

Cpm ~Cym =R [R] Gaskonstante R (5.24a)

Nach der kinetischen Gastheorie hingen die molaren Wirmekapazititen von der Zahl der
Freiheitsgrade f'der Molekiile ab, die aus mindestens f= 3 Translationen bestehen:

+2
Com = (J{T)R und Cym = gR . (5.24b)

Fiir einatomige Gase (/= 3) gilt demnach ¢, =5R/2, fiir zweiatomige (/= 5) c,, =7R/2
und fiir Molekiile mit drei Rotationsachsen (f= 6) c,,, =8R/2. Das Verhiltnis

_Cpm _Cp _[H2

Adiabatenexponent k (5.25)
cm o f

ist der Adiabatenexponent k.

Beispiel 5.3.1 (b) Der Adiabatenexponent betrigt nach (5,25) fiir einatomige Gase k = 5/3 =1,67, fiir zweiatomige k =
7/5 = 1,4 und fur dreiatomige « = 8/6 = 1,33.
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5.3.2 Erster Hauptsatz der Wirmelehre

Der erste Hauptsatz erweitert das Prinzip der Energieerhaltung, wie es fiir die Mechanik for-
muliert wurde (Abschnitt 2.3.4), fur die Thermodynamik.

Die einem System zugefiihrte Wirmeenergie dQ und die zugefiihrte Arbeit dW erhéhen die
innere Energie dU:

dU=dQ+dw. 1. Hauptsatz (5.20a)

Dabei gilt die Vorzeichenregel: Grdifien dQ oder dW, die in das Gas eingebracht werden,
tragen ein positives Vorzeichen. Wird Wéirmeenergie dQ oder Arbeit dW vom Gas abgegeben
tritt ein negatives Vorzeichen auf.

Eine andere Formulierung des ersten Hauptsatzes geht auf den in fritheren Zeiten immer wie-
der vergeblich angestrebten Versuch zuriick, eine Maschine zu bauen, die ohne Energiezufuhr
und bei unverdnderter innerer Energie nach auBlen Arbeit abgibt. Eine solche Maschine wird
ein Perpetuum mobile erster Art genannt. (5.20a) besagt, dass bei fehlender Energiezufuhr
(dQ = 0), die nach auflen abgegebene Arbeit (—d#) auf Kosten der inneren Energie U geht.
Der erste Hauptsatz der Thermodynamik lautet somit: Ein Perpetuum mobile erster Art ist
unmoglich.

5.3.3 Zustandsinderungen

Zustandsidnderungen von Gasen werden durch die GrundgroBen (p, V, T) beschrieben. In ein-
fachen Fillen wird eine der GroBen konstant gehalten. Allgemeine Zustandsédnderungen der
Gase lassen sich durch eine Reihe derartiger elementarer Zustandsénderungen darstellen.

Isobare Zustandséinderungen (p = const.)

Bei ciner isobaren Zustandsdnderung ist der Druck p = py = const. Aus der Zustandsglei-
chung idealer Gase pV = mR' T (5.4c) resultiert (Bild 5-10a):

r t. oder h_I ( t.) Isob 5.26
— = const. —_—=— = const.) . sobar .
T v 1 F (5.26)
a = =
) p = const b) V = const c) T =const
= const.
N Isotherme
pO T : |
A i i o e e 2 : Adiabate
o ) H o
5|+ W g " = l
= : i e & | W
I : | |
: ! 1 |
vV, v, VolumenV Vg vy Vs,
Bild 5-10

Zustandsanderungen idealer Gase: a) Isobare Anderung (p = const.), b) Isochore Anderung
(V = const.), ¢) Tosotherme (7= const.) und adiabatische Anderung (Q = const.)
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Fiir die Expansionsarbeit gilt (Bild 5-9) dW = pdJV oder:
I} podV = po(3=H) - oder

W==po(a=N)=—mR (I =T). Arbeit 7 (5.27)

Beispiel 5.3.3 (a) In einem Zylinder mit reibungsfreien Kolben befinden sich #; = 1,0 m* Luft mit 7; = 300 K bei
einem Druck von 0,9 bar. Bei konstantem Druck wird die Luft auf 7, = 1000 K erwdrmt. Wie grof ist das Endvolu-
men ?

Fiir isobare Anderungen gilt: V, = V,T, /T, = 3,33 m3

Isochore Zustandsinderung (V = const.)

Isochor bedeutet, dass das Volumen V konstant gehalten wird (Bild 5-10.b). Aus der Zu-
standsgleichung (5.4¢) pV' = mR'T folgt:

T
% =const. oder h L (V =const.) . Isochor (5.28)

P D

Da V = const. ist, wird keine Arbeit verrichtet.

Beispiel 5.3.3 (b) In einem verschlossenem Behilter befinden sich ¥, = 0,9 m® Luft mit p, = 0,9 bar und 7, = 300 K.
Bei welcher Temperatur V; steigt er auf p, = 3,0 bar?
Fiir isochore Anderungen gilt: T, =T;p,/ p; =1000K .

Isotherme Zustandséinderung (7 = const.)

Fiir isotherme Zustandscinderungen (Bild 5-10c.) gilt das schon zitierte Boyle-Mariotte'sche
Gesetz, das aus der Zustandsgleichung (5.4c) pV = mR' T folgt:

pV=const. oder pVi=p)Vo (T=const). Isotherm (5.29)

Die Expansionsarbeit betragt W =— f pdV. Mit p =mR'T/V ensteht daraus
W=mR'T f dV/V. Als Losung des Integrals erhilt man:

1% .
w =—mR'T1n72. Arbeit (5.30)
1

Adiabatische Zustandsinderung (Q = const.)

Die adiabatische oder isentropische Zustandscnderung hat zur Voraussetzung, dass kein Wir-
meaustausch mit der Umgebung stattfindet: O = const. oder dQ = 0. In Bild 5-10c ist der Ver-
lauf einer so genannten Adiabaten im Vergleich zu einer Isothermen gezeichnet. Es dndern
sich Druck p, Volumen V und Temperatur 7. Die Arbeit, die in Bild 5-10c angegeben ist, muss
aus der inneren Energie U des Gases entnommen werden (Abkiihlung) oder bei Kompression
an dieses abgegeben werden (Erwarmung).

Fiir den Zusammenhang zwischen den Zustandsgrofen p, V und T bei adiabatischen Prozessen
findet man aus der allgemeinen Zustandsgleichung und dem ersten Hauptsatz der Wéarmelehre:
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k=1

pV&=const. und Tp « =const. (Q=const.). Adiabatisch (5.31)

Der Adiabatenexponent k wird durch (5.25) beschrieben:

_r
Cy

K Adiabatenexponent k (5.25)

Der Beweis der Adiabatengleichung 5.31 soll kurz angedeutet werden. Aus dem ersten Haupt-
satz folgt mit dQ = 0 : mcy dT = —pdV. Setzt man fiir den Ausdruck aus der allgemeinen Zu-
standsgleichung p = mR'T/V ein, entsteht ¢y d7/T = —R'dV/V. Mit ¢, —cy =R’ resultiert
dT /T =—(k—1)dV /V . Durch Integration folgt: TV*~1 =const. Aus der allgemeinen Zu-
standsgleichung ergibt sich daraus (5.31): pV'* = const.

Beispiel 5.3.3 (¢) Ein Gas mit dem Druck p wird sehr schnell auf die Hélfte seines Volumens V' zusammengedriickt.
Wie groB ist danach der Druck p *?
Da der Vorgang schnell geht, wird zunéchst keine Warme abgefiihrt, so dass der Vorgang adiabatisch ist:

pV* = pV™. Daraus folgt p=p(V/V') =p-2% (zB. k=1,4 fiir zweiatomige Gase).

Polytrope Zustandsinderung

Bei ungehindertem Wairmeaustausch verlduft eine Zustandsdnderung isotherm. Bei idealer
Wirmeisolation dagegen adiabatisch. In der Praxis ist keiner dieser Félle erfiillbar. Jeden
Prozess zwischen diesen Grenzfillen nennt man polytrop. Fiir die polytrope Zustandsénderung
gilt:

pVV =const. Polytrop (5.32)

Die Polytropengleichung 5.32 beschreibt jede der erwéhnten Zustandsdnderungen. Der Expo-
nent v nimmt dabei folgende Werte an:

v=0: isobar p = const.
v=1: isotherm T = const.
V=K adiabatisch O = const.
y=o00: isochor V = const.
1<wv < k: polytrop.

5.3.4 Kreisprozesse

Wirmekraftmaschinen durchlaufen periodische Kreisprozesse. Diese bestehen aus einer Reihe
von Zustandsidnderungen, nach denen das Gas in den Ausgangszustand zuriickkehrt. Es ist
iiblich, derartige Vorginge im p-V-Diagramm darzustellen. In Bild 5-11a ist ein so genannter
rechtsldufiger Kreisprozess gezeichnet. Die umfahrene Fléche ist die Nutzarbeit:

w=—¢ pdv. Nutzarbeit (5.33)

Bei einem rechtsldufigen Kreisprozess verrichtet das Gas Arbeit. Nach den Vorzeichenregeln
ist W negativ. Beispiele fiir Kreisprozesse findet man bei Warmekraftmaschinen und Verbren-
nungsmotoren. Wird der Kurvenzug links herum umfahren, so wird mechanische Arbeit in das
Gas hineingebracht, z. B. bei der Kéltemaschine oder der Warmepumpe.
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a) b) c)
N L m |
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Bild 5-11  Darstellung von Kreisprozessen im p-V-Diagramm:
a) Allgemein b) Carnot-Kreisprozess c) Energiefluss bei einer Wiarmekraftmaschine

Carnot-Prozess

Der von Carnot vorgeschlagene Kreisprozess ist von theoretischem Interesse, da er optimalen
Wirkungsgrad n aufweist. Er lauft zwischen je zwei Isothermen und Adiabaten ab (Bild
5-11b). Es handelt sich um einen idealisierten Vorgang, der umkehrbar oder reversibel ablautft.
Reibung und Verluste durch Wiarmeleitung werden vernachléssigt.

Wird der Carnot-Prozess rechtsldufig umfahren, so wird Wiarme teilweise in Arbeit umge-
wandelt. Der Wirkungsgrad # ist durch die abgefiihrte Arbeit —/# und der zugefiithrten Wir-
me Q definiertn =—W /Q . Die gewonnene Arbeit ist gleich der Differenz der zugefiihrten
und abgefiihrten Wérme: —W = Q; —|Q2|. Damit wird der Wirkungsgrad # einer Warme-
kraftmaschine:

__w_a -0

. Wirkungsgrad # (5.34)
9 O

Man kann den Carnot’schen Prozess mit Hilfe der Gasgesetze berechnen und findet fiir den
Carnot-Wirkungsgrad ¢ :

L—T
ne = % . Maximaler thermischer Wirkungsgrad ¢ (5.35)
1

Die Maschine arbeitet zwischen den maximalen und minimalen Temperaturen 7; und 7,, die
allein den Wirkungsgrad bestimmen. 7~ ndhert sich dem Wert 1 an, wenn die untere Arbeits-
temperatur im Bereich des absoluten Nullpunktes 7 = 0 K liegt. Im Allgemeinen ist bei Wér-
mekraftmaschinen 7, durch die Temperatur des Kithlmittels um 300 K gegeben. Damit wird
klar, dass die obere Arbeitstemperatur 7] mdoglichst hoch liegen muss. Fir 7; = 600 K und
T, =300 K erhélt man beispielsweise 1o =50 %. Der Wirkungsgrad nach (5.35) dient héufig
zur Abschitzung auch fiir andere Prozesse.
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Beispiel 5.3.4 Wie groB ist der maximale Wirkungsgrad # einer Wéarmekraftmaschine, der ein Gas mit 900 °C zuge-
fithrt und mit 20 °C abgefiihrt wird.
1173293

Es gilt: 17=T=0,75é75%.

Beweis

Der Carnot-Prozess ist technisch nur unter hohem Aufwand zu realisieren, so dass er in der Praxis wenig Bedeutung
hat. Wegen der theoretischen Relevanz soll im Folgenden die Berechnung von (5.35) skizziert werden. Bei einer hohen
Temperatur 7; wird dem Gas die Warmemenge O, zugefiihrt. Es dehnt sich auf das Volumen ¥, aus. Nun ldsst man
das Gas schnell expandieren. Es findet kein Austausch von Wérme mit der Umgebung statt. Das Gas kiihlt sich bei
dieser adiabatischen Expansion auf die Temperatur 7, ab. Eine isotherme Kompression von V5 auf V, fiihrt nicht zu
einer Erwdrmung, da die Warme (, abgefiihrt wird. Die anschlieBende adiabatische Kompression von ¥V, auf V)
erwiarmt das Gas auf die urspriingliche Temperatur 7 .

Fiir die Berechnung des Wirkungsgrades # brauchen nur die isothermen Anteile betrachtet zu werden. Man kann
beweisen, dass sich die beiden Adiabatenanteile gerade aufheben und dass ¥, /V, =V, /V; ist. Die nach auflen abgege-
bene Arbeit W berechnet man als Differenz der beiden isothermen Arbeitsanteilen. Nach (5.30) gilt:

12 v,
W,=mR'T In—L und W, =mR'T,In-2%.
) €
Die Nutzarbeit W ist durch die Differenz gegeben:
12
W =W, -W,=mR'(Ty -T,) In—L.
)
Der Wirkungsgrad 7 ist das Verhiltnis von gewonnener Arbeit —¥ zu hineingebrachter Warmeenergie 0, , also
n=-W/Q (534). Da sich bei einem isothermen Prozess die innere Energie U nicht dndert, gilt O =W, und
n = —W /W, . Damit errechnet sich der Wirkungsgrad fiir den Carnot-Prozess 7. zu (5.35). Bild 5-11c macht deutlich,
dass von der aufgewendeten Energie (O, ein Teil in Arbeit W umgewandelt wird und ein Teil als Abwirme Q, das
System verldsst.

Thermodynamische Temperatur

In Abschnitt 5.1.1 wurde auf die Problematik der Definition der Temperatur durch die Ausdehnung von Fliissigkeiten
oder Gasen hingewiesen. Es treten Nichtlinearitéten auf, die beim Gasthermometer durch die Abweichung vom Verhal-
ten idealer Gase im Bereich der Verfliissigung entstehen. Eine von den Stoffeigenschaften des Messgerétes unabhéngi-
ge Definition der Temperatur kann durch den Carnot-Prozess erfolgen. Bei der thermodynamischen Temperatur ermit-
telt man den Wirkungsgrad nach (5.35): n-=(7;—T7,)/T; . Der absolute Nullpunkt ist durch n- = 1 definiert. Die
thermodynamische Definition der Temperatur, die auch in Kelvin angegeben wird, hat nur theoretische Bedeutung.

5.3.5 Zweiter Hauptsatz der Wiirmelehre

Der erste Hauptsatz der Wdirmelehre stellt den Satz von der Erhaltung der Energie dar.
Der zweite Hauptsatz gibt Informationen tiber den Wirkungsgrad bei der Umwandlung von
Wirmeenergie in mechanische Arbeit.

Reversible Vorgiinge

Bewegungsablidufe in der Mechanik sind bei Vernachldssigung von Reibung umkehrbar oder
reversibel. Dreht man von einem Vorgang einen Film, z. B. dem elastischen Sto3 zweier Ku-
geln, so kann er vorwérts oder riickwirts abgespielt werden. Beide Bewegungsabldufe sind
physikalisch moglich. Reversible Vorginge erlauben eine Umkehrung der Zeitrichtung. Es
kann, wie beim reibungsfreien Pendel, kinetische Energie vollstindig in potentielle umgewan-
delt werden und umgekehrt. Ein Vorgang ist reversibel, wenn der Ausgangszustand ohne jede
Veranderung wieder hergestellt werden kann.



98 5 Thermodynamik

Auch der Carnot-Prozess, bei dem zu jedem Zeitpunkt Gleichgewicht mit der Umgebung
herrscht, ist reversibel. Die Laufrichtung kann umgekehrt und der Ausgangszustand wieder
erreicht werden. Eine riickwirts laufende Carnot-Maschine arbeitet als Warmepumpe.

Irreversible Vorginge

Beliebige thermische Prozesse sind in der Regel nicht umkehrbar oder irrversibel. Irreversible
Vorginge verlaufen nur in eine Richtung und eine Umkehrung ist ohne #uflere Arbeit nicht
moglich. Ein Beispiel ist die Warmeleitung zwischen Bereichen hoher und niedriger Tempera-
tur. Transport von Wérmeenergie findet ohne &uflere Einwirkung nur in einer Richtung statt.
Will man den Vorgang der Warmeleitung umkehren, muss Arbeit an einer Warmepumpe ein-
gesetzt werden. Einen anderen irreversiblen Vorgang stellt die Bewegung eines Korpers auf
der schiefen Ebene bei Wirkung von Reibung dar. Es wird beim Abgleiten potentielle Energie
in kinetische umgewandelt. Da dabei durch Reibung thermische Energie erzeugt wird, ist der
Ausgangszustand ohne dulere Energiezufuhr nicht wieder herstellbar.

Zweiter Hauptsatz

Der Umwandlung von Wérmeenergie in mechanische Arbeit sind Grenzen gesetzt. Die Erzeu-
gung von Arbeit setzt zwei Systeme unterschiedlicher Temperatur voraus und fithrt zu einer
Anndgherung an das Temperaturgleichgewicht. Der zweite Hauptsatz der Wiarmelehre be-
schreibt dies in unterschiedlichen Formulierungen:

Es gibt keine Maschine, die Wirme aus einem Reservoir entnimmt und vollstindig in Arbeit
umwandelt.

Eine derartige Maschine, die man Perpetuum mobile zweiter Art nennt, wére nach dem ersten
Hauptsatz der Wéarmelehre durchaus méglich. Eine prazisere Formulierung des zweiten Haupt-
satzes lautet:

Ein hoherer Wirkungsgrad als der des Carnot-Prozesses ist nicht erreichbar:

<p.=0"T
n=nc T
Zum Beweis, dass diese Aussage aus der ersten Formulierung folgt, wird nach Bild 5-12 eine
reversible Carnot-Maschine als Warmepumpe eingesetzt. Parallel arbeitet eine beliebige Wiér-
mekraftmaschine. Die gewonnene Arbeit dient zum Antrieb der Carnot-Warmepumpe. Hat die
Wirmekraftmaschine, wie in Bild 5-12 gezeigt, einen hoheren Wirkungsgrad als die Carnot-
Wirmepumpe, widerspricht das dem zweiten Hauptsatz: es wird Arbeit gewonnen und dem
oberen Behilter wird Warme entzogen, ohne dass ein Teil dem unteren zugefiihrt wird.

Warmekraft- T Carnot-
maschine I' * warmepumpe
Gewinn W/ .- Ly, Al
,'r (R - S 1
S i L Bild 5-12
’ Kombination einer beliebigen Wir-
* mekraftmaschine mit einer Carnot-
T, Wérmepumpe. Eine Nutzarbeit W *
kann nicht gewonnen werden
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Arbeitet die beliebige Wirmekraftmaschine reversibel und besitzt sie einen Wirkungsgrad
< n¢ (5.35), widerspricht dies ebenfalls dem zweiten Hauptsatz. Zum Beweis setzt man beide
Maschinen wie in Bild 5-12 ein und lasst das System vorwérts und riickwirts laufen. Eine der
Laufrichtungen widerspricht der ersten Formulierung des zweiten Hauptsatzes.

Der Wirkungsgrad irreversibler Maschinen ist kleiner als der reversibler. Alle reversiblen
Prozesse haben den Wirkungsgrad der Carnot-Maschine:

hL-0

Nirrev <Nrey =NC = T : (5.36)
1

5.4 Thermische Maschinen

Die Funktion und Berechnung von thermischen Motoren kann durch die Darstellung als Kreis-
prozess veranschaulicht werden. Beispiel dafiir sind Kfz- und Flugzeugantriebe, Kiihlmaschi-
nen und Warmepumpen.

5.4.1 Wirmekraftmaschinen

Obwohl Verbrennungsmotore offene Systeme sind, konnen sie ndherungsweise als geschlos-
sen vereinfacht werden. Die Verbrennung wird als Wirmeaufnahme und das Ausstrémen der
Auspuffgase als Wiarmeabgabe angesehen.

Ottomotor

Der Arbeitsablauf im Ottomotor erfolgt nach dem Ansaugen des Gemisches in vier Takten:,
Verdichtung, Verbrennung, Ausdehnung und AusstoBen. Bild 5-13a zeigt das p-V-Diagramm
zur Berechnung des idealen Motors. Die Verdichtung (1 — 2) des Gasgemisches erfolgt so
schnell, dass kein Wirmeaustausch stattfindet, d.h. adiabatisch. Bei der Verbrennung (2 — 3)
entsteht Warmeenergie und der Druck steigt schlagartig bei konstantem Volumen an; es han-
delt sich somit um einen isochoren Vorgang. Die anschlieBende Ausdehnung des Gases ver-
richtet Arbeit (3 — 4). Sie verlduft nahezu adiabatisch. Anschliefend wird das Auslassventil
geoffnet (4 — 1), und der Druck fallt bei konstantem Volumen, d. h. isochor. Ausstoen der
Abgase und Ansaugen des neuen Gemisches verlduft isobar und dabei wird keine Arbeit ver-
richtet. Die gestrichelte Linie in Bild 5-13a hat somit flir die Berechnung keine Bedeutung,
sofern man die abgefiihrte Warmemenge Q,; der Isochoren zuschlégt.

Der Ottomotor arbeitet somit zwischen je zwei Adiabaten und Isochoren. Die Nutzarbeit ent-
spricht der Flache des Kreisdiagramms:

W=—gﬁpdV=—f:pdV—f21pdV.

Da die begrenzenden Adiabaten-Kurven bekannt sind, ist das Integral mit Hilfe der Gasglei-
chungen berechenbar. Die zugefithrte Wirmeenergie Q kann ebenfalls angegeben werden. Sie
fithrt zu dem Temperaturanstieg von 7, nach 73 und damit nach den Gasgesetzen zur Druck-
erhhung von p; nach p;. Aus den Rechnungen erhélt man den Wirkungsgrad

1—k
n= % =1- (9 - 1) ) Otto-Motor (5.37)
2
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Der Wirkungsgrad # nimmt mit steigendem Verdichtungsverhéltnis V—lzu. (Eine hohe Kom-
2

pression erfordert Super-Benzin.)

Beispiel 5.4.1 Wie groB ist der theoretische Wirkungsgrad # eines Ottomotors mit einem einer Verdichtung von
Vi/V, =8 und mit k =1,4?
Mit Hilfe von (5.37) erhélt man: 5 =0,54. (In der Praxis wird etwa nur die Hélfte dieses Wertes erreicht.)

a) b) c)
o
-
o
2
a
Volumen V
d) Q e)
Bild 5-13
Kreisprozesse
verschiedener Motoren:
o
% Kreisprozesse verschiedener
g Motoren:

a) Ottomotor

b) Dieselmotor
c) Stirling-Motor
d) Offene Turbine
e) Dampfturbine

Volumen V

Diesel-Motor

Beim Dieselmotor wird der Kraftstoff in die komprimierte Luft eingespritzt, und die Verbren-
nung verlduft nahezu isobar. Bild 5-13b zeigt das idealisierte p-V-Diagramm, das aus zwei
Adiabaten, einer Isobaren und einer Isochoren besteht. In der Praxis ist der Wirkungsgrad

14
giinstiger als beim Otto-Motor, da das Verdichtungsverhiltnis V—l =20 betrigt.
2

Stirling-Motor

Der Stirlingmotor arbeitet mit erwdrmten Gasen. Es handelt sich nicht um einen Verbren-
nungsmotor. Das Kreisdiagramm besteht aus je zwei Isochoren und Isothermen (Bild 5-13c).
Technisch wird der Stirlingmotor im HeifSlufimotor realisiert. Die Erwarmung der Luft erfolgt
kontinuierlich, z. B. durch eine elektrische Heizung. Es gelingt, die bei der isochoren Abkiih-
lung abgegebene Wirme zwischenzuspeichern und dem Motor bei der Erwdrmung wieder
zuzufiihren: Oy3 = |Q41|. Es muss von auBen nur die Warme Q eingebracht werden. Die Be-
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rechnung des Wirkungsgrades ist analog zum Carnot-Prozess und man erhilt das gleiche Er-
gebnis = (73 —T7;)/T; . Wegen des optimalen Wirkungsgrades findet der Stirling-Motor neu-
erdings wieder Interesse.

Die technische Realisierung des Heiflluftmotors zeigt Bild 5-14. Ein Arbeits- und ein Verdrin-
gerkolben bewegen sich um 90° phasenverschoben. Der Verdrangerkolben schiebt die Luft hin
und her und bringt sie in Berithrung mit dem geheizten und gekiihlten Teil der Maschine. Die
Luft bewegt sich durch diesen Kolben an Metallspanen vorbei, die als Warmespeicher dienen.
Stromt heile Luft, so nehmen sie Warme auf, die im spiteren Zyklus an die kalte Luft abgege-
ben wird. Leider gelingt diese Warmeiibertragung (Qp3 = |Q41|) nur unvollstindig, so dass der
maximale Wirkungsgrad nicht erreicht wird.

Verdrangerkolben Arbeitskolben
|

T,
Warme- T i :\
zufuhr 3 e
\ 5 Bild 5-14
[T, warmeabfuhrl Aufbau eines HeiBluftmotors
Gasturbinen

Flugzeugmotoren arbeiten mit offenen Gasturbinen, bei denen der so genannte Joule'sche
Prozess ablauft (Bild 5-13d). Luft wird im Kompressor adiabatisch komprimiert und erwérmt.
In der Brennkammer wird eingespritztes Kerosin in der heilen Luft verbrannt. Dabei steigt die
Temperatur bei konstantem Druck. Es handelt sich also um eine isobare Erwdrmung. In der
Turbine expandiert das Gas adiabatisch. Danach werden die Abgase bei konstantem Druck,
d. h. isobar ausgestof3en.

Dampfturbine

In Dampfturbinen 14uft der Kreisprozess nach Bild 5-13e ab. Die Speisewasserpumpe erhoht
den Druck des Wassers von p; nach p,. Durch Wéarmezufuhr wird das Wasser isobar ver-
dampft (2 — 3). Der HeiBdampf wird in der Turbine von 3 nach 4 adiabatisch entspannt. Im
Kondensator verfliissigt sich der entspannte Dampf und gibt Wiarme an das Kiihlwasser ab.
Das Kondensat wird wieder dem Speisewasser zugeleitet.

5.4.2 Wirmepumpe

Bei Wirmekraftmaschinen lauft der Kreisprozess im Uhrzeigersinn, d. h. rechts herum und
Wirme wird teilweise in Arbeit umgewandelt. Bei der Warmepumpe ist die Umlaufrichtung
linksldufig. Es wird Arbeit in Warme transformiert. Es ergeben sich zwei wichtige Anwendun-
gen, die auf den gleichen Prinzipien beruhen: der Kithlschrank und die Warmepumpe als Hei-
zungssystem.

Leistungszahl

Bei der Warmepumpe ist die Warmequelle die Luft, das Erdreich oder das Grundwasser. Die-
sen Systemen wird Wirme entzogen und der Wirmesenke, z. B. der Zentralheizung eines
Hauses unter Aufwand von Arbeit zugefiihrt (Bild 5-15). Dabei kann mehr Wérme abgefiihrt
werden als bei direkter Umwandlung von Arbeit in thermische Energie. Es handelt sich also
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um ein sehr effektives Heizungssystem. Man definiert die Leistungszahl ¢ als das Verhiltnis
der abfithrbaren Warme Q,;, und der eingesetzten Arbeit V-

e= %> 1. Wiérmepumpe (5.38a)
Kompressor
()
o N
Verdampfer Dampf Verflussiger
Q, —=— Nieder - Hoch Q.
druck |

f

‘ Flussigkeit U Bild 5-15
D<= Prinzip einer Kompressor-Kéltemaschine

Drosselventil oder einer Warmepumpe

Mit zunehmender Leistungszahl ¢ steigt die Effektivitdt des Systems. Fiir den Carnot-Prozess
berechnet man:

1 T
f=—=—» Leistungszahl ¢ (5.39)
n Lh-1

Die Leistungszahl ¢ ist umgekehrt proportional zum Wirkungsgrad z des rechtsldufigen Pro-
zesses. Je kleiner die Temperaturdifferenz 7 — 7, ist, umso hoher ist die Leistungszahl . Fiir
elektrisch betriebene Luft-Wasser-Wéarmepumpen erreicht man beispielsweise eine Lei-
stungszahl von ¢ = 3, d. h. sie sind dreimal so effektiv wie eine direkte elektrische Heizung.
Bei groflen Anlagen mit Dieselmotoren ist die Leistungszahl groBer.

Beispiel 5.4.2 Berechnen Sie die Leistungszahl einer Warmepumpe, wenn zwischen dem geheizten Raum und der
kithlen Umgebung eine Temperaturdifferenz von 25 °C herrschen.

Aus (5.39) erhilt man mit 7; =293 K und 7} —7, =25 K : # =11,7 . Dieser maximale theoretische Wert wird in der
Praxis nicht erreicht. Ein realistischer Wert betrdgt n = 4,5.

Kiltemaschinen

Kithlmaschinen und Wéarmepumpen benutzen Kéltemittel, die einen Kreisprozess mit Phasen-
anderungen durchlaufen. Frither wurden FCKW-Substanzen verwendet, die in der oberen
Atmosphére Chlor freisetzten und dadurch zur Zerstorung der Ozonschicht beitrugen. Das
Prinzip einer Kéltemaschine zeigt Bild 5-15. Im Verdampfer wird dem fliissigen Kéltemittel
bei niedrigem Druck und niedriger Temperatur Warme zugefiihrt. Beim Kiihlschrank geschieht
dies im Kiihlfach, bei der Warmepumpe beispielsweise im Erdreich. Der Dampf wird mit ei-
nem Kompressor verdichtet und dabei erwarmt. Im Kondensor wird Wirme abgefiihrt und es
findet eine Kondensation statt. Beim Kiihlschrank gibt es dafiir im hinteren Teil Kiihlrippen:
Bei der Warmepumpe iibernimmt diese Aufgabe das Heizungssystem eines Hauses. Die Fliis-
sigkeit unter hohem Druck wird an einem Drosselventil unter Abkiihlung entspannt und wieder

dem Verdampfer zugefiihrt. Beim Kiihlschrank interessiert die Warme |Qzu| , die dem Kiihlgut
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entzogen wird. Die Leistungszahl ¢ lautet dementsprechend in Abweichung zur Warmepumpe
(5.38a):

W Kiltemaschine (5.38b)

E=

5.5 Wirmetransport

Wirmeenergie wird durch Weirmeleitung, Konvektion und Wérmestrahlung tibertragen.

5.5.1 Wiirmeleitung

Grundlegendes

Als Wirmeleitung bezeichnet man den Transport von Wérmeenergie in Materie ohne eine
Ubertragung von Materie, wie es bei der Konvektion der Fall ist. Die Ubergabe der thermi-
schen Energie findet in Richtung des Temperaturgefilles statt.

Zur Vereinfachung der mathematischen Beschreibung, betrachtet man einen Stab der Lénge /
mit dem Querschnitt 4, der an den Enden auf den Temperaturen 7; und 75 gehalten wird. Die

transportierte Wiarmeenergie O ist proportional zur Querschnittsfliche 4, Zeitdauer ¢ und
Temperaturdifferenz AT =T, —7; sowie umgekehrt proportional zur Lange /:

AtAT
0=1 ! [A]= oder
m
Wiérmeleitung (5.40a)
_Q AT W
RVTRN m?

Der Proportionalitétsfaktor ist die Wedrmeleitfiihigkeit A . (5.40a) setzt ein Temperaturgleich-
gewicht voraus und stellt die eindimensionale stationdre Form des Warmetransports dar. Die

GroBe j= /% gibt die pro Fliche A4 und Zeit ¢ transportierte Wiarme Q an. Man nennt j Dichte

des Wiirmestroms.

Beispiel 5.5.1 Welche Energie O geht durch Warmeleitung in # = 1 Stunde durch eine / = 30 cm dicke Ziegelwand
von 4 = 12 m2? (Temperaturdifferenz 24 °C, Wirmeleitfihigkeit A = 0,8 W/(m - K))
Man setzt die Werte in (5.40a) ein und erhdlt: O = 2760 kJ = 0,77 kWh .

Bei der Wirmeleitung wird kinetische Energie der Molekiile, d. h. Wirme, auf die Nachbar-
teilchen iibertragen. Bei Gasen ist die Wirmeleitfihigkeit 4 klein (Tabelle 5.7), da die Mole-
kiile wegen der geringen Dichte grofle Abstinde aufweisen. Bei Festkorpern kann der Ener-
gietibertrag durch zwei Prozesse erfolgen:

(1) Die Molekiile sind im Kristallgitter fest gebunden und fiihren infolge der thermischen
Energie Gitterschwingungen aus. Bei der Wirmeleitung wird Wiarmeenergie, d. h. Gitter-
schwingungen von einem Molekiil zum anderen tibertragen. Die Quantenmechanik zeigt, dass
Gitterschwingungen im Kristall in Form von Phononen auftreten, die sich dhnlich wie Teilchen
verhalten. Wirmeleitung kann als die Wechselwirkung von Phononen mit dem Kristallgitter
gedeutet werden.
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(2) In Metallen sind im Gitter freie Elektronen vorhanden. Auch diese konnen zur Wirmeaus-
breitung im Festkorper beitragen. Dadurch kann die Wirmeleitfdhigkeit A gro3 werden (Tabel-
le 5.7). In Metallen mit vielen freien Elektronen gilt das Wiedemann-Franz sche Gesetz, das
eine Proportionalitit zwischen der elektrischen Leitfihigkeit x und A4 formuliert:

A=LTk Wiedemann-Franz'sche Gesetz (5.41)
(5.41) gilt fiir nicht zu tiefe Temperaturen 7. Die so genannte Lorentz’sche Zahl L hat fiir

Metalle ungefihr denselben Wert: L =2,45-10—8 Z—i .
In Tabelle 5.7 sind einige Werte fiir die Warmeleitfihigkeit 4 von Metallen, Nichtmetallen,
Fliissigkeiten und Gasen aufgefiihrt. Die Werte fiir Nichtmetalle sind wesentlich geringer als
von Metallen. Baustoffe mit geringem A besitzen luftgefiillte Poren oder es handelt sich um
geschdumte Materialien. Auch in Doppelfenstern wird die geringe Wérmeleitfahigkeit von
Gasen ausgenutzt.

Mehrere Schichten

In der Technik werden beim Bau von Winden mehrere Schichten iibereinander verwendet. Im
Gleichgewicht muss durch jede Schicht der gleiche Warmestrom ; transportiert werden. Aus
diesen Bedingungen kann man folgende Gleichung ableiten:

joQ_ar
At R’

wobei R den gesamten Wdirmedurchlasswiderstand angibt. Er ldsst sich aus der Warmeleitfd-

higkeit A; und der Dicke d; der einzelnen ebenen Schichten (i =1, 2, 3, ..) berechnen:

G D d

+—+—+.....

R=
A Ay A

5.5.2 Konvektion

Konvektion stellt eine Wéarmetibertragung in Fliissigkeiten und Gasen dar, die mit einem Mas-
sentransport verbunden ist. Bei der freien Konvektion fiihren Dichteunterschiede durch Er-
wirmung zu Stromungen, die eine Ubertragung von Wirme zur Folge haben. Ein bekanntes
Beispiel ist die Zentralheizung, die prinzipiell auch ohne Umwélzpumpe funktioniert. Das
erwidrmte Wasser steigt nach oben, das abgekiihlte nach unten. Es entsteht eine zirkulierende
Stromung im Heizsystem. Nach einem &hnlichen Prinzip arbeitet die Kithlung der Heizkorper
und die Erwdrmung des Raumes durch die Konvektionsstromung der Luft- oder die Wérmeab-
fuhr an den Kiihlrippen elektrischer Gerdte. Auch an den dufleren Schichten der Sonne findet
Wirmetransport durch Konvektionsstrome von Wasserstoff statt. Mathematisch sind die Diffe-
renzialgleichungen der konvektiven Warmetibertragung kompliziert. Die Warmestromdichte j
an einer ebenen Fliche 4 hingt ndherungsweise linear von der Temperaturdifferenz von Wand
und Fluid AT ab:

j= Agt =a AT 1= W . Konvektion (5.42a)
a ist der Wirmeiibergangskoeffizient. Er ist im Allgemeinen schwer zu ermitteln, da er von
den genaueren Randbedingungen abhingt. Es gelten folgende grobe Richtwerte:
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Wasser:  a=350 bis 600 J/(m2sK)
Luft: a=4,0 bis 45 J(m2K) (5.42b)

Bei der erzwungenen Konvektion hingt der Warmestrom von der Geschwindigkeit der kiihlen-
den Stromung ab.

5.5.3 Wiirmestrahlung

Theoretisch fillt die Emission und Absorption von Wérmestrahlung in den Abschnitt 9.3
(Quantenoptik). Vom praktischen Gesichtspunkt aus handelt es sich um ein Gebiet der Warme-
lehre und Solarenergie.

Entstehung der Strahlung

In Materie bewegen sich die Atome, Ionen oder Elektronen aufgrund ihrer thermischen Ener-
gie. Dies hat die Abstrahlung oder Emission elektromagnetischer Wellen zur Folge, der
Wérmestrahlung. Mit zunehmender Temperatur verkiirzt sich die Wellenldnge vom infraroten
bis in den sichtbaren Spektralbereich und der Korper beginnt zu glithen. Beim umgekehrten
Vorgang, der Absorption, trifft Strahlung auf Materie und wird in Wéarmeenergie umgewan-
delt.

Ein Strahler wird durch die Strahlungsleistung ® beschrieben, welche die in der Zeit df emit-
tierte Energie d ¥ angibt:

o3

=4 [©@]=W Strahlungsleistung @ (5.43)

Bezicht man die abgestrahlte Leistung auf ein Flachenelement d4; des Strahlers, erhdlt man die
spezifische Ausstrahlung M:

4o
dd

M

W
[M] = e Spezifische Ausstrahlung M (5.44a)

Fallt Strahlung auf ein Flichenelement eines Empféngers d4,. , der senkrecht zur Strahlrich-
tung steht, wird dort die Bestrahlungsstiarke E erzeugt:

_do W

E El= —. 4
a, [E] ) Bestrahlungsstirke £ (5.44b)

kW
Die Bestrahlungsstirke der Sonne auf der Erde betrdgt im Mittel E =14 — - Man nennt
m

diesen Wert Solarkonstante.

Absorptions- und Emissionsgrad

Bei Bestrahlung eines Materials wird von der einfallenden Bestrahlungsstirke E ein Teil £,
absorbiert, der Rest wird zurtickgestrahlt oder hindurchgelassen. Der Absorptionsgrad o be-
schreibt den absorbierten Teil der einfallenden Strahlung:
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a

a=E? [a] =1. Absorptionsgrad a (5.45a)

Korper mit vollstindiger Absorption =1 wirken schwarz, da keine Strahlung reflektiert
wird. So genannte Schwarze Kérper werden durch Hohlrdume mit absorbierenden Wénden
realisiert, in denen sich eine Offnung befindet. (Als Beispiel sei das Auge erwihnt; die Pupille
ist schwarz.)

Die Erfahrung zeigt, dass Korper mit hoher Absorption eine starke Emission von Warmestrah-
lung zeigen. Man definiert als Emissionsgrad € das Verhiltnis der spezifischen Ausstrahlung
M zum entsprechenden Wert M, eines schwarzen Korpers (mita =1). M stellt den maximal
moglichen Wert dar:

[e]=1. Emissionsgrad ¢ (5.45b)

Der Emissionsgrad ¢ eines Temperaturstrahlers ist seinem Absorptionsgrad ¢ gleich:

e=a Kirchhoff’sches Strahlungsgesetz (5.46)

Zum Verstandnis dieser Aussage denke man sich zwei parallele Fldchen gleicher Temperatur,
die miteinander im Strahlungsaustausch stehen. Andere Warmeverluste sollen nicht auftreten.
Jede Fldche strahlt soviel Energie ab, wie sie absorbiert. Wére das nicht der Fall, wiirde sich
eine Fliche erwarmen. Dies widerspricht dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik.

Die Emissionsgrade einiger Werk- und Baustoffe sind in Tabelle 5.8 angegeben.

Tabelle 5.8 Emissionsgrad ¢ einiger Stoffe bei der Temperatur ¢

Metall U (°C) ¢ Material 7 (°C) ¢

Al, poliert 20 0,04 Beton 20 0,94
Al, oxidiert 20 0,25 Mauerwerk 20 0,93
Messing 25 0,04 Holz 25 0,9
Messing, oxidiert 200 0,61 Dachpappe 20 0,9
Eisen, poliert 100 0,20 Glas 20 0,88
Eisen, angerostet 20 0,65 Lacke 100 ~0,95
Eisen, verzinkt 25 0,25 Kunststoffe 20 0,9
Chrom, poliert 150 0,07 Wasser 20 0,9

Stefan-Boltzman ‘sches Gesetz

Die spezifische Ausstrahlung M eines schwarzen Temperaturstrahlers steigt mit der vierten
Potenz der Temperatur (in K):

W

- 4 5= .10-8
My=0 T% 0=5,670-10 KA

Schwarzer Strahler (5.47a)
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o ist die Stefan-Boltzman sche Konstante. Die Ausstrahlung eines nicht-schwarzen oder grau-
en Korpers betriigt dementsprechend M =¢0oT4. Neben der Emission nimmt der Kérper
Strahlung aus seiner Umgebung mit der Temperatur 7" auf. Damit wird die resultierende spezi-
fische Ausstrahlung:

M=c¢o (T4-T"). Thermische Strahlung (5.47b)

Kihlkorper sollen ein hohes Emissionsvermogen ¢ aufweisen. Dies wird durch schwarze
Oberflachen erreicht. Bei niedrigen Temperaturen wird die Wiarmestrahlung im Infraroten
emittiert. Bei hohen Temperaturen wird auch im Sichtbaren emittiert und der Ko6rper gliiht.

Zur Reduzierung der Verluste von Warmestrahlung werden reflektierende Folien oder Schich-
ten eingesetzt. Beispiele sind die Verwendung von Aluminium-Folien und die Verspiegelung
bei Thermosgefifien.

Beispiel 5.5.3a Ein heile Fliche (z. B. Biigeleisen) mit 227 °C (T = 450 K) gibt nach (5.47a) eine spezifische Ab-
strahlung von M = oT* = 2325 W/m? (e =1).
Genauer ist (5.47b). Bei einer Umgebungstemperatur von 27 °C (7" =300 K) : M = 1866 W/m’.

Planck sches Strahlungsgesetz

Das Spektrum der Wirmestrahlung eines schwarzen Korpers wird durch das Planck’sche
Strahlungsgesetz beschrieben:

27hc
M¢(A)dd= W’U‘OT—D(M [M(A)] Plancksches Gesetz (5.48)

m3

Die Grole M (4) gibt die abgestrahlte Energie pro Fliche und pro Wellenlédngenintervall dA
an (daher in W/m3). Die Wellenlidnge der Strahlung wird durch A gegeben. 2= 6,626-10-34 Js
ist das Planck'sche Wirkungsquantum, & = 1,38-10-23. J/K die Boltzmann-Konstante und ¢
die Lichtgeschwindigkeit. Mit zunehmender Temperatur verschiebt sich das Spektrum vom
infraroten in den sichtbaren Spektralbereich (Bild 5-16).

Y
L

w
1

-
L

Bild 5-16
Spektrale Abstrahlung M (1), schwarzer
Wellenldange A in pm Korper (Planck'sche Strahlungsformel (5.48))

Spektrale Intensitat M ( A), in 10" Wim®
[ae]




108 5 Thermodynamik

Wien sches Verschiebungsgesetz

Das Maximum der spektralen Ausstrahlung kann aus (5.48) berechnet werden. Es tritt bei der
Wellenldnge A, auf:

b . . .
Amax = T mit b=2897,79um K. Wien’sches Verschiebungsgesetz (5.49)

b ist die Wien 'sche Konstante. Die Oberflaichentemperatur der Sonne betragt etwa 6000 K und
das Maximum des Spektrums liegt daher bei etwa 0,5 um. Ungiinstiger ist die Lichtausbeute
bei Glithfadenlampen mit 7 = 3000 K, deren spektrales Maximum bei etwa 1 um auftritt.

Beispiel 5.5.3b Das Maximum der Sonnenstrahlung liegt bei A, =555 nm. Nach (5.49) erhilt man eine Sonnen-
temperatur (an der Oberfliche) von T = 2897,8/0,5 K =5221 K. Eine Glihlampe mit 7 = 2900 K hat ihr Strah-
lungsmaximum bei A, = 2897,8/2900 um = 1 yum.

Optische Temperaturmessung

Aufgrund der Wiarmestrahlung ist eine optische Messung von moglich (Tabelle 5.2). Gliih-
fadenpyrometer bestehen aus einem Fernrohr, mit einem Glithfaden an der Stelle des Zwi-
schenbildes. Durch eine Stromregelung wird die Temperatur des Fadens so eingestellt, dass die
Farbe der des beobachteten glithenden Ko6rpers entspricht.

Auch niedrigere Temperaturen nicht glithender Kérper kénnen optisch vermessen werden. Im
einfachsten Fall kann dies durch zwei Photodioden erfolgen, die fiir zwei verschiedene Spekt-
ralbereiche im Infraroten empfindlich sind. Aufgrund der Strahlungsgesetze kann aus dem
Verhiltnis der Strahlungsintensititen die Temperatur ermittelt werden.

Wirmebildgerdte sind im Prinzip Fernsehkamera-Systeme mit einer Photokathode, die zwi-
schen 3 bis 5 um oder 8 bis 14 um empfindlich sind. Die Intensitdten im Bild konnen durch
eine Bildverarbeitung in Farbwerte auf dem Monitor umgewandelt werden. Jede Farbe ent-
spricht dann einer bestimmten Temperatur. Ahnlich arbeiten Infrarot-Sichtgerite, die mit ei-
nem so genannten Bildverstdrker versehen sind.

Solarkollektoren

Solarkollektoren erwirmen Wasser durch die Einwirkung von Sonnenstrahlung. Der Wir-
kungsgrad kann durch Absorber mit selektiver Wirkung erhoht werden: im Bereich des Son-
nenspektrums zwischen 0,4 und 2 um findet eine hohe Absorption mit « = 0,97 statt. Die
Wassertemperatur betrigt etwa 80 °C = 353 K und das Maximum des emittierten Spektrums
liegt bei A =8 um. Die Abstrahlung kann dadurch reduziert werden, dass die Absorber-
schichten bei Wellenldngen oberhalb von 6 pm nur sehr geringfiigig absorbieren und emittie-
ren, beispielsweise a = ¢ = 0,05. Damit wird die Strahlung reflektiert.

Treibhauseffekt

Nach dhnlichen Prinzipien entsteht die Warme in Treibhdusern. Die Strahlung tritt ungehindert
durch die Glasscheiben und durch die Absorption der Strahlung erwdrmt sich der Boden und
die Luft. Die Abstrahlung, die bei Zimmertemperatur ein Maximum bei etwa 10 um aufweist,
wird durch die Scheiben verhindert, die bei dieser Wellenldnge nicht transparent sind.
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Gegenwirtig stellt die Erde ein Treibhaus dar, in dem es zu warm wird. Die notwendige Ab-
strahlung der Wiarme wird durch einen erhéhten CO,-Gehalt der Atmosphére reduziert. Diese
Molekiile besitzen zahlreiche Rotations-Vibrations-Niveaus (Abschnitt 10.3.4), welche die
Wirmestrahlung der Erde absorbieren. Eine Erwdrmung der Erde um wenige Grad fiihrt zur
Abschmelzung des polaren Eises und anderen unerwiinschten Folgen. Zur Vermeidung muss
die CO,-Produktion eingeschriankt werden.
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6 Schwingungen und Wellen

Systeme, deren Gleichgewichtszustand gestort wird, kehren durch Hin- und Herschwingen in
ihre urspriingliche Lage zuriick. Man bezeichnet Vorginge, bei denen sich eine Messgrofie
zeitlich periodisch dndert, als Schwingungen. Die GroBe kann beispielsweise die Auslenkung
eines mechanischen Systems aus der Ruhelage, die Druckschwankung in einer Schallwelle
oder die elektrische Feldstiarke sein. Schwingungen spielen in vielen Bereichen des Lebens und
der Technik eine wichtige Rolle, z. B. beim Pendel, bei Federungen, beim Schall und in der
Elektronik. Sind mehrere schwingungsfidhige Systeme miteinander gekoppelt, z. B. die Atome
eines Festkorpers, kann sich die Schwingung rdumlich ausbreiten. Das Phdanomen der Ausbrei-
tung von Schwingungen, bei denen ein Energietransport stattfindet, nennt man Welle. Wellen
treten unter anderem in der Mechanik, Akustik, Optik und Elektronik auf.

6.1 Schwingungen

Man unterscheidet freie und erzwungene, sowie ungeddmpfte und geddmpfte Schwingungen.
Bei der freien Schwingung wird der Oszillator, d. h. ein schwingféhiges System, einmalig aus
der Ruhelage ausgelenkt und dann sich selbst iiberlassen. Im ungeddmpften Fall, der mathema-
tisch besonders leicht zu beschreiben ist, in der Praxis aber nur nidherungsweise vorkommt,
bleibt die maximale Auslenkung (Amplitude) konstant. Reale Schwingungen werden durch
Energieverluste, z. B. Reibung, geddmpft und die Amplitude nimmt ab. Bei der erzwungenen
Schwingung wird das System periodisch von aullen angeregt. Sinusférmige Schwingungen
nennt man harmonisch, nicht-sinusférmige anharmonisch.

6.1.1 Freie ungedimpfte Schwingung
Eine ungeddmpfte Schwingung ist eine periodische Funktion der Zeit ¢.

Die Auslenkung y eines Oszillators (oder eine andere physikalische GréBe wie die elektrische
Feldstirke) bleibt nach der Periodendauer T gleich:

YO =y +T1). (6.1)
Eine Schwingung wird durch eine in der Zeit periodische Funktion beschrieben.

In der Technik treten héufig sinus- oder kosinusférmige Schwingungen auf. Fiir diese harmo-
nischen Schwingungen gilt:

y()=7yp sin (27t%) =3 sin(2xft). Schwingung (6.2a)

Man kann leicht priifen, dass diese Beziehung periodisch in 7 ist, so wie es in (6.1) gefordert
wird. p stellt die maximale Auslenkung dar, die man Amplitude nennt. Die Periodendauer T
ist mit der Frequenz f verkniipft:

f=r f)=i=Hs=Herz. Frequenz/  (6.3a)
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i t t < t
Mzat t u M \/
Bild 6-1 Analogie zwischen einer Schwingung und einer Kreisbewegung

Es besteht eine Analogie zwischen einer Kreisbewegung und einer Sinusschwingung. Nach
Bild 6-1 rotiert ein Punkt mit der Winkelgeschwindigkeit oder Kreisfrequenz w. Der momen-
tane Drehwinkel ¢ betrégt:

t
=wt=2n—=2naft.
p=w T f

Projiziert man die Position des rotierenden Punktes in Bild 6-1 auf die y-Achse, erhdlt man
y= psin(2xft). Dieses Ergebnis stimmt mit (6.2a) iiberein. Wegen dieser Analogie zur Kreis-
bewegung fithrt man zur Beschreibung von Schwingungen die Winkelgeschwindigkeit oder
Kreisfrequenz o ein:

2 1 .
w=2xf= Tn [w]=-. Kreisfrequenz (6.3b)
s

Man bezeichnet den Drehwinkel ¢ = wt als Phase oder Phasenwinkel ¢. Die Schwingung
kann auch um die Phase ¢ verschoben sein. In diesem Fall ist die Auslenkung nicht y =0 zur
Zeit t = 0. Allgemein gilt somit fiir eine harmonische Schwingung:

y=ysin2aft+pg) = ysin(wr+¢p). Schwingung (6.2b)

Dabei ist y die Auslenkung der Schwingung zu einem beliebigen Zeitpunkt 7, p die Amplitude,
fdie Frequenz, w die Kreisfrequenz und # die Zeit.

Beispiel 6.1.1a Eine Schwingung fiihrt 4 volle Perioden in 9,5 s aus. Es betragen: die Periodendauer
T=9,5/4s=238s,die Frequenz f =1/T = 0,42 s =0,42 Hz und die Kreisfrequenz w = 2mf = 2,64 s7h.

Schwingungsgleichung

Die Gleichung einer Schwingung kann aus den Kriften oder dem Energiesatz abgeleitet wer-
den. Dies wird im nichsten Abschnitt an einigen Beispielen vorgefiihrt. Hier wird ein anderer
einfacher Weg aufgezeigt. Gleichung 6.2b beschreibt die Auslenkung y einer mechanischen
Schwingung (oder eine anderen physikalischen GroBe, wie die elektrische Feldstirke). Die
Geschwindigkeit in der Schwingung wird aus v = dy/d¢ ermittelt. Durch Differenzieren von
(6.2b) erhélt man:

d d2 :
d_f = jwcos(wt+¢pp) und dey =—Jw?sin(or +¢o) .

Die letzte Beziehung wird mit (6.2b) kombiniert und es entsteht die so genannte Schwingungs-
gleichung:

d2y

——=—w2y oder

dr? 4
Physikalische GroBen, die dieser Gleichung gehorchen, fithren freie harmonische Schwingun-
gen mit der Kreisfrequenz w aus. Es handelt sich um eine lineare Differentialgleichung zweiter

d2y

dt_2+ w?y=0.  Diff.-Gleichung freie Schwingung (6.4)
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Ordnung, deren Losung durch (6.2b) gegeben ist. Die so genannten Anfangsbedingungen legen
die Amplitude und die Phase fest.

:

F=-cy
L] | Bild 6-2
| y Federschwingung. Die riicktreibende Kraft
mg F ist der Auslenkung y entgegengerichtet
Federschwingung

Im Folgenden wird die Schwingungsgleichung speziell fiir eine Federschwingung abgeleitet.
Fiir eine Schraubenfeder gilt nach Bild 6-2: die riicktreibende Kraft F ist der Auslenkung y
proportional aber entgegengerichtet (Gegenkraft zu (2.29)):

N
F=—y [c]=—.
m
o o . _ . , d2y
Die Grof3e c ist die Federkonstante. Die Kraft F fiithrt zu einer Beschleunigung a = _dt2 :
d2
F=ma= m—y .
dr?

Durch Gleichsetzen beider Gleichungen erhédlt man die Differentialgleichung einer Feder-
schwingung:
2 2 v

d
m—y+cy=0 oder —+£y=0. (6.5)
ds? m

Man kann dieses Ergebnis mit der Schwingungsgleichung (6.4) vergleichen und erhélt fiir die

Kreisfrequenz: w? = £ Daraus folgt fiir die Frequenz f einer Federschwingung:
m

Elastische Schwingung (6.6)

Bild 6-3

Drehschwingung. Das riicktreibende
Drehmoment M ist dem Drehwinkel
¢ entgegengerichet




6.1 Schwingungen 113

Beispiel 6.1.1b Es wird eine Masse von m = 500 g an eine Schraubenfeder gehingt, die sich dabei um y =5 cm dehnt.
Wie grof} ist die Federkonstante ¢? Wie grof3 sind Periodendauer 7 und Frequenz /* der Federschwingung?

Federkonstante: ¢ =|F/)|=mg/y=0,5-9,81/0,05 N/m = 98,1 N/m

Frequenz: f =(1/2n)Jc/m =2,23 Hz.  Schwingungsdauer: 7 =1/f= 0,449 s.

Drehschwingungen

Bei Drehungen betrachtet man statt der Kréfte die auftretenden Drehmomente. Der Drehwinkel
@ eines Drehschwingers nach Bild 6-3 ist proportional zum riicktreibenden Drehmoment M:

M=-D¢ [M]=Nm [D] = Nm,

wobei D als Richtmoment bezeichnet wird. Das Drehmoment M fiihrt zu einer Winkelbe-
schleunigung a =d2¢p/dr2 (Abschnitt 2.5.2):

dZep

— - = 2

M—Jot—Jdt2 [J]= kgm-.

Das Massentriagheitsmoment ist J. Durch Gleichsetzen ergibt sich analog zu (6.5):
d2¢p D
—+—¢=0. 6.7
N4 (6.7)

Der Vergleich mit der Schwingungsgleichung 6.4 liefert fiir die Frequenz f einer Dreh- oder
Torsionsschwingung:

w= \/E bzw. f= L\/E . Torsionsschwingung (6.8)
J 27

Anwendungen

Trigheitsmomente J von Korpern kénnen durch Messung der Frequenz von Drehschwingun-
gen f ermittelt werden (6.8), indem sie an Drédhte gehidngt werden. Als Vergleichsmessung
wird die Frequenz der Drehschwingung f’ mit einem Probekorper bestimmt, z. B. einen Zylin-
der mit berechenbarem J"

1
= 2—\/ D/J' . Fiir den Kérper mit unbekanntem J erhilt man die Frequenz
T

f =L\/D/J .
2n

Durch Division beider Gleichungen resultiert fiir das unbekannte Trégheitsmoment J:
J=J—. (6.9)

Zur Messung von J kann der Koérper auch auf einen Drehtisch gelegt werden. Genau wie oben
wird eine Messung mit einem Probekoérper mit J' durchgefiihrt. Allerdings miissen hierbei drei
Frequenzen gemessen werden: mit leerem Drehtisch, mit bekanntem Probekorper und mit zu
messenden Korper.
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b)
q)P PP’ =1,
l\\
! A
[
|
9%,
]
: Schwerpunki
\
s
]
]
!
mg <, |
e\ '
mg sin ¥
Bild 6-4 a) Das mathematische Pen- b)) Beim physikalischen Pendel greift die riicktreibenden
del bc?steht aus emem Kraft im Schwerpunkt an. Die Schwingungsdauer wird
schvlgngenden Massen- durch das Massentriigheitsmoment J gegeben, /.= PP’
punkt.

stellt die reduzierte Pendelldnge dar.

Pendel

Ein mathematisches Pendel besteht aus einer punktférmigen Masse m und einem massenlosen
Faden der Liange /. Mehr der Realitdt entspricht ein physikalisches Pendel; es handelt sich um
einen starren pendelnden Korper mit dem Tragheitsmoment J um die Pendelachse. Die folgen-
de Berechnung gilt fiir beide Pendel. Nach Bild 6-4a betrigt das riicktreibende Drehmoment M
bei Auslenkung aus der Ruhelage um den Winkel ¢ (Abschnitt 2.5.2):

M =—mgl sinp .
Dieses Drehmoment M verursacht eine Winkelbeschleunigung a = d2¢p/dz2:
2
M=Ja= L .
dr?

Analog zum Abschnitt Drehschwingungen erhdlt man durch Gleichsetzen:

Lo mel
a2 J
Dieser Ausdruck entspricht nicht der Schwingungsgleichung (6.4) und die Losung kann nur als

Reihenentwicklung dargestellt werden. Die Schwingungsdauer 7 hidngt vom maximalen Aus-
lenkwinkel ¢ ab:

singp =0

T= 2n\ﬁ(1—(1/2)2 sin2(p/2)+(1/2)2(3/4)2 sin2(¢/2) + eoeoen... ).
g

Ein Pendel fiihrt also streng genommen keine harmonische Schwingung aus. Diese Tatsache
hat jedoch fiir die Praxis wenig Bedeutung, da bei geringen Auslenkungen eine relativ genaue
Néherung benutzt werden kann: ¢ = sin¢ (¢ im Bogenmaf}). Damit resultiert:

d2p  mgl

— 4+ =0. 6.10
PP IR 4 (6.10)
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Diese Form entspricht der Schwingungsgleichung (6.4). Durch Vergleich erhélt man:

1 2 /
w2 ="5" oder a)=2nf=—ﬂ= e
T J

Daraus folgt fiir die Schwingungsdauer T eines physikalischen Pendels:

/ J
T=2m|—. Physikalisches Pendel (6.11a)
mgl

In dieser Gleichung ist / der Abstand des Schwerpunktes vom Drehpunkt. Bei einem mathema-
tischen Pendel ist dies gleich der Pendelldnge /. Das Massentrigheitsmoment betréigt in diesem
Fall J =mi? und es folgt fiir die Schwingungsdauer T eines mathematischen Pendels:

l
T=2n \/; . Mathematisches Pendel (6.11b)

Beispiel 6.1.1c Am Haken eines Krans befindet sich ein schweres Objekt, das mit 10 Schwingungen in 82 s pendelt.
Wie lang ist das Kranseil? Welche Masse hat das Objekt?

Aus (6.11b) folgt fiir die Linge [ =T2g /(4x?) . Mit T=8,2 s folgt: / = 16,7 m. Die Schwingung ist unabhingig von
der Masse.

Die Schwingungsdauer hingt nicht von der Masse des Pendels sondern nur von der Lange / ab.
Aus (6.11a und b) geht hervor, dass ein mathematisches Pendel gleiche Schwingungsdauer hat
wie ein physikalisches, wenn seine Lange gleich der reduzierten Pendellénge /. ist:

= J

r ml B
wobei / der Abstand des Schwerpunkts vom Drehpunkt und J das Tragheitsmoment ist. Nach
Bild 6-4b existiert beim physikalischen Pendel ein zweiter Drehpunkt in der Entfernung /,
vom ersten, um den die Schwingungsdauer gleich ist. Der Beweis fiir diese Aussage benutzt
den Satz von Steiner (2.49). Beim Reversionspendel werden die reduzierte Pendellénge /, und
damit die Erdbeschleunigung g gemessen.

Schwingungsenergie

Zum tieferen Verstdndnis von Schwingungen soll die Theorie nicht vom speziellen Aufbau der
schwingenden Systeme (Oszillatoren) ausgehen, sondern von allgemeinen Prinzipien wie dem
Energiesatz. Bei mechanischen Schwingungen findet eine periodische Umwandlung von kine-
tischer (Ey;,) in potenzielle (E,,,) Energie statt. Die Summe der Energien £ bleibt konstant:

Etin + Epos = E = const.
Man erhilt fur die Auslenkung y bei einer Federschwingung:

mv2  my? cy? my?  cy?
Ey;,=—=——, E,,,=— (2.38) und ——+ ——=const.
kin ) ) pot B ( ) ) )

Durch Differenzieren erhilt man mj y+cy =0 oder in Ubereinstimmung mit (6.4):

5+<p=0 oder mp+cy=0. (6.5)
m



116 6 Schwingungen und Wellen

Man kann also die Schwingungsgleichung auch aus dem Energiesatz ableiten. Die Punkte
symbolisieren die erste und zweite Ableitung nach der Zeit ¢.

Die eindimensionale Bewegung eines elastisch gebundenen Teilchens, z. B. ein Atom in einem
Kristallgitter oder eine Masse an einer Feder, ldsst sich durch das Modell eines harmonischen
Oszillators darstellen. Dazu ist in Bild 6-5 die potenzielle Energie £, =cy?/2 in Abhin-
gigkeit von der Auslenkung y aufgetragen, Das Teilchen schwingt in einer so genannten
Potenzialmulde.

Epx

Bild 6-5

Schwingungsenergie £, als Funktion der Auslenkung y.
Auslenkung y Harmonischer Oszillator

6.1.2 Freie gedimpfte Schwingung

In einer ungeddmpften Schwingung wird periodisch potenzielle Energie E,,, in kinetische
Energie Ej;, umgewandelt, die Gesamtenergie £ bleibt konstant. Dieser Idealfall kann in der
Praxis nicht erreicht werden, da durch Reibung Energieverluste auftreten. Am Beispiel einer
Federschwingung sollen die Reibungskrifte in die Schwingungsgleichung 6.4 oder 6.5 einge-
bracht werden. Mathematisch am einfachsten ist der Fall zu behandeln, bei dem die Reibungs-
krifte proportional zu Geschwindigkeit v=y sind (Abschnitt 3.3.2).

Die Schwingungsgleichung 6.5 beschreibt das Kréftegleichgewicht: die Kraft my ist so gro83
wie die Federkraft —cy, d. h. my+cy =0. Hinzu kommt nun die Reibungskraft —fv=—37.
Hierbei wird angenommen, dass die Reibungskraft proportional aber entgegengesetzt zur
Geschwindigkeit v = p ist (Tabelle 2.4). [ ist der Reibungskoeffizient. Damit lautet die
Gleichung einer geddmpften Schwingung:

my+By+cy=0. (6.12a)
Man fiihrt die Ddmpfungskonstante d ein
0= v (6.13)
2m
und berticksichtigt die Kreisfrequenz w( der ungedampften Schwingung
wo=~c/m. (6.6)
Damit wird die Schwingungsgleichung unabhingig vom konstruktiven Aufbau des Systems:

y+20y+w (2) y=0. Diff.-Gleichung gedampfte Schwingung (6.12b)

Schwingfall

Die Losung dieser linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung lautet:

y = Pe~9sin (Jw% —02-t+ g ) Geddampfte Schwingung  (6.13)
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Durch Bildung von yund j und Einsetzen in (6.12b) kann die Losung bestitigt werden.
(Man findet das Ergebnis durch die Transformation u = yexp—d¢. Dadurch wird (6.12b) auf
die bereits bekannte ungedimpfte Gleichung zuriickgefiihrt.)

Durch die Dampfung verringert sich die Kreisfrequenz der freien @ Schwingung nach (6.13)
zu:

2 > .
=—= |wj—0? Gedampfte Sch 6.14
w T wj eddampfte Schwingung ( )

wobei sich w( auf den ungeddmpften Fall bezieht (6.6).

Die Gleichung 6.13 der geddmpften Schwingung ist in Bild 6-6a graphisch dargestellt. Die
Amplitude wird durch die Einhiillende exp—d+¢ begrenzt. Von einer Schwingung zur anderen
nimmt die Amplitude um einen festen Prozentsatz ab. Das logarithmische Dekrement A be-
schreibt den Einfluss der Ddmpfung zweier phasengleicher Zusténde:

t
A= lnL = Logarithmisches Dekrement A (6.15)
y(@+T)
a) b)
v
> Pl Jexp (-89 y exp (- 6t)
g
2
&Y
3 Zeit t

Bild 6-6 a) Verlauf einer geddmpften Schwingung im Schwingfall.
b) Verhalten der Schwingung im aperiodischen Grenzfall

Beispiel 6.1.2 Die Amplitude einer geddmpften Schwingung nimmt nach # = 30 s von 15 cm auf 11,5 cm ab. Wie grof3
ist die Ddmpfungskonstante J ?

Nach (6.15) gilt: 8 = In(y(r)/ y(t + T))/T = In(15/11,5)/30 s~ =8,9-1073 s~1.

Aperiodische Dampfung

Der periodische Verlauf der geddampften Schwingung (Schwingfall) gilt nur fiir den Fall
schwacher Ddmpfung (0 <wq). Bei starker Dampfung, der aperiodischen Dimpfung oder
dem Kriechfall (0 >wq), wird die Frequenz in (6.14) komplex und verliert ihren Sinn.
Schwingungen treten dann nicht mehr auf (Bild 6-6b). Der so genannte aperiodische Grenzfall
entsteht fiir 0 =wg . Man erhilt @ =0 und

y=eor.

Das System geht nach seiner Auslenkung zur Zeit ¢ = 0 exponentiell in die Ruhelage zuriick. In
der Technik der Schwingungsddmpfung wird dieser Fall oft angestrebt.
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6.1.3 Erzwungene Schwingungen
Im Fall freier Schwingungen wird ein System einmalig aus der Ruhelage ausgelenkt und dann
sich selbst iiberlassen. Bei erzwungenen Schwingungen findet eine stdndige Anregung durch
duBere Krifte F(¢) statt. Damit wird die Summe aller Krifte nicht Null, sondern man erhélt
statt (6.12a):

my+fy+cy=F(t) Diff.-Gleichung erzwungene Schwingung (6.16a)

Haufig ist nicht die Kraft F(7), sondern der Ausschlag x(f) der Anre-
gung bekannt. Man geht dann von (6.12b) aus. Interessant ist der Fall
einer periodischen Anregung x(¢)=xsin(wt?) (Bild 6.7). x ist die
Amplitude und w die Kreisfrequenz der Anregung. Aus (6.12b) folgt:

J+207+w(y—xsin(wt) =0. (6.16b)

Bild 6-7
Anregung einer erzwungenen Schwingung
mit konstanter Erregeramplitude X

Amplituden- und Phasengang

Der Einschwingvorgang zu Beginn einer erzwungenen Schwingung ist kompliziert. Nach
langerer Zeit jedoch schwingt das System mit der Erregerkreisfrequenz w =2m f . Allerdings
ist eine Phasenverschiebung ¢ zwischen der periodischen Anregung und der Schwingung
vorhanden. Die Losung der Schwingungsgleichung (6.16b) besitzt folgende Form:

y=ypsin(wt—p).

Man setzt diesen Ansatz in (6.16b) ein und erhilt nach einer elementaren aber ldngeren Rech-
nung fir die Phasenverschiebung ¢:

20w
tangp = o2 -0l Erzwungene Schwingung (6.17a)
0

Fiir die Amplitude der Schwingung y und der Amplitude der Anregung x ergibt sich:

2
Wy

- J@3 —02)2 +(200)?

Erzwungene Schwingung (6.17b)

><>|"<>
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Amplitude § /%

T
2

=

Frequenzwiw, Frequenz m/w,

Bild 6-8 Verhiltnis der Amplitude der Schwingung zur Amplitude der Anregung p/X und Phase
einer erzwungenen Schwingung bei unterschiedlicher Dampfung in Abhéngigkeit von der Er-
regerkreisfrequenz a) Amplitude b) Phase

Bild 6-8 zeigt eine graphische Darstellung des Frequenzganges der Phase ¢ und der Amplitu-
de y der erzwungenden Schwingung. Parameter ist die Ddmpfungskonstante 0 . Fiir niedrige
Kreisfrequenzen w < w( folgt die erzwungende Schwingung mit geringer Verzdgerung der
Anregung. Das Amplitudenverhiltnis ist nahezu x/J = 1. Mit wachsender Frequenz steigt die
Amplitude y und erreicht ein Maximum bei der Resonanzkreisfrequenz w,.s, die in der Ndhe
der Eigenkreisfrequenz w( liegt:

Oyos = Iw% —282 . Resonanzfrequenz .. (6.17¢)

Bei Resonanz ist die Phasenverschiebung ¢ =/2. Bei steigender Erregerfrequenz o fillt
die Amplitude und néhert sich fiir w > w( gegen null. In diesem Frequenzbereich reagiert das
System kaum auf duBere Storungen: x/p = 0. Bild 6-8 zeigt den Einfluss der Dampfung. Mit
wachsendem ¢ sinkt die Schwingungsamplitude , insbesondere im Bereich der Resonanz.

Schwingungsisolierung

Liegt die Erregerkreisfrequenz weit iiber der Eigenfrequenz (w > w), reagiert das System
nur wenig auf duflere Storungen. In der Technik wird dieser Fall zur Isolierung von Schwin-
gungen ausgenutzt. Schwingungsisolierte Systeme miissen mit niedriger Eigenfrequenz wg
und hoher Ddmpfung 0 gelagert werden.

6.1.4 Uberlagerung von Schwingungen

Die harmonische Oszillation in Form einer Sinus- oder Kosinusfunktion ist die einfachste
Schwingungsform. Sie ergibt sich, wenn in einem System die riicktreibende Kraft proportional
zur Auslenkung ist. In der Realitdt treten oft Abweichungen von der Sinusform auf, da das
lineare Kraftgesetz nicht immer erfiillt ist. Dennoch ist das Verstidndnis der Sinusschwingung
von fundamentaler Bedeutung, da sich beliebige Schwingungsvorginge durch die Uberlage-
rung harmonischer Schwingungen zusammensetzen lassen.
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Superposition

Harmonische Schwingungen werden iiberlagert, ohne dass sie sich gegenseitig storen. Im
Folgenden wird dieses Superpositonsprinzip in verschiedenen Beispielen angewendet.

Schwingungen gleicher Frequenz

Im Folgenden werden zwei Schwingungen y; und y, mit gleicher Raumrichtung und Kreis-
frequenz w aber mit verschiedener Phase ¢; und ¢, iiberlagert (summiert):

y=nsin(wt+¢@)) und  yy = Py sin(wt+¢;) . (6.18a)

Durch Summation y,.,s =y, +y, erhilt man als Uberlagerung eine phasenverschobene
Schwingung unverinderter Kreisfrequenz w:

Vres = Vres SI(@ 1+ Preg) - (6.18b)

Die resultierende Amplitude y,.; und Phase ¢, erhilt man mit Hilfe der Additionstheoreme
fiir trigonometrische Funktionen:

Pres = \/ I +2192 cos(pr — p2) + I (6.18¢)

tan ¢ . = (P singy + P singy)/(J1 cos gy + 3, cos ) .

Es ergeben sich einige interessante Sonderfille bei der Uberlagerung zweier Schwingungen
gleicher Frequenz:

Ausldoschung: Sind die Amplituden gleich ( 1 = p,), und betrdgt die Phasenverschiebung
beider Schwingungen ¢;—¢, =m, 37w, Smusw., 1oschen sich die Schwingungen aus:
Vres =0.

Maximale Uberlagerung: Befinden sich zwei Schwingungen in gleicher Phase ¢; = ¢, , ent-
steht bei der Uberlagerung die maximale Amplitude J,., = J; + 7 .

Schwingungen verschiedener Frequenz

Besitzen zwei sich iiberlagernde Schwingungen verschiedene Kreisfrequenz w; und w, , kann
vereinfacht die Phasenverschiebung zu null angenommen werden:

1 =Psin(wyr) und  y, = Py sin(wyt) . (6.19)

Die resultierende Schwingung y,., = y; +y, hat sehr unterschiedliche Struktur, so dass im
Folgenden nur zwei Sonderfille dargelegt werden:

Schwebungen: Bei kleinen Frequenzunterschieden erhélt man einen Effekt, den man Schwe-
bung nennt. Die resultierende Schwingung schwillt periodisch auf und ab. Dies wird besonders
deutlich, wenn die Amplituden der sich {iberlagernden Schwingungen gleich sind
(31 = P2 = ). Man erhilt aus (6.19) mit Hilfe von Additionstheoremen:

Vres =2y cos(wgt) - sin(wt)
mit Schwebungen (6.20a)
0=2af=(w;+wy)/2 und w,=27f¢=(w1—wy)/2.
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a) Schwebungen b) GroRe Frequenzunterschiede
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Bild 6-9  Uberlagerung von Schwingungen:
a) Erzeugung von Schwebungen durch zwei Schwingungen mit nahezu gleicher Frequenz,
b) Uberlagerung von Schwingungen mit unterschiedlicher Frequenz

Die Amplitude variiert periodisch mit der Schwebungsfrequenz fg . Die Schwingungsfrequenz
f entspricht dem Mittelwert der beiden urspriinglichen Frequenzen. Die Entstehung von
Schwebung wird im Bild 6-9 veranschaulicht. Sind die Amplituden der einzelnen Schwingun-
gen nicht gleich, so geht die Intensitit der Schwebungen nicht auf null. Schwebungen haben
Bedeutung in der Akustik, Laser- und Hochfrequenztechnik. Erzeugt man zwei Téne benach-
barter Frequenz, so hort man periodische Schwankungen der Lautstirke mit der Periodendauer

T=1/2f;). Abstand der Schwebungen (6.20b)

In der Elektronik und Optik benutzt man den Effekt, um kleine Frequenzunterschiede hochfre-
quenter Wellen zu messen.

Beispiel 6.1.4a Einem Ton mit /= 50 Hz wird ein weiterer Ton iiberlagert. Es entstehen Schwebungen, wobei die
Lautstérke periodisch nach 7 = 2 s anschwillt. Welche Frequenz hat dieser Ton?

Nach (6.20b) gilt: fg =1/(2T)=0,25 s~!. Nach (6.20a) gilt: fs=(h—/f2)/2.Mit f; =50 s~! folgt:
fr=fi —2f5)=49,5 Hz . Es gibt eine zweite Losung: mit f, =50 s~ folgt: f, = f, +2f5 =50,5s5"".
Um zu wissen, welche Losung richtig ist, muss die Mittenfrequenz (f; + f5)/2 bekannt sein.

Grofie Frequenzunterschiede: Die Kurvenform bei der Uberlagerung von Schwingungen 4n-
dert sich, wenn die Frequenzunterschiede anwachsen. In Bild 6-9b ist ein Beispiel dargestellt.
Die resultierende Schwingung wird konstruiert, indem zu jedem Zeitpunkt die einzelnen Amp-
lituden abgelesen und addiert werden.
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Schwingungen in verschiedenen Richtungen

Im Vorangehenden wurden Schwingungen in einer Raumrichtung behandelt. Kann ein Oszilla-
tor in verschiedene Richtungen schwingen, beobachtet man typische Bahnkurven. Stehen bei
zueinander senkrechten Schwingungen die Frequenzverhéltnisse f,/f, im Verhiltnis ganzer
Zahlen, ergeben sich Lissajous-Figuren (Bild 6-10).

Im Folgenden wird die Uberlagerung zweier senkrecht zueinander stehender Schwingungen
mit gleicher Kreisfrequenz w und Amplitude & berechnet:

x=ksin(wt) und y=rksin(wt+yp). (6.21)

Eliminiert man die Zeit ¢ aus der Gleichung, erhilt man eine Ellipse, deren Lage von der Phase
¢ abhingt. Fiir ¢ = /2 resultiert als Sonderfall:

x=ksin(wt) und y=kcos(wt). (6.22a)
Durch Quadrieren und Summieren erhilt man mittels der Rechenregel sin? o+ cos?2 a=1:
x2+y2=k2, (6.22b)

Die Bahnkurve durchlauft einen Kreis (Bild 6-10). Ist die Phasenverschiebung ¢ =0, ergibt
sich mit

xX=y (6.22¢)
eine Gerade unter 45° als Bahnkurve. Mit ¢ =z erhdlt man
xX=-=y (6.22d)

Dies stellt eine Gerade unter —45° dar. Weitere Lissajous-Figuren fiir andere Phasenwinkel
und Frequenzverhéltnisse stellt Bild 6-10b dar.

a)
Y
Bild 6-10 a)
— Uberlagerung von senkrecht zueinander stehenden
Schwingungen. Modell fiir ein schwingendes System in
x- und y-Richtung,
b)

2/4 3 w4 5 Ti4 6 4 7 4

w /7 ONNNO 7
GG LE ORI S

Bild 6-10 b)  Darstellung von Lissajous’schen Figuren fiir die Frequenzverhiltnisse f/ /), =1 und 3/2
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Beispiel 6.1.4b Zwei senkrecht zueinander stehende Schwingungen iiberlagern mit einem Phasenunterschied von

a) 7w /2 und b) . Wie sieht die Resultierende aus?

a) Es entsteht nach Bild 6-10 eine zirkulare Schwingung. Anwendung beim Licht: Aus der Uberlagerung von zwei
linear polarisierten Strahlen entsteht zirkular polarisiertes Licht.

b) Es entsteht nach Bild 6-10 eine um 90° gedrehte lineare Schwingung.

Amplitudenmodulation

In der Nachrichtentechnik wird durch die Modulation einer hochfrequenten elektromagneti-
schen Schwingung Information iibertragen. Man unterscheidet Amplituden-, Frequenz- oder
Phasenmodulation. Als Beispiel soll die Amplitudenmodulation erldutert werden.

Bei ihr wird die Amplitude j der Trigerschwingung y = psin(w?¢) mit der Modulationsfre-
quenz w,, =2x f,, variiert:

V=3, + Imcos(wy,t) oder y=(P,+ P, cos(w,t))sin(w?) . (6.23a)
Das Verhiltnis beider Amplituden p,,/y, nennt man Modulationsgrad. Mittels trigonometri-
scher Formeln erhélt man:

y = Josin(w?) +y7’"sin((w —w,)t) +y7msin((w +w,)) . (6.23b)

Eine amplitudenmodulierte Schwingung besteht also aus drei Anteilen: der Tréigerfrequenz
w=2nf und zwei Seitenbindern mit den Frequenzen w-—w,, =2n(f—f,) und
w+w,, =27(f+ f,) (Bild 6-11). Ahnliches kann fiir die Frequenzmodulation abgeleitet
werden.

a) b)
¥, COS@,t

Intensitat

Auslenkung y

Zeitt

Kreisfrequenz w= 2 mf

Bild 6-11  a) Darstellung einer amplitudenmodulierten Schwingung,
b) Frequenzspektrum der Schwingung

6.1.5 Fourier-Analyse

Fourier-Synthese

Durch die Uberlagerung harmonischer Schwingungen entstehen komplizierte periodische
Kurvenformen. In einer Fourier-Reihe wird eine Grundschwingung y; = ; sin(wz +¢;) mit
ihren Oberschwingungen y, =y, sin(nwit+¢,) lberlagert, d. h. addiert. Die Oberschwin-
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gungen haben ein ganzzahliges Vielfaches » der Grundfrequenz. Man kann beweisen, dass
durch die Fourier-Reihe

y=73o+ Z Y sin(nwit+¢,) Fourier-Reihe (6.24a)
n=l
jede beliebige Schwingungsform mit der Periodendaver 7 =1/ f{ =27 /w; aus Sinusschwin-
gungen entstehen kann. Die Zusammensetzung von periodischen Funktionen durch Sinus-
schwingungen nennt man Fourier-Synthese.

Fourier-Analyse

Wenn es moglich ist, beliebige Schwingungen durch Sinusfunktionen zu beschreiben, muss
auch die Umkehrung machbar sein. Die Zerlegung eines periodischen Vorganges in Sinus-
funktionen nennt man Fourier-Analyse. Es ist tiblich, (6.24a) mit Hilfe eines Additionstheo-
rems der Trigometrie umzuformen. Man erhilt:

y=7yo+ 2 a, cos(nwit)+ 2 b, sin(nwt) Fourier-Analyse (6.24b)
n=l n=l
mit
Pp=az+b2 und tan<p,,=a—”.
by
a) b)

-

Intensitat

||

1 3 5 7 9
Frequenzverhaltnis w/w,

Auslenkung y

Bild 6-12  a) Fourier-Zerlegung einer rechteckformigen Schwingung. Es sind die drei Sinus-
schwingungen mit den niedrigsten Frequenzen gezeichnet. b) Frequenzspektrum der
Schwingung w/w;

Die GroBlen a, und b, nennt man Fourier-Koeffizienten. Sie konnen wie folgt berechnet
werden:
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2 T 2 0T . . 1 pr
ay =?f0 yeos(nwt)de, b, =?f0 ysin(nwt)ds und 3 =Ff0 ydt . (6.24c¢)
Fiir gerade Funktionen ( y(¢) = y(—t) ) gilt b, =0, fiir ungerade (y(¢) =—y(—t)) a, =0.

Die Fourier-Analyse kann auch als Spektral-Analyse aufgefasst werden. Bild 6-12 zeigt die
Fourier-Koeffizienten fiir eine Rechteckschwingung. Man nennt diese Darstellung auch das
Frequenzspektrum.

6.1.6 Gekoppelte Schwingungen

Schwingfihige Systeme, die sich gegenseitig beeinflussen, fithren gekoppelte Schwingungen
aus. Als einfaches Modell zur Beschreibung dienen zwei gleiche Massen, die an gleichartigen
Federn (Federkonstante c) befestigt sind. (Bild 6-13). Eine weitere Kopplungsfeder (cq; )
verbindet die Massen, so dass ein Austausch von Energie méglich ist. Ein anderes Beispiel
besteht aus zwei Pendeln, die durch eine Feder gekoppelt sind.

a)

b)

Bild 6-13  Fundamentalschwingung gekoppelter Systeme (Federschwingung und Pendel):
a) Gleichphasige Schwingung,
b) Gegenphasige Schwingung

Fundamentalschwingungen

In dem gekoppelten System gibt es zwei Fundamentalschwingungen, bei denen keine Ubertra-
gung von Energie stattfindet. In der gleichphasigen Schwingung nach Bild 6-13a bewegen sich
beide Massen mit gleicher Frequenz f; synchron. Die Kopplungsfeder bleibt entspannt und
damit ist sie unwirksam. Die Massen m schwingen ungestort mit der Frequenz f;, die durch die
Federkonstante ¢ gegeben ist:

hA=H= 1L e 1. Fundamentalschwingung (6.25a)
2m \'m
In der gegenphasigen Schwingung (Bild 6-13b) bleibt die Mitte der Kopplungsfeder wegen der
Symmetrie des Aufbaus in Ruhe. Auf jede Masse wirkt das halbe Kopplungsglied mit der
Federkonstante c1,. Hinzu kommt die eigene Feder mit c. Damit erhélt man die Schwingungs-
dauer fiir die zweite Fundamentalschwingung:

1 [e+
= py- % 2. Fundamentalschwingung (6.25b)

Ein System zweier gekoppelter Massen ist also durch zwei Fundamentalschwingungen charak-
terisiert. Treten » Schwinger miteinander in Wechselwirkung, entstehen ebenso viele Funda-
mental- oder Eigenschwingungen. Derartige Uberlegungen sind in der Molekiil- oder Festkor-
perphysik von Bedeutung.
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Energieiibertragung

Im Allgemeinen schwingt ein gekoppeltes System nicht in einer Fundamentalschwingung,
insbesondere wenn man als Anfangsbedingung nur eine Masse auslenkt und dann loslésst. Es
treten Uberlagerungen der Fundamentalschwingungen auf, bei schwacher Kopplung (cj2 < ¢)
entsteht eine Schwebung mit der Frequenz f;:

fs=h—h (6.26)

Zeitl

Zeit 1
Bild 6-14

Gekoppelte Schwingung. Es findet
ein periodischer Austausch von
Schwingungsenergie statt

Nach Bild 6-14 findet ein periodischer Austausch von Energie zwischen beiden schwingenden
Massen statt.

6.2 Wellen

In Festkorpern, Fliissigkeiten oder Gasen konnen sich Schwingungen ausbreiten. Es entstehen
Wellen. Neben mechanischen Wellen gibt es auch elektromagnetische Wellen, die in Kapitel 8
behandelt werden.

Eine Schwingung ist ein zeitlich periodischer Vorgang. Dagegen wird eine Welle durch eine
periodische Funktion von Zeit und Ort beschrieben.

Wellenarten

Nach Art der Ausbreitung unterscheidet man ebene, Kreis- oder Kugelwellen. Unabhingig
davon gibt es zwei Wellentypen. Bei Transversal- oder Querwellen liegt die Schwingungsrich-
tung senkrecht zur Ausbreitungsrichtung. Beispiele dafiir sind mechanische Wellen an Ober-
flichen und gespannten Saiten oder elektromagnetische Wellen. Akustische Erscheinungen in
Gasen gehoren zu den Longitudinal- oder Lingswellen, bei denen die Richtungen der Schwin-
gung und Ausbreitung parallel liegen.

6.2.1 Wellengleichung

Bei der Ausbreitung von Wellen in Materie {ibertragen schwingende Molekiile Energie an
benachbarte Teilchen. Dadurch beginnen diese mit einer zeitlichen Verzogerung auch zu
schwingen. In Bild 6-15 ist die Auslenkung oder Elongation einer Welle als Funktion der
Ortskoordinate x dargestellt — nicht als Funktion der Zeit # wie bei Schwingungen.
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Auslenkung u

Bild 6-15
Darstellung einer Welle

Ausbreitungsgeschwindigkeit

Der Abstand zweier gleicher Schwingungszustinde in einer Welle mit der Frequenz f ist die
Wellenlcinge A. Innerhalb der Schwingungsdauer 7 = 1/f pflanzt sich die Welle um eine Wel-
lenlénge A fort. Sie bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit ¢, die durch den zuriickgeleg-
ten Weg dividiert durch die verstrichene Zeit gegeben ist. Wihlt man als Weg eine Wellenlén-
ge A, so ist die entsprechende Zeit die Periodendauer 7. Damit resultiert fiir die Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit c:

A
c= T =if. Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ (6.27)

Gleichung einer Welle
Die mathematische Funktion einer Welle wird aus der Gleichung einer Schwingung hergelei-

tet. Ein Teilchen bei x = 0 schwingt mit der Kreisfrequenz w =2s/ f entsprechend (6.2a). Im
Folgenden wird die schwingende Gr6Be mit u (z. B. Auslenkung) bezeichnet:

u(t)y=usin  2aft)=usin(wt). (6.28)
Die Schwingung bei x = 0 wird durch u(z,0) und die Amplitude durch # dargestellt. Benach-
barte Teilchen in der Entfernung x beginnen mit der Verzogerungszeit ¢’ auch zu schwingen.
Bild 6-15 zeigt eine Momentaufnahme zur Zeit ¢ = 0 und etwas spéter zur Zeit ¢'. Diese Verzo-

gerungszeit ¢’ kann aus der Entfernung x und der Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ ermittelt
werden:

Der Zustand an der Stelle x zur Zeit ¢ ist der gleiche wie an der Stelle x = 0 zur fritheren Zeit
t—t'=t—x/:

u(t,x)=u(t—1t,0)= ﬁsin(2nf(t—§))

oder bei Benutzung von (6.27)

u(t,x)=usinRu( ft — %)) =usin(wt —kx) . Welle (6.29a)

Diese Gleichung beschreibt den Zustand einer iarmonischen Welle in x-Richtung als Funktion
vom Ort x und der Zeit z. Das Argument in der Sinusfunktion w¢—kx=2mf (¢t —x/c) bezeich-
net man als Phase. Zustinde mit konstanter Phase (#—x/c = const.) bewegen sich mit der
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Wellengeschwindigkeit ¢ durch den Raum; ¢ wird daher auch Phasengeschwindigkeit genannt.
Die GroBe & in (6.29a) ist die Wellenzahl.

2
=22 Wellenzahl k (6.302)
A ¢
Wellengleichung

(6.29a) beschreibt eine ebene Welle, die nur von einer Raumrichtung x abhéngt. Durch Diffe-
renzieren dieser Gleichung kann man zeigen, dass ebene Wellen folgender Differentialglei-
chung geniigen:

2 2
ZZ_Z _ 2 z_bzl . Wellengleichung (6.31)
x

Breiten sich die Wellen in beliebige Richtung aus, kann diese Gleichung verallgemeinert wer-
0%u 2u  0%u | 02

den, indem — durch ks +_u + 2% ersetzt wird.
ax2 ax2  9y? 972

Dreidimensionale Welle

Die Darstellung einer harmonischen Welle nach (6.29a) kann auf den dreidimensionalen Fall
verallgemeinert werden. Dazu wird die Wellenzahl £ durch den Wellenvektor k in Richtung
der Ausbreitung ersetzt:

27

K =(ky, ky, k) mit ‘k‘ k=" Wellenvektor & (6.30D)
Damit ist der Ausdruck fiir eine dreidimensionale Welle dhnlich wie (6.29a):
u(t,x)=dsin(wt—kf) mit 7=(x, v, ). (6.29b)

Haufig ist die komplexe Schreibung vorteilhaft. Mit e’ = cosgp+isin¢g folgt:
u=Imaiel@—k) oder u=Im u mit u= jel(@—k) (6.29¢)

Oft wird bei der komplexen Schreibung das Imaginér-Zeichen (Im) weggelassen. Man merkt
es sich einfach nur. Stellt man die Welle als Kosinusfunktion dar, so wird in der Gleichung Im
durch Re ersetzt.

Beispiel 6.2.1a Berechnen Sie die Wellenldnge eines UKW Senders mit /= 100 MHz.
Radiowellen breiten sich mit der Lichtgeschwindigkeit ¢, =3- 108 m/s aus. Es gilt:
A=cy/f=3-108/10 m= 3m.

Beispiel 6.2.1b Der Abstand zweier Wellenberge auf See betrdgt 11,3 m. In 2 Minuten bewegt sich ein Holzstiick
85 mal auf und ab. Wie gro8 ist die Geschwindigkeit der Wellen?
Die Frequenz betriigt: f =85/120 s~!. Die Geschwindigkeit c ergibt sich mit A =11,3 m aus: ¢ = Af =8 m/s.

6.2.2 Ausbreitungsgeschwindigkeit

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ von Wellen in unterschiedlichen Medien kann durch die
Aufstellung der Differentialgleichung 6.31 ermittelt werden. Dies wird fiir Langswellen (Lon-
gitudinalwellen) in Festkorpern beispielhaft aufgezeigt.
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Lingswellen in Stiben

Bild 6-16 zeigt einen Stab, der durch Anschlagen an einem Ende elastisch deformiert wurde.
Die Stérung breitet sich als Langswelle im Medium fort. Es handelt sich um eine akustische
Welle oder Schall. Die Kraft F, an der Stelle x betrdgt Ao , wobei 4 die Querschnittsfliche
und o die mechanische Spannung (= Kraft/Flache) bedeuten. An der Stelle x + dx &ndert sich
die Kraft. Insgesamt greift damit an dem Massenelement dm = pdV = pAdx die Kraft
F=F,ya—F, an. Nach dem Axiom von Newton gilt F =ma, in diesem Fall
F = pAdxd2u/at? . Die Auslenkung aus der Ruhelage wird durch u bezeichnet und 02u/912
stellt die Beschleunigung a dar. Damit erhdlt man die Differentialgleichung:

Pu_do
a2 ax
A F,4 =Adc0x)dx

e
4@3 | H=— Bild 6-16

F =AC Ausbreitung einer longitudinalen
* Welle in einem Stab (Schall)

Nach dem Hooke’schen Gesetz (3.3) bestimmt der Elastizitdtsmodul £ den Zusammenhang

zwischen der Spannung o und der relativen Lingeninderung e:
0 ) do 02
=L o=FEe=E und Z=p<Z%.
ox ox ox ax2

Damit erhilt man die Wellengleichung:
Pu_E
o2 pox?’

Ein Vergleich mit (9.31) ergibt fiir die Wellen-oder Schallgeschwindigkeit c:
c=|—. Schallgeschwindigkeit ¢ (6.32)

Die Herleitung der Wellengleichung zeigt, dass sich in einem Stab Léngswellen mit der Schall-
geschwindigkeit ¢ nach (6.32) ausbreiten. In Festkorpern kénnen sich noch andere Wellen-
typen bilden, die in den Tabellen 6.1 und 7.1 aufgefiihrt sind.

Tabelle 6.1 Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ von mechanischen Wellen (Schallwellen) in verschiedenen
Medien. (£ = Elastizititsmodul, p = Dichte, K = Kompressionsmodul, G = Schubmodul,
K = Adiabatenexponent, p = Druck)

Medium Schwingungstyp Schallgeschwindigkeit ¢
Festkorper, Stibe longitudinal c= \/m

Festkorper, ausgedehnter longitudinal c= m
Festkorper transversal, Torsion c= m

Gase longitudinal c=4kKk/p

Fliissigkeiten longitudinal c=K/p
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Beispiel 6.2.2 Berechnen die Schallgeschwindigkeit ¢ in einem Eisentriiger (p = 7800 kg/m>, E = 200-10° N/m?
(Tabelle 3.1).

Man erhélt nach (6.32): ¢ =/E/p = 5060 m/s.

6.2.3 Uberlagerung von Wellen

Harmonische Wellen iiberlagern sich im Allgemeinen additiv, ohne sich gegenseitig zu beein-
flussen. Diese Superposition fiihrt zu speziellen Erscheinungsformen, die durch den Begriff
Interferenz beschrieben werden (Abschnitt 9.2.3).
Wellen gleicher Frequenz
Uberlagert man zwei Wellen (u,u,) gleicher Frequenz f =w/27 und Amplitude 2, die
sich in x-Richtung bewegen, so ist die Summe # = u; +u; zu bilden:

up =usin(wt —kx) und wuy =usin(wz—kx+ )

u=uy+up =2u cos(p/2) sin(wt—kx+¢/2). (6.33)
Dabei ist ¢ die Phasendifferenz beider Wellen. Bei der Summenbildung wurde ein Additions-
theorem der Trigonometrie verwendet.

Man erhilt als Uberlagerung (6.33) wieder eine harmonische Welle mit gleicher Kreisfrequenz
o, deren Amplitude und Phase von ¢ abhingen. Es werden folgende Sonderfélle unterschie-
den:

Konstruktive Interferenz (¢ =0):  Sind die beiden sich tiberlagernden Wellen phasengleich,
so verdoppelt sich die resultierende Amplitude.

Destruktive Interferenz (¢ = m): Die beiden Wellen schwingen gegenphasig und 16schen
sich tiberall aus.

Weitere Informationen {iber Inferferenzen in der Optik sind in den Abschnitten 9.2.3 (Inter-
ferenz) und 9.2.5 (Holographie) dargestellt.

Bild 6-17 Stehende Wellen: a) Reflexion am losen Ende b) Am festen Ende

Beispiel 6.2.3 Geben Sie die Wellenlédngen an, mit welchen eine eingespannte Saite von 90 cm Lénge schwingen kann?
Nach Bild 6.17b gilt: L =rnA/2 mitn=1, 2, 3, usw. Man erhélt damit: A =2L/n =180 cm, 90 cm, 60 cm, usw.

Stehende Wellen

Laufen zwei Wellen gleicher Frequenz und Amplitude gegeneinander, bilden sich stehende
Wellen. Analog zu (6.33) gilt:

u =usin(wt —kx) und wuy =dasin(wt+kx+ )

u=uy+uy =2u cos(kx+¢/2) sin(wt+¢@/2). (6.34a)
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Fiir den Sonderfall ¢ = 0 erhélt man:

u =24 cos(kx) sin(w?). Stehende Welle (6.34b)

Es entstehen ortsfeste Wellenbduche und -knoten in Form einer stehenden Welle, die in Bild
6-17 gezeigt ist.

Es gilt (Bild 6-17):

L=n%, n=12,3... (6.34¢)

Stehende Wellen bilden sich bei Uberlagerung einer einfallenden und einer reflektierten Welle,
z. B. bei einer schwingenden Saite oder einem Stab. Ist das Ende lose, lduft die reflektierende
Welle mit gleicher Phase (¢ = 0) zuriick. Es entsteht eine Welle nach Bild 6-17a. Ist das Ende
fest eingespannt, so erfihrt die riicklaufende Welle einen Phasensprung (¢ = ). Es bilden
sich Wellen nach Bild 6-17b. Ein Beispiel dafiir ist die Saite eines Musikinstrumentes oder die
stehende Lichtwelle zwischen den Spiegeln eines Lasers.

Eigenschwingungen

Bei Anregung schwingfihiger Gebilde, wie Balken, Platten, Luftsdulen, bilden sich stehende
Wellen, die man Eigenschwingungen nennt. Auch atomare und elektromagnetische Systeme
konnen Eigenschwingungen ausfithren. Neben den bereits erwédhnten Féllen nach Bild 6-17
werden weitere Beispiele fiir Eigenschwingungen aufgezeigt.

Lufisciulen: Bei Blasinstrumenten, aber auch bei der Gerduschentwicklung durch Maschinen,
spielen Schwingungen von Luftsdulen eine Rolle. Als Beispiel werden Rohren betrachtet, in
denen sich Schallwellen, d. h. logitudinale Wellen, ausbilden. Bild 6-18 zeigt die Eigen-
schwingungen in geschlossenen, halboffenen oder offenen Rohren. Es handelt sich jeweils um
die Grundwelle. Zusétzlich treten Oberwellen auf.

Platten: Die bisherigen Beispiele fiir Eigenschwingungen haben eine eindimensionale Geomet-
rie. An schwingenden Platten oder Membranen treten stehende Wellen in zwei Richtungen auf.
Man kann sie sichtbar machen, indem feiner Sand auf die waagerecht angeordneten Platten
gestreut wird. Er sammelt sich an den Knotenlinien und es entstehen Cladni’sche Figuren.
Moderne Techniken benutzen zur Sichtbarmachung von Schwingungen die Holographie.

Bild 6-18
Stehende Wellen in Luftsdulen

Beugung

Eine Welle, die auf ein Hindernis fillt, wird daran gebeugt, d. h. es findet eine Abweichung
von der urspriinglichen Ausbreitung statt. Nach dem Huygens schen Prinzip breitet sich von
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jedem Punkt einer Wellenfldche eine Elementarwelle kugelformig aus. Mit Hilfe dieses Prin-
zips kann die Wellenausbreitung an Kanten, Spalten oder anderen Objekten verstanden und
berechnet werden (Abschnitt 9.2.4).

6.2.4 Doppler-Effekt

Bewegen sich die Quelle einer Welle und ein Empfinger relativ zueinander, wird eine Ver-
schiebung der Sendefrequenz f registriert. Dieser so genannte Doppler-Effekt kann an der
Autobahn wahrgenommen werden. Ein sich ndherndes Fahrzeug verursacht ein Gerdusch mit
ansteigender Tonh6he. Nach dem Vorbeifahren dagegen sinkt die Frequenz. Zur Berechnung
der empfangenden Frequenz werden zwei Félle unterschieden.

a) b)

Quelle Empfanger

Bild 6-19  Wellen bei bewegtem Beobachter oder bewegter Quelle:
a) Doppler-Effekt bei bewegtem Empfanger
b) Doppler-Effekt bei Bewegung der Quellen
¢) Entstehung des Mach’schen Kegels bei Uberschallgeschwindigkeit

Bewegter Empfinger

Die Wellen einer Quelle mit der Sendefrequenz f breiten sich kugelférmig aus (Bild 6-19a).
Bewegt sich ein Empfinger mit der Geschwindigkeit v auf die Quelle zu, steigt die Zahl der
empfangenen Wellenberge pro Zeiteinheit im Vergleich zum ruhenden Empfénger. Die Zeit, in
der zwei aufeinander folgende Wellenberge eintreffen, betrdgt Tr = A/(c+v) . Damit wird die
Frequenz fr am Empfianger:

1 +
fp=—= TV oder mit c=f4
Tg
fo=fa+ K) ) Doppler-Effekt (6.35)
c

Entfernt sich der Empféinger, ist in der Gleichung -v einzusetzen.

Bewegte Quelle

Bewegt sich die Quelle, so gerit sie aus dem Zentrum der emittierten Kugelwellen heraus, und
man erhélt Bild 6-19b. Der Abstand zweier Wellenberge, d. h. die Wellenldnge, hdngt von der
Richtung ab. Die Berechnung der Frequenz ergibt sich bei Bewegung auf einen ruhenden
Empfinger zu:
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fe=-L
£ v Doppler-Effekt (6.36)
C

Bewegt sich die Quelle vom Empfianger weg, so muss -v durch +v ersetzt werden. Die be-
schriebene Berechnung des Doppler-Effektes muss fiir Licht und andere elektromagnetische
Wellen mit Hilfe der Relativititstheorie modifiziert werden (Abschnitt 4.2.1).

Uberschallgeschwindigkeit

Bewegt sich die Quelle einer Welle mit einer Geschwindigkeit v, die gréBer als die Wellenge-
schwindigkeit ¢ liegt, tritt nach Bild 6-19¢ ein so genannter Mach scher Kegel auf. Die einzel-
nen Kugelwellen tiberlagern sich so, dass eine lineare Wellenfront entsteht. Der Effekt ist bei
Schiffen als Bugwelle bekannt oder als Druckwelle bei Uberschallflugzeugen. Die Berechnung
des Offnungswinkels « des Mach’schen Kegels kann nach Bild 6-19c¢ erfolgen:

sinag=S=—o. Mach’scher Kegel (6.37)

Die GroBe v/c nennt man Mach sche Zahl Ma. Bei v = ¢ ist Ma = 1 (Mach 1) und man erhélt
a =90°, d. h. eine Front senkrecht zur Bewegung. Diese Front, die bei Mach 1 eigentlich nur
aus einem Punkt besteht, bezeichnet man als Schallmauer.

Beispiel 6.2.4 Die Sirene eines Feuerwehrautos erzeugt einen Ton mit /= 700 Hz. Welche Frequenz hort ein ruhender
Beobachter bei Annaherung und Entfernung des Fahrzeugs mit v = 72 km/h?

Bei Anndherung gilt nach (6.36) mit einer Schallgeschwindigkeit von ¢ =340 m/s: fp = f/(1—v/c)=743,8 Hz . Bei
Entfernung gilt: f; = f/(1+v/c)=661,1 Hz .
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Als Schall bezeichnet man mechanische Wellen im Frequenzbereich des menschlichen Horens
zwischen 16 Hz und 20 kHz. Frequenzen unter 16 Hz ordnet man dem /nfiaschall und tiber 20
kHz dem Ultraschall zu. Ab 1 GHz spricht man von Hyperschall. In Gasen und Fliissigkeiten
konnen sich nur longitudinale Schallwellen als Druckschwankungen ausbreiten. In festen
Korper dagegen treten daneben auch fransversale Schallwellen auf. Von besonderer Bedeu-
tung ist die Schallausbreitung in Luft und die damit verbundenen menschlichen Empfindun-
gen, die als Sprache, Musik oder Larm wahrgenommen werden.

7.1 Physiologische Akustik

7.1.1 Schallwellen
Schalldruck

In Gasen und Fliissigkeiten ist Schall eine longitudinale Druckwelle. Die Molekiile schwingen
mit der Frequenz f =w/(27) in x-Richtung der Ausbreitung (Bild 7-1), wobei w die Kreis-
frequenz ist. Dadurch schwankt der Druck p periodisch um den normalen Druck py:

A N X N
p=po+ psin(wt—kx)= pg +psm(2n(ft—;)) lPE —2=Pa. (7.1a)
m
©
Bild 7-1
Graphische Darstellung einer Schall-
f—— N oder longitudinalen Druckwelle

Die Amplitude des Schalldrucks p betridgt im Bereich normaler Umgangssprache p = 0,1 Pa,
withrend der Luftdruck bei pg=105Pa = 1 bar liegt. Der Effektivwert des Schalldrucks be-
rechnet sich zu:

p N .
Peff = % [Pefr F —5=Pa. Effektivwert des Schalldrucks pes (7.1b)
m
Die Wellenzahl k ist durch die Wellenldnge A gegeben:
2
k=—. 7.1
7 (7.1¢)

Schallgeschwindigkeit ¢ Wellenldnge A und Frequenz f sind durch die Grundgleichung der
Wellenlehre miteinander verbunden:

c= f4. Schallgeschwindigkeit ¢ (7.2)
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Schallgeschwindigkeit in Gasen

Die Schallgeschwindigkeit ¢ in Gasen und Fliissigkeiten wird durch den Kompressionsmodul
K und die Dichte p bestimmt:

m e
[cF S Schallgeschwindigkeit ¢, Gase (7.3)

Cc =

K
p

Der Kompressionsmodul K ist durch die Druckénderung Ap und die relative Volumeninde-
rung AV /V definiert:

ApV
AV

K entspricht bei Festkorpern dem Elastizitdtsmodul £ =o0-//Al (3.2 und 3.3). Damit folgt die
Beziehung (7.3) aus (6.30).

Die Druckénderungen im Schall erfolgen so schnell, dass die bei der Kompression entstehende

K=- [KF Pa. (3.8 und 3.9)

Wirme nicht abgefiihrt wird. Bei adiabatischer Kompression gilt pV'% = const. oder differen-

4 14 . . .. .
ziert o =—— (5.31). Durch Vergleich mit der oben zitierten Definition fiir K erhélt man:
ip Kp

K=«p, (7.4)
wobei k den Adiabatenexponenten darstellt.
Mit Hilfe der Zustandsgleichung fiir ideale Gase p = pR'T (5.4c mit p =m/V ) resultiert:
c=~kR'T Schallgeschwindigkeit ¢, Gase (7.5a)

Die Schallgeschwindigkeit ¢ héngt von der speziellen Gaskonstanten R' und der Temperatur 7
ab. Fir Luft erhilt man ndherungsweise folgende Werte:

9
CLyi = (331, 4+ 0,6%)2 . Schallgeschwindigkeit in Luft (7.5b)
h S

Die Schallgeschwindigkeit ¢z, steigt mit der Temperatur & (in °C). Einige Werte fiir die
Schallgeschwindigkeit zeigt Tabelle 7.1.

Tabelle 7.1 Schallgeschwindigkeit ¢, Dichte p und Impedanz Z einiger Materialien

Material ¢ inm/s pinkg/m3  Zinkg/(m2s)
Luft 0°C (trocken) 331 1,293 427
Wasser 0 °C 1400 1000 1,4106

" 20°C 1480 998 1,5106
Eis 3200 920 2,9106
Holz 4500 600 2,7106
Beton 4000 2100 8,4106
Glas 5300 2500 13 106
Stahl 5050 7700 30 106
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Schallgeschwindigkeit in Festkérpern

Die Ausbreitung von logitudinalen Schallwellen wird in Abschnitt 6.2.2 berechnet. Fiir die
Schallgeschwindigkeit ¢; ergibt sich mit (6.30):

= E . Schallgeschwindigkeit ¢; , Festkorper (7.6a)
p

wobei E der Elastizitdtsmodul und p sind. Der Index / deutet an, dass es sich um longitudinale
Druckwellen handelt. Daneben kénnen noch transversale Wellentypen auftreten, beispielswei-
se Scherwellen. Diese bestehen in einer wellenformigen Verdrillung der Festkorper. Die Ge-
schwindigkeit ¢, dieser transversalen Schallwellen wird durch den Schubmodul G bestimmt:

o= E . Schallgeschwindigkeit ¢, , Festkorper (7.6b)

p

An Stiben fiihrt eine longitudinale Schallwelle auch zu transversalen wellenférmigen Dicke-
dnderungen. Weitere akustische Wellentypen stellen Biegeschwingungen von Saiten oder
Membranen dar.

Bei Erdbeben treffen die longitudinalen und transversalen Schallwellen mit unterschiedlicher
Geschwindigkeit an einem Messort ein. Aus der Zeitdifferenz kann die Entfernung des Herdes
des Bebens ermittelt werden.

Schallschnelle ¥
Schall ist eine Druckwelle, in der die Geschwindigkeit der Molekiile (Schallschnelle) perio-

disch schwankt. Die maximale Geschwindigkeit v ist die Amplitude der Schallschnelle. Sie
héngt von der Druckamplitude p, der Dichte p und der Schallgeschwindigkeit ¢ ab:

p=L =2 [vE = Schallschnelle (7.7)
pc Z S

Die GroBe Z = pc (Z =427 kg/(m2 s) in Luft bei 20 °C) nennt man Wellenwiderstand oder
Schallimpedanz.

Schallintensitit /

Weitere Groflen des Schallfeldes sind die Intensitit / und Schalleistung P. Die Intensitét
(Leistungsdichte) gibt die transportierte Leistung dP pro Fliachenelement d4 an. Man erhélt
folgenden Zusammenhang mit bereits frither eingefiihrten Grofien:

_dp_ryp
d4 pc

1

[ % . Schallintensitét / (7.8)

Der Zusammenhang zwischen der Leistung P einer Schallquelle und der Intensitét 7 hdangt von
der Geometrie ab. Fiir eine punkt- oder kugelférmige Schallquelle fillt die Intensitét im freien
Raum quadratisch mit der Entfernung r ab:
_ P
4zr?

Abstandsgesetz (7.9)
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Beispiel 7.1.1a Ein Ton in Luft hat eine Frequenz von f = 440 Hz. Wie grof} sind Schallgeschwindigkeit ¢ und Wel-
lenldnge bei ¥ = 20 °C ? Wie lange dauert es, bis ein Echo von einer 30 m entfernten Wand zuriickkommt ?

Nach (7.5b) gilt: cp,s =(331,4+0,6-39/°C) m/s = 343,4 m/s. Fiir die Wellenlinge folgt: A=c/f =0,78 m. Die
Laufzeit des Schalls fiir insgesamt s = 60 m betrigt: t =s/c=0,17s .

Beispiel 7.1.1b Ein Lautsprecher mit einer akustischen Leistung von P = 10 W strahlt kugelformig. Berechnen Sie in

10 m Entfernung moglichst viele SchallgroBen (¢ = 340 m/s, p = 1,29 kg/m?).
Schallintensitit: 1 = P/(47r?) = 0,008 W/m?2.

Effektivwert des Schalldrucks nach (7.8): pey = +/1pc =1,9 Pa, Druckamplitude nach (7.1b): p= Deff 2= 2,6 Pa,
Geschwindigkeitsamplitude: v ="p /(pc) = 0,006 m/s.

7.1.2 Schallempfindung

Das menschliche Ohr registriert Schallwellen im Bereich zwischen 16 Hz und 20 kHz. Es gibt
starke individuelle Unterschiede in der Schallempfindung, die auch vom Lebensalter abhin-
gen, so dass in Normen nur mittlere Werte festgelegt werden kdnnen.

Schallpegel L in dB

Die Horschwelle bei einer Schallfrequenz /= 1 kHz liegt bei einem Schalldruck von etwas
tber  pesr o =2-10"5 Pa. Die entsprechende Schallintensitit berechnet sich mit (7.8) zu:
Iy = pefr,0/(pc) =10712 W/m? (p = Luftdichte, ¢ = Schallgeschwindigkeit).

Bei einem Schalldruck oberhalb von peg =20 Pa, entsprechend / =1 W/m2, ist die Schmerz-
grenze Uberschritten und es werden keine Frequenz- und Amplitudenunterschiede mehr er-
kannt.

Die Schallintensitit im Horbereich {iberstreicht etwa 12 Zehnerpotenzen / =10~12 bis 1 W/m2.

Die menschlichen Empfindung ist proportional zum Logarithmus des Reizes (Gesetz von
Weber und Fechner).

Daher wird eine logarithmische Skala eingefiihrt und man definiert den Schallpegel L:

1 . W
L=10lg— dB mit /5 =10"12 —. Schallpegel L (7.10)
[0 m

Als Bezugswert wird die Horschwelle mit /; genommen. In (7.10) wird mit dem Faktor 10
multipliziert, damit eine Skala mit ganzen Zahlen entsteht. Obwohl der Schallpegel L dimen-
sionslos ist, fiigt man den Ausdruck dB = Dezibel (= 1/10 Bel) hinzu, in Ubereinstimmung mit
der Terminologie der Elektronik.

Man kann den Schallpegel auch durch den Schalldruck p.; definieren. In diesem Fall wird
der Schallpegel mit L, bezeichnet:

P .
L,= 201gﬁ;70 dB mit peyo=210"5 Pa. Schallpegel L, (7.11)
el

Als Bezugswert wird die Horschwelle mit pey o genommen. Da die Bezugswerte fiir die
Hoérschwelle in (7.10) und (7.11) einander exakt nur bei 20 °C und normaler Luftdichte ent-
sprechen, sind die Definitionen fiir L und L, im Allgemeinen nicht véllig identisch. In der
Praxis haben diese Unterschiede jedoch wenig Bedeutung. Da [/ proportional zu pgﬁ- ist,
entsteht in der letzten Gleichung aus der 10 eine 20. ‘
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Lautstiirke Lg in phon

Der Schallpegel (L oder L,) ist eine physikalische Messgrofie. Die Eigenschaften des
menschlichen Ohres werden durch die Lautstirke Lg berticksichtigt. Die menschliche Schall-
Empfindung, d. h. die Lautstirke von akustischen Wellen mit gleichem Schallpegel, hingt von
der Frequenz f ab. Bild 7-2 zeigt Kurvenscharen in einem Schallpegel-Frequenz-Diagramm.
Jede Kurve wird als gleich laut empfunden und hat daher die gleiche Lautstirke Lg. Die Kur-
ven wurden durch Reihenuntersuchen ermittelt. Sie reprédsentieren jeweils die Lautstirke
Lg =10, 20, .... 130 phon. Die Phon-Skala wurde so gewéhlt, dass sie bei f= 1000 Hz zah-
lenméBig mit dem Schallpegel L, tibereinstimmt:

{Ls(1kHz)}= { L, (1 kHz)} Lautstirke und Schallpegel (7.12a)

In Bild 7-2 erkennt man, dass die Horschwelle (gestrichelte Kurve) nicht genau Lg = 0 phon,
sondern 4 phon entspricht. Dies liegt daran, dass als Bezugswert fiir den Schallpegel L, der
Druck pego=2- 10—5 Pa vereinbart ist, der etwas unterhalb der Horschwelle liegt.

140 t 130 phon Schmerzgrenze
il &\.\\\///

80 ;

Yy

Schallpegel in dB

60| \ _\/‘\/
y B0
40 A —\/\J
20 < \/\/
ey 10 \/\/ Hérschwelle Bild 7-2
e e Darstellung der Phon-Skala.
-10 ——— —T Zusammenhang zwischen
16 31,563 125250500 1 2 4 8 16 Schallpegel (dB), Lautstirke
Hz Frequenz f kHz (Phon) und Frequenz

Bewertete Schallpegel L4 und L~ in dB(A) und dB(C)

Die Phon-Skala wurde fiir Schall mit einer engen Frequenzbandbreite aufgestellt. Normaler-
weise trifft ein breitbandiges Spektrum das Ohr und die Schallempfindung verhilt sich kom-
plizierter. In der Schallmesstechnik werden daher zwei verschiedene Bewertungskurven nach
Bild 7-3 verwendet. Die Kurve A, die meist zur Bewertung des Schalls verwendet wird, repro-
duziert in Frequenzverhalten ungefihr die 90-phon-Kurve von Bild 7-2. Sie wird durch ein
elektronisches Filter wiedergegeben. Man beachte, dass die Kurve bei /= 1 kHz keine Ab-
schwichung bewirkt, d. h. es gilt:

{Ls (1 kHz)}= { L, (1kHz)} { Ly (1 kHz)} Phon, dB und dB(A). (7.12b)

Die Messung des Schalls unter Berticksichtigung der A-Kurve (Bild 7.3) liefert den bewerteten
Schallpegel L, ; die Angabe erfolgt in dB(A). Beispiele fiir die Lautstérke in dB(A) und deren
Ursache zeigt Tabelle 7.2. Daneben wird die C-Kurve nach Bild 7-3 selten und meist bei ge-
horschiadigendem Larm iiber 100 phon eingesetzt. Der Schallpegel L~ wird dB(C) angegeben.



7.1 Physiologische Akustik

139

Tabelle 7.2a  Empfindlichkeit des Tabelle 7.2b Schallpegel L in verschiedenen
Gehors Umgebungen
L in dB(A) Gerdusch Umgebung L in dB(A)
0 Horgrenze Schlafraum (offenes Fenster)®) 25 — 30
10 Fliistern Krankenzimmer, Ruheraum 30 — 40
20 Blétterrauschen Arbeitszimmer zum Denken 20 — 45
30 ruhige Strafle " mittlere Konzentration 50 — 60
40 leises Radio Wohnraum tagsiiber 45
50 Umgangssprache Larmbetrieb 90
60 Biiro
85 laute StraBe *’ tags nachts
90 Pressluftbohrer Industriegebiet* 65 50
100 Schmiede iiberwiegend Wohngebiet 60 45
120 Flugzeug (8 m) reines Wohngebiet 50 35
130 Schmerzgrenze
*) Bei 85 dB(A) (8 Stunden tiglich) *) Medizinische Leitsitze zur Larmbekampfung
Larmschwerhorigkeit nach 10 Jahren *) VDI 2058
10 A
s 0
g
2
3 -10 4
@
z 4
@ 20l . .
Bild 7-3
3041 Bewertungskurven fiir
10 4 68100 100~ 7 710 dB(A), dB(B) und dB(C)
Frequenz fin Hz nach DIN 45633

Beispiel 7.1.2a Welchen Schallpegel erzeugen 13 Maschinen mit je 75 dB?
Fiir einen Motor gilt L; =101g//Iy =75 dB und fiir 13 Motore
Li;=101gl13-1/1y =101g /I, +101g13 = (75+11) dB=86 dB .

Beispiel 7.1.2b Welchen Schallpegel ergeben zwei Gerdusche mit 41 dB und 47 dB?

Es sind die Schallintensititen zu addieren, nicht die Schallpegel: I =1, + I, = I,104/10 + 1;10%2/10 = 6,3-10% .
Daraus folgt fiir den Schallpegel:
L=10logl/I,=101Ig6,3-10* = 48 dB

Iy =10"12 W/m?) .

Beispiel 7.1.2¢ Ein Ton mit 4 kHz ist 80 phon laut. Wie grof} sind Schallpegel L und Schallintensitdt / ?
Die Phon-Kurven (Bild 7-2) zeigen einen Schallpegel (bei 80 phon und 4 kHz) von L = 70 dB. Aus L =101g// 1,
(I =10712 W/m?) folgt: I =I,10%/1° =105 W/m?.
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7.1.3 Musikalische Akustik

Reine Sinust6ne besitzen naturgemif eine einzige Frequenz (Bild 7-4a). Etwas komplizierter
sind die Téne von Musikinstrumenten. Sie bestehen aus einer Grundfrequenz, welche die
Tonhohe angibt. Der charakteristische Klang wird durch Obertone erzeugt, die ein ganzzahli-
ges Vielfaches der Grundfrequenz aufweisen (Bild 7-4b).

Tonleiter

Zur Skalierung der Tonhohen wird der Frequenzbereich logarithmisch in Oktaven aufgeteilt,
die jeweils der Verdopplung der Frequenz entsprechen. Normalwert ist der Kammerton a' mit
fo = 440 Hz. Die Frequenzen der eingestrichenen Oktave zeigt Tabelle 7.3. Die Frequenz-
verhiltnisse zweier Halbtone sind jeweils 21/12 =1,06. Lésst sich das Frequenzverhiltnis
durch ganze Zahlen kleiner als neun ausdriicken, so ist dies nach abendldndischer Empfindung
eine Wohlklang oder eine Konsonanz.

a) b c) d)

H|5 MN\ <N\

Frequenz f in kHz

rel. Intensitat

0

Bild 7-4 Beispiele fiir Frequenzspektren:

a) reiner Sinuston, ¢) Spektrum einer rotierenden Maschine,
b) Ton eines Musikinstruments, d) Gerdusch (Zischen)
Tabelle 7.3 Frequenzen der eingestrichenen Oktave (3. Spalte f/ f.- = iibliche wohltemperierte

Stimmung, 4. Spalte f/ f. = dltere diatonische Tonleiter)

Ton finHz f/f. Empfindung Ton finHz f/f. Empfindung
¢ 261,6 2012 1:1 Konsonanz fis' 370,0  206/12 Konsonanz
cis' 277,2  2V12 16:15 Dissonanz g 3920 2712 3:2  Konsonanz
d 2937 2212 9:8 Dissonanz gis' 4153 2812 8:5  Konsonanz
dis' 311,1 23/12 6:5 Konsonanz a'  440,0 2912 5:3  Konsonanz
e 3296 2412 5.4 Konsonanz ais' 466,2 21012 9:5  Dissonanz
f 3492 2512 4:3  Konsonanz h' 4939 211/12° 15:18 Dissonanz
c" 5233 21212 2:1  Konsonanz

Geridusche

Sprache und Gerdusche werden durch ein kontinuierliches Frequenzspektrum wiedergegeben.
Das Problem der automatischen Sprachanalyse besteht darin, aus den Spektren einzelne Buch-
staben und Worter zu identifizieren. Bei Maschinengerduschen erkennt man im Frequenzspek-
trum meist die Drehzahl in Grund- und Oberwellen (Bild 7-4c). Ein Knall zeichnet sich durch
ein weilles Spektrum aus (Bild 7-4d).
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7.2 Technische Akustik

7.2.1 Messtechnik

Schallwandler

Der Schalldruck umfasst in der Technik 6 Zehnerpotenzen. Zur Messung des Schalls werden
elektroakustische Wandler eingesetzt, die auf unterschiedlichen physikalischen Effekten beru-
hen. Bei elektrostatischen Systemen bildet die Wandlermembran zusammen mit einer festen
Gegenelektrode einen Kondensator, dessen Kapazitdt durch die Schallwelle moduliert wird.
Bei Lautsprechern und Tauchspulmikrophonen bewegt die Membran eine Spule in einem
Magnetfeld. Beim elektromagnetischen Wandler schwingt eine magnetische Membran im
Luftspalt eines Magneten. Der Piezoeffekt wird bei Kristallmikrophonen ausgenutzt; durch den
Druck der Schallwelle wird in einem Kristall eine elektrische Spannung erzeugt. Ahnlich
arbeiten piezoresistive Wandler, z. B. Kohlemikrophone, bei denen der Schalldruck zu Wider-
standsénderungen fiihrt.

Schalldimmung D

Die Schallddmmung D einer Wand wird durch die Messung der Schalldrucke p; und p, vor
und hinter der Wand ermittelt:

D= 201g% dB oder D=1I;—L, dB. Schalldimmung D (7.13)
2

D kann auch durch die Untersuchung der Schallpegel Z; und L, bestimmt werden. Die Werte
fiir einige Bauelemente zeigt Tabelle 7.4.

Tabelle 7.4 Schallddimmung D einiger Bauelemente

DindB DindB
Sperrholz, 0,5 mm 19 Einfachfenster 15-25
Ziegelwand, | Stein verputzt 50 Doppelfenster 25-35

Nachhallzeit

Die Raumakustik kann durch Messung der Nachhallzeit untersucht werden. Sie wird durch das
Abklingen des Schalldrucks nach Abschalten einer Schallquelle um den Faktor 10 ermittelt.
Neben dem Raumvolumen hingt sie vom Absorptionsgrad der Wiande ab. Typische Zeiten fiir
Konzertséle liegen um 2 s.

Beispiel 7.2.1 In einer Wohnung mit offenem Fenster werden Z; = 83 dB(A) gemessen. Wie hoch ist die Schalldam-
mung D des Fensters, wenn mit geschlossenem Fenster L, =50 dB(A) herrschen? Wie groB sind die Schallintensita-
ten bei offenem und geschlossenem Fenster?

Die Schalldimmung betriigt D = I, — L, =33 dB(A). Die Schallintensititen betragen /5 =2-10"* W/m?> und
L, =10"7 Wm? .
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7.2.2 Ultraschall

Als Ultraschall werden mechanische Wellen oberhalb des Horbereichs zwischen 20 kHz und
1 GHz bezeichnet, dariiber spricht man von Hyperschall. Die Wellenldnge von Ultraschall ist
relativ klein, z. B. 0,15 mm bei 10 MHz im Wasser, so dass gebiindelte Strahlen erzeugt werden
konnen.

Ausbreitung

Eine wichtige Anwendung ist die bildgebende Ultraschalldiagnostik in der Medizin und Mate-
rialpriifung. Das Verfahren beruht darauf, dass Ultraschall an Grenzfldchen teilweise reflek-
tiert wird. Aus der Laufzeit der reflektierten Strahlung ergibt sich die Position der Grenzflédche.
Der Reflexionsgrad R ist das Verhiltnis der reflektierten Intensitét zur einfallenden Intensitt.
R hingt von den Impedanzen (Z = pc; (7.7)) des Mediums 1 vor der Grenzfldchen und 2 hinter
der Grenzflache ab. Fiir senkrechten Einfall gilt:

z,-7Y
Zz +Zl

R= Reflexionsgrad R (7.14)

In Festkorpern erfolgt eine Aufspaltung in longitudinale und transversale Wellen. Mit Ultra-
schall lassen sich sehr hohe Schallintensititen erzeugen (bis zu einigen kW/cm?2 ). Dies liegt an
den hohen Frequenzen und den relativ intensiven Schalldriicken (bis 5-10° Pa). Dies fiihrt zu
Beschleunigungen, die bis zu 106 mal hoher sind als die Erdbeschleunigung.

Erzeugung

Ultraschall hoher Frequenz und Intensitdt ldsst sich mittels Elektrostriktion, der Umkehrung des
Piezoeffektes, mit Quarz oder Bariumtitanat erzeugen (Abschnitt 11.1.2). An eine diinne piezo-
elektrische Platte werden an beiden Seiten Elektroden angebracht. Beim Anlegen einer elektri-
schen Wechselspannung tretenperiodische Dickeschwankungen auf, die sich als Druckwellen
ausbreiten. Ultraschall tiefer Frequenz produziert man durch Magnetostriktion, d. h. durch Di-
ckeninderung ferromagnetischer Materialien in Magnetfeldern. Der Nachweis von Ultraschall
erfolgt durch den Piezoeffekt. Die Druckwelle fiihrt zu einer elektrischen Wechselspannung.

Anwendungen

Aufgrund der hohen Beschleunigung in einer Ultraschallwelle ergeben sich Anwendungen wie
Reinigen, Bohren oder Schweilen. Eine neuere Technik ist das Zertriimmern von Nierenstei-
nen beim Menschen. Zur Vermeidung von Reflexion an der Korperoberfliache sitzt der Patient
in einer Wasserwanne. Die Strahlung wird auf die Nierensteine fokussiert.

Ultraschall wird auch bei Verfahren zur Materialpriifung eingesetzt. An Materialfehlern tritt
Reflexion auf, die vermessen wird. In der bildgebenden medizinischen Diagnostik hat Ultra-
schall eine breite Anwendung gefunden. Gegeniiber Rontgenstrahlen tritt der Vorteil auf, dass
keine biologischen Strahlenschéden entstehen.

Weitere Anwendungen des Ultraschalls findet man in der Elektronik bei Verzégerungsleitun-
gen (z. B. im Fernseher). Elektronische Signale konnen in Ultraschall umgewandelt werden,
die statt mit Licht nur mit Schallgeschwindigkeit laufen.

In der modernen Laseroptik wird die Beugung von Licht an Ultraschall als Verfahren zur
Strahlablenkung oder zur Modulation von Licht angewendet (Kapitel 9).

Beispiel 7.2.2 Bei einem Echolot kommt ein Ultraschallsignal nach 0,4 s wieder an den Sender zuriick. Wie grof ist
die Wassertiefe (Schallgeschwindigkeit in Wasser = 1480 m/s).
Der zuriickgelegte Weg betrdgt s = ct = 1480+ 0,4 m = 592 m . Die Wassertiefe ist halb so grof3.
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Wihrend die Gravitationskrdfte die Bewegung im Sonnensystem und im Weltall bestimmen,
wird die Welt der Atome, Molekiile und der daraus zusammengesetzten Materialien durch
elektrische Krdfte beherrscht. Die Elektrizitdtslehre liefert die Grundlagen zum Aufbau der
Materie und zum Verstindnis elektrischer und elektronischer Bauteile, Gerite und Maschinen.

8.1 Elektrisches Feld
8.1.1 Elektrische Ladung

Die Eigenschaften elektrischer und magnetischer Felder lassen sich nicht aus der Mechanik
herleiten. Die Ursache dafiir ist eine zusdtzliche Eigenschaft der Materie: die Ladung. Atome
und Molekiile bestehen aus dem positiv geladenen Kern und den negativen Elektronen. Im
Normalfall sind die Ladungen von Kern und Atomhiille dem Betrag nach gleich grof3 und die
Materie wirkt elektrisch neutral. Die dufleren Elektronen der Atome sind nur leicht gebunden,
so dass sie durch Energiezufuhr bewegt werden konnen. In Metallen sind sie praktisch frei.
Damit kann Materie positiv oder negativ aufgeladen werden, je nachdem ob man Elektronen
entfernt oder hinzufiigt. Der Transport von Elektronen (oder seltener von geladenen Atomen
(Ionen)) fithrt zum elektrischen Strom.

Elektrische Ladung QO

Die Ladung ist quantisiert und die kleinste mogliche Ladung ist die Elementarladung e:

e=1,602189-10"19C (C = Coulomb). Elementarladung e 8.1

Die Elektronen tragen die Ladung —e. Die Ladung der Atomkerne wird durch die Protonen mit
der Ladung +e gegeben. Eine zweite Sorte von Kernteilchen, die Neutronen, ist ungeladen
(Abschnitt 10.1.1).

Die Einheit der Ladung Q ist: [Q]= Coulomb = C = As. Coulomb wird aus der Einheit der
elektrischen Stromstdrke I abgeleitet: [I1= Ampere = A.

Coulomb 'sches Gesetz

Ladungen iiben Krifte aufeinander aus, die durch das Coulomb’sche Gesetz beschrieben wer-
den. Es #dhnelt beziiglich Form und Abstandsverhalten dem Gravitationsgesetz (4.1). Fiir zwei
punktférmige Ladungen Q;und O, im Abstand r voneinander gilt fiir die Kraft F:

Fe 1 OO

4.7t80 r2

[FFEN. Coulombsches Gesetz 8.2)

Fiir Ladungen mit gleichen Vorzeichen ist die Kraft abstofiend, bei verschiedenem Vorzeichen
ist sie anziehend. Die Kraft wirkt in Richtung der Verbindungslinie beider Ladungen.
Die Proportionalititskonstante wurde aus praktisch-rechnerischen Griinden in der Form
1/(4meq) eingefiihrt. Die elektrische Feldkonstante ¢ ist experimentell bestimmbar:

2
€0 =8,854-10~12 % ) Elektrische Feldkonstante & 8.3)
m
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Elektrischer Strom 7

Verbindet man getrennte Ladungen, z. B. durch einen Metalldraht, findet ein Ladungstransport
durch Elektronen statt. Es flieft ein elektrischer Strom /7, der durch die transportierte Ladung
dQ im Zeitintervall dz definiert ist:

1= c(li—? UE A= ¢ . Stromstirke / (8.4a)
s

Bei zeitlich konstanter Stromstiarke I = const. vereinfacht sich die Gleichung zu:

I1==. Konstanter Strom / (8.4b)

Die Stromstdrke [ ist im SI-System die 4. Basisgrife, neben der Zeit (s), der Linge (m) und der
Masse (kg).

Die Einheit der Stromstérke wird durch folgende messtechnische Vorschrift definiert:

Eine Stromstdrke I besitzt den Wert 1 Ampere = 1 A, wenn auf zwei stromdurchflossene paral-
lele Leiter im Abstand von I m die Kraft pro Leiterléinge 2-10~7 N/m wirkt (Tabelle 1.1).

Beispiel 8.1.1a Wie viele Elektronen N ergeben eine Ladung von Q=1 Ah?
Die Ladung betriigt: Q = Ne. Daraus ergibt sich: N =3600/1,6-1071° =2,25-10?%.

Beispiel 8.1.1b Durch einen Leiter flieSt ein Strom von 1,5 mA. Wie viele Elektronen dN/df treten pro Sekunde
durch den Draht?

Fiir den Strom gilt: 7 =dQ/dt mit dQ = dNe. Damit wird dN/dt=1/e=0,94-10'¢ s~1.

8.1.2 Elektrische Feldstiirke

Das Coulomb’sche Gesetzt beschreibt die Fernwirkung von Ladungen. Die Krifte werden
dadurch erklért, dass Ladungen von einem elektrischen Feld umgeben sind. Die Stirke des
elektrischen Feldes wird durch die elektrische Feldstirke E gegeben.

Definition der Feldstirke E

Theoretisch wird die elektrische Feldstirke E durch die Kraft F auf eine kleine positive Pro-
beladung Ladung Q bestimmt, die in das elektrische Feld eingebracht wird. Die Probeladung
muss deswegen sehr klein sein, damit sie das zu messende elektrische Feld nicht beeinflusst.

F F N _V
— oderskalar E=— [EF —=— . Feldstirke £ 8.5)
(0] C m

E=

Die Feldstirke E ist ein Vektor in Richtung der Kraft F. Meist wird nur der Betrag E ver-
wendet. Die Einheit der elektrischen Feldstiarke E betrédgt: [FT= N/C = V/m.

Feld einer Punktladung
Fiir eine Punktladung QO kann die elektrische Feldstirke £ aus dem Coulomb’schen Gesetz
berechnet werden. Mit (8.2) gilt fiir die Kraft auf eine Probeladung Q"

p=f-1 9
Q, 4.71'80 r2

Punktladung (8.6)
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Die Feldstérke £ fallt quadratisch mit dem Abstand r. Fiir eine positive Ladung +0Q verlduft die
Richtung von E radial von der Punktladung weg. Fiir eine negative Ladung —Q ist die Rich-
tung umgekehrt (Bild 8-1a).

Elektrische Feldlinien

Man kann elektrische Felder durch Feldlinien, die in Richtung der Feldstérke E oder der Kraft
F zeigen, graphisch darstellen. Die Dichte der Linien ist proportional zum Betrag E der Feld-
stirke E . Die Feldlinien verlaufen von der positiven zur negativen Ladung, wie es in Bild 8-1
fuir eine Punktladung und fiir andere Anordnungen gezeigt ist.

a)

Bild 8-1 Darstellung von elektrischen Feldlinien bei verschiedenen Anordnungen:
a) Negative punkt- oder kugelférmige Ladung.
b) Elektrischer Dipol.
c) Parallele geladene Platten (Kondensator)

Beispiel 8.1.2 Wie grof} ist die Kraft auf die Ladung von 1 mC im elektrischen Feld von 1 kV/m?
Die Kraft betriigt: F = EQ=1073-10>=1CV/m=1N.

8.1.3 Spannung und Potenzial
Beim Verschieben von Ladungen im elektrischen Feld wird Arbeit verrichtet. Die Definition
der Arbeit lautet: W = f Fds (2.35d). Wird eine Ladung Q im elektrischen Feld E=F/ 0

von der Stelle 1 nach 2 verschoben, tritt folgende Arbeit auf:
22, 2= o
W=—f1Fds— Qfl Eds . [WET=Ws. (8.7)

Das negative Zeichen sagt aus, dass bei Verschieben einer positiven Ladung +Q in Feldrich-
tung Arbeit frei wird.
Spannung im elektrischen Feld

Theoretisch wird die elektrische Spannung U durch die Arbeit W gemessen, die beim Ver-
schieben einer Probeladung Q vom Messpunkt 1 nach 2 im elektrischen Feld auftritt.

w T Ws
0 [U] C-C Spannung U (8.8)

Die Einheit der elektrischen Spannung U ist: [U} J/C =Ws/As = W/A = Volt=V.

Spannung einer Spannungsquelle

Die Materie ist normalerweise elektrisch neutral. Zur Erzeugung von Bereichen mit unter-
schiedlichen Ladungen (Plus- und Minuspol einer Spannungsquelle) miissen Ladungen ge-
trennt werden. Dabei ist gegen die anziehende Coulomb'sche Kraft Arbeit zu verrichten. Die
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Trennung der Ladung kann chemisch (Batterien), optisch (Solarzellen) oder mechanisch (Dy-
namos) erfolgen. Zwischen Bereichen mit unterschiedlicher Ladung herrscht die elektrische
Spannung;:

Die elektrische Spannung U ist die Trennungsarbeit W je Ladungseinheit Q.

Spannung U und elektrische Energie W

Die in ein einer Spannungsquelle aufgewendete Trennungsarbeit ¥ ist gleich der elektrischen
Energie, die entnommen werden kann. In (8.7) ist also W auch die verfiigbare elektrische
Energie:

w
U=—. 8.8
0 (8.8)

Die elektrische Spannung U ist die elektrische Energie W je Ladungseinheit Q.

Elektrisches Potenzial ¢

Wird eine Probeladung O vom Unendlichen (oder einem feldfreien Bereich) zu einem Punkt
im elektrischen Feld gefiihrt, so wird die Spannung U, auch Potenzial ¢ genannt:

Pp=Uy,= §°° [pFV. Potenzial ¢ (8.92)

Das Potenzial im Unendlichen ist nach dieser Definition gleich null. Potenzial ¢ und Spannung
U besitzen die gleiche Einheit 1 V.

Das Potenzial ist die Spannung zwischen einem Punkt im Unendlichen (oder einem feldfreien
Raum) und dem Messpunkt.

Die Spannung U zwischen den Punkten 1 und 2 ist gleich der Potenzialdifferenz Ao = p1 — ¢7:

U=Ap. Potenzialdifferenz Ap (8.9b)

Spannung U und Feldstirke E
Aus (8.7) und (8.8) folgt:
250
U=-[Eds. (8.10a)

Durch Differenzieren von (8.9) erhélt man in skalarer Schreibung fiir die Feldstédrke £:

dU \%
dU=-Fds oder E==—= [FF —. Feldstirke E (8.10b)
m

sofern ds in Richtung der Feldstirke E zeigt.

Feld im Kondensator

In einem homogenen Feld zwischen den Platten eines Kondensators im Abstand d kann
(8.10Db) vereinfacht werden (Bild 8-1):

U=Ed oder E= % . Feldstiarke E (8.10¢)
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In dieser Gleichung wurde das Minuszeichen von (8.10b) weggelassen, da es nur auf die Be-
trige ankommt.

Aquipotenzialflichen

Alle Punkte im elektrischen Feld mit gleichem Potenzial ¢ oder auch gleicher Spannung U
liegen auf den so genannten Aquipotenzialflichen. Diese stehen senkrecht zu den Feldlinien
und sind im Bild 8-1 eingezeichnet.

Beispiel 8.1.3a Eine 12 V-Batterie hat 20 Ah. Welche Energie kann ihr entnommen werden?
Es gilt W =UQ =12-20-3600 VAs = 8,64-10° J = 0,24 kWh.

Beispiel 8.1.3b Wie grof ist die elektrische Feldstérke in einem Kondensator mit dem Plattenabstand & = 1mm, der auf
U =100 V aufgeladen ist?

Esgil: E=U/d=10° V/m .

8.1.4 Elektrische Influenz

Befindet sich Materie in einem elektrischen Feld, wirkt auf die Ladungen (Elektronen (-) und
Atomkern (+)) die Coulomb-Kraft. In Isolatoren sind die Elektronen nicht frei und die Ladun-
gen werden nur geringfiigig gegeneinander verschoben; es kommt zu einer elektrischen Pola-
risation. Das Wort Polarisation bedeutet Ausrichtung. In elektrischen Leitern aber sind die
Leitungselektronen im elektrischen Feld frei beweglich. Die Ladungen werden getrennt und an
die Oberfliache der Leiter verschoben. Man nennt diesen Effekt Influenz.

L

++ + + Bild 8-2
Influenz: Die freien Ladungen eines Leiters werden durch ein
duBleres elektrisches Feld so verschoben, dass das Innere feld-
frei ist

Influenz

Bringt man einen Leiter in ein dufleres elektrisches Feld, bewegen sich die freien Leitungs-
elektronen entgegengesetzt zur dulleren Feldrichtung. Im vorher neutralen Leiter tritt eine
Ladungstrennung auf. Die Leitungselektronen werden so lange an die Oberfldche verschoben,
bis das resultierende elektrische Feld im Leiter null wird (Bild 8-2). (Wenn das Feld noch nicht
Null ist, werden weiter Ladungen verschoben.) An Stellen mit einem Elektroneniiberschuss
tritt eine negative Oberflichenladung auf. Bei Elektronenmangel entsteht eine positive Ober-
flichenladung. Die Influenz wird zur Abschirmung elektromagnetischer Felder im Fara-
day 'schen Kdfig ausgenutzt: im Inneren eines metallumschlossenen Raumes ist das elektrische
Feld gleich null.

Influenz ist die Verschiebung von Elektronen in einem Leiter unter dem Einfluss eines dufleren
elektrischen Feldes.

Oberflichenladung o

Durch die Influenz entstehen auf leitenden Korpern in dufleren elektrischen Feldern Oberfla-
chenladungen. Die Ladungsdichte o ist die Ladung dQ pro Fliche dA:
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d
o= —Q oder fiir 0 = const. 0=

A
% [0] =—. 8.11)

Der Zusammenhang zwischen der Oberflichenladung o und der Feldstirke £ an der Oberfla-
che lautet:

o=¢gyE oder o=D [D]=—, Oberflichenladung o (8.12)

wobei g, die elektrische Feldkonstante und D =¢gE die elektrische Flussdichte (Abschnitt
8.1.7) sind.

Die Oberflichenladung o ist gleich der elektrischen Flussdichte D.

Beweis von (8.12): Fiir eine geladene Kugel mit dem Radius R gilt: 0 = Q/(4 R?). Die Feld-
stirke an der Oberfliche betrigt (8.6): £ =Q/(4mwegR?). Aus beiden Gleichungen folgt (8.12).

Beispiel 8.1.4 Warum ist man in einem Kfz oder Flugzeug gegen Blitzschlag weitgehend geschiitzt?
In beiden Fillen handelt es sich um einen Faraday'schen Kifig, der innen feldfrei ist.

8.1.5 Elektrische Polarisation

Bei einem Isolator sind die Elektronen nicht frei beweglich. Trotzdem gibt es fiir Isolatoren in
elektrischen Feldern eine der Influenz dhnliche Erscheinung: die Polarisation. Die Ladungen
konnen im elektrischen Feld innerhalb der Molekiile verschoben werden. Bringt man einen
Isolator in ein elektrisches Feld, entstehen molekulare Dipole.

Dipole

Ursache fiir das Auftreten der elektrischen Polarisation sind atomare oder molekulare Dipole
in der Materie. Ein elektrischer Dipol ist ein elektrisch neutrales Gebilde, bei dem die
Ladungsschwerpunkte nicht zusammenfallen. Er besteht aus einer positiven und negativen
Ladung (+Q und —Q) im Abstand /, gekennzeichnet durch das Dipolmoment p:

p= Qf Dipolmoment p (8.13)

Im homogenen elektrischen Feld kompensieren sich die Krifte an beiden Ladungen, so dass
die resultierende Kraft null ist. Allerdings entsteht ein Drehmoment, das zu einer Orientierung
des Dipols in Richtung des elektrischen Feldes fiihrt.

Polarisation und Permittivititszahl ¢,

Bild 8-3 zeigt einen geladenen Kondensator mit einem Isolator zwischen den Platten. Durch
das elektrische Feld werden molekulare Dipole gebildet, die Ladungen an den Endflichen
erzeugen. Im Innern dagegen kompensieren sich die Ladungen der Dipole. Diese Oberflachen-
ladung verursacht im Kondensator ein inneres Feld, das entgegengesetzt zum dufleren Feld
liegt. Damit sinken die Feldstdrke und die Spannung am Kondensator. Fiir die Kapazitit eines
Kondenstors gilt C=Q/U (8.17). Da die Ladung auf den Platten konstant bleibt, steigt die
Kapazitit durch den Einfluss der Materie.
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Kondensator mit einem Dielektrikum:

a) Durch die Polarisation der Materie entstehen Oberflichenladungen
b) Mikroskopisches Bild zur Erklarung der Polarisation und der Oberflichenladungen

Bringt man also einen Isolator (Dielektrikum) zwischen die Platten eines Kondensators, steigt
die Kapazitit von C, auf C. Zur Charakterisierung dieses Sachverhaltes dient der Begriff
Permittivitditszahl ¢,

Permittivititszahl ¢,

(8.14)

Der Einfluss von Dielektrika in elektrischen Feldern duBlert sich darin, dass in vielen Glei-
chungen, in denen die elektrische Feldkonstante &, vorkommt, diese durch die Permittivitcit
(Dielektrizitdtskonstante) & ersetzt wird:

2
E=¢,&0 [e] = [80 = & . Permittivitit ¢ (8.15)
Nm?
Oft wird auch der Begriff elektrische Suszeptibilitiit y verwendet:
x=¢ —1 [ x] =1 Suszeptibilitit y (8.16)
Beispiele fiir ¢, einiger Materialien zeigt Tabelle 8.1.
Tabelle 8.1 Permittivititszahl ¢, verschiedener Materialien
Material & Material &
Papier 1,2 bis 3 Kondensatorpapier 4 bis 6
Teflon 2,1 Quarzglas 4
Paraffin 2,2 Glas 3 bis 15
Polypropylen 2,2 bis 2,7 A1,03 12
Polystyrol 2,3 bis 2,8 Tay05 27
PVC 3,3 bis 4,6 Wasser 81,6
Polyester 3,3 Keramik (NDK) 10 bis 200
Vinidur 3,4 bis 4,0 Keramik (HDK) 103 bis 104
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Verschiebungspolarisation

Bringt man Atome in ein elektrisches Feld, verschieben sich der positive Kern und die negati-
ve Elektronenhiille. Durch diese induzierten Dipole entsteht die Verschiebungspolarisation,
die zu relativ kleinen Werten von ¢,. fiihrt.

Orientierungspolarisation

GroBere Werte fiir €, zeigt Materie mit permanenten Dipolen. Beispiele dafiir sind polare Mo-
lekiile, wie H,O, HCI oder Keramik (Tabelle 8.1). Symmetrische Molekiile wie C,O oder CHy
besitzen kein permanentes Dipolmoment. Normalerweise sind wegen der Temperaturbewe-
gung die Molekiile statistisch in alle Raumrichtungen orientiert. Beim Anlegen eines dufleren
elektrischen Feldes entsteht ein Drehmoment, das teilweise eine Ausrichtung der Dipole in
Feldrichtung verursacht. Dem wirken thermische St6Be entgegen, so dass die Polarisation stark
temperaturabhéngig ist.

Isolator eiroWt Kathode Aufbau eines Elektrolytkondensators

In Elektrolytkondensatoren wird die Orientierungspolarisation mit hohem ¢, ausgenutzt. Da
Elektrolyten leitend sind, wird an der Anode eine Oxidschicht (Al,O3 oder Ta,Os) als Isolator
angebracht (Bild 8-4).

Beispiel 8.1.5 Warum erhoht sich die Kapazitit eines Kondensators, wenn man ihn zwischen den Elektroden mit
einem Dielektrikum ausstattet?

Durch die Polarisation des Dielektrikums wird ein elektrisches Feld erzeugt, dass dem duferen Feld entgegengerichtet
ist. Damit sinken die Feldstirke und Spannung am Kondensator. Da die Ladung konstant bleibt, steigt nach (8-17) die
Kapazitit.

8.1.6 Kondensator
Kapazitiit

Auf Leitern kann Ladung gespeichert werden. Bei Kondensatoren stehen sich zwei isolierte
Fliachen gegeniiber. Die gespeicherte Ladung O und die Spannung U am Kondensator sind
proportional zueinander:

C .
0=CU (CF V= Farad = F. Kapazitit C (8.17)

Die GroBe C stellt die Kapazitdt mit der Einheit C] = Farad = F = C/V dar. Technisch reali-
sierbare Werte fiir C liegen bei mF bis pF.

Plattenkondensator
Fiir einen Kondensator mit der Fldche 4 und dem Plattenabstand d (Bild 8-1c¢) gilt:
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U AU . . .
o= % =goE=¢, 7 (8.11) und (8.12). Daraus folgt QO = €0d und im Vergleich mit (8.19):
A A .
C=¢g = oder C=¢ggpe, rE Kapazitit C (8.18)

Befindet sich Materie zwischen den Kondensatorenplatten, muss €y durch e =¢,&, ersetzt
werden (8.17).
Parallelschaltung

Bei Parallelschaltung von Kondensatoren nach Bild 8-5 wird die effektive Flache 4 vergroBert.
Unter Beriicksichtigung von (8.20) gilt fiir die Kapazitit C:

C=C+Cr+Cy+...... Parallelschaltung (8.19)

a) )  u, U, U

+Q-Q +Q-Q +Q-Q

i L'“'—lui Il C ..... i

C G

C,-l— Cz-|— C.‘,-|— ----- _—l- B

Bild 8-5 Kondensator:
a) Parallelschaltung. b) Reihenschaltung

Reihenschaltung

Anders ist es bei der Reihen- oder Serienschaltung. Die einzelnen Spannungen an den Kon-
densatoren addieren sich: U =U;+U, +Uy +.....=0/C+Q/Cy + Q/C3 +.....= Q/C. Dabei
wurde berticksichtigt, dass durch die Influenz die Ladung Q auf jedem Kondensator gleich ist.
Man erhilt damit fiir Reihenschaltung:

=—4—4+—+..... Reihenschaltung (8.20)

Gespeicherte Energie

Die gespeicherte Energie in einem geladenen Kondensator berechnet man zu dW = Fds =
QEds = QdU = CUdU. Durch Integration erhdlt man W = f CU dU und durch Losung des

Integrals:

2
W= C% [WEJT=Ws. Energie im Kondensator 8.21)

Kondensatoren als Energiespeicher sind sehr uneffektiv, so dass sie diese Funktion nur in
Sonderfillen erfiillen, z. B. bei Blitzlampen. Sie dienen anderen wichtigen Aufgaben in Wech-
selstromkreisen.
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Beispiel 8.1.6a Wie gro83 ist die Gesamtkapazitit, wenn zwei Kapazititen mit 4 uF und 2 uF
a) in Reihe und b) parallel geschaltet werden.

2) (8.20):1/C =(1/4+1/2) /uF und C=1333 uF,  b)(8.19): C=(4 +2) uF =6 uF.

Beispiel 8.1.6b Welche Energie liefert ein Kondensator eines Blitzlichtgerdtes mit 600 uF, der auf 550 V aufgeladen
ist?
Nach (8.21) gilt: W =CU?/2=6-10"%-5502/2 FV? =90,8 Ws (oder J) .

Beispiel 8.1.6¢ Ein Kondensator besteht aus zwei Metallfolien von je 4 = 10 cm” Fliche, die durch eine isolierende
Folie mit ¢, =10 im Abstand von d = 0,3 mm getrennt sind. Wie gro8 ist die Kapazitit C?
Man erhilt mit (8.18) und (8.3): C= 0,295 nF.

8.1.7 Elektrischer Fluss und Flussdichte
Elektrischer Fluss W

Im elektrostatischen Feld beginnen und enden die Feldlinien auf Ladungen. Den Zusammen-
hang zwischen Feld und Ladung zeigt der elektrische Fluss ¥ . In einem homogenen Feld £
ist der Fluss durch eine senkrecht zur Feldrichtung stehende Fliche 4 gegeben durch (Bild
8-6a):

Y=¢EA [Y EC. Elektrischer Fluss ¥ (8.22a)

Elektrische Flussdichte D
Dementsprechend gilt fiir die Flussdichte D (= Fluss ¥ pro Fliche A):

v C
D=—=¢E [DF —. Flussdichte D (8.22b)
A m?

D wird auch elektrische Verschiebungsdichte genannt. In vektorieller Schreibung gilt:

D=¢E . (8.22¢)
Man kann am Beispiel einer Punktladung (8.6) zeigen:
Y=FDdi=feEdd=0. (8.23)

Der elektrische Fluss Y durch eine geschlossene Fliche, z. B. eine Kugeloberfliche, ist
gleich der umschlossenen Ladung Q (Bild 8-6b und c).

Die Beziehung ist eine der Maxwell 'schen Gleichungen (Abschnitt 8.3.3).
Bild 8-6
a) b) c) a) Der elektrische Fluss Q eines

homogenen Feldes ist durch ¥ = E4
gegeben. b) Der elektrische Fluss

E
\\ einer geschlossenen Oberfliche (z. B.
Kugel) ist gleich der eingeschlosse-

nen Ladung. ¢) Der elektrische Fluss
// l\ ist gleich Null, wenn sich keine La-

dung innerhalb der geschlossenen
Oberfliche befindet.
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8.2 Magnetisches Feld

Statische elektrische Felder gehen von positiven und negativen Ladungen aus. Statische Mag-
netfelder dagegen werden durch elektrische Strome erzeugt. Dies gilt sowohl fiir stromdurch-
flossene Leiter, z. B. in Form einer Spule, als auch fiir Kreisstrome der atomaren Elektronen
auf ihren Umlaufbahnen, z. B. in Permanentmagneten.

Es gibt getrennte positive und negative elektrische Pole. Dieses findet bei Magnetfeldern kein
Analogon: eine magnetische Ladung, Monopol genannt, existiert nicht. Die magnetischen Pole
treten immer paarweise auf. Man nennt die Gebilde, die aus einem Nord- und Siidpol bestehen,
magnetische Dipole.

8.2.1 Magnetische Feldstirke
Magnetische Dipole

Bild 8-7a zeigt den Dipol eines Permanentmagneten mit Nord- und Siidpol. Der Magnetismus
entsteht durch atomare magnetische Dipole, die sich zu einem makroskopischen Dipol, dem
Magneten, zusammensetzen. Bild 8-7b zeigt, dass eine stromdurchflossene Spule auch einen
magnetischen Dipol bildet. Sie hat dhnliche Eigenschaften wie ein Permanentmagnet. Fiir die
Pole eines Dipols gilt:

Gleichnamige Pole stoflen sich ab, ungleichnamige Pole ziehen sich an.

a) b)

N Cem—
Ve —m—

Bild 8-7  a) Magnetisches Feld eines Permanentmagneten.
b) Magnetfeld einer stromdurchflossenen Zylinderspule

Ein Magnet hat die Tendenz, sich auf der Erde in Nord-Stid-Richtung auszurichten. Dabei
zeigt der Nordpol des Magneten nach Norden. An dem geographischen Nordpol der Erde liegt
also ein magnetischer Siidpol, der den magnetischen Nordpol des Magneten anzieht.

Magnete iiben eine Fernwirkung aus. Dies wird dadurch erklart, dass die Eigenschaften des
Raumes verdndert werden. Um den Magneten breiten sich magnetische Feldlinien aus, die
durch Definition von Nord nach Siid verlaufen (Bild 8-7). Im magnetischen Feld entsteht eine
Kraft, die einen anderen Magnet in Richtung des Feldes dreht. Fiir die magnetischen Feldlinien
gilt:

Die Richtung der magnetischen Feldlinien hat man auflerhalb des Magneten von Nord nach
Siid festgelegt.
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H Bild 8-8
Die magnetische Feldstirke 4 um einen
mit dem Strom / durchflossenen Leiter betrigt: [ =2mrH

Magnetische Feldstirke H

Um einen stromdurchflossenen geradlinigen Leiter bilden sich kreisférmige magnetische Feld-
linien aus Bild 8-8. Die Dichte der Feldlinien ist ein MaB fiir die magnetische Feldstéirke. Die
magnetische Feldstérke ist ein Vektor H. Die Richtung wird durch die ausrichtende Kraft auf
einen kleinen magnetischen Dipol gegeben: er stellt sich parallel zum Feld ein. Man kann das
Feld durch einen Versuch sichtbar machen. Ein Draht wird durch die Bohrung einer isolieren-
den Platte gefiihrt, die mit feinen Eisenspinen (kleine magnetische Dipole) bestreut wird.
Schaltet man den Draht an eine Autobatterie an, so fliet ein starker Strom. Die Eisenspéne
ordnen sich bei leichtem Klopfen zur Uberwindung der Reibung zu konzentrischen Kreisen an.

Fiir die magnetischen Feldlinien um einen geraden Leiter gilt die Regel der rechten Hand:
Zeigt der Daumen in Stromrichtung, so weisen die gekriimmten Finger in Feldrichtung.
Der Betrag der magnetischen Feldstirke H um einen geradlinigen Leiter ist proportional zum

elektrischen Strom 7, der durch den Leiter flieft. Er nimmt mit dem Abstand » vom Leiter ab
(Bild 8-8).

1 A
H = T oder [=2marH [HF o Magnetische Feldstirke H (8.24a)

Die Einheit der magnetischen Feldstiarke H betragt [H]= A/m. (8.24a) ist ein Spezialfall des
Durchflutungsgesetzes (8.24c).

Zylinderspule

Das duflere magnetische Feld einer langen Zylinderspule &dhnelt dem eines Stabmagneten. Im
Innern der Spule ist das Feld homogen (Bild 8-7b). Die magnetische Feldstéirke im Innern der
Spule H wird durch die Zahl der Windungen N, die Lange der Spule / und den Strom / gege-
ben. Aus dem Durchflutungsgesetz (8.24¢) kann man ndherungsweise ableiten:

H=—. Zylinderspule (8.24b)

Die Richtung der magnetischen Feldstédrke H kann nach der Regel der rechten Hand ermittelt
werden:

Zeigen die Finger der gekriimmten rechten Hand in Stromrichtung, so weist der Daumen in
Richtung der Feldlinien (und zum Nordpol der Spule (Bild 8.7b).
Durchflutungsgesetz

Integriert man die magnetische Feldstérke H langs einer geschlossenen Kurve mit den Weg-
elementen ds, erhdlt man den eingeschlossenen Strom / (Bild 8-8):
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_cﬁ Hds =1. Durchflutungsgesetz (8.24c¢)

Beweis: Fiir das kreisféormige Feld um einen Leiter ist bei konstantem Radius » auch das Feld
konstant H = ‘ﬁ ‘ konstant und es gilt gﬁﬁdi' = H2mr=1(8.24a). Damit ist (8.24b) bewiesen.

Beispiel 8.2.1 Das Erdmagnetfeld betrdgt H =20 A/m. Es ist eine Spule zu berechnen, die bei einem Strom von 50 mA
das gleiche Magnetfeld erzeugt.

. N-1 . . .
Esgilt H = -5 Damit betrigt die Windungszahl pro Meter: N/I = H /I =400 1/m

8.2.2 Magnetische Flussdichte und Fluss

Die magnetische Feldstirke H beschreibt die Wirkung des Feldes auf Magneten. In der Praxis
wichtiger sind die Kréfte, die Magnetfelder auf bewegte Ladungen austiben, z. B. die Lorentz-
Kraft (Abschnitt 8.2.3) oder das Induktionsgesetz (Abschnitt 8.3.1). Zur Beschreibung dieser
Vorginge wird neben der magnetischen Feldstirke H noch die magnetische Flussdichte B
eingefiihrt.

Magnetische Flussdichte B

Im Folgenden werden die magnetische Flussdichte und der Fluss formal eingefiihrt. Eine genaue-
re Begriindung wird erst in den folgenden Abschnitten gegeben. Die magnetische Flussdichte B
ist proportional zu magnetischen Feldstirke H und einer neuen GroB3e, der Permeabilitét s:

\
S = Tesla=T. Flussdichte B (8.25)

B= ,uH [B]: E

Die Einheit der magnetischen Flussdichte B betrégt: [B¥ Tesla = T = Vs/m 2. Die magnetische
Flussdichte ist ein Vektor (B = |B| ), der in Richtung der Feldlinien zeigt. Man spricht auch
von Flusslinien.

Die magnetische Feldstirke H beschreibt die Wirkung auf einen magnetischen Dipol. Dagegen
ist die magnetische Flussdichte, auch magnetische Induktion genannt, fiir die Krdfte auf be-
wegte Ladungen verantwortlich.

Die Permeabilitdt u setzt sich aus der magnetischen Feldkonstanten g

pog =4m-10-7 % . Magnetische Feldkonstante g (8.26a)

und der Permeabilititszahl u,., die eine MaterialgréBe ist, zusammen:

w=u o [uF % und [u] =1. Permeabilitdt u (8.26b)

Bringt man Materie in ein Magnetfeld verdndert sich die Flussdichte B. Fiir magnetische Mate-
rialien wird B grofer. Die Permeabilititszahl u, beschreibt die Verdnderung der Flussdichte B
durch Materie. Fiir Vakuum (oder Luft) gilt u, =1. Werte fiir u, kann fiir verschiedene Ma-
terialien Tabelle 8.2 entnommen werden (Abschnitt 8.2.4). u ist eine wichtige Naturkonstante.
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Tabelle 8.2 Magnetische Suszeptibilitit y,, = u, — 1 verschiedener Werkstoffe

Ferromagnetika Paramagnetika Diamagnetika

e >> 1, xm>>1 w> 1, gm0 rd, Ym0

Stoff Am* Stoff Am Stoff Am
Mu-Metall bis9-104 |02 (flussig) 3,610 Bi ~1,6-10 -4
Eisen (rein) 104 Cr 2,810+ Cu -1 -10-5
Fe-Si 6-103 Pt 25104 H20 -9 -10-6
Ferrite (weich) 103 Al 2,4-10 -3 C02 -1,2-10-8
Ubertragerblech ~ 500..... 104 | O2 (Gas) 1,5-10 -6 Hz -2,2-10-9

*Maximalwerte an der grofiten Steigung der Hysteresekurve

Magnetischer Fluss ®

Multipliziert man die magnetische Flussdichte B mit einer Fliche A, die senkrecht zu den
Flusslinien steht, erhdlt man den magnetischen Fluss ®:

O=BA=uHA [® F Vs=Weber=Wb. Fluss @ (8.272)

Die Einheit des magnetischen Flusses @ lautet: [ @ ]= Vs = Weber = Wb. Der magnetische
Fluss @ hat beispielsweise beim Induktionsgesetz (8.35a) Bedeutung.

Ist die Flussdichte iiber die Fliche 4 nicht konstant und steht die Flichennormale A nicht
parallel zu den Flusslinien, kann (8.27a) erweitert werden:

®=[Bdd. Fluss @ (8.27b)
B=uH
7N
— A Y
Bild 8-9
% Der magnetische Fluss @© in einem homogenen
= Feld ist gegeben durch ® = u HA

Dabei stellt d4 den Vektor der Normalen des Flichenelementes dA dar und B den Vektor der
Flussdichte.

Beispiel 8.2.2a Wie groB ist die Flussdichte B in Eisen (u, = 3000), das sich in einem Magnetfeld von A = 600 A/m
befindet.
Nach (8.25) und (8.26) gilt: B = ugu, H = 47-1077 -3000- 600 VSA/(Am?) = 2,26 Vs/m? =2,26 T .

Beispiel 8.2.2b Welcher Strom fliefit durch eine eisenfreie Zylinderspule mit N = 450 Windungen, d = 2 cm Durch-
messer und /= 12 cm Linge, die im Innern einen Fluss von 210 -6 Wb erzeugt?

Nach (8.27a) gilt: B=®/4=2-10"%/(x10™*) Wb/m? = 6,37-1073 Vs/m?.

Daraus folgt: H = B/uy=5069 A/m und / = HI/N=135A.
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8.2.3 Kriifte im Magnetfeld

Statische Magnetfelder iiben Krifte nur auf bewegte Ladungen aus, nicht auf ruhende. Man
beobachtet diesen Effekt an Elektronen- oder lonenstrahlen und an elektrischen Stromen in
Leitern. Die Krifte sind von der magnetischen Flussdichte B abhingig.

B
T T
DAL
5
Bild 8-10
~— Kraft auf einen stromdurchflossenen
Leiter im Magnetfeld (Lorentz-Kraft)
Leiter im Magnetfeld

Ein Leiter steht senkrecht zu den Feldlinien zwischen den Polen eines Magneten. Flieit Strom
durch den Leiter bildet sich ein kreisformiges Feld um den Leiter aus. In Bild (8-10) findet
links vom Leiter der Lange / eine Verstirkung der Feldlinien statt, rechts eine Schwichung.
Anschaulich kann das so interpretiert werden, dass die verengten bzw. verstirkten Feldlinien
den Leiter nach rechts driicken. Es zeigt sich, dass die Kraft /' proportional zur magnetischen
Flussdichte B ist. Die Kraft steht senkrecht zum Magnetfeld und zur Stromrichtung:

F=1IB. Kraft F im Magnetfeld (8.28)

Die Richtung der Kraft F kann durch folgende Regel ermittelt werden: Daumen, Zeigefinger
und Mittelfinger der rechten Hand zeigen in Form eines x-y-z-Systems in Richtung von Strom
I, Flussdichte B und Kraft F.

B

|

—
—
' Bild 8-11
Prinzip des Elektromotors: auf eine
/4'- F stromdurchflossene Schlaufe wirkt ein Drehmoment
Elektromotor

Der Elektromotor oder auch das Drehspulinstrument beruhen auf dem Verhalten einer Leiter-
schlaufe im Magnetfeld. Nach Bild 8-11 verursachen die Krifte an den beiden Seiten der
Schlaufe ein Drehmoment, das zu einer Rotationsbewegung fiithrt. Beim Elektromotor wird
statt einer Schlaufe eine gewickelte Spule eingesetzt, aber das Funktionsprinzip ist das gleiche.
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Parallele Leiter

Zwischen zwei stromdurchflossenen Leitern treten Krifte auf, die auf einer Wechselwirkung
zwischen den Stromen und den erzeugten Magnetfeldern beruhen. Da das Ampere durch die
Kraft F zwischen parallelen Leitern definiert ist, wird folgende Gleichung angegeben:

LI
F=tohls

Kraft F zwischen Leitern (8.29)
2nd

Die Leiter der Liange / werden durch die Strome /; und 7, durchflossen und befinden sich im
Abstand d voneinander. Die Beziehung (8.29) kann durch Anwendung von (8.24a) und (8.28)
bewiesen werden.

Lorentz-Kraft

Aus der Kraft auf stromdurchflossene Leiter F'=1/7/B (8.28) kann die Wirkung auf eine be-
wegte Ladung Q abgeleitet werden. Da I = O/f und die Geschwindigkeit v der Ladung v = I/t
ist, erhdlt man fiir die so genannte Lorentz-Kraft F':

F=QvB. Lorentz-Kraft F (8.30a)

Fiir (8.30a) gelten dhnliche Voraussetzungen wie fiir (8.28). Die Geschwindigkeit v muss
senkrecht zur Flussdichte B stehen. Die Kraft F wirkt senkrecht zu v und B.

Lisst man beliebige Richtungen der Geschwindigkeit v zu, gilt folgende Vektorgleichung:

F=0FxB) Lorentz-Kraft F (8.30b)

Die Richtung der Kraft F kann durch Jolgende Regel ermittelt werden: Daumen und Zeige-
Jfinger zeigen in Richtung der Geschwindigkeit v und Flussdichte B . Dann zeigt der Mittel-
finger senkrecht zu v und B in Richtung der Kraft F .

Prinzip des Stromgenerators

Mit Hilfe der Lorentz-Kraft ist es moglich, den Stromgenerator zu erkldren. Im Generator
werden Leiterschlaufen senkrecht durch ein Magnetfeld bewegt. Die Leitungselektronen wer-
den dabei mit bewegt. Auf die so bewegten Elektronen wirkt die Lorentz-Kraft. Man kann sich
anhand der Dreifingerregel iiberlegen, dass die Kraft in Richtung des Leiters steht. Dadurch
wird ein Strom erzeugt. Dies ist das Prinzip der Stromerzeugung in den Elektrizitdtswerken.
Eine andere gleichwertige Erklidrung geht vom Induktionsgesetz aus (Abschnitt 8.3.1).

Hall-Effekt

Durch die Lorentz-Kraft tritt an einem stromfiihrenden Band der Breite b und Dicke d im
Magnetfeld die Hall-Spannung auf. Nach Bild 8-12 wirkt auf die Elektronen mit der Ladung
Q = —e im Leiter eine Kraft (8.30a) senkrecht zur Elektronengeschwindigkeit v und zur Fluss-
dichte B: F = —evB. Dabei wird vorausgesetzt, dass das Band senkrecht zur Flussdichte B
steht. Durch die Kraft werden die Elektronen an eine Bandkante verschoben. Dadurch baut
sich ein elektrisches Feld £ =Uy /b quer zum Strom [ auf. Auf die Elektronen wirkt damit
eine Gegenkraft F =—eE =—eUy /b. Gleichsetzen der Krifte ergibt:

U
TH=VB oder Uy =vBb.
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TR

Bild 8-12
In einem stromdurchflossenen Band entsteht durch ein
Magnetfeld die Hall-Spannung quer zum Strom

Die Hall-Spannung Uy wird quer zum Strom gemessen (Bild 8-12). Man kann den Strom /
durch die Geschwindigkeit v, Elementarladung e, Elektronendichte » und Querschnittsfliche
bd ausdriicken:

I =nevbd oder v= mit e=1,602-10-19C.

ne.

Man erhilt fir die Hall-Spannung Uy -

IB A IB 1
Uy=—= ZHZ it Ay =—. Hall-Spannung U (8.31)
ned d ne

Der Hall-Effekt wird einerseits zur Messung der Flussdichte B andererseits aber auch zur Be-
stimmung des Hall-Koeffizienten Ay = 1/(ne) ausgenutzt. Aus Ay erhilt man bei Halbleitern
das Vorzeichen der Ladungstréger (Elektronen oder positive Locher) und deren Dichte ».

Quanten-Hall-Effekt

In sehr diinnen Schichten (5 bis 10 nm) ist der Hall-Widerstand Ry =Uy /I quantisiert und
ist ein ganzzahliger Bruchteil des elementaren Quanten-Hall-Widerstandes A/e2 (h ist das
Planck’sche Wirkungsquantum):

_AyB _h1

h
= (m=1,2,3,....) mit —=25818Q.

R =
" d e2 m e?

Die Messung des stufenformigen Anstiegs des Hall-Widerstandes in zweidimensionalen Struk-
turen dient zur Festlegung des Widerstandsnormals (Bild 8-13).

g 10 3

o o

£ | ra

o e ’ Quanten-Hall-

T = Effekt

2 normaler

o B Hall-Effekt

el

_E__I' B

E 0 \ | | Bild 8-13
0 2 4 6 Quanten-Hall-Effekt in einem sehr diinnen

Flussdichte Bin T Leiter (zweidimensionales Elektronengas)
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Beispiel 8.2.3a Ein mit / = 10 A durchflossener Leiter befindet sich im rechten Winkel zum Magnetfeld mit einer
Flussdichte von B = 500 mT. Wie gro8 ist die Kraft auf ein 4 cm langes Leiterstiick?
Nach (8.28) gilt: F=1/B=10-0,5-0,04 ATm = 0,2 AmVs/m> =0,2 N .

Beispiel 8.2.3b Ein Elektronenstrahl wird senkrecht zu den Feldlinien eines Magnetfeldes eingeschossen. Wie wird der
Strahl abgelenkt?

Der Elektronenstrahl wird nach (8.30b) stets senkrecht zu seiner Geschwindigkeit und senkrecht zum Magnetfeld
abgelenkt. Damit ergibt sich eine spiralformige Bahn im Magnetfeld.

Beispiel 8.2.3¢ Wozu dient in der Praxis die Messung der Hall-Spannung?

Die Hall-Spannung hingt von der magnetischen Flussdichte ab, die somit gemessen werden kann. Weiterhin héngt die
Hall-Spannung von der Dichte der Ladungstriger (Elektronen, positive Locher) ab, die dadurch experimentell be-
stimmt werden kann.

8.2.4 Polarisation und Magnetisierung

Bringt man Materie in ein Magnetfeld, ordnen oder bilden sich magnetische Dipole: die Mate-
rie wird magnetisiert. Dadurch erhoht sich die Flussdichte von Bj auf B. Dieses wird durch
Einfuhrung der Permeabilitdtszahl u, beriicksichtigt (8.26):

\ ‘
B=u,By=prpoHy [BF —=Tesla=T. Flussdichte B (8.32)
m

Hy und B beziehen sich auf das Feld ohne Materie. Fiir die magnetische Feldkonstante z gilt:

uo = 47107 % ) Magnetische Feldkonstante (8.26a)

Magnetische Polarisation J

Die in der Materie zusdtzlich entstandene Flussdichte B— B, wird als magnetische Pola-
risation J bezeichnet:

%
J=B-By [l —=Tesla=T. Polarisation J (8.332)
m

Mit B = u, By resultiert fur die magnetische Polarisation J:

J = =1D)By = (u, =DpoHo oder J = y,,By = xmioHo (8.33b)
Die Grofie ¥,

Am = (U, —1) Suszeptibilitdt y,, (8.33¢)
ist die magnetische Suszeptibilitit. Sie gibt das Verhéltnis von Polarisation J und Flussdichte
By an.

Magnetisierung

Wihrend die Polarisation J die Zunahme der Induktion B beschreibt, gibt die Magnetisierung
M die Erhéhung der magnetischen Feldstirke H) an:

M=H—-Hy oder M=(u,—0)Hy=y,Hp. Magnetisierung M (8.34)
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Die Magnetisierung M ist bei vielen Stoffen proportional zur Feldstiarke Hy, d. h. die Suszep-
tibilitdt y,, ist eine Konstante. Ausgenommen davon sind nichtlineare magnetische Materia-
lien, wie Ferromagnetika. Gemil Tabelle 8.2 kann man Materie einordnen in: diamagnetisch
(u, Q), paramagnetisch u, > 1)und ferro-, ferri- oder antiferromagnetisch (u, >>1).

Beispiel 8.2.4 Was versteht man unter der magnetischen Polarisation und der Magnetisierung?

Durch das Ausrichten (oder der Bildung) von magnetischen Dipolen in einem dufieren Magnetfeld erhéhen sich die
magnetische Flussdichte und das Magnetfeld. Die Erhéhung der Flussdichte nennt man magnetische Polarisation. Die
Erhohung der magnetischen Feldstdrke wird Magnetisierung genannt.

8.2.5 Materie im Magnetfeld

Atomarer Magnetismus

Das magnetische Verhalten von Materie wird durch die atomaren Elektronen geprigt. Die
Elektronen stellen Kreisstrome um den Atomkern dar. Durch diese Bewegung entsteht ein
magnetischer Dipol. Groflere Wirkungen als dieser Bahnmagnetismus rufen die magnetischen
Eigendipole der Elektronen hervor. In klassischer Vorstellung beruht der Magnetismus der
Elektronen (oder auch anderer Elementarteilchen) auf einer Eigenrotation (Spin), die auch die
Wirkung eines Kreisstromes hat. Man spricht daher von Spinmagnetismus.

Diagmagnetismus

Bringt man Atome in ein Magnetfeld, werden in den Elektronenschalen zusétzliche Kreisstro-
me induziert (Induktionsgesetz in Abschnitt 8.3.1). Nach der Lenz’schen Regel erzeugen die
induzierten Kreisstrome ein Magnetfeld, das entgegengesetzt zum dufleren Feld steht. Da das
dullere Feld dadurch geschwicht wird, ist x4, <l und y,, = u, —1 <0. Dieser so genannte
Diamagnetismus verschwindet wieder, wenn das duflere Feld abgeschaltet wird. Der Diamag-
netismus ist sehr klein | X m| < 10~4. Er wird daher nur beobachtet, wenn die Atome unmagne-
tisch sind. Dies ist bei Systemen mit abgeschlossenen Schalen der Fall, bei denen sich die
Elektronspins zu null kompensieren. Beispiele sind Ag, Au, Bi, Cu, H , N, (Tabelle 8.2).

Paramagnetismus

In unaufgefiillten atomaren Schalen kompensieren sich die Spins der Elektronen nicht voll-
stindig, so dass die Atome magnetische Dipole besitzen. Normalerweise zeigen diese statis-
tisch verteilt in alle Richtungen. Durch Anlegen eines dufleren Feldes erfolgt eine Ausrichtung,
der jedoch die thermische Bewegung entgegen wirkt. Die Suszeptibilitit y,, fillt nach dem
Curie’schen Gesetz mit der Temperatur 7

Xm™~ Curie’sches Gesetz

wobei der Faktor C stoffabhingig ist. Auch der Paramagnetismus mit y,,< 10~2 ist sehr
klein, wie es sich am Beispiel von Sn, Pt, W, Al, O, zeigt (Tabelle 8.2).
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B

Sattigung Bpg= H

Drehprozesse

irreversible Wandverschiebungen

Induktion B

Drehprozesse

B

reversible Wandverschiebungen

m
Koerzitif- He Feldstarke H 5
Feldstarke = irreversible Wandverschiebungen
: 2
- Sattigung Remanenz Feldstérke H

Bild 8-14 Magnetisierungskurve: a) Darstellung der Hysterese-Kurve.
b) Feinstruktur von a) (Barkhausen-Spriinge)

Ferromagnetismus

Insbesondere in den Ubergangsmetallen, Fe, Ni, Co, Gd, Er, existieren in inneren unaufgefiill-
ten Schalen parallele, nicht gesittigte Elektronenspins, die zu einem hohen atomaren Magne-
tismus fithren. Durch die Wechselwirkung zwischen den Atomen bilden sich Kristallbereiche
mit gleichgerichteter Magnetisierung, so genannte Weifs 'sche Bezirke mit einer Ausdehnung
von 1 bis 100 um. Im unmagnetischen Zustand ist die Magnetisierung einzelner Weil3'scher
Bezirke so verteilt, dass sie sich makroskopisch zu null kompensieren.

Durch Anlegen eines duBleren Feldes A wird vom unmagnetischen Zustand ausgehend zu-
nichst die Neukurve durchlaufen (Bild 8-14a). Dabei wachsen die Weil3’schen Bezirke mit
paralleler Orientierung zum Feld durch reversible Verschiebung der Grenzen, den Bloch-
Wéinden (Bild 8-15). Bei hoheren Feldstirken H bleiben die Blochwiénde teilweise an Fehlstel-
len im Kristall hdngen und reifen sich dann los, so dass es zu irreversiblen Wandverschiebun-
gen kommt. Ist keine weitere Magnetisierung durch diesen Prozess mehr moglich, kommt es
bei weiterer Steigung des angelegten Feldes zur Drehung der Magnetisierung Weil3'scher
Bezirke. In der Sattigung sind alle Dominen parallel ausgerichtet. Bei sehr praziser Messung
der Magnetisierungskurve nach Bild 8-14b stellt man in Ubereinstimmung mit dem aufgezeig-
ten Modell fest, dass kleine so genannte Barkhausen-Spriinge auftreten.

a) b) c) d) e)

magnetische Feldstérke H

& ~ 7
—d | —| |~
= ===

Bild 8-15 Symbolische Darstellung Weil3'scher Bezirke bei Magnetisierung ferromagnetischer
Materialien: a) Unmagnetisiert, b) Wachsen der Bereiche mit Komponenten in
Feldrichtung, c) Weitere Wandverschiebung und Drehungen, d) Magnetisierung
in Richtung von Kristallachsen, e) Sittigung durch Drehung in Feldrichtung

l

l
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Verringert man von der Sittigung aus das duflere Feld bis auf Null, so bleibt eine Magnetisie-
rung, die Remanenz M,., bestehen (Bild 8-14). Durch Umpolen des Feldes und Anlegen der
Koerzitivfeldstirke H kann die Magnetisierung auf Null gebracht werden. Bei weiterer Variati-
on des dufleren Feldes wird die gesamte Magnetisierungskurve nach Bild 8-14 durchfahren;
man nennt sie Hysteresekurve. Das Prinzip der magnetischen Informationsspeicherung beruht
auf der Remanenz, die je nach Vorgeschichte + oder — M,., der logischen Null und Eins, sein
kann. Auch Permanentmagnete beruhen auf der Remanenz.

Fiir Temperaturen oberhalb der Curie-Temperatur 7~ wird der Ferromagnetismus durch den
Einfluss der Warmebewegung zerstort.

Antiferromagnetismus

Bei Antiferromagnetika liegen zwei gleiche ferromagnetische Untergitter vor, deren Magnetisie-
rung antiparallel steht (Bild 8-16). Die Suszeptibilitcit ist daher klein. Der antiferromagnetische
Effekt verschwindet oberhalb der Nél-Temperatu r. Beispiele sind MnO, FeO, NiO, CoO, CrF3.

Cb Ci-) Cb <j> Ferromagnetismus

q) @ C?D @ Antiferromagnetismus
Bild 8-16
Ferrimagnetismus Darstellupg von F erro-, Antiferro-
und Ferrimagnetismus

Ferrimagnetismus

Sind die magnetischen Dipole der antiparallelen Untergitter verschieden grof3, so bleibt eine
resultierende Magnetisierung vorhanden (Bild 8-16). Ferrimagnetika oder Ferrite dhneln im
Verhalten teils ferromatischen Materialien mit ihrer Hysteresekurve und teils antiferromagneti-
schen. Beispiele sind MeOFe,05: fiir Me konnen die Metalle Mn, Co, Ni, Cu, Mg. Zn, Cd
oder Fe stehen. Im Vergleich zu ferromagnetischen Metallen weisen sie einen hohen spezifi-
schen Widerstand auf (zwischen 1 und 0,001 € m), so dass auch bei Anwendung hoher Fre-
quenzen nur geringe Wirbelstrome flie3en.

Magnetostriktion

Durch die Verschiebung der Bloch-Wénde im dufleren Magnetfeld kann eine Léngen- und
Dickendnderung auftreten. Bei Eisen fiihrt die Magnetostriktion zu einer Verldngerung in
Richtung des Feldes, in Nickel zu einer Verkiirzung. In der Praxis erreicht man Lingeninde-
rungen im 10-pm-Bereich. Magnetostriktive Materialien dienen zur Erzeugung von Ultraschall
bei Anregung mit Wechselfeldern um 60 kHz.

Magnetische Werkstoffe

Werkstoffe konnen in magnetisch weiche, halbharte und harte Materialien eingeteilt werden, je
nachdem wie grof die Koezitivfeldstirke ist (Bild 8-17). Magnetisch weiche Werkstoffe mit
H¢ <4000 A/m besitzen eine schmale Hysteresekurve, deren Flache ein MaB fiir die Verluste
bei Unmagnetisierung ist. Dauermagnete sind magnetisch hart mit H~ > 10 000 A/m.
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Beispiel 8.2.5 Wodurch wird der Ferromagnetismus verursacht?

In ferromagnetischen Materialien (z. B. Eisen) befinden sich kleine Bereiche (Wei3'sche Bezirke), in denen die Elek-
tronenspins der dufleren atomaren Schalen parallel liegen. Diese Bereiche sind im nicht magnetisierten Zustand statis-
tisch orientiert. Beim Anlegen eines dufleren Magnetfeldes werden diese Bereiche zunehmend in Richtung des Magnet-
feldes gedreht. Damit steigt die Magnetisierung der Materie an, bis in der Sattigung alle Spins parallel liegen.

8.3 Elektromagnetische Wechselfelder

Im statischen Fall kénnen elektrische und magnetische Felder fiir sich allein auftreten. Bei
zeitlich verdnderlichen Feldern jedoch sind elektrische und magnetische Feldlinien miteinan-

der gekoppelt.

In diesem Kapitel werden zeitlich konstante GrdfSen mit grofien Buchstaben und zeitabhdngige

mit kleinen geschrieben.

a)
@
T

—

—

g

Bild 8-18

Induktionsgesetz:

a) Durch verdnderliche Magnetfelder
wird eine Spannung in einer
Leiterschleife induziert.

b) Erzeugung eines elektrischen Feldes
durch ein verdnderliches Magnetfeld
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8.3.1 Veriinderliche Magnetfelder: Induktion

Die elektromagnetische Induktion ist das Prinzip fiir die Funktion von Elektromotoren, Trans-
formatoren und anderen Baugruppen der Elektrotechnik und Elektronik.
Induktionsgesetz

Durch ein zeitlich verdnderliches Magnetfeld wird in einer Leiterschleife eine Spannung u;
induziert (Bild 8-18a). Es gilt das Induktionsgesetz:

u=— N%. Induzierte Spannung u; (8.35a)

Eine induzierte Spannung #; tritt nur bei Verdnderungen des magnetischen Flusses @ = B4
auf, wobei B die Flussdichte oder Induktion und A4 die vom Feld durchstromte Fliche der Lei-
terschleife senkrecht zu den Feldlinien ist. Die Schleife hat N Windungen. Das Minuszeichen
wird durch die Lenz ‘sche Regel erklart:,

Die induzierte Spannung u; wirkt der Ursache entgegen.

Dies bedeutet, dass beim Fliessen eines Stromes, verursacht durch u;, das entstechende Feld
das duBlere Feld schwicht.

Ein verdnderliches Magnetfeld erzeugt ein elektrisches Feld, das den magnetischen Fluss @
umschlieBt (Bild 8-18b). Wird eine Leiterschleife eingebracht, so kann das elektrische Feld
nach Bild 8-18a durch Messen der induzierten Spannung u; nachgewiesen werden. Das In-

duktionsgesetz wird mit u; = 45 Eds fiir eine Windung N =1 umgeschrieben:

Induktionsgesetz (8.35b)

Bild 8-19
Erzeugung einer Spannung durch
4 bewegte Leiter im Magnetfeld

Bewegte Leiter

In einem zeitlich konstanten Magnetfeld B lassen sich Spannungen dadurch induzieren, dass
Leiter im Magnetfeld bewegt werden (Bild 8-19). Aus dem Induktionsgesetz fiir eine Windung
( N=1) kann die Spannung u; berechnet werden:

do d4
u; = rm = _BE =—Blv. Bewegte Leiter (8.36)

Nach Bild 8-19 besitzt der Leiter der Lénge / die Geschwindigkeit v, so dass fiir die Flache
gilt: dA4/d¢ = Iv. Gleichung 8.36 kann auch aus der Lorentz-Kraft abgeleitet werden.

Stromgenerator

Zur Umwandlung von mechanischer in elektrische Energie werden Generatoren eingesetzt.
Diese bestehen im Prinzip aus einer Spule mit N Windungen, die im Magnetfeld B mit der
Winkelgeschwindigkeit w gedreht wird. Die senkrecht zu den Feldlinien projizierte Fliche
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betrdgt Acos(w?). Daraus folgt d4/df = —wAsin(wt) . Das Induktionsgesetz liefert fiir die
entstehende Wechselspannung:

u; = NBAwsin(wt) . Wechselspannung (8.37)

Die Spannung wird an Schleifringen des Generators abgegriffen.

Selbstinduktion

Ein Wechselstrom i in einer Spule erzeugt ein zeitlich verdnderliches Magnetfeld. Dieses mag-
netische Wechselfeld induziert in der gleichen Spule eine Spannung #;. Man nennt diesen
Vorgang Selbstinduktion.

Die induzierte Spannung u; wirkt dem felderzeugenden Strom i entgegen (Lenz sche Regel).

Die Selbstinduktion kann am Beispiel einer langen Zylinderspule berechnet werden. Fiir den
magnetischen Fluss @ einer Spule der Lange / und der Querschnittsfliche 4 gilt:
,uONAi

® = o HA ===

Nach dem Induktionsgesetz u; = —N d®/dt erhilt man somit:

_ MoN24 di

! [ dt’

Die Spulendaten werden zur Induktivitiit L zusammengefasst und man erhélt:

di \ o
"y =— d—; (L} XS:HZHenry. Selbstinduktion (8.38a)

Die Induktivitdt L weist die Einheit [L]= Vs/A = H (Henry) auf. Fiir Spulen erhélt man in
Verallgemeinerung obiger Gleichungen:

L= F/’tOlurANz )

z Induktivitit Z (8.38b)

Fiir eine lange Spule betragt der Spulenformfaktor F = 1.

Beispiel 8.3.1a Welche Spannung wird in einer Spule mit 75 Windungen induziert, wenn der magnetische Fluss durch
die Spule in 3 s um 0,05 Vs zunimmt?

Es gilt das Induktionsgesetz (8.35a): U = —Nd®/dr =—-75-0,05/3 V=—125V.

Beispiel 8.3.1b In einem Magnetfeld mit einer Flussdichte B = 0,25 T rotiert eine Spule mit N = 300 Windungen und
einer Fliche von 4 = 5 cm? mit einer Drehzahl n = 3000 1/min. Wie groB ist die Amplitude der induzierten Spannung?
Es wird eine sinusformige Spannung u; induziert (8.37):

u; = NBAwsin(wt) = Uy sin(w?) . Es folgt: Uy = NABw = NAB2nn . Mit n=3000/60 1/s folgt

Uy =300-5-10"%-0,25-50 V=1,875 V .

Beispiel 8.3.1c Wie grof} ist die Induktivitit einer Zylinderspule in Luft mit N = 1000, Lénge / = 7 cm, Querschnitts-
fliche 4 = 8 cm??

Fiir Luft gilt (8.38b) (mit F=1): L= ugAN?/I=4mx-10"7-8-107*-10°/0,07 H= 0,0144 H.
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8.3.2 Verinderliche elektrische Felder

Das Induktionsgesetz besagt, dass ein magnetisches Wechselfeld eine elektrische Feldstarke
und Spannung erzeugt. Auch die Umkehrung gilt: ein zeitlich verdnderliches elektrisches Feld
erzeugt ein Magnetfeld. Es gilt analog zu (8.35b):

Hds =— . 8.39
¢ T (8.39)
Die elektrische Flussdichte ¥ ist durch (8.22a) gegeben.

Ampere-Maxwell sches Gesetz
Das Durchflutungsgesetz (8.24c) sagt aus, dass das Umlaufintegral fﬁ Hds gleich dem einge-

schlossenen Strom i ist. (8.39) muss also ergéinzt werden, falls neben dem verdnderlichen
elektrischen Feld noch zusétzlich ein Strom i vorhanden ist:

S, d¥Y
gﬁ Hds = ?+i . Ampere-Maxwell sches Gesetz (8.40)

Diese Gleichung ist auch als 2. Maxwell sche Gleichung bekannt.

8.3.3 Maxwell sche Gleichung

Die wichtigsten Gleichungen von Kapitel 8 beschreiben elektrische und magnetische Vorginge. Sie sollen im Folgen-
den in Form der Maxwell schen Gleichungen zusammengestellt werden. Sie beschreiben alle Phanomene der Elektro-
statik und -dynamik.

Die physikalischen Grdfen fiir elektrische Felder lauten:

E . elektrische Feldstirke in V/m,
D: elektrische Flussdichte oder Verschiebungsdichte in As/m? und
W : elektrischer Fluss in As.

Die entsprechenden magnetischen Feldgrifien sind:

H: magnetische Feldstarke in A/m,

-

B: magnetische Flussdichte oder Induktion in Vs/m2 = T = Tesla
@ :  magnetischer Fluss in Vs = Wb = Weber.

Hinzu kommt die elektrische Stromstérke i in A, bzw. die Stromdichte ] in A/m2.

Erste Maxwell 'sche Gleichung
Es handelt sich um das Induktionsgesetz (8.35b):

- do .
gﬁEds = & 1. Maxwell sche Gleichung (8.35b)

Zweite Maxwell sche Gleichung

Das Ampere-Maxwell 'sche Gesetz (8.40) ist die 2. Maxwell 'sche Gleichung. Sie ist analog zur 1. Maxwell schen
Gleichung aufgebaut. Es wird beriicksichtigt, dass ein Strom i flieBen kann:

d¥

& +i. 2. Maxwell 'sche Gleichung (8.40)

§ fids =
Zusitzliche Gleichungen

Der magnetische Fluss @ ist mit der Flussdichte B wie folgt verbunden:

o= [Bdi. (8.27b)
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Die Linien des magnetischen Flusses sind in sich geschlossen. Integriert man (8.26b) iiber eine Kugelfliche oder eine
ahnlich in sich geschlossene Oberflache, laufen genau so viele Flusslinien hinein wie heraus:

$Bai=0. (8.41)

Der elektrische Fluss ¥ ist durch folgende Gleichung mit der elektrischen Flussdichte D verkniipft:

¥=[Ddi. (8.22b)
Bei Integration von (8.11a) tiber eine geschlossene Fldche erhélt man die eingeschlossene Ladung QO:

fodi=0. (8.23)
Der Unterschied zwischen den Gleichungen fiir das elektrische und magnetische Feld beruht darin, dass keine magneti-

sche Ladung existiert.

Materialgleichungen

Folgende Gleichungen beschreiben den Einfluss von Materie auf elektromagnetische Felder. (8.22¢) lautet bei Vorhan-
densein von Materie:

D=¢,60k . (8.22¢)
Fiir Magnetfelder gilt analog:

B =p,uoH . (8.32)
Zusitzlich exisitiert das Ohm’sche Gesetz (Abschnitt 8.4.1):

j=«kE. (8.42)

wobei kden spezifischen Widerstand angibt. Den Strom 7 erhilt man durch Integration der Stromdichte j

j=Jidd. (8.43)
Lorentz-Kraft
Die elektrische und magnetische Kraft auf eine Ladung Q lautet:

F=Q(E+(VxB)). (8.5) + (8.30b)

Die Gleichungen dieses Abschnittes haben fundamentale Bedeutung, da sie alle elektromagnetischen Phdnomene
beschreiben. Sie stellen eine theoretische Grundlage der Elektronik, Optik und Atomphysik dar.

8.3.4 Elektromagnetische Wellen

Zeitveranderliche elektrische und magnetische Felder sind untrennbar miteinander verkniipft
und sie erzeugen sich gegenseitig. Ein elektrisches Wechselfeld verursacht ein umschlingendes
periodisches Magnetfeld (Bild 8-20). Dieses induziert wiederum ein elektrisches Feld usw..

Bild 8-20

Erzeugung elektromagnetischer Wellen
durch das Wechselfeld einer schwingenden
Dipolantenne
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Wellenlange Frequenz (Hz) Strahlung Entstehung Erzeugung
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Bild 8-21 Darstellung des Frequenzspektrums der elektromagnetischen Strahlung

Der Vorgang breitet sich wellenformig im Raum aus. Das Spektrum dieser Wellen reicht von
den Radiowellen, der infraroten Strahlung, dem Licht, der ultravioletten Strahlung der Ront-
genstrahlung bis hin zur y-Strahlung (Bild 8-21).

Erzeugung und Ausbreitung

Eine elektromagnetische Welle wird durch beschleunigte Ladungen erzeugt, beispielsweise in
einer Antenne, in die eine hochfrequente Spannung eingespeist wird. In der Antenne bewegen
sich die Elektronen periodisch, so dass ein schwingender elektrischer Dipol entsteht (Bild 8-22a).

a) b)
Sende-Dipol

[

'@

A

HF-Sender

DA

H

Bild 8-22 Elektromagnetische Wellen:
a) Erzeugung, b) Elektrisches und magnetisches Feld in der Welle
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Die abgestrahlte elektromagnetische Welle ist linear polarisiert. Die elektrische Feldstirke £
steht parallel zur Dipolachse, die magnetische Feldstirke H senkrecht dazu. Es handelt sich um
eine Transversalwelle. Im Nahfeld existiert eine Phasenverschiebung zwischen dem E- und H-
Feld; im Fernfeld bei Entfernungen, die grol gegen die Wellenlidnge A sind, schwingen beide
Felder in Phase (Bild 8-22b). Der Nachweis elektromagnetischer Wellen kann durch Emp-
fangsantennen erfolgen, welche die elektrische oder magnetische Feldstérke erfassen.

Auch Licht ist eine elektromagnetische Welle. Die Erzeugung und Ausbreitung von Licht wird
in den Kapiteln Atomphysik und Optik beschrieben.

Lichtgeschwindigkeit c(

Aus den Maxwell schen Gleichungen kann eine Wellengleichung (analog zu (6.30)) abgeleitet
werden. Man erhélt daraus die Ausbreitungsgeschwindigkeit elektromagnetischer Wellen in
einem Medium, das durch die Permitivititszahl ¢, und die Permeabilitit u, sowie die elektri-
sche und magnetische Feldkonstanten eyund p beschrieben wird:

1 1 (&)
C=T= = Lichtgeschwindigkeit ¢ (8.44a)
eu \/Srgoﬂrﬂo n

Dabei sind ¢ die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum und » die Brechzahl:

1 m <o
co= =2,998-108— und n=—2=.[¢ )
0 NEW S - rMr Brechzahl n (8.44b)

Elektromagnetische Wellen jeder Art breiten sich im Vakuum mit der Lichtgeschwindigkeit
co = 300000 km/s aus. In einem Medium verringert sich die Geschwindigkeit von ¢ auf c.
Das Verhiltnis cy/c ist die Brechzahl n, eine wichtige optische Materialkonstante (Kapitel
Optik).

Intensitit/Leistungsdichte

Werden die Betrige der Feldstirken £ und H miteinander multipliziert, erhdlt man die Intensi-
tit oder Leistungsdichte S, welche die in der Welle transportierte Leistung P pro Querschnitts-
fliche 4 angibt:

E? W . .
S=EH = —~ = ZH? [SF —. Leistungsdichte S (8.45)
m

Z=F/H =\/u/¢ istder Wellenwiderstand. Er betrigt im Vakuum Z = 376,7 Q .

Koaxialkabel

Bei der Ausbreitung hochfrequenter elektrischer Signale auf Leitungen, z. B. Koaxialkabeln,
muss das elektromagnetische Feld um den Mittelleiter herum mit berticksichtigt werden. Eine
Leitung wird durch den Wellenwiderstand

Z=\ule=~L/C Wellenwiderstand Z (8.46)

charakterisiert, wobei L' und C’ die Induktivitidt und Kapazitit pro Langeneinheit darstellen.
Elektromagnetische Wellen breiten sich in Leitungen dhnlich aus wie elastische Wellen in
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Dréhten oder Stidben. An den Enden werden die Wellen flektiert und bilden stehende Wellen.
Am offenen Ende liegen ein Spannungsbauch und ein Stromknoten vor. Am kurzgeschlosse-
nen Ende dagegen entsteht ein Spannungsknoten und Strombauch. Ist der Leiter mit dem Wel-
lenwiderstand abgeschlossen, findet keine Reflexion statt; die laufende Welle wird im Wider-
stand absorbiert. Ein tiblicher Wert fiir Koaxialkabel betragt Z =50 Q .

Synchrotronstrahlung

Beschleunigte Teilchen senden elektromagnetische Wellen aus. Beim Abbremsen von Elektro-
nen in einer Rontgenréhre entsteht die so genannte Bremsstrahlung (Abschnitt 10.3.2). Syn-
chrotronstrahlung wird von Elektronen oder Ionen emittiert, die sich auf einer Kreisbahn be-
wegen. Im Elektronensynchrotron wird die Abstrahlung dadurch verstirkt, dass der Strahl
durch Wiggler lduft, in denen der Strahl Schwingungen in radialer Richtung durchfiihrt (Bild
10-25). Es handelt sich um eine Dipolstrahlung. Da sich die Elektronen nahezu mit Lichtge-
schwindigkeit bewegen, wird die Strahlung durch relativistische Effekte zu einer schmalen
Keule deformiert (Bild 8-23, (10.24a)). Die Strahlung ist polarisiert, sie liegt je nach Energie
der Elektronen im ultravioletten Bereich bis ins Rontgengebiet.

Synchrotronstrahlung

Elektronenbahn Bild 8-23

Erzeugung von Synchrotronstrahlung

Beispiel 8.3.4a Berechnen Sie die Lichtgeschwindigkeit aus der elektrischen und magnetischen Feldkonstante
(g9 = 8,854-10712 C2/(Nm?), uy = 47 - 1077 Vs(Am)).
Man erhilt nach (8.44b): ¢o = 1/Je,u, =2,998-10% m/s .

Beispiel 8.3.4b Wie grof3 ist die elektrische Feldstirke H, die ein Radiosender mit einer Leistung von P =1 kW in
r = 1 km Entfernung erzeugt?
Der Sender strahlt die Leistung P ndherungsweise kugelférmig mit einer Oberfliche von 4772, Damit erhélt man:

S=P/(4nr?)=7,96-10"> W/m? .

Nach (8.45) gilt: E =+/ZS = \/376,7 -7,96-107> QW/m? = 0,173 V/m .

8.4 Elektrische Strome

8.4.1 Gleichstromkreise
Ohm sches Gesetz

In elektrischen Leitern gilt meist das Ohm sche Gesetz: Strom / und Spannung U sind {iber den
elektrischen Widerstand R oder den Leitwert G = 1/R miteinander verbunden:

14 A
U=RI oder I=GU [RF I =Q =0hm [GF v = S= Siemens. (8.47)
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Der Widerstand ist proportional zur Lange / und umgekehrt proportional zum Querschnitt 4
eines Leiters:

R=pi und G=/c£ [PE Qm [kF E (8.48)
A / m

Die MaterialgroBlen p und « = 1/p nennt man spezifischer Widerstand und elektrische Leit-
fahigkeit (Tabelle 8.3).

Tabelle 8.3 Spezifischer Widerstand p und Temperaturkoeffizient « bei 20 °C

Material pin 10-6Qm @ in 10-3K-1 | Material pin10-6 Om «in 10-3K-1
Silber 0,016 3,8 Platin-Iridium 0,32 2

Kupfer 0,017 39 Konstantan 0,50 0,03

Gold 0,022 39 Manganin 0,43 0,02
Aluminium 0,027 4,7 Resistin 0,51 0,008

Platin 0,107 3,9 Graphit 8,0 -0,2

Eisen 0,10 6,1 Biirstenkohle 40

Wird in (8.47) der Strom / durch die Querschnittsfliche A4 dividiert, erhélt man die Stromdich-
tej =1/A. Die Spannung U durch die Feldstirke £ = U/I ersetzt. Man erhélt:

- = A
j= kE bzw.vektoriell j=«E [jF —- Stromdichte j (8.42)
m
In Leitern diffundieren die Elektronen durch das Kristallgitter, &hnlich wie Gase in Gefif3en.
Mit steigender Temperatur wird die Zahl der Gitterstérungen groBer, an denen die Elektronen
unelastisch gestreut werden. Daher nimmt der elektrische Widerstand R mit der Temperatur &
zu. Néherungsweise gilt fiir Metalle ein lineares Gesetz:

R =Ry (1— a(d —20°C)). Metalle (8.492)

Man geht dabei von einem Widerstand Ry bei 20 °C aus. Beispiele fiir den Temperaturkoef-
fizienten

_AR 1 11

a=——— [« —

R A K °C

gibt Tabelle 8.3. Konstantan (60% Cu, 40% Ni) und Manganin (86% Cu, 2% Ni, 12% Mn)

zeigen eine sehr geringe Temperaturabhéngigkeit. Halbleiter verhalten sich anders als Metalle

(Abschnitt 11.3), der Widerstand fillt bei steigenden Temperaturen (NTC-Widerstande, NTC
= negative temperature coefficient).

Temperaturkoeffizienten o (8.49b)

Erstes Kirchhoff'sches Gesetz

Das 1. Kirchhoff'sche Gesetz, die Knotenregel, gilt in verzweigten Stromkreisen (Bild 8-24a).
Nach dem Gesetz der Ladungserhaltung miissen an einem Knoten die zuflieBenden Strome
gleich den abflieenden sein.

An einem Stromknoten ist die Summe der Strome null. Die zufliefsenden Stréme werden positiv
und die abfliefsenden negativ gerechnet.

L+ +13+..... =0. 1. Kirchhoff’sches Gesetz (8.50)
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a) b)

I,

i__
ﬁ

I

Bild 8-24 a) Darstellung der Knotenregel: Die Summe aller Strome ist gleich null.
b) Maschenregel: Die Summe aller Spannungen ist gleich null

Zweites Kirchhoff’sches Gesetz

In einem elektrischen Stromkreis muss mindestens eine Spannungsquelle vorhanden sein (Bild
8-24b). Nach dem Gesetz der Energieerhaltung ist beim Transport von Ladung in einem ge-
schlossenen Stromkreis, einer Masche, die zu- und abgegebene elektrische Arbeit gleich groB.
Die Spannung U ist ein MaB fiir die Arbeit W ((8.8): W = QU). Die Summe der treibenden
Spannungen der Quellen (U, ) ist so groB wie alle Spannungsabfille (U (i=1,2,3, ...):

Upr+Up +........ =U p1 +Ugpo +..... (8.51a)

Die Richtungen der Spannungen werden fiir Quellen von Plus nach Minus und sonst in Strom-
richtung, auch von Plus nach Minus, gezdhlt.

Man erhilt man mit der Vorzeichenfestlegung fiir die Maschenregel:

U +Up;+Usz+...=0 =0. 2. Kirchhoff’"sches Gesetz (8.51b)

In einer Masche ist die Summe aller Spannungen gleich Null.

Elektrische Leistung P

Beim Transport der Ladung Q = It zwischen zwei Stellen mit der Potentialdifferenz oder Span-
nung U wird die Arbeit ¥ verrichtet. Nach (8.8) gilt:

W=QU=UIt (8.8)

Aus dieser Gleichung erhélt man die elektrische Leistung P beim FlieBen eines Stromes /:

2
P=UI=R2]= % Elektrische Leistung P (8.52)

In dieser Gleichung wurde das Ohm’sche Gesetz (8.47) benutzt. Die Leistung P wird am
Widerstand R in Wérme tiberfiihrt.
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Reihenschaltung von Widerstinden

Verbindet man Widerstidnde Rj,R;,Rj3, .... in Reihe, so flieBt durch alle Widerstidnde der glei-
che Strom. Daraus folgt fiir den gesamten Widerstand bei Reihenschaltung:

R=R+Ry+R3+.... Reihenschaltung (8.54)

Parallelschaltung von Widerstinden

Legt man Widerstdnde Rj,R;,R3, .... parallel und verbindet die Enden miteinander, so liegt an
jedem Widerstand die gleiche Spannung U. Man erhélt den Strom: I =U/Rj+U/Ry+U/R3

+.....= U/R. Bei Parallelschaltung ergibt sich damit fiir den gesamten Widerstand R:
1 1 1 1
—=—+—+—+..... oder
R R R R Parallelschaltung (8.55)
G=G+G+G3+....

Beispiel 8.4.1a Ein Draht (/ = 1 m, d = 0,35 mm) wird bei einer angelegten Gleichspannung von U = 6 V von einem
Strom / = 1,2 A durchflossen. Berechnen den Widerstand R, den Leitwert G, den spezifischen Widerstand p und die
elektrische Leitfahigkeit . Um welches Material kann es sich handeln?

R=U/I=5Q,G=1/R=02Q71=02S, p=Rd*zx/(4))=4,8-10"7 Qm, k=1/p=2,1-10°Q 'm~ L,
Ein Vergleich von p mit Tabelle 8.3 zeigt, dass es sich um Konstantan handeln kann.

Beispiel 8.4.1b Wie groB ist der Strom / in einer Glithbirne mit 5 W in einer Taschenlampe mit 4,8 V? Wie grof} ist
der Widerstand R?

I=P/U=1,04A, R=U/I=4,6Q.

Beispiel 8.4.1c Es werden zwei Widerstinde mit R =1kQ und R, =1Q einmal in Reihe und dann parallel ge-
schaltet. Welche Widersténde ergeben sich?

In Reihe: R=1,001kQ =1kQ . Parallel: R=0,999Q=1Q .

Beispiel 8.4.1d Es werden zwei 1,2 V-Batterien in Reihe und parallel geschaltet. Welche Spannungen ergeben sich?
In Reihe (8.54): U=2,4V. Parallel (8.55): U=1,2 V.

8.4.2 Wechselstromkreise
Wechselstromgeneratoren erzeugen eine Sinusspannung # mit der Amplitude U (8.37):

u=U sin(wt+a) . Wechselspannung u (8.56a)

Der Phasenwinkel a hingt vom Nullpunkt der Zeit ¢ ab. In diesem Kapitel werden zeitabhén-
gige Stréme und Spannungen mit kleinen Buchstaben (i, ) und zeitlich konstante mit grofen
Buchstaben geschrieben (Z, U). Ein an einen Generator angeschlossener Verbraucher wird von

einem Strom i (Amplitude 1) mit gleicher Kreisfrequenz w =2x f aber einem anderen Pha-
senwinkel 8 durchflossen:

i=Isin(wi+p). Wechselstrom i (8.56b)
Die Differenz der Phasen gibt die Phasenverschiebung ¢ zwischen Strom und Spannung an:
p=pf—-a. Phase ¢ (8.56¢)

Eine Phasenverschiebung ¢ tritt nur bei kapazitiven und induktiven Bauelementen auf. Fiir
Ohm’'sche Widersténde ist ¢ = 0 (Bild 8-25a).
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Bild 8-25 Strom und Spannung in Wechselstromkreisen:
a) Ohm’scher Widerstand. b) Induktiver Widerstand. ¢) Kapazitiver Widerstand

Elektrische Leistung P
Die momentane elektrische Leistung P(?) schwankt innerhalb einer Periode. Es gilt:
P(t)=ui. Momentane Leistung

Es kann vorkommen, dass der Momentanwert der Leistung P(f) kurzzeitig negative Werte
annimmt. Die in der Kapazitdt oder Induktivitit gespeicherte Energie wird dann an das Netz
abgegeben. Interessant ist die Leistung P, die iiber eine oder mehrere Periodendauern 7 gemit-
telt wird:

T
) , P()de
p=-0
T
Man kann die Werte fiir # und i aus den (8.56) einsetzen. ZweckméBigerweise wird der Null-
punkt der Zeit so gewéhlt, dassa = 0 ist:

J, Usin@n)Tsin(t+p)dr
p= .
T

Mittlere Leistung

Das Integral ldsst sich nach Einsatz der Produktenregel fiir trigonometrische Funktionen I6sen:

1~
P= EUI cosy . Elektrische Leistung P (8.57a)

Effektiv- und Scheitelwerte

Die Effektivwerte Uy und I,5 von Spannung und Strom kdnnen aus den Scheitelwerten U
und / fiir Sinuskurven berechnet werden:

Uep = Effektivwerte Ugy, Tofy (8.57b)

)i
und [, p=—4=.
2 AN

Sl
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Es handelt sich um die quadratischen Mittelwerte, z. B. uy = 1/(f u2dr) /t. Ubliche Messgeri-

te fiir Wechselstrom zeigen die Effektivwerte an.

Das Wechselstromnetz hat eine Spannung von Ugy = 230 V. Die Scheitelspannung betrdigt
U =324,3 V und die Frequenz f =50 Hz.

Wirk-, Schein- und Blindleistung
Fiir die Wirkleistung P = W/t wird aus (8.57a) und (8.57b):

P=Ugflofcosep. Wirkleistung P (8.57¢)

Von den Elektrizititswerken wird diese Wirkleistung P den Verbrauchern in Rechnung ge-
stellt. Die Grofle A =cos¢ nennt man Leistungsfaktor. Er gibt das Verhiltnis von Wirkleis-
tung zu Scheinleistung an.

Durch die induktive Belastung, z. B. bei Elektromotoren, entsteht im 6ffentlichen Netz eine
Phasenverschiebung ¢. Aus (8.57c) ist ersichtlich, dass dadurch bei gleicher Leistung der
Strom an einem Verbraucher ansteigt. Das Netz wird dadurch unnétig belastet und es entste-
hen zusitzliche Energieverluste in den Leitungen. Daher werden in Verbrauchern vorhandene
Induktivitdten durch Kapazitdten ergidnzt, um den Phasenwinkel ¢ moglichst klein zu halten.

Die Scheinleistung S ist wie folgt definiert:

S=Ugpylef - Scheinleistung S (8.57d)

Die Blindleistung Q ist der Teil der Leistung, der zwischen den Induktivititen und Kapazititen
hin und her pendelt:

O=Uyflyysing. Blindleistung Q (8.57¢)

Induktiver Widerstand X},

In Wechselstromkreisen treten Spannungsabfille an Ohm’schen Widerstdnden R, Induktivité-
ten L und Kapazititen C auf. Ohmsche Widerstinde bezeichnet man als Wirkwiderstand R,
Widerstidnde von Induktivitdten und Kapazititen als Blindwiderstand X; und Xc. Der Schein-
widerstand oder die Impedanz einer Schaltung setzt sich aus Wirk- und Blindwiderstand zu-
sammen.

In einer Spule ohne Ohm schen Widerstand R mit der Induktivitit L muss die angelegte Wech-
selspannung u gleich der induzierten Wechselspannung —u; sein:

n di
u=Usin(wt)=—u; = L—.
(w1) =—u; &
Durch Integration erhilt man daraus den Strom i:
U . . U
i=——c0s(a)t)=lsin(wt—£) mit [ =—-. (8.58a)
ol 2 ol

In einem Wechselstromkreis eilt die Spannung u an einer Induktivitit L dem Strom i in der
Phase um ¢ =m/2=90° voraus (Bild 8-25b).
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Das Verhiltnis der Amplituden von Spannung U und Strom / ist der Blindwiderstand Xj:

=l . Blindwiderstand X, (8.58b)

Der induktive Blindwiderstand X;, hidngt von der Kreisfrequenz w =2x f ab. Die mittlere

J, Py

Leistung P iiber eine oder mehrere Perioden ist gleich null: P = = 0. Da der Blind-

widerstand w L keine Arbeit umsetzt, werden Drosselspulen als Vorwiderstinde verwendet,
z. B. bei Leuchtstoffrohren oder als Anlasswiderstidnde.

Kapazitiver Widerstand X
Besteht ein Wechselstromkreis nur aus einer Spannungsquelle und einem Kondensator der
Kapazitit C, so gilt mit O = [ id

A 0o 1,
=U H===—|idt.

u sin(w?) c=C f i
Differenzieren nach der Zeit ¢ liefert fiir den Strom i:

i=wCUcos(wt) =7sin(wt+%) mit /=wC. (8.59a)
In einem Wechselstromkreis eilt die Spannung u an einer Kaparzitit C dem Strom i in der Pha-
seum ¢ =-—m/2=-—90°nach (Bild 8-25¢).
Das Verhiltnis der Amplituden von Spannung U und Strom / ist der Blindwiderstand Xc:

= Blindwiderstand X (8.59b)

Die Wirkleistung P an einem kapazitiven Blindwiderstand X ist ebenso wie beim induktiven
Blindwiderstand X; gleich Null. Die Phasenverschiebung in Stromkreisen durch Induktivita-
ten kann durch den Einsatz von Kondensatoren kompensiert werden.

P ol
—lo
E
Q/C iR Ldifdt A 1
— — o i
= 1
— S| 27
1
C R L @ '
£ 8 |
g | ¢ !
° 4 © £ ' reelle Achse
A, B
wC

Bild 8-26 a) Reihenschaltung von Ohm schem Widerstand, Kapazitit und Induktivitit
b) Darstellung der Widerstiande in der komplexen Ebene
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Komplexe Schreibung, Reihenschaltung

Die Berechnung von Wechselstromkreisen gestaltet sich einfach, wenn fiir die Impedanzen (=
Wechselstromwiderstinde) komplexe Zahlen eingefiihrt werden. Im Folgenden werden kom-
plexe Werte fett gedruckt. Der Ohm’sche Widerstand wird auf der reellen Achse aufgetragen,
die Scheinwiderstinde X;, X auf der imagindren Achse (Bild 8-26). Fiir induktive Widerstdn-
de X; =wlL eilt die Spannung v gegeniiber der Strom i um 90° vor. Daher wird X auf der

positiven Imagindrachse aufgezeichnet, d. h. in komplexer Schreibung gilt mit j =+/—1:
X =jolL. Blindwiderstand X, (8.60a)

An kapazitiven Widerstinden X =1/wC eilt die Spannung u gegeniiber dem Strom i um

90° nach; die Auftragung erfolgt auf der negativen Imaginirachse:

i 1
Xe=——L=— . Blindwiderstand X¢ (8.60b)
wC joC
Der komplexe Widerstand oder die Impedanz Z eines Stromkreises in Reihenschaltung ergibt
sich zu (Bild 8-26b):
Z=R+Xp +Xc=Zel?. (8.60c)
Der Betrag der Impedanz Z =|Z| ist um den Winkel ¢ phasenverschoben (Bild 8-26b):

X +Xe  oL-1/(wC)
R R '

Der Winkel ¢ beschreibt die Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung.

tang = Impedanz Z (8.61a)

Der Betrag der Impedanz Z =|z|=U /1 gibt das Verhiltnis der Scheitelwerte U und / an.
Man erhilt aus Bild 8-26b:

Z= \/Rz +(wL—1/(wC))? . Betrag der Impedanz Z (8.61b)

Eine weitere Begriindung fiir das Einfiihren komplexer Widerstinde ergibt die Lésung folgen-
der Differentialgleichung fiir eine Reihenschaltung von R, L und C. Durch Summation der
Spannungsabfille resultiert fiir die Spannung u (Bild 8-26a):
[ di . .
u==+iR+L— mit = | idt
cHikely mit 0= [

oder differenziert

. . 2 .
di_ i, pdi d%
d C —dt — di?
Die Losung wird mathematisch einfach, wenn komplexe Zahlen fiir die Impedanz, Strom und
Spannung eingefiihrt werden.

Parallelschaltung

Auch die Berechnung von parallel geschalteten Widerstdnden R, Kapazitidten C und Induktivi-
tiaten L kann mit Hilfe komplexer Zahlen geldst werden. Ahnlich wie bei Ohm’schen Wider-
stinden werden bei Parallelschaltung die komplexen Leitwerte 1/R, 1/X¢ und 1/X; addiert:
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1 1 1 1 1 i
=t —+— = —+ joC+-L . (8.62a)
Z R X¢ X; R ol
Durch Anwendung einfacher Rechenregeln fiir komplexe Zahlen erhilt man:
1_1_ !
z 2l R+ (we-1/wD))
und Parallelschaltung (8.62b)

tangp = R(wC—1/(wl)) .

—_— ]
o @ L
i g
I~ 114
[ e
Primar- {7 Sekundar-
wicklung [ wicklung
o——F+—1 e}
Bild 8-27
Prinzip eines Transformators
Transformator

Der Transformator nach Bild 8-27 ermoglicht die Umwandlung von Wechselspannungen.
Durch die Primér- und Sekundirspule flieBt der gleiche magnetische Fluss @ . Aus dem In-
duktionsgesetz (8.35a) U = —Nd ® /d¢ erhilt man fiir die primére und sekundére Spannung u;
und #, an einem verlustfreien Transformator:

W NN

und

- . Transformator 8.63
U p) b M (8.63)

Die Windungszahlen der Primér- und Sekundirspule betragen N; und N,.. Bei der Ableitung
der Gleichung iiber die Strome i und i, wurde beriicksichtigt, dass die Leistung bei der
Transformation konstant bleibt.

a) b)
* L1
e
T~
oy L:
(=
=
(=
(=
5 L.
N
O

wt

Bild 8-28 a) Erzeugung von Drehstrom. b) Sternschaltung
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Dreiphasenstrom

GroBe elektrische Leistungen werden mit Dreiphasen- oder Drehstrom iibertragen. In den
Generatoren wird Drehstrom durch drei um 120° gegeneinander versetzte Spulenpaare im
Stiander erzeugt, in denen der rotierende Feldmagnet nacheinander Wechselspannungen indu-
ziert (Bild 8-28a). Zwecks Einsparung von Leitungen verkettet man die drei Spannungen. In
der Dreiecksschaltung werden die drei Spulenpaare zu einem Dreieck verbunden, und man
benutzt die Leiter R, Sund 7.

Im 6ffentlichen Netz ist die Sternschaltung mit dem Symbol Y anzutreffen (Bild 8-28b). Den
elektrischen Leiter, der mit dem Sternpunkt verbunden ist, nennt man Mittel- oder Neutralleiter
(N). Daneben gibt es drei AuBlenleiter (L1, L2, L3), die mit den Spulenenden verbunden sind.
Zwischen diesen AuBenleitern herrscht die Leiterspannung. Die Spannung zwischen einem
AuBlenleiter und dem Sternpunkt ist die Sternspannung. Die Leiterspannung um den Fak-
tor+/3 grofer als die Sternspannung. Beim Vierleiternetz (L1, L2, L3 und N) haben die Leiter-
und Sternspannungen die Effektivwerte von 400 V und 230 V. Man benutzt die Abkiirzung:
3/N ~50 Hz 400/230 V. Die Haushalte werden zwischen einer Phase und dem Nullleiter ge-
schaltet. Der Effektivwert der Netzspannung ist dann gleich der Sternspannung U,y =230 V.

Der Scheitelwert ist U =230-v/2 V=325V. Warmwassergerite oder Heizungsanlagen wer-
den zwischen 2 Phasen geschaltet. Die effektive Spannung betrégt dann U,y =400 V und der

Scheitelwert U = 400-+/3 =665 V.

Beispiel 8.4.2a Das Haushaltsnetz hat eine Frequenz von 50 Hz und eine Spannung von 230 V. Gesucht ist die Glei-
chung fiir die sinusférmige Wechselspannung als Funktion der Zeit.

(8.56a) und (8.57b): u = Usin(wr) = Usin27ft) mit/=50Hz und U =Uy+2 =230-y2 V=32527 V.

Damit folgt: u =325,27 V -sin(314,14-¢/s) .

Beispiel 8.4.2b Ein ohmscher Verbraucher im Haushaltsnetz hat eine mittlere Leistung von 100 W. Wie groB ist der
Maximalwert der Leistung wéhrend einer Wechselstromperiode ?

Die mittlere Leistung betrdgt (8.57c): P =Uyyl =100 W. Die maximale Leistung in einer Periode betrigt:
Prax =UL =2 Uy -2 - 1y =200 W.

Beispiel 8.4.2¢c Wie grof3 ist die Impedanz Z bei 50 Hz und 5000 Hz, wenn in Reihe zu einer Induktivitit J = 2,5 mH
ein ohmscher Widerstand von R = 10 Q zugeschaltet wird ?
Der induktive Widerstand fiir f; =50 Hz und £, = 5000 Hz betrégt (8.60a): X ;50 =2nf{L = 0,78 Q und

X s000 = 27tf>L = 78,5 Q . Fiir die Impedanz gilt (8.61b): Zsg = \/R2 + X25, =10,0 Q und
ZSOOO =1 R2 + X]%SOOO = 79,1 Q .

Beispiel 8.4.2d Die Primdrwicklung eines Transformators hat 2000 Windungen. Welche Windungszahl muss die
Sekundédrwicklung haben, damit eine Wechselspannung von 230 V auf 30 V reduziert wird? Wie verringert sich die
Leistung auf der Sekundérseite ?

N, =2000-30/230 = 261 Windungen. Die Leistung verandert sich nicht (bis auf Verluste).

Beispiel 8.4.2e Wie schaltet man bei Dreiphasenstrom die Steckdosen und wie Geridte hoherer Leistung (z. B. Warm-
wasser) ?

Steckdosen werden zwischen einer Phase und dem Nullleiter geschaltet (Effektivwert 230 V). Gerite hoherer Leistung
werden zwischen 2 Phasen geschaltet (Effektivwert 400 V).
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8.4.3 Elektromagnetische Schwingungen

In Schaltkreisen mit Induktivititen, Kapazitdten und Ohm’schen Widerstinden kénnen freie
und erzwungene Schwingungen auftreten.

a) b)

Aufladung Entladung

c
[-)
1l
1
o
——
nC
I 1
=
—
Spannung U.
1

]

Bild 8-29 a) Erzeugung freier Schwingungen mit einem Reihen-Schwingkreis
b) Darstellung freier geddmpfter Schwingungen

Freie Schwingungen

In einem Reihenschwingkreis sind C, R und L nach Bild 8-29a angeordnet. Mittels eines
Schalters wird der Kondensator auf die Spannung U, aufgeladen und Energie gespeichert.
Durch Umschalten findet eine Entladung tiber L und C statt. Durch den Strom i wird in der
Induktivitdt L ein Magnetfeld aufgebaut. Nach Absinken der Kondensatorspannung auf null ist
die Energie ausschliefllich im Magnetfeld vorhanden. Beim Zerfall des Feldes durch Abklin-
gen des elektrischen Stromes i wird eine Spannung induziert, die den Kondensator wieder
aufladt, allerdings in umgekehrter Polaritit. Durch die Ohm’schen Verluste im Widerstand ist
die Spannung etwas geringer. Der Vorgang beginnt von neuem und es entsteht eine gedampfte
Schwingung (Bild 8-29b).

Im geschlossenen Stromkreis muss nach dem 2. Kirchhoff’schen Satz die Summe aller Span-
nungen gleich null sein:

L£+Ri+g=0.
dt C

Mit i= f Qd!t erhilt man durch Differenzieren:
d di i odey A Rdi i _
iz dt C dr2  Ldt LC
(8.64) hat die Form der Schwingungsgleichung 6.12b. In Analogie zu (6.13) erhdlt man als

Losung eine geddmpfte Schwingung nach Bild 8-29b. Fiir die Kreisfrequenz o =2xf ergibt
sich:

(8.64)

R

1
w=\Jo}—062 mit wo=ﬁ und 5=Z' (8.65a)

Die Ddmpfung der Schwingung verschwindet, wenn der Widerstand R = 0 wird.
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Erzwungene Schwingungen, Reihenschwingkreis

Ein Schwingkreis kann durch Einspeisung einer Wechselspannung u = U sin(wt) periodisch
angeregt werden. Fiir die Impedanz der Reihenschaltung gilt (8.61). Die Impedanz Z erreicht
bei der Resonanzfrequenz

wo = {% Resonanzfrequenz w (8.65b)

ein Minimum, der Strom ein Maximum.

Erzwungene Schwingung, Parallelschwingkreis

Bei einem Parallelschwingkreis gilt (8.62). Der Leitwert 1/Z erreicht ein Minimum bei der
gleichen Resonanzfrequenz

1

— Resonanzfrequenz w 8.65¢
T (8.65¢)

[ e

die Impedanz Z weist ein Maximum bei @ auf. Bei Anregung mit einem Wechselstrom kon-
stanter Amplitude i = /sin(w?) erreicht die Spannung einen Maximalwert.

I
D <{replll

Erzeugung ungedampfter Schwingungen durch das

Verstarker Prinzip der Riickkopplung

Riickkopplung

Die Erzeugung fortdauernder, ungeddmpfter Schwingungen ist von groBer technischer Bedeu-
tung. Sie kann durch einen Ausgleich der Dampfungsverluste bei periodische Energiezufuhr
erreicht werden. Beim Prinzip der Riuckkopplung oder der Selbsterregung wird an einen
Schwingkreis nach Bild 8-30 ein Verstirker angeschlossen. Durch induktive Kopplung wird
ein Teil der Ausgangsspannung dem Schwingkreis in gleicher Phase wieder zugefiihrt.

Beispiel 8.4.3 Stellen Sie die Elemente fiir einen Schwingkreis mit einer Resonanzfrequenz von 1 MHz zusammen.

(8.65¢): wy =~/1/LC, LC =1/(4x*f?) . Man wihlt z. B. eine Spule mit L = 1 mH und erhlt C = 23,3 pF.

8.4.4 Strome im Vakuum

Elektronenemission

Elektronen konnen durch verschiedene Prozesse aus Metallen ins Vakuum gebracht werden.
Bei der Feldemission werden hohe elektrische Felder um 1 GV/m benétigt, um die Elektronen
aus einer Metalloberfliche zu ziehen. Derartig hohe Feldstirken konnen nur an Metallspitzen
erzeugt werden. Anwendungen findet man im Feldelektronenmikroskop (Bild 10-6).
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Bei der Glithemission wird das Kathodenmaterial erhitzt, so dass die Austrittsarbeit /¥ durch
thermische Energie aufgewendet wird. Die Stromdichte ; hidngt nach der Richardson-
Gleichung von der Temperatur 7 ab:
A .
j=aT2e Wkl [j= —- Glithemission (8.66)
m
k=1,38-10"23 J/K ist die Botzmann-Konstante. Die MaterialgroBe a liegt Glithkathoden im
Bereich um 1 MA/(m2 K2).

Elektronen konnen auch durch Beschuss einer Materialoberfliche durch Ionen, Elektronen,
Atomen oder Photonen herausgelost werden. Im letzten Fall spricht man vom Photoeffekt, der
in Abschnitt 10.1.2 behandelt wird.

Elektronen- und Ionenstrahlen

Strahlen geladener Teilchen sind in Wissenschaft und Technik von grofer Bedeutung, z. B.
Elektronenstrahlen in Fernsehern und Elektronenmikroskop oder Ionenstrahlung in Beschleu-
nigern (Abschnitt 10.1.3). Daher soll im Folgenden die Bewegung von freien Ladungen in
elektrischen oder magnetischen Feldern beschrieben werden.

Im elektrischen Feld ist die Kraft F" auf eine Ladung Q durch die elektrische Feldstirke £ ge-
geben:

F=QE. (8.5)
Der Energiegewinn W der Elementarladung e nach Durchlaufen der Spannung U errechnet
sich zu:

E=eU. Energie eines Elektrons £ (8.67a)
Aufgrund dieser Gleichung wird die Energie geladener Teilchen (und von Photonen) oft in der
Einheit eV gegeben:

Ein Elektronenvolt (eV) ist gleich der Energie, die eine Elementarladung e=1,6-10~19 C nach
Durchlaufen einer Spannung von 1 V erhdlt:

leV=16-10"19]. Elektronenvolt (8.67b)

Ein Elektron im Elektronenstrahl eines Fernsehers mit einer Beschleunigungsspannung von
15 kV, ein Elektron besitzt also eine Energie von 15 keV = 2,4-10~15],

Ablenkung in Feldern

Durchléuft ein Elektronenstrahl ein elektrisches Feld £ = U/d in transversaler Richtung (Bild
8-31), erféhrt er eine Ablenkung. Die Bahn entspricht innerhalb des Feldes einer Wurfparabel,
wobei die Gravitation gegeniiber der elektrischen Kraft vernachléssigbar ist. Die Bahn kann in
einem Koordinatensystem nach Bild 8-31 aus x = v#, y = ar2/2 und F = e E = ma berechnet
werden:

_ eEx2

T ompy?

Dabei geben mpg, e und v die Masse, Ladung und Anfangsgeschwindigkeit des Elektrons an.

AufBlerhalb des Feldes verlduft der Strahl geradlinig. Ablenksysteme nach Bild 8-31 werden in
dlteren Oszilloskopen eingesetzt (Bild 8-34).
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Bild 8-31
Bahnkurve eines Elektronenstrahls in einem
elektrischen Feld E

%

[ T ——

Im Magnetfeld herrscht die Lorentz-Kraft (8.30). Bewegt sich eine Ladung e senkrecht zum
Feld, steht die Kraftrichtung senkrecht zur Elektronengeschwindigkeit v und auch senkrecht
zum Feld. Dadurch wird die Bewegung in zentraler Richtung abgelenkt, so dass eine Kreis-
bahn mit dem Radius r entsteht (siche beispiclsweise Bild 8-23). Es wirkt auf die geladene
Masse mg eine Zentrifugalkraft mgv2 /7, die gleich der Lorentz-Kraft ist evB :

2
PEY" ovB  oder r= m,;v . Bahnradius im Magnetfeld (8.68)
e
a) b)
Ablenkung
sl
—=— [onenstrahl E

Bild 8-32

Prinzip eines
Zyklotrons

a) Ansicht von oben
b) Seitenansicht

LN
-
—

m

u =0 sinwt

Kreisbeschleuniger

Im Zyklotron (Bild 8-32) zur Beschleunigung von Protonen oder anderen Ionen herrscht ein
konstantes Magnetfeld. lonen werden durch ein elektrisches Wechselfeld zwischen zwei halb-
kreisformigen Bereichen beschleunigt. Dadurch vergréBert sich der Radius und es entsteht eine
spiralartige Bahnkurve. Die lonen durchlaufen insgesamt eine Potentialdifferenz von vielen
106V, d. h. die Energie betrigt mehrere MeV. Eine Anwendung stellt die Erzeugung radioak-
tiver Isotope dar, hauptséchlich fiir die Medizin.

In einem Synchrotron bleibt der Radius der Bahnkurve gleich. Entsprechend der Zunahme der
Geschwindigkeit erhoht sich das Magnetfeld. Derartige Beschleuniger dienen zur Erzeugung
hochenergetischer Ionen bis in den GeV-Bereich oder von Elektronen zur Erzeugung von
Synchrotronstrahlung (Kapitel 10.3.2).

Magnetspektrometer

Die magnetische Kraft kann zur Messung der Masse m ionisierter Atome eingesetzt werden.
Durch eine Spannung beschleunigte Ionen der Ladung Q werden mit der Geschwindigkeit v
in ein Magnetfeld B eingeschossen. Jede Masse m durchléuft einen unterschiedlichen Bahnra-
dius 7. Aus der Messung von » wird die lonenmasse m bestimmt:
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m=
\%

Nach Bild 8-33 konnen atomare Massen getrennt und vermessen werden.

m,

Beschleunigungs-
spannung - U

Detektorer Bi!d 8-33
lonenquelle Prinzip eines Massenspektrometers

Oszilloskop

In einem analogen Oszilloskop wird ein Elektronenstrahl aus einer Glithkathode durch zwei
gekreuzte elektrische Ablenksysteme geschickt (8-34). In der Regel liegt an der Horizontalab-
lenkung eine Kippspannung, die den Strahl strichférmig von links nach rechts bewegt. Das zu
untersuchende Signal wird an die Vertikalablenkung gelegt.

Elektronenstrahl Messsignal

Horizontalablenkung

Bild 8-34
Fluoreszenzschirm Aufbau eines Oszilloskops

Elektronenrohre

Transistoren kénnen als ,,Stromventile® bezeichnet werden. ElektronenrShren erfiillen in der
Elektronik dhnliche Aufgaben, jedoch erfolgt die Steuerung durch eine Spannung. In einer
Triode, der einfachsten Bauform, wird der Elektronenstrom zwischen Kathode und Anode
durch ein dazwischen liegendes Gitter gesteuert.

8.4.5 Strome in Gasen

Gase sind normalerweise Nichtleiter. Ein Stromtransport kann nur entstehen, wenn Ladungs-
trager in das Gas injiziert oder durch Ionisation in einer Gasentladung erzeugt werden.

Unselbstindige Gasentladung

Bricht die Stromleitung nach Ende einer dufleren Wirkung ab, so spricht man von einer un-
selbstidndigen Entladung. Die Strom-Spannungs-Kennlinie zeigt ein ausgeprigtes Plateau (Bild
8-35), wie es beispielsweise bei einer lonisationskammer zum Nachweis ionisierender Strah-
lung auftritt (Bild 12-21). Im Bereich des Plateaus oder der Sittigung werden alle durch Ioni-
sation erzeugten Ladungstrdger abgesaugt. Bei kleineren Spannungen rekombinieren die La-
dungstrager und der Strom ist kleiner. Am Ende des Plateaus tritt durch StoBionisation, d. h.



186 8 Elektromagnetismus

eine Vermehrung der Elektronen und Ionen durch Stofe, ein Stromanstieg auf. SchlieBlich
entsteht eine selbstidndige Entladung.

a) b)

Bild 8-35

a) Anordnung zur Messung
der Strom-Spannungs-
Kennlinie unselbstiandiger
Gasentladungen
(Ionisationskammer),

b) Strom-Spannung-

U Kennlinie

.
StoRionisation

Rekombination
Séttigung

Strom |

Selbstindige Gasentladung

In einer selbstindigen Entladung werden stindig Ladungstréger, d. h. Ionen und Elektronen,
durch StoBionisation produziert. Die positiven Ionen driften zur negativen Kathode und kon-
nen dort Elektronen herausschlagen, die positiven Ionen zu einer Ionenlawine fithren (Bild
8-36). Ein ionisiertes Gas wird Plasma genannt.

Anode T
o ot @ Ppositive loner
t Elektronen
usw.
(2)
| Bild 8-36
Kathode — StoBionisation in einer selbstdndigen Gasentladung

Entladungslampen

Entladungen werden in Lichtquellen verschiedener Typen ausgenutzt: Glimm-, Niederdruck-,
Hochdruck- und Hochstdrucklampen. Eine typische Kennlinie zeigt Bild 8-37. Man benétigt eine
Zindhilfe und einen strombegrenzenden Vorschaltwiderstand, meist eine Drosselspule. Von
besonderer Bedeutung sind Leuchtstoffréhren, die mit Hg-Dampf arbeiten. Die entstehende UV-
Strahlung wird durch Leuchtstoffe auf der Innenwand in sichtbares Licht umgesetzt.

Arbeitspunkt
\
X
\
\ Widerstandsgrade

" 1= (Uz- U)R
\
\

AY

A}

Strom |

Zundpunkt

Al
3

0 U, Bild 8-37
Kennlinie einer Gasentladungslampe

Spannung U



8.4 Elektrische Strome 187

Plasma

Stark ionisierte Gase bilden ein Plasma, das manchmal als der 'vierte Aggregatzustand' be-
zeichnet wird. In Plasmen herrschen meist hohe Temperaturen, so dass auch eine thermische
Ionisierung auftritt. Bei hohen Entladungsstromen wirkt das entstehende Magnetfeld einschnii-
rend auf das Plasma (Pinch Effekt). Dadurch kann sich die Temperatur ohne eine Wandbertiih-
rung stark erhohen. In groBen Anlagen zur Untersuchung von Kernfusion (Abschnitt 12.3)
konnen Temperaturen von mehreren Millionen K entstehen. Weiterhin spielen Plasmen in
Entladungslampen und Gaslasern eine wichtige Rolle.

8.4.6 Strome in Fliissigkeiten

Die Leitung in Metallen und Halbleitern erfolgt durch Elektronen, in Fliissigkeiten wird der
Strom durch Ionen getragen. Von Bedeutung sind wissrige Losungen von Salzen, Basen oder
Sauren, die Elektrolyte genannt werden.

Dissoziation

In Elektrolyten zerfallen chemische Verbindungen in Ionen. Ein Beispiel ist das Losen von
Kochsalz in Wasser: NaCl spaltet in Nat und Cl— auf. Dieser Vorgang, Dissoziation genannt,
kann durch die hohe Permittivititszahl von &,.=81,6 fiir Wasser erklirt werden. Die

1 00

Coulomb’sche Kraft (8.2) F =
dme,eq r?

zwischen zwei lonen wird in Wasser wegen dem

groflen ¢,-Wert sehr klein, so dass die Ionenbindung aufbricht.

Elektrolyse

Beim Einbringen von Elektroden in Elektrolyten und Anlegen einer Spannung flief3t ein Strom.
Die positiven lonen wandern im elektrischen Feld zur Kathode, dem Minuspol; die negativen
Ionen bewegen sich zur Anode, dem Pluspol. An den Elektroden werden die Ionen neutrali-
siert, und es kommt zu einer Abscheidung von Elementen oder Verbindungen. Die Zersetzung
einer Losung oder Schmelze durch elektrischen Strom nennt man Elektrolyse.

Beim FlieBen eines Stromes in einer wissrigen Losung von Salzen, z. B. Silbernitrat, wandern
die Metallionen zur Kathode und werden dort als diinne Metallschicht abgeschieden. Das elek-
trolytische Beschichten von Gegenstinden mit Metallen nennt man Galvanisieren. Die Elek-
trolyse wird auch zur Herstellung sehr reiner Metalle eingesetzt, z. B. von Elektrolytkupfer
oder Aluminium. Beim Eloxieren wird die Oberfliche von Gegenstidnden, welche die Anode
bilden, elektrolytisch oxidiert. Auch das Abtragen, z. B. rauer metallischer Flachen der Anode,
ist elektrolytisch moglich.

Faradaysches Gesetz

Bei der Elektrolyse ist die abgeschiedene Masse m proportional zur transportierten Ladung
QO = It, die aus dem Strom / und der Zeit ¢ ermittelt wird:

m=kQ=kilt . Elektrolyse (8.69a)

Die GroBe k ist das elektrochemische Aquivalent. Jedes abgeschiedene Molekiil trigt mit der
Elementarladung e e multipliziert mit der Wertigkeit z des Ions zur Ladung Q bei. Wird die
Stoffmenge » (in mol) eines lons abgeschieden, gilt Q = It=nN 4ze, wobei N, die Avo-
gadro’sche Konstante darstellt (5.5). Die Faraday 'sche Konstante
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F=N_4e=9,648-10% C/mol Faraday sche Konstante F' (8.69b)

gibt die transportierte Ladung bei Abscheidung von #» = 1 mol eines einwertigen lons an. Aus
den oben angegebenen Beziehungen erhélt man mit » =m/m,, (m, = molare Masse) fiir das
elektrochemische Aquivalent (5.6):

k= m_],:,, . Elektrochemisches Aquivalent & (8.69c¢)
Z.

Volta’sche Spannungsreihe

Metalle 16sen sich geringfiigig in Elektrolyten und treten als positive lonen auf. Dadurch ladt
sich der Elektrolyt positiv auf, bis die entstehende Spannung die Ionenabgabe verhindert. Die
Loslichkeit und damit die Spannung ist vom Material abhingig. Tauchen zwei verschiedene
Metalle in einen Elektrolyten, baut sich zwischen ihnen eine Spannung auf. Man nennt eine
derartige Anordnung ein galvanisches Element. Man kann die Metalle in eine Spannungsreihe
einordnen. Die Werte sind in Tabelle 8.4 angeben; gemessen wird gegen eine Normal-
Wasserstoffelektrode.

Tabelle 8.4 Elektrochemische Spannungsreihe

Metall Li K Na Mg Zn Fe Ni H Cu Ag Hg Au

i}]m -3,02 292 -2,71 -2,35 -0,76 -0,44 -025 0 0,34 0,81 0,86 1,5
Primirelemente

Als Batterie mit einer Spannung von 1,5 V ist das Leclanche-Element weit verbreitet. Der
Elektrolyt besteht aus eingedickter Salmiaklosung, die Elektroden aus Zink und Kohle, bzw.
Braunstein (Bild 8-38). Bei der Entladung geht Zn*+ eines Zinkbechers in Losung und wird
oxidiert, wobei Elektronen abgegeben werden. Verbesserte Batterien setzen Zinkchlorid, Mag-
nesiumchlorid oder Kalilauge als Elektrolyte ein. Hohere Energiedichten werden mit Lithium
und Braunstein als Anodenmaterial erzielt. Knopfzellen benutzen als positive Elektrode
Quecksilber- oder Silberoxid und als negative Zink.

Ableiter
v

vrerrres|
pos. Elektrode
[~ (Braunstein mit Rult}

neg. Elektrode
[~ (Zinkbecher)
| eingedickte Bild 8-38
Salmiaklosung Aufbau einer Batterie (Primérelement)

Sekundirelemente

Im Gegensatz zu Primédrelementen sind Sekundérelemente aufladbar. Weit verbreitet ist der
Blei-Akkumulator mit seinem geringen Innenwiderstand. Als Elektrolyt dient verdiinnte
Schwefelsdure. Im geladenen Zustand besteht die positive Elektrode aus Bleioxid, die negative
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aus Blei. Bei der Entladung bildet sich an beiden Elektroden Bleisulfat, und die Sduredichte
sinkt. Die Reaktionsgleichung lautet:

PbO, + Pb+2H,80, 8™ 2ppSO,+2 Hy0 Blei-Akkumulator

Oft werden kleine Nickel-Cadmium Zellen mit Kalilauge als Elektrolyt eingesetzt.

Brennstoffzellen

Die bei der Oxydation von Wasserstoff zu Wasser entstehende Energie kann in Brennstoffzel-
len direkt in elektrische Energie umgewandelt werden. An der (positiven) Anode wird O,
zugeflihrt, katalytisch ionisiert und in OH ~ iibergefiihrt. Die lonen wandern durch den Elekt-
rolyten (Kalilauge) zur positiven Anode, an der H, eingeleitet wird. Dort reagiert OH ~ mit
katalytisch erzeugtem H'. Der Wirkungsgrad erreicht etwa 80 %. Die direkte Umwandlung
chemischer in elektrische Energie ist auch mit anderen Brennstoffen méglich.
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9 Optik

Licht hat dualen Charakter: in der Wellenoptik wird Licht als Welle dargestellt, in der Quan-
tenoptik treten die Teilcheneigenschaften hervor. Dieses Kapitel wird mit der geometrischen
Optik begonnen, die sich um die Struktur des Lichtes nicht kiimmert.

9.1 Geometrische Optik

In der geometrischen Optik wird die Ausbreitung des Lichtes vereinfacht durch Lichtstrahlen
dargestellt. Die Grundphédnomene der geometrischen Optik sind Reflexion und Brechung.

9.1.1 Reflexion und Brechung

In homogenen Medien breitet sich Licht geradlinig aus. Fillt es auf eine Grenzflache, findet
Reflexion statt. Ist das Material durchsichtig, tritt daneben auch Brechung auf (Bild 9-1).

€ g,=&,
" 1 "
einfallend reflektiert

z. B. Luft n,

z.B. Glasn,
Bild 9-1
An der Grenzflache optischer Medien

€2 '\ gebrochen findet Reflexion (& =¢}) und

Brechung (n; sine; = nysine,) statt

Reflexionsgesetz

Das Reflexionsgesetz ist allgemein bekannt: der Einfallswinkel ¢; ist gleich dem Ausfallswin-
kel €]. Ist die Oberfliche des reflektierenden Mediums rau, entsteht diffise Reflexion (Bild
9-2). Einzelheiten tiber den Reflexionsgrad werden in Abschnitt 9.2.1 beschrieben.

In der Optik werden die Winkel stets gegen die Normale (Senkrechte, Lot) der Fldche gegeben.

Bild 9-2
An einer rauen Grenzfliache wird Licht diffus
reflektiert oder gestreut

Phasensprung

Findet die Reflexion an der Grenzfliche zu einem optisch diinneren Medium, z. B. Glas-Luft,
statt, lauft die Welle ohne Veridnderung der Phase zuriick. Bei Reflexion am optisch dichteren
Medium, z. B. Luft-Glas, findet ein Phasensprung um 7 statt. Die riicklaufende Welle wird um
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eine halbe Wellenldnge A/2 verschoben. Dies ist in der geometrischen Optik belanglos, hat
jedoch in der Wellenoptik Bedeutung.

Ein optisch diinnes Medium hat eine kleinere Brechzahl n als ein optisch dichtes Medium.
Brechungsgesetz

Brechung bedeutet, dass sich an der Grenzflache eines durchsichtigen Materials die Ausbrei-
tungsrichtung dndert (Bild 9-1). Die Materialgro3e Brechzahl n beschreibt diesen Effekt. n ist
durch die Lichtgeschwindigkeiten im Medium ¢, und im Vakuum ¢ definiert:

€0

M

n=

Brechzahl n “.1)

Da die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ¢y =299 792 km/s stets groBer als die im Medium ¢,
ist, gilt n» =1. Das Brechungsgesetz, das in der Wellenoptik abgeleitet werden kann, lautet:

nysing; =n, sing,. Brechungsgesetz 9.2)

Die Brechzahlen beider Medien sind #; und 7,. Die Winkel &; und &, werden vom Lot aus
gemessen (Bild 9-1). Man kann folgende Regel formulieren:

Geht ein Lichtstrahl von einem optisch diinneren (ny) in ein optisch dichteres Material
(ny > my) tiber, so wird er zum Einfallslot hin gebrochen.

Tabelle 9.1 zeigt die Brechzahlen » ciniger Gliser, die Werte fiir Luft, Wasser und Diamant
betragen n = 1,0003, 1,33 und 2,42.

a) e<eg b) e=¢

ar ar C) €> sgr

Bild 9-3  Beim Ubergang zu einem optisch diinneren Medium (#; > 1) kann Totalreflexion auftreten:

a) keine Totalreflexion ¢ < £g4,, b) Grenzwinkel ¢ = ¢,, c) Totalreflexion & > ¢

&r &r

Totalreflexion

Tritt ein Strahl aus einem optisch dichten Medium in ein diinneres iiber (r#; > n,), kann bei
Uberschreiten eines Grenzwinkels Totalreflexion auftreten. In Bild 9-3 wird der Einfallswinkel
¢ laufend vergroBert. Beim Winkel &4, (Bild 9-3b) verlduft der gebrochene Strahl parallel zur
Oberfléche, bei ¢ > &4, verschwindet der gebrochene Strahl vollstindig und es tritt nur Refle-
xion auf. Mathematisch erhélt man den Grenzwinkel &g, durch Setzen von &3 = 90° in (9.2):

) n .
sinég, = ”_1 . Grenzwinkel &g, (9.3a)

Handelt es sich beim Medium 2 um Vakuum oder Luft mit #, = 1, ergibt sich:
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1 . Grenzwinkel &g, (9.3b)
n

sinég, =

Anwendungen der Totalreflexion findet man in der Faseroptik. Bild 9-4 zeigt die Fiithrung
eines Lichtstrahls, z. B. aus einem Laser, durch eine flexible Faser fiir die Informatik, Mate-
rialbearbeitung oder Medizin. Auch bei Umlenkprismen wird die Totalreflexion ausgenutzt
(Bild 9-5).

Bild 9-4 Funktion von Lichtleitfasern (#gep > Pagantel ):

a) Bei Stufenindexfasern dndert sich die Brechzahl unstetig zwischen Kern und Mantel.
Bei zu groflem Einstrahlwinkel findet keine Totalreflexion statt.

b) Gradientenfaser mit kontinuierlichem Ubergang der Brechzahl zwischen
Kern und Mantel

a) \ b)

b

Bild 9-5

“w Einsatz der Totalreflexion bei Prismen:
1 __ a) Reflexionsprisma fiir eine 90°-
: Ablenkung
b) Umlenkprisma fiir eine 180°-
Ablenkung
(Katzenauge)

Dispersion

In optischen Materialien nimmt die Brechzahl n(4) in der Regel mit zunehmender Wellenlédn-
ge A des Lichtes ab. n ist fiir blaues Licht groBer als fiir rotes. Man bezeichnet diese Abhén-
gigkeit als Dispersion (Farbzerstreuung). In Tabelle 9.1 sind Hauptbrechzahlen #, fiir eine
Hg-Spektrallinie bei A = 546,1 nm (gelbgriin) angegeben. Weitere Werte ng und n. beziehen
sich auf 4 = 480,0 nm (Cd, violett) und 643,8 nm (Cd, rot). Die Unterschiede in der Brechzahl
liegen um 1 %. Sie haben Konsequenzen beim Gebrauch von Prismen und bei Farbfehlern von
Linsen. Gldser mit geringer Dispersion, d. h. eine geringe Variation von r(l), nennt man
Krongldser und mit hoher Dispersion Flintgldser. Die Dispersion kann durch die Abbe’sche
Zahl v, beschrieben werden (Tabelle 9.1).
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Tabelle 9.1 Brechzahlen einiger Gldser bei bestimmten Wellenldngen (in nm) und Abbe’sche Zahl
Ve = (n,— 1)/(ng-— n.’) (Bezeichnungen: K = Kronglas, v, > 55, F = Flintglas v, <§5)

Kronglas  np- N ne Ve
480,0 nm  546,1 nm 643,8 nm

BK 7 1,52283 1,51872 1,51472 63,96
K5 1,52910  1,52458 1,52024 59,22
BaK 4 1,57648 1,57125 1,56625 55,85
SK 15 1,63108 1,6555 1,62025 57,79
Flintglas  np Ne ne Ve

F2 1,63310  1,62408 1,61582 36,11
SF 2 1,66238 1,65222 1,64297 33,60
SF 6 1,82970  1,81265 1,79750 25,24
SF 10 1,74805 1,73430 1,72200 28,19

Prisma

Die Dispersion wird zur Zerlegung des Lichtes nach Wellenldngen oder Spektralfarben durch
Prismen ausgenutzt. Den Strahlengang durch ein Prisma zeigt Bild 9-6. Der Ablenkwinkel j durch
ein Prisma mit dem Dachwinkel w kann aus dem Brechungsgesetz berechnet werden. Fiir symme-
trischen Durchgang zeigt der Ablenkwinkel ein Minimum und man erhilt den Ausdruck:

e sin((@ + w)/2)
C sin(w/2)

Bei normaler Dispersion (#p,,,, > n,,;) wird blaues Licht starker gebrochen als rotes.

Prisma 9.4)

Bild 9-6

Strahlengang durch ein Prisma. Bei symmetri-
schem Durchgang hat der Ablenkwinkel ¢

ein Minimum (9.4)

Planplatte

Strahlen, die auf eine Planplatte fallen, erfahren keine Richtungsédnderung, sondern lediglich
eine leichte Parallelversetzung. Auflerdem erscheinen Planplatten stets diinner zu sein, als sie
es wirklich sind. Die scheinbare Dicke d' ist durch die Brechzahl n und die reale Dicke d
bestimmt:

d==<.
n

Beispiel 9.1.1a Ein Laserstrahl (A = 632 nm) fillt unter 45° auf die Oberfliche einer Fliissigkeit, wobei er von der
Einfallsrichtung um 15° abknickt. Wie groB ist die Brechzahl? Wie grof sind Lichtgeschwindigkeit, Frequenz und
Wellenlénge in der Fliissigkeit?

Brechungsgesetz (9.2): n, = nysing|/sing; =1,414 (mit n =1, & =45° und &, =45°—15°).
Lichtgeschwindigkeit (9.1): ¢ =c¢y/n, =2,12-10% m/s , Frequenz: f =c,/A=4,75-10'"* Hz. Die Frequenz &ndert
sich in der Fliissigkeit nicht. Die Wellenldnge verkleinert sich: 4, = 1/n, = 447 nm.
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Beispiel 9.1.1b Eine optische Faser besteht aus einem Kern (nx = 1,550 und einem Mantel n), = 1,500). Wie gro83 ist
der Winkel der Totalreflexion?
Totalreflexion (9.3a): sineg. = ny /ng =0,968, &4 =75,4°.

Beispiel 9.1.1¢ In eine Glasfaser von s = 1 km Liange wird rote (680 nm) und griine (500 nm) Strahlung eingekoppelt.
Wie groB ist der Laufzeitunterschied (ns5 =1,514 und nsy =1,522)?

Aus ¢ =cy/n folgt: At = tsgy —tego = Shsgg /o — Snggg ! co = Ans/cy =2,7-1078 s (An = nspy — nggp)-

Beispiel 9.1.1d Wie groB ist der Ablenkwinkel ¢, wenn ein Laserstrahl symmetrisch durch ein Prisma mit dem Dach-
winkel w = 60° tritt (n = 1,554)?
Aus (9.4) folgt: sin((¢ + w)/2) = nsin(w/2)= 0,772, (¢+w)/2=150,53° und p =41,07°.

9.1.2 Hohlspiegel
Ebene Spiegel

Die Bilderzeugung durch einen ebenen Spiegel ist in Bild 9-7a dargestellt. Es entsteht ein
virtuelles oder scheinbares Bild.

Ein virtuelles Bild kann nicht auf einem Schirm aufgefangen werden.

Mit einem Drehspiegel werden kleine Drehwinkel nachgewiesen. Nach Bild 9-7b verdndert
sich der reflektierte Lichtstrahl um den doppelten Drehwinkel des Spiegels.

a)

b)
Spiegel
- A
N ey }2 a

| ST

b

Bild 9-7 Ebener Spiegel:
a) Entstehung des virtuellen Spiegelbildes
b) Bei Drehung des Spiegels um den Winkel a dndert sich der Reflexionswinkel um 2 o

Hohlspiegel (konkav)

Aus technischen Griinden werden Hohlspiegel meist sphirisch gefertigt: sie sind Teil einer
Kugelfldche mit dem Radius r. Fillt achsenparalleles Licht auf einen konkaven Spiegel (cavus
= hohl), wird es in dem Brennpunkt oder Fokus F gesammelt (Bild 9-8). Die Entfernung vom
Spiegelscheitel nennt man Brennweite f, die gleich dem halben Radius 7/2 misst:

f= % ) Konkavspiegel, Brennweite f (9.52)

Die Existenz eines Brennpunktes ' und Gleichung 9.5a gelten nur fiir achsennahen Lichtein-
fall. Zusitzlich muss fiir Strahlen, die die optische Achse unter dem Winkel « kreuzen, die
Niherung sina = a (a im Bogenmaf!) erfiillt sein.

Die geometrische Optik benutzt die Gaufs 'sche Néiherung sina = a .
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Man kann (9.5a) wie folgt beweisen (Bild 9.8a): Es gilt « =q;jund damit MF=MP. Da 8
klein ist, erhdlt man FS=FP. Aus FS=MEF folgt /= r/2.

Achsenparalleles Licht in groBerem Abstand von der Achse wird vor den Brennpunkt F' ge-
sammelt. Es tritt der Offnungsfehler auf. Dagegen funktionieren parabelférmige Hohlspiegel
bei achsenparallelem Lichteinfall auch bei groBer Offnung fehlerfrei. Allerdings entstehen
Fehler bei schriagem Einfall.

Konstruktion zur Abbildung

Ein Hohlspiegel ist in der Lage, Bilder von Gegenstinden zu erzeugen. Zur Konstruktion des
Bildes reicht es aus, von einem Gegenstandspunkt mindestens zwei Strahlen zu verfolgen. Die
Konstruktion ist nach folgenden logischen Regeln einfach (Bild 9-8b):

1. Der Parallelstrahl lduft nach der Reflexion durch den Brennpunkt.

2. Der Strahl durch den Kriimmungsmittelpunkt trifft senkrecht auf die Spiegeloberfliche und
wird in sich selbst reflektiert.

3. Der Brennpunktstrahl wird zu einem Parallelstrahl.

Nach Bild 9-8b ergibt sich ein Schnittpunkt, der Grofle und Lage des Bildes angibt. Geht man
mit dem Gegenstand zwischen Brennpunkt /' und Spiegelscheitel, ergibt sich ein scheinbarer
Schnittpunkt hinter dem Spiegel. Es entsteht ein virtuelles Bild dhnlich wie in Bild 9-7a.

Bild 9-8  Verhalten des konvexen Hohlspiegels:
a) Achsenparallel einfallende Strahlen gehen durch den Brennpunkt F (/= r/2).
b) Strahlen 1 bis 3 zur Bildkonstruktion.
c) Ahnliche Dreiecke zur Ableitung der Abbildungsgleichungen

Abbildungsgleichungen

Die beschriebene Bildkonstruktion 14sst sich mathematisch formulieren. Fiir Hohlspiegel wer-
den folgende Festlegungen getroffen:

Gegenstands- und Bildweite (a, a') sind positiv auf der Spiegelseite und negativ hinter dem
Spiegel. Gegenstands- und Bildgrifie (y, y') zdhlen positiv senkrecht nach oben, negativ nach
unten. Das Licht kommt von links. (Zur Vereinfachung werden bei Hohlspiegeln nicht die
Vorzeichenregeln nach DIN 1336 angewendet.)

Da nur achsennahe Strahlen betrachtet werden, wird die Kriimmung des Spiegels vernachlis-
sigt, so dass die schraffierten Flichen Bild 9-8c niaherungsweise Dreiecke sind. Aus der Ahn-
lichkeit der Dreiecke 1 und 2 folgen die Beziehungen fiir den Abbildungsmafstab B:

a

B = r-2, Hohlspiegel, AbbildungsmafBstab (9.6a)
y a
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Dabei ist y die GroBe des Gegenstands und y’ des Bilds. Auch die Dreiecke 3 und 4 sind dhn-

lich, man erhilt: l' = —’L.
yoooa=f
Durch Gleichsetzen mit (9.6a) wird daraus: A —L.
y ooy f
Dies schreibt man um, und es entsteht die Abbildungsgleichung:
1 1 1 1 1 1
—=———, bzw. —=—+—. Hohlspiegel, Abbildungsgleichung (9.6b)
a f vy foa a

Dabei ist a der Abstand des Gegenstandes vom Spiegel und a’ der Abstand des Bildes. Geht
man von bekannter Gegenstandslage und -groBe (a, y) aus, konnen mit (9.6a und b) die Eigen-
schaften des Bildes (a’, y") berechnet werden.

Wilbspiegel (konvex)

Bei Konvex- oder Wolbspiegeln liegen Kriimmungsmittelpunkt und Brennpunkt F hinter der
Spiegelfliache. Nach den Vorzeichenregeln gilt:

f= —g . Konvexspiegel, Brennweite f (9.5b)

Ansonsten bleiben die Abbildungsgleichungen 9.6a und b in gleicher Form. Auch die geomet-
rische Konstruktion ist analog. Nach Bild 9-9 schneiden sich die reflektierten Strahlen, wenn
man sie hinter dem Spiegel verlingert. Ahnlich wie bei einem normalen Spiegel nach Bild 9-7a
entsteht ein virtuelles Bild.

Hohlspiegel werden in der Beleuchtungstechnik, beim Bau astronomischer Teleskope und als
Resonatorspiegel in der Lasertechnik eingesetzt. Beispiclsweise bei Automobilscheinwerfern
und Pumpkammern fiir Laser werden auch nichtsphérische Spiegel eingesetzt.

[ - Bild 9-9
R SN Bildkonstruktion beim Konkavspiegel.
y F M Der Konstruktionsstrahl 2 durch den
Kriimmungsmittelpunkt M ist zur
besseren Ubersicht nicht eingezeichnet

Beispiel 9.1.2a Bei einem speziellen 1 m langem Laser sollen die Brennpunkte der beiden gleichen Laserspiegel
zusammenfallen. Wie grof ist der Kriimmungsradius » der Spiegel?

Es gilt: /=50 cmund nach (9.5a) » =2f=1m.

Beispiel 9.1.2b Berechnen Sie die Bildlage und den Abbildungsmafstab bei einem Rasierspiegel (konkav) mit einem
Kriimmungsradius von » = 40 cm. Der Gegenstand soll sich a = 10 cm vor dem Spiegel befinden.

Mit £= /2 =20 em gilt (9.6b): 1/a’ =1/ f —1/a, a’ =—20 cm (virtuelles Bild) und B = —aVa=2.

Beispiel 9.1.2¢ Der Riickspiegel eines Autos bildet einen 10 m entfernten Gegenstand 200fach verkleinert ab. Wie
grof3 sind die Brennweite fund Kriimmungsradius r? Ist der Spiegel konkav oder konvex ?

Nach (9.6a): y/y=—a"a=1/200und a= 10 m folgt: a"=-0,05 m. Aus (9.6b) folgt: 1/ f=1/a+1/a’,
f=-0,0503m = 4 und |r| = 2|f| =~ 0,1 m . Die Brennweite ist negativ: der Spiegel ist konvex.
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9.1.3 Linsen

Die abbildenden Eigenschaften von Hohlspiegeln und Linsen sind @hnlich, obwohl die physi-
kalischen Prinzipien verschieden sind. Bei Spiegeln tritt Reflexion, bei Linsen Brechung auf.
Das Gemeinsame an beiden Bauelementen ist, dass einfallende Strahlen abgelenkt werden. Im
Rahmen der Gauf3 'schen Néherung ist (bei fester Gegenstandweite) der Ablenkwinkel propor-
tional zum Abstand von der optischen Achse. In diesem Abschnitt wird auf die Ableitung der
Linsengleichung zunéchst verzichtet. Sie werden mit anderen Vorzeichenregeln von den Hohl-
spiegeln iibernommen. Ein kurzer Beweis fiir die Linsengleichungen wird am Ende des Ab-
schnittes nachgetragen. In der Optik werden meist Linsen mit sphirischen Flidchen eingesetzt.
Im Folgenden werden zunichst diinne Linsen behandelt, bei denen die Dicke in den Rechnun-
gen vernachldssigt wird.

Brennweite

Fallt achsenparalleles Licht von /inks auf eine Linse, wird das Licht im bildseitigen Brenn-
punkt F' gebiindelt. Der Abstand des Brennpunkts F” von der Linse ist die bildseitige Brenn-
weite f'. Fillt achsenparalleles Licht von rechts auf eine Linse, wird das Licht im gegen-
standsseitigen Brennpunkt F gebiindelt. Der Abstand des Brennpunkts F von der Linse ist
die gegenstandsseitigen Brennweite f. Es wird fiir Linsen folgende Vorzeichenregel einge-
fiihrt:

Gegenstands- und Bildweite (a, a') sind positiv rechts von der Linse und negativ links von der
Linse. Gegenstands- und Bildgrofe (v, y') zdhlen positiv senkrecht nach oben, negativ nach
unten. Das Licht kommt von links. Die Regeln entsprechen DIN 1336.

Im Folgenden werden nur Linsen betrachtet, die nach beiden Seiten von Luft umgeben sind. In
diesem Fall gilt:

fl=—f. Brennweiten f' und f (9.7a)

Fiir Sammellinsen ist f* positiv. Aus diesem Grund wird im Folgenden die Brennweite einer
Linse durch f' angegeben. Die Brennweite f' ist durch die Brechzahl » und die Kriim-
mungsradien 7 und » bestimmt:

1 1 1 .
—=D=n-1)(—-—). Brennweite f’ (9.7b)
/ non

Folgende Vorzeichenregel ist zu beachten: fiir » > 0 zeigt der Radiusvektor nach links (Bild
9-10). Fir Sammellinsen erhdlt man positive, fiir Zerstreuungslinsen negative Brennweiten.
Den reziproken Wert der Brennweite

|
D=— 1[4 =, Pioptrie dpt Brechkraft D 9.7¢)

nennt man Brechkraft. Die Stirke einer Brille wird meist in Dioptrien angegeben, wobei die
Einheit meist weggelassen wird.
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I

bikonvex plan-konvex pos. Menikus bikonkav  plan-konkav neg. Meniskus

r,>0 r,=00 r,<r,<O0 r,<0 r, =00 r,<r,<0
r,<0 r,<O0 r,>0 r,<0
>0 f>0 f>0 f<0 f<0 f<0

Bild 9-10 Linsenformen und Kriimmungsradien (Radiusvektor nach links: » > 0)

Bildkonstruktion

Bei der Brechung von Lichtstrahlen durch eine diinne Linse kann diese durch Hauptebene H
reprisentiert werden. Die Konstruktion des Bildes erfolgt analog zu den Hohlspiegeln (Bilder
9-11a und b):

1. Der Parallelstrahl lduft nach der Brechung durch den Brennpunkt.
2. Der Mittelpunktstrahl durchdringt die Linse ungebrochen.
3. Der Brennpunktstrahl wird nach der Brechung Parallelstrahl.

Bild 9-11 Bildkonstruktion fiir Linsen: a) Sammellinse b) Zerstreuungslinse

Bei der Bildkonstruktion durch eine Zerstreuungslinse (Bild 9-11b) ist zu beachten, dass die
Brennweite /' negativ und die Lage der Brennpunkte F, F' gegeniiber einer Sammellinse ver-
tauscht sind. Die gestrichelten Linien stellen keine realen Lichtstrahlen dar. Sie sind erforder-
lich, um ein virtuelles Bild zu finden. Bild 9-12 und Tabelle 9.2 fassen verschiedene Fille fiir
Sammellinsen zusammen und geben Hinweise auf technische Anwendungen.

Virtuelle Bilder konnen nicht auf einem Schirm aufgefangen werden.

Bild 9-12

Abbildung durch eine Linse bei
unterschiedlichen Gegenstandsweiten
(siche auch Tabelle 9.2)
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Tabelle 9.2 Abbildung durch Linsen und Anwendungen (Bild 9-12)

Gegenstand Bildlage Bildart  Vergroflerung Anwendung
1) |a>2| f] f<a'2 f' reell | Fernrohr, Kamera, Auge
2) lal=2| f] a=2f" reell =1 Bildumkehr
3 2lf1>la>f] a>2f" reell >1 Projektor
4) a4l =|f] a'>w > © Mikroskop, Projektor
5 alg f] a0 virtuell >1 Lupe
Linsensysteme

Eine Kombination aus zwei diinnen Linsen in Abstand d voneinander kann als eine einzige
Linse mit Brechkraft D =1/ " aufgefasst werden:

1 1 1 d
D=—=—t— .
A 2 A

Legt man die Linsen direkt tibereinander ist d = 0 und es addieren sich die beiden Brechkréfte:

Linsensystem (9.8a)

D=D +D,. Linsensystem, Brechkraft D (9.8b)

Dicke Linsen

Die bisherigen Betrachtungen vernachlédssigen die Ausdehnung der Linsen. Bei dicken Linsen
fithrt man die beiden Hauptebenen H und H' ein. Misst man Gegenstands-, Bild- und Brenn-
weite ab der entsprechenden Hauptebene, so verlduft die Brechung und Bildkonstruktion ge-
nau wie bei diinnen Linsen (Bild 9-13). Die Hauptebenen konnen experimentell bestimmt
werden.

Bild 9-13
Bildkonstruktion bei dicken Linsen. Alle Absténde
werden von den Hauptebenen H und H' aus gemessen

Abbildungsgleichungen

Zur Formulierung der Abbildungsgleichungen sind die bereits zitierten Vorzeichenregeln nach
DIN 1335 notwendig:

Koordinatenursprung ist die Hauptebene. Abstdnde nach rechts sind positiv, nach links nega-
tiv; Bildgrofen nach oben zdhlen positiv nach unten negativ.

Unter Beachtung dieser Regeln werden (9.6a und b) fiir Hohlspiegel leicht modifiziert tiber-
nommen:

g g Loyl Abbildungsgleich 9.9
y a a' f o a ildungsgleichungen (©-92)
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Dabei sind B der Abbildungsmafstab, /' die Brennweite der Linse, y die Gegenstandsgrofe,
y' die BildgroBe, a der Abstand des Gegenstandes vom Spiegel und a’ der Abstand des Bilds
vom Spiegel. (Aufgrund der unterschiedlichen Vorzeichenregeln fiir Hohlspiegel und Linsen
dndert sich das Vorzeichen vor der Bildweite a'.)

Die letzte Gleichung kann in die Newton sche Form gebracht werden:

zz'=—f 12 Newton sche Abbildungsgleichungen (9.9b)

In (9.9b) werden die Gegenstands- und Bildweite (z, z') vom jeweiligen Brennpunkt (F, F') aus
gemessen (Bild 9-13).

Farbfehler (chromatische Aberration)

Nach (9.7) hédngt die Brechkraft D einer Linse von n —1 ab. Tabelle 9.1 zeigt, dass die Brech-
zahl n fir blaues Licht gegeniiber rotem ansteigt. Damit ist die Brennweite einer Linse
/"= 1/D fiir Blau kleiner als fiir Rot. Bei der optischen Abbildung entstehen somit Farbfehler,
die sich in bunten Bildsdumen bemerkbar machen. Diese Fehler konnen teilweise durch eine
Kombination von Linsen korrigiert werden, z. B. eine Sammellinse aus Kronglas und eine
Zertreuungslinse aus Flintglas (Achromat).

Offnungsfehler (sphirische Aberration)

Die Giiltigkeit der Abbildungsgleichungen 9.9 ist auf achsennahe Strahlen begrenzt
(GauB'sche Néherung). Achsenferne Strahlen im Randbereich einer sphérischen Linse werden
starker gebrochen und die Brennweite wird kiirzer. Diesen Linsenfehler nennt man sphdrische
Aberration oder Offnungsfehler. Er kann durch eine Blende von der Linse verringert werden.
Durch Kombination einer Sammel- und Zerstreuungslinse unterschiedlicher Brechzahlen wur-
den so genannte Aplanate mit kleinem Offnungsfehler entwickelt.

Astigmatismus

Durch Fertigungsfehler kann eine Linsenfliche je nach Richtung verschiedene Kriimmungs-
radien aufweisen. Den entsprechenden Bildfehler nennt man Astigmatismus, der haufig beim
Auge auftritt. Auch bei ideal sphirischen Linsen kommt Astigmatismus vor, wenn ein Licht-
biindel schrig einfillt.

Bild 9-14
Zur Ableitung der Linsenformel

Ableitung der Abbildungsgleichungen

Im Folgenden wird die Ableitung der Linsenformeln 9.7 und 9.9 am Beispiel einer diinnen
Plan-Konvex-Linse duflerst knapp aber vollstindig angedeutet (Bild 9-14) Fiir den gezeichne-



9.1 Geometrische Optik 201

ten Strahl wirkt die Linse wie ein Prisma mit dem kleinen Dachwinkel w. Nach der Prismen-
gleichung (9.4) gilt in der Ndherung sinx = x fiir den Ablenkwinkel: ¢ = w(n—1). Der Dach-
winkel w betrigt w = R/r, wobei r der Radius der Linsenfliche und R der Abstand von der
Achse bedeuten. Weiterhin gelten ¢ =a+f mit a =—R/a und = R/a'. Kombiniert man
diese Gleichungen, resultiert:

n=1_1 1

r a a

Man erhilt daraus (9.7) und (9.9), was zu beweisen war.

Fresnel-Linse

Fiir einfache Abbildungsaufgaben werden linsendhnliche Strukturen in Kunststofffolien ge-
pragt. Es handelt sich um Kreisringzonen mit prismatischem Profil, die parallel einfallendes
Licht in einem gemeinsamen Brennpunkt fokussieren. Man erhilt Fresnel-Linsen, indem eine
Plan-Konvex-Linse zonenformig aufgeteilt und in axialer Richtung zusammengeschoben wird.

Beispiel 9.1.3a Die Brennweite des Auges betragt (ungefahr) 20,0 mm. Wie verdndert sich die Brennweite durch eine
Brille der Stirke 2 ( Dz = 2 Dioptrien =2 m™!)?

Die Brechkraft des Auges betrigt nach (9.8a): D, =1/f'=1/(20-1073) m~! =50 m~!. Fir die Brechkraft mit Brille
ergibt sich D =D, + Dy =52 m~" und fiir die Brennweite 1/D = 1,92 cm.

Beispiel 9.1.3b Eine diinne bikonvexe Linse (n = 1,530) mit zwei gleichen Kriimmungsradien bildet einen 1 m ent-
fernten Gegenstand 20 cm von der Linsenmitte ab. Bestimmen Sie die Brennweite /' und Kriimmungsradien r.

Aus (9.9a) 1/a’' =1/ f"+1/a (mita =-1 m, Vorzeichenregel beachten!), "= 0,2 m) folgt: /" =0,1667 m.
Fiir r ergibt sich aus (9.7b) 1/ "= (n—=1)1/n —1/r) (mit r =15 =—r, , Vorzeichenregel beachten!):
r=2n—-1f"=0,177m.

Beispiel 9.1.3¢ Ein Gegenstand befindet sich 8 cm vor einer Linse mit /= 3 cm. Wo liegt das Bild? Wie groB ist der
Abbildungsmalstab? Berechnen Sie das Gleiche mit /"= -3 cm.

Aus (9.9a) 1/a'=1/(—8cm)+1/(3cm) (Vorzeichenregel beachten!) folgt fiir die Bildweite: a” = 4,8 cm. Damit wird
der Abbildungsmalstab: y'/y =d'/a=-0,6.
Fiir f"=-3 cmerhédlt man: ¢"=-22cmund y'/y=4d'/a=0,27.

9.1.4 Auge

Anatomischer Aufbau

Das Auge ist nahezu kugelformig und wird von der weilen Sehnenhaut umschlossen (Bild
9-15). An der Vorderseite geht sie in die vorgew6lbte durchsichtige Hornhaut (Cornea) tiber.
Dahinter befindet sich die Regenbogenhaut (Iris) mit der Pupille. Darauf folgt die Linse mit
verschieden gekriimmten Flichen. Die Innenrdume des Auges, die vordere und grofe Augen-
kammer, sind mit einer durchsichtigen Substanz gefiillt. Die Innenwand der gro3en Augen-
kammer ist mit der Aderhaut ausgekleidet, dariiber liegt die Netzhaut (Retina), welche die
lichtempfindlichen Sehzellen enthilt. Die Sehnerven treten von hinten in das Auge, das an
dieser Stelle lichtunempfindlich ist (Blinder Fleck). Etwas hoher liegt der Gelbe Fleck (Macula
lutea), die Stelle des schirfsten Sehens. Die Sehachse geht durch die Pupillenmitte und den
Gelben Fleck mit der Netzhautgrube.

Optische Eigenschaften

Die abbildende Wirkung des Auges wird durch die Linse und tiberwiegend durch die ge-
kriimmte Hornhaut bewirkt. Die Brennweite des Auges kann sich im Bereich zwischen 19 mm
und 23 mm einstellen, je nach Entfernung des betrachteten Gegenstandes (Akkomodation). Als



202 9 Optik

Bezugssehweite oder deutliche Sehweite a bezeichnet man die Entfernung, in die man einen
Gegenstand bei genauer Betrachtung hélt. Die deutliche Sehweite wird in den Normen zu

a=25cm. Deutliche Sehweite a (9.10)

festgelegt.

Sehnenhaut
Netzhaut
Aderhaut

Gelber Fleck
Blinder Fleck

Bild 9-15
Anatomischer Aufbau des Auges

Der kleinste auflosbare Sehwinkel betréigt etwa 1 Winkelminute =3+10=% rad.

Diese Grenze wird einerseits durch die Beugung des Lichtes an der Pupille gegeben (siche
Abschnitt 9.2). Anderseits wird dieser Winkelabstand durch die Dichte der Sehzellen auf der
Netzhaut begrenzt. Mit den Zdpfchen konnen Farben unterschieden werden, wihrend die sen-
sibleren Stdbchen nur schwarzwei3-empfindlich sind. Der Abstand der Stidbchen auf der Netz-
haut liegt um 5 um; bei den Zapfchen ist er etwa 4-mal so grof3. Die Farbauflosung des Auges
ist somit schlechter als fiir Schwarzweif.

Brille

Bei Kurzsichtigkeit ist die Brechkraft des Auges so groB, dass parallel einfallendes Licht von
einem entfernten Gegenstand vor der Netzhaut vereinigt wird. Erst im Nahbereich kann der
Kurzsichtige scharf sehen. Zur Korrektur wird eine Brille mit Zerstreuungslinsen verwendet
(Bild 9-16a).

a) b)

Brille Brille

Bild 9-16 Korrektur von Augenfehlern durch eine Brille:
a) Kurzsichtigkeit b) Weitsichtigkeit

Bei Weitsichtigkeit ist die Brechkraft zu gering, so dass der Brennpunkt hinter dem Auge liegt
(Bild 9-16b). Bei entfernten Gegenstédnden kann dieser Fehler teilweise durch Akkomodation
ausgeglichen werden. Bei kurzen Absténden hilft jedoch nur eine Brille mit Sammellinsen.

Lupe

Eine Lupe ist eine Sammellinse mit einer Brennweite im cm-Bereich, die zur VergréBerung
des Sehwinkels I" dient. Die WinkelvergroBerung I" optischer Gerite ist definiert durch den
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Sehwinkel o', unter dem ein Gegenstand unter Zuhilfenahme des Gerites erscheint, und den
Winkel o beim Betrachten mit dem bloBen Auge in der Entfernung a =25 cm:

r=—. VergroBerung T’ 9.11)
o

Die VergroBerung o'/o einer Lupe hingt von der Brennweite /' und der Art des Gebrauches
ab. Zur Einstellung der Normalvergrdfierung hilt man die Lupe so, dass der Gegenstand in der
Brennebene liegt. Das Gesichtsfeld wird am gréBten, wenn sich das Auge moglichst am ande-
ren Brennpunkt der Linse befindet, die VergroBBerung héngt jedoch davon nicht ab. Nach Bild
9-17 liegt das entstehende Bild des Gegenstandes im Unendlichen. Der Sehwinkel ¢’ betrigt
o'=y/f'. Ohne Lupe hidlt man den Gegenstand in der deutlichen Sehweite
a =25 cm, d. h. der Sehwinkel betrigt o = y/a. Die WinkelvergréBerung I', in diesem Fall
die Normalvergroflerung, betragt somit:

a .
= ? mit @ =25 cm. Lupen-NormalvergroBerung I' (9.12a)

virtuelles
Bild im
Unendlichen

Bild 9-17

Zur NormalvergréBerung einer Lupe.
Der Gegenstand liegt im Brennpunkt,
das virtuelle Bild im Unendlichen

Man kann die Lupe auch so halten, dass das entstehende Bild in der deutlichen Sehweite a =
25 cm liegt. Man beweise selbst, dass in diesem Fall die VergroBerung folgenden Wert an-
nimmt:

a
fl
Okulare von optischen Geriten, wie Fernrohr oder Mikroskop, funktionieren im Prinzip als
Lupe.

I'=—+1. LupenvergréBerung (9.12b)

Beispiel 9.1.4a Das Auge hat eine Brennweite von f'= 23,0 mm. Die Augenlinse ist in der Lage, die Brechkraft des
Auges um 10 dpt =10 1/m zu vergréfern (Akkomodation). Wie verdndert sich die Brennweite des Auges ?

Ohne Akkomodation: D =1/ f'=43,5 m~!. Mit Akkomodation: D* = D+10m* =53,5m™ und

f * =18,7 mm. Das Auge kann also die Brennweite zwischen 18,7 und 23,0 mm verdndern.

Beispiel 9.1.4b Welche Brennweite hat eine Lupe mit einer Normal-VergroBerung von 10x ?
Man erhélt fiir die Brennweite nach (9.12a): f'=a/T’ =25cm/10=2,5 cm.

Beispiel 9.1.4c Berechnen Sie (nach den Gesetzen der Geometrischen Optik) den Radius » des Brennflecks auf der
Netzhaut, wenn ein Laserstrahl mit dem halben Divergenzwinkel # =1,6-107* rad in das Auge fillt

(fAuge =123 mm)
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Ein achsenparalleles Lichtbiindel erzeugt (nach der Geometrischen Optik) ein Lichtpunkt im Brennpunkt des Auges. Ist
das parallele Biindel um den Winkel  =1,6-107* rad gekippt, so verschiebt sich der Punkt um:
7= fyuget) = 3,7 um. Die Aufgabe kann auch mit Hilfe der Wellenoptik berechnet werden.

Beispiel 9.1.4d Der kleinste auflosbare Sehwinkel betréigt 6 =3-107 rad . Welchen Abstand y kann man in x=1m
und 100 m noch auflosen?

Es gilt niherungsweise: 0 =3-10"* rad = y/A. Damit folgt: y = 0,3 mm (x = 1 m) und y = 3 cm (fiir x = 100 m).

9.1.5 Photoapparat

Offnungsverhiiltnis

Die Prinzipien der Abbildung bei Photoapparat und Auge sind dhnlich. Das Objektiv erzeugt
ein umgekehrtes verkleinertes Bild auf dem Film. Zur Erzielung kurzer Belichtungszeiten soll
das Objektiv einen moglichst groBen Durchmesser d aufweisen. Da jedoch mit zunehmender
Offnung die Linsenfehler anwachsen, ist eine Korrektur der Objektive gegen diese Fehler
notwendig. Ein MaB fiir die Qualitit des Objektivs ist das Offnungsverhiltnis 1 : ky;,, das
wie folgt definiert ist:

. d
Offnungsverhéltnis = 1: kyjp =—

, .

Offnungsverhiltnis (9.13)

Ein Objektiv mit f’ = 45 mm und einem Offnungsverhiltnis 1: 2,8 besitzt einen Durchmesser
der so genannten Eintrittspupille von d = 16 mm. ky;, = 2,8 ist die minimale Blendenzahl.
Durch eine Blende mit den Werten k=14, 2, 2,8, 4, 5,6, 8, 12, 16 und 22 kann der Durchmes-
ser verkleinert werden. Die Werte sind so abgestuft, dass sich die Fliche jeweils halbiert. Da-
mit verdoppelt sich die notwendige Belichtungszeit.

Brennweite

Die Brennweite des Objektivs bestimmt das Gesichtsfeld, das auf dem Film gespeichert wird.
Mochte man ein kleines Gesichtsfeld photographieren, benétigt man Teleobjektive mit groBBer
Brennweite f.

Riickt man beim Photographieren den Gegenstand néher heran, verlédngert sich die Bildweite
und das Objektiv muss herausgedreht werden. Dies geht nur bis zu einer gewissen Grenze. Bei
noch kiirzeren Abstinden werden Zwischenringe eingesetzt oder die Brennweite wird durch
eine Vorsatzlinse verkiirzt.

Schirfentiefe

Auf dem Film wird nur eine Gegenstandsebene scharf abgebildet. Bildpunkte auBlerhalb der
idealen Ebene verursachen einen Unschirfekreis. Bei Verwendung kleiner Blenden reduziert
sich die Unschirfe (Bild 9-18) und man erhélt eine hohe Schirfentiefe, die oft auf dem Objek-
tiv abgelesen werden kann. Man versteht unter diesem Begriff den Bereich der Gegenstands-
weite, der scharfe Bilder ergibt.
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Bereich der

Scharfentiefe | |

- = - Unscharfekreis
- ||
| Bild 9-18
Zur Erkldrung der Schirfentiefe.

alw Der Unschirfekreis verkleinert sich

ideale Gegenstandslage ideale Bildlage beim Zuziehen der Blende

Beispiel 9.1.5a Welche Flache der Erde wird von einer Kamera mit /'=35 cm auf einem Film 20 mm x 20 mm aus
einer Hohe von g = 5 km abgebildet?

Aus (9.9a) folgt: y/y'=a/a'mit y'=0,02m, a'=0,05 mund ¢ =-5000 m (Vorzeichenregel!).

Daraus folgt y = y'a/a' = —2000 m. Die Fliche betrigt somit 4 km?.

Beispiel 9.1.5b Um welche Strecke s muss das Objektiv einer Kamera mit f'=5 cm verschiebbar sein, damit eine
Einstellung zwischen 0,7 m und Unendlich méglich ist.

Bei a =-0,7 m (Vorzeichenregel!) berechnet sich " nach (9.9a) aus 1/a'=1/a+1/ f" zua’ =538 m.

Bei a =— gilt a, =f=50 mm. Damit betrdgt s = o' — f'=3,8 mm.

Beispiel 9.1.5¢ Ein Digitalkamera hat eine Chipbreite von x =5 mm. Die Brennweite betrdgt /' =2 cm.

Wie groB ist Winkelbereich 2a, unter dem Objekt aufgenommen werden kénnen?

Es gilt: tana = (x/2)/ f' = 2,5/20 = 0,125 und 2a = 14°.

Beispiel 9.1.5d Ein Objektiv (/" =5 cm) ein Offnungsverhiltnis von 1:1,6.

Wie grof3 ist der Durchmesser des Objektivs D ?

Es gilt (9.13): 1:1,6 =d/f " undd =f"/1,6 =3,1 cm.

9.1.6 Projektor

Das Objektiv eines Bildprojektors entwirft ein vergroBertes, umgekehrtes, reelles Bild auf
einem Schirm oder einer Wand. Der Gegenstand befindet sich zwischen der einfachen und
doppelten Brennweite des Objektivs. Bei hohen Vergroferungen ist die Gegenstandsweite nur
wenig grofer als die Brennweite.

Diaprojektor und Beamer

Zur Abbildung dienen durchsichtige von hinten beleuchtete Objekte. Durch einen Kondensor
wird erreicht, dass das durch das Objekt tretende Licht nahezu voll standig durch das Objektiv
auf den Projektionsschirm gelangt. Dazu ist es notwendig, dass der Kondensor die Lichtquelle
in das Objektiv abbildet.

Beleuchtungsstrahlengang Abbildungsstrahlengang

Kondensor Objektiv

Bild 9-19 Prinzip eines Projektors. Man unterscheidet zwischen dem Strahlengang der Abbildung und
der Beleuchtung
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Man unterscheidet nach Bild 9-19 zwischen dem Abbildungs- und Beleuchtungsstrahlengang.
Bei gegebenem Abstand Projektor-Wand bestimmt die Brennweite des Objektivs die Bildgro-
Be. Man benétigt also fiir verschieden lange Raume und Bildgr6Ben Projektoren mit unter-
schiedlichen Brennweiten.

Als Projektor fiir Computer benutzt man Beamer, bei denen als Objektiv ein transparentes
Display aus Fliissigkristallen verwendet wird.

Schreibprojektor

Beim Overhead-Projektor werden durchsichtige Folien im Format einer Schriftseite im unver-
dunkelten Raum projiziert. Als Lichtquelle dient eine leistungsfahige Halogenlampe und als
Kondensator eine flache Fresnellinse, die sich unmittelbar unter der Schreibfliche befindet.
Bei Beleuchtung von oben wird die Konstruktion kompakter (Bild 9-20). In diesem Fall setzt
man als Kondensator eine Fresnelspiegellinse ein.

vergrolerte

—=— Abbildung auf
| $ > einem Schirm

Bild 9-20

Aufbau eines Schreibprojektors mit Beleuchtung

von oben. Der Abbildungsstrahlengang verlauft

wie in Bild 9.19 und ist nicht gezeichnet. (Die
Gegenstand Strukturen der Fresnel-Spiegellinse sind nicht
Fresnel-Spiegellinse mafstabsgetreu.)

WA
I |

Filmprojektor

Der optische Strahlengang bei Filmprojektoren ist dem der Diaprojektoren analog. Durch die
unterschiedliche Grofie der zu projizierenden Objekte ergeben sich andere Brennweiten.

Beispiel 9.1.6a Berechnen Sie die Brennweite des Objektivs eines Beamers, welches das 24 mm hohe Display auf eine
a’ =4 m entfernte Wand 1,5 m grof} abbildet.

Es gilt (9.9a): y'/y=a'/a=-150/2,4 =—62,5 (Das Minuszeichen gibt eine Bildumkehr an.).

Aus 1/ f’=1/a'—1/a erhilt man mit a” =400 cmund a = —a’/62,5 = —6,4 cm die Brennweite /' = 6,3 cm.

Beispiel 9.1.6b Ein Schreibprojektor mit einer Brennweite von /' = 50 cm liefert an einer 5 m entfernten Wand ein Bild
mit 2m x 2m. Wie groB} sind Gegenstand und Gegenstandsweite?

Aus (9.9a) 1/a=1/a" =1/ f' folgtmita’=5mund f'=0,5 m: Gegenstandsweite a =—0,56 m.

Die Gegenstandsgrofe y berechnet man aus y'/y =a'/a zu:y =-0,22 m (Bildumkehrung!).

9.1.7 Fernrohr

Fernrohre dienen zur VergréBerung des Sehwinkels weit entfernter Gegenstiande. Die Vergro-
Berung I" wird wie bei der Lupe definiert; sie ist durch die Sehwinkel beim Beobachten mit
und ohne Instrumente (0’ und 0) gegeben:

r=2. Vergroferung T’ 9.11)
o

Man unterscheidet Fernrohre zum Beobachten von terrestrischen oder astronomischen Objek-
ten, sowie Fernrohre fiir Sonderzwecke, z. B. fiir Mess- und Priifaufgaben.
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a) Kepler b) Galilei

Objektiv

pupille d,,

Bild 9-21 Strahlengang durch ein a) Kepler-Fernrohr b) Galilei-Fernrohr. (Der ,,Strich* bei den Brenn-
weiten f, f, wird weggelassen.)

Kepler-Fernrohr

Das Objektiv entwirft von einem weit entfernten Gegenstand ein Bild in der Brennebene. Die-
ses verkleinerte umgekehrte Bild wird mit dem Okular, das wie eine Lupe funktioniert,
vergroBert betrachtet (Bild 9-21a). Der weit entfernte Gegenstand erscheint ohne Instrument
unter dem Sehwinkel 0. Nach Bild 9-21 kann die Bildgr6Be B aus der Brennweite des Objek-
tivs f1 ndherungsweise berechnet werden:

_B
e

Das Okular mit der Brennweite f, wird so eingestellt, dass das Zwischenbild in dessen Brenn-
ebene fillt. Es wirkt als Lupe (Bild 9-17); das entstehende Bild wird unter dem Sehwinkel

o

, B
o'=—.
/2
erblickt (Bild 9.21a). Damit ergibt sich fiir die Vergroferung eines Fernrohres:
_h .
= f_ . Fernrohr-Vergroferung T’ (9.14a)
2

Das Bild beim Kepler'schen Fernrohr ,,steht auf dem Kopf*, was in (9.14a) nicht beriicksich-
tigt wurde.

Prismenfernrohr

Die Bauldnge von Kepler'schen Fernrohren ist gleich der Summe der Brennweiten von Objek-
tiv und Okular f] + f>. Bei terrestrischen Ferngldsern erfolgt eine Faltung des Strahlenganges
durch den Einbau zweier totalrefektierender Umkehrprismen (Bild 9-5b). Die Bauldnge wird
verkiirzt und die Bildumkehrung riickgdngig gemacht.

Bezeichnungen

Fernrohre werden durch die Vergroerung I und den Durchmesser des Objektivs charakteri-
siert, z. B. 8 x 40. Bei dieser Bezeichnung gibt 8 x die Vergroferung und 40 den Durchmesser
in mm an. Der Objektivdurchmesser bestimmt die Helligkeit des Bildes.

Schaut man aus gréBerer Entfernung auf das Okular eines Fernglases, siecht man ein helles
Scheibchen einige mm iiber dem Okular schweben. Es handelt sich um das Bild des Objektivs,
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das vom Okular entworfen wird. Man bezeichnet es als Austrittspupille. Der Benutzer eines
Fernrohres bringt seine Augenpupille an die Stelle der Austrittspupille. Daraus ergeben sich
folgende Konsequenzen: Am Tage ist die Augenpupille klein, nachts ist sie weit ge6ffnet.
Damit sind bei Tagglasern kleinere Objektivdurchmesser d moglich als bei Nachtglasern. Fiir
den Durchmesser der Austrittspupille d4 gilt ndherungsweise (Bild 9-22a):

dy = T Fernrohr, Austrittspupille (9.14b)

Galilei-Fernrohr

Dieser Fernrohrtyp, als Opernglas bekannt, hat eine kiirzere Baulinge, da als Okular eine Zer-
streuungslinse eingesetzt wird. Nach Bild 9-22b fallen die Brennpunkte von Objektiv und
Okular, wie beim Kepler’schen Fernrohr, zusammen. Da jedoch f, negativ ist, erhdlt man fiir
die Baulidnge f; — | f2| . Bild 9-22b zeigt den Strahlengang zur Bildkonstruktion. Es entsteht ein
aufrechtes Bild mit der VergroBerung I'= f;/ f, (9.14a). Da die Austrittspupille zwischen
Objektiv und Okular liegt, ist das Gesichtsfeld eingeschrinkt. Man beobachtet ,,wie durch ein
Schliisselloch®.

Spiegelteleskop

In der Wellenoptik wird gezeigt, dass das Auflgsungsvermdgen eines Fernrohres mit steigen-
dem Objektivdurchmesser zunimmt. Die Ursache dafiir ist die Beugung am Rand des Objek-
tivs. In der Astronomie mochte man moglichst viele Details erkennen und benétigt daher Ob-
jektive mit Durchmesser im m-Bereich. Da Linsen dieser Grofie nicht herstellbar sind, wihlt
man Hohlspiegel mit Durchmessern bis zu 5 m.

Messfernrohre

In der Technik und Wissenschaft werden Fernrohre fiir verschiedene Messaufgaben verwen-
det. Der Theodolit, ein drehbares Fernrohr, dient zur Winkelmessung. Bei Entfernungsmessern
wird aus der Stellung des Okulars bei Scharfstellung des Bildes auf die Entfernung des
Gegenstandes geschlossen. Ein Kollimator ist ein Projektor, der eine beleuchtete Strichplatte
nach Unendlich abbildet. Er wird in Kombination mit einem Fernrohr zur Winkelmessung
eingesetzt.

Beispiel 9.1.7a Was bedeuten die Bezeichnungen auf einem Fernglas: a) 5 x 35; 150 mund b) 7 x 21; 7,5° ?

Die erste Ziffer gibt die VergroBerung /" und die zweite den Durchmesser des Objektivs (Eintrittspupille) in mm. Hinter
dem Semikolon steht der Durchmesser des Sehfeldes in 1000 m Entfernung oder der volle Sehwinkel des Sehfeldes.

Beispiel 9.1.7b Ein Fernglas (Kepler-Typ) tragt die Bezeichnung 8 x 30 und es besitzt eine Brennweite des Objektivs
von f; =12 cm . Wie groB sind die VergroBerung I', die Okularbrennweite f,, die Baulidnge / (bei ungefaltetem Strah-
lengang) und der Durchmesser der Austrittspupille d 4 ?

Es gilt mit (8.14aund b): I'=8, f, = fi/T=L5cm, I=fi+ f, =13,5cm, d,=d/T"=3,75 mm.

Beispiel 9.1.7¢ Ein Kepler-Fernrohr soll zur VergroBerung des Durchmessers eines Laserstrahls d; = 0,7 mm auf
d, =5 mm eingesetzt werden. Die Bauldnge soll / = 12 cm betragen. Wie groB3 sind f; und f5 ?

Fiir die Strahlaufweitung gilt mit Hilfe von Bild 9-21: f,/f, =d,/d; =5/0,7="7,16. Die Baulidnge betrigt:
I = fi+ f, =12 cm. Daraus folgt: f,+7,16- ffy=12cm, f; =147 cm und f, =10,53 cm.

Beispiel 9.1.7d Ein Opernglas (Galilei-Typ) weist folgende Daten auf: Objektiv: fj = 8 cm, Durchmesser d; =3 cm,
Okular: f, =-2 cm. Geben Sie VergroBerung I" und die Baulénge / an.
Aus (9.14) folgt: ' =4, I = fi + f, = 6 cm (f, ist negativ!).
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9.1.8 Mikroskop

Aufbau

Mit Mikroskopen werden kleine im Nahbereich liegende Gegenstinde in zwei Stufen vergro-
Bert abgebildet. Wihrend beim Fernrohr Objektive groBBer Brennweite eingesetzt werden, liegt
beim Mikroskop die Brennweite im mm-Bereich. Der Gegenstand befindet sich in der Néhe
des Brennpunktes und das vergréBerte Zwischenbild wird im Tubus erzeugt (Bild 9-23a). Es
wird mit dem Okular, das als Lupe wirkt, nochmals vergréBert. Die GesamtvergroBerung T°
errechnet sich aus dem AbbildungsmaBstab des Objektivs 8 und der des Okulars Ty :

I'=pTy. GesamtvergroBerung I” (9.15a)

Die entsprechenden Werte fiir § und T, sind auf dem Objektiv und Okular angegeben, z. B.
B =40 und Ty, = 12. Die VergroBerung des Objektivs 8 kann man nach Bild 9-23a aus des-
sen Brennweite f] berechnen. Es gilt ndherungsweise:

t

petr

ObjektivvergroBerung (9.15b)

wobei ¢ die Tubuslidnge angibt. Sie ist als Abstand der Brennpunkte definiert und konstruktiv
meist zu 7 = 160 mm festgelegt. Die VergroBerung des Okulars I'p; ergibt sich aus der Lu-
penvergréBerung (9.12):

Tor = fi OkularvergroBerung Ty (9.15¢)

2

wobei a = 25 cm die deutliche Sehweite und f; die Brennweite des Okulars angeben.

a) Mikroskop mit endlicher Tubuslange b) Mikroskop mit “Tubuslange co “

virtuelles Bild

iNoo  ~ -

Objektiv ~~. _Okular Objektiv Tubuslinse Okular
—_— M~ . A —
1 V\ 1 ; — T~ -V ——

P -
S B et/ 2 (B b f ]

Bild 9-22 Aufbau von Mikroskopen. (Der ,,Strich* bei den Brennweiten £}, /, wird weggelassen.)
a) Abbildung durch Objektiv und Okular (klassisches Mikroskop)
b) Mikroskop mit ,,Tubusldnge o

Mikroskop mit Tubuslinge ,,unendlich*

Moderne Mikroskope sind oft anders aufgebaut. Der Gegenstand befindet sich genau in der
Brennebene des Objektivs und wird nach Unendlich abgebildet, wie bei einem Kollimator
(Bild 9-22b). Danach wirken ein Zwischenobjektiv (Tubuslinse) zusammen mit dem Okular
als Kepler'sches Fernrohr. Diese Konstruktion hat den Vorteil, dass zwischen Objektiv und
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Zwischenobjektiv ein paralleler Strahlengang vorliegt. Damit kénnen durch einen Strahlteiler
andere Strahlengidnge zur Beleuchtung oder Beobachtung mit einer Fernsehkamera eingespie-
gelt werden.

Man berechnet die GesamtvergroBBerung I' aus den VergroBerungen des Objektivs T'p; und
des Fernrohrs ', bestehend aus Tubuslinse und Okular:

L =Tpplp. (9.16a)

Da das Objektiv mit der Brennweite f; als Lupe wirkt, gilt:

Top = fi . Fiir das Fernrohr erhélt man mit (9.14): T'p = I , (9.16b)

1 J2

wobei f; die Brennweite der Tubuslinse und f; die des Okulars darstellen. Durch Umschrei-
ben der Gleichungen resultiert fiir die Gesamtvergroferung I :

. a
I'=Tpopqlor mit g= % und T = 7 (9.16¢)
2

Dabei ist ¢ der Tubusfaktor und T’ die VergroBerung des Okulars. Ein Beispiel fiir eine
Mi-kroskopbeschriftung lautet: Objektiv 10 x, Tubus 1,25 x, Okular 5 x: die Gesamtvergrof3e-
rung betrégt 62,5.

Es wurden Mikroskope fiir unterschiedliche Aufgaben entwickelt: Mikroskope hoher Vergro-
Berung und Auflésung zur Beobachtung kleinster Objekte, Operationsmikroskope geringerer
VergroBerung fiir medizinisches Arbeiten, Messmikroskope und andere.

Neben den Lichtmikroskopen gibt es Gerite, die auf anderen Prinzipien beruhen: Elektronen-
mikroskop, Tunnel-Mikroskop, Feld-Ionen- und Elektronenmikroskope und Laser-Scanning-
Mikroskop (Abschnitt 10.1.3).

Auflosungsvermogen

Die Wellenoptik in Abschnitt 9.2.4 zeigt, dass die Grenze der Auflésung, d. h. die Genauig-
keit, mit der Strukturen sichtbar werden, durch die Lichtwellenldnge A begrenzt ist. Man erhélt
fuir den kleinsten auflésbaren Abstand g:

A

2nsinu

Mikroskop, Auflosungsvermogen (9.26)

Dabei ist # die Brechzahl des Mediums zwischen dem Objekt und Objektiv und u der halbe
Offnungswinkel des Objektivs mit dem Durchmesser 4 und der Brennweite £}: tan u = d/(2 f).

Man nennt nsinu die numerische Apertur. Durch Einbringen eines Oltropfens zwischen Objekt
und Objektiv mit n = 1,3 erreicht man numerische Aperturen bis tiber 1. Damit kénnen Struk-
turen mit g = A/2 sichtbar gemacht werden. Neben der VergroBerung ist die numerische
Apertur ein wichtiges Charakteristikum fiir die Funktion und Qualitét eines Mikroskops.

Beispiel 9.1.8a Ein Mikroskop ist mit einem Objektiv 40x und einem Okular 12x ausgestattet. Geben Sie die Gesamt-
vergroferung I, die Brennweiten und die genaue Gegenstandweite an.
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I'=40x 12 =480, nach (9.15b) f; =¢/p =160 mm/40 = 4 mm (= 160 mm = Tubuslidnge),
nach (9.15¢) f5 =a/T, =250 mm/12 = 20,8 mm (a = 250 mm = deutliche Sehweite).
Aus l/a=1/a—1/ fy mita’=t+ f; =164 mm folgt: a=—4,1 mm=—f .

Beispiel 9.1.8b Ein Objektiv 100x hat eine numerische Apertur von nsiny =1,3 (Ol mit n = 1,4). Wie groB ist der
kleinste auflosbare Abstand g bei Beleuchtung mit blauem Licht 2 = 500 nm. Wie grof} ist der Objektdurchmesser D ?
Auflgsbarer Abstand (9.26): g = A/2nsinu = 500/(2-1,3) nm =192 nm.

Objektivdurchmesser: sinu =1,3/1,4=10,93, u=68,2°, f; =¢/100=1,6 mm, D =2f tanu =8 mm .

9.2 Wellenoptik

Licht ist eine elektromagnetische Welle mit einer Wellenldnge zwischen 400 und 700 nm (Ab-
schnitt 8.3.4), welche die Farbe bestimmt: violett (400 nm), blau (470 nm), griin (525 nm) und
rot (670 nm). In der geometrischen Optik (Abschnitt 9.1) wird die Wellennatur des Lichtes
nicht betrachtet. Viele Erscheinungen, wie Polarisation, Interferenz oder Beugung, erfordern
jedoch eine Beschreibung durch die Wellenoptik.

Licht breitet sich im Vakuum wie alle elektromagnetischen Wellen mit der Lichtgeschwindig-
keit ¢y = 299.792 km/s aus. In einem Medium verringert sich die Geschwindigkeit: ¢ = co/n,
wobei n die Brechzahl des Mediums ist. Der Zusammenhang zwischen der Frequenz f und
Wellenlinge A des Lichtes lautet:

f= "’70 mit g =3-108—. Lichtwelle (9.17a)
S

Die Lichtfrequenz liegt im Bereich von einigen 10!4 Hz und ist messtechnisch nicht direkt
erfassbar.

a) b)

Bild 9-23

Polarisation von Licht:

a) Lineare Polarisation

b) Durch Uberlagerung zweier
verschobener linear
polarisierter Wellen entsteht
zirkular polarisiertes Licht

9.2.1 Polarisation von Licht
Lineare Polarisation

In einer Lichtwelle schwingen die elektrische und magnetische Feldstirke senkrecht zur Aus-
breitungsrichtung und auch senkrecht zueinander. Sie sind mit einander verkoppelt. Es reicht
daher aus, allein die elektrische Feldstirke E zu betrachten. Eine Ausrichtung der Feldstérke
nennt man Polarisation. Bei unpolarisiertem Licht schwingt die elektrische Feldstirke statis-
tisch in alle Richtungen senkrecht zur Ausbreitung. Die Sonne und iibliche Lichtquellen emit-
tieren unpolarisierte Strahlung. Durch spezielle Polarisationsfilter wird erreicht, dass Licht nur
in einer Ebene schwingt. Eine ,,Momentaufnahme* einer linear polarisierten Welle zeigt Bild
9-23a.
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Zirkulare Polarisation

Neben der linearen Polarisation sind auch komplizierte Schwingungsformen moglich. Durch
die Uberlagerung zweier geeigneter linear polarisierter Wellen kann eine zirkulare Polarisa-
tion entstehen, bei dem sich die Feldstirke schraubenférmig durch den Raum bewegt (Bild
9-23b). In der Wellenlehre wurde unter dem Begriff Lissajous sche Figuren gezeigt, dass zwei
senkrechte Schwingungen gleicher Frequenz eine Kreisbewegung ausfithren, wenn eine Pha-
senverschiebung um 90° vorliegt (Abschnitt 6.1.4). Zirkular polarisiertes Licht entsteht durch
Uberlagerung zweier linear polarisierter Lichtwellen, die senkrecht zueinander schwingen und
gegeneinander um A/4 (oder 90°) verschoben sind. Andert man die Verschiebung, entsteht eine
elliptische Polarisation.

Polarisationsfolien

Dichroitische ldngliche Molekiile absorbieren nur eine Schwingungskomponente. Strahlt man
unpolarisiertes Licht auf eine Folie mit derartigen Substanzen, so wird das hindurchtretende
Licht bis zu 99 % linear polarisiert.

Stellt man zwei Polarisationsfilter hintereinander in einen Lichtstrahl, so dass ihre Vorzugs-
richtungen gekreuzt sind, wird das Licht vollstdndig absorbiert. Bringt man sie in parallele
Stellung, entsteht maximale Transmission. Wird ein Filter um den Winkel o aus der parallelen
Lage gedreht, tritt von der Feldstirke £ aus dem ersten Filter (Polarisator) nur die Komponente
Ecos a hindurch (Bild 9-23a). Die Intensitit / ist proportional zum Quadrat der Feldstédrke. Bei
Drehung éndert sich die Intensitét / wie folgt:

I=1Iycos?a, Polarisationsfilter, Drehung (9.17b)

wobei [ die maximale Intensitit bei paralleler Stellung (a = 0) angibt.

Polarisation durch Reflexion

Bei Reflexion an Grenzflichen wird das Licht teilweise polarisiert. Bei Metallen sind die Ver-
haltnisse kompliziert, es entsteht elliptisch polarisiertes Licht. Auf die Metalloptik wird nicht
weiter eingegangen. Im Folgenden wird das Verhalten durchsichtiger Medien beschrieben.
Licht wird an einer Glasfldche teilweise reflektiert und gebrochen (Abschnitt 9.1.1). Das unpo-
larisiert einfallende Licht kann in zwei Komponenten zerlegt werden: parallel und senkrecht
zur Reflexionsebene. Bei senkrechtem Einfall werden beide Komponenten zu etwa je 4 %
reflektiert (Bild 9-24). Bei schriager Einstrahlung wird jedoch die senkrechte Komponente
stirker gespiegelt. Damit tritt nach Reflexion eine partielle Polarisation auf. Bild 9-25 zeigt,
dass die Reflexion unter dem Brewster-Winkel verschwindet, so dass das reflektierte Licht
vollstandig polarisiert ist.

Der Brewster-Winkel kann aus dem Brechungsgesetz errechnet werden. Man stellt sich vor,
dass die Reflexion durch die Emission der Elektronen im Glas mit der Brechzahl » erfolgt, die
durch die einfallende Lichtwelle angeregt werden. Die Elektronen strahlen wie ein schwingen-
der Dipol: in Richtung der Schwingung ist die Emission Null, senkrecht dazu maximal. Damit
kann eine Reflexion fiir die parallele Polarisationskomponente nicht erfolgen, wenn der Win-
kel zwischen dem gebrochenem und reflektiertem Strahl gleich 90° betrdgt. Aus dem Bre-
chungsgesetz (9.2) erhélt man fiir den Brewster- Winkel €p:

tansg =n. Brewster-Winkel ¢ (9.17¢)
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100
‘6‘9‘
c
,(_5“
*8—) 50
S Bild 9-24
S Reflexionsgrad an einer Glasfliche mit » = 1,52
5 fuir verschieden polarisiertes Licht. Fiir unpolari-
o sierte Strahlung gilt der Mittelwert beider Kurven.

(s = Polarisationsrichtung steht senkrecht zur
0 * 56 Einfallsebene, p = parallel zu Einfallsebene)

Einfallswinkel in Grad

Reflektiertes Licht ist stets teilweise polarisiert. Damit ergibt sich die Mdoglichkeit, Reflexe an
Glas- oder Wasserfldchen durch Polarisationsfolien zu reduzieren. Davon wird in der Photo-
graphie und bei so genannten Polaroid-Sonnenbrillen Gebrauch gemacht.

Polarisation durch Streuung

Licht wird an Molekiilen und kleinen Teilchen gestreut. Auch hier stellt man sich vor, dass
Elektronen durch die Lichtwelle zu Dipolschwingungen angeregt werden. Daher wird Licht in
Richtung der Polarisation, d. h. der Schwingung, minimal und senkrecht dazu maximal ge-
streut. Aus diesem Grund ist Sonnenlicht, das in der Erdatmosphére gestreut wird, teilweise
linear polarisiert.

Doppelbrechung

In anisotropen Medien, wie Kristallen oder optischen Medien unter mechanischer Spannung,
hiangt die Brechzahl » von der Richtung der Polarisation und Lichtausbreitung ab. Die Ver-
haltnisse der Kristalloptik sind kompliziert, so dass hier nur einige wichtige Sonderfille er-
wihnt werden.

optische
Achse™-

auflierordentlicher
Strah

ordentlicher Bild 9-25

Doppelbrechung in Kalkspat.

Zerlegung unpolarisierten Lichtes in senk-
recht zueinander polarisiertes Licht

In Kristallen gilt das Brechungsgesetz (9.2) nicht vollstdndig. Dies wird am Beispiel einer
Kalkspatplatte deutlich, die in einer speziellen Kristallrichtung geschnitten ist. Unpolarisiertes
Licht wird im Kristall in zwei Polarisationskomponenten aufgespalten (Bild 9-25). Der so
genannte ordentliche Strahl verhilt sich vollig normal, die Brechzahl hingt nicht von der Aus-
breitungsrichtung ab. Der auferordentliche Strahl ist senkrecht dazu polarisiert, und er wird
im Widerspruch zum Brechungsgesetz gebrochen. Die Brechzahl » hingt von der Ausbrei-
tungsrichtung ab.
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Polarisationsprismen nutzen die Doppelbrechung aus. Haufig wird das Glan-Thompson-
Prisma verwendet, bei dem eine Polarisationsrichtung durch Totalreflexion aus dem Strahlen-
gang gespiegelt wird (Bild 9-26). Die selektive Totalreflexion beruht darauf, dass die Brech-
zahlen fiir den ordentlichen und auflerordentlichen Strahl verschieden sind. Sie findet an einer
Kittschicht mit geringerer Brechzahl statt.

ordentlicher Strahl

i 5
T =TT T T 2 N7 T TauBerordentlicher Strahl
— L, i
R . Bild 9-26
. Glan-Thompson-Prisma zur Erzeu-
- gung linear polarisierten Lichtes

A/4- und A/2-Platte

Bei einer Kalkspatplatte, in der das Licht senkrecht zur optischen Achse einfillt, findet keine
Aufspaltung in die ordentliche und auerordentliche Welle statt. Allerdings sind die Brechzah-
len ungleich, beide Wellen breiten sich verschieden schnell aus. Damit entsteht ein Phasenun-
terschied zwischen den Wellen, der von der Dicke des Kristalls abhingt. Bei der A/4-Platte
betrigt der Phasenunterschied 90° und es entsteht fiir eine Wellenlidnge zirkular polarisiertes
Licht (Bild 9-24b), sofern man linear polarisiertes Licht einstrahlt (unter 45° zur optischen
Achse). Dementsprechend dreht eine 4/2-Platte die Polarisationsebene um 90°. Derartige Bau-
elemente haben in der Lasertechnik Bedeutung.

Eine 1/4-Platte dient zur Erzeugung von zirkular polarisiertem Licht aus linear polarisiertem
Licht. Eine A/2-Platte dreht die Polarisationsebene von linear polarisiertem Licht um 90°.

Spannungsdoppelbrechung

Glaser und Kunststoffe werden durch mechanische Spannungen doppelbrechend. Dieser Ef-
fekt wird zur optischen Darstellung von Spannungen ausgenutzt. Man bringt den zu untersu-
chenden durchsichtigen Korper zwischen zwei gekreuzte Polarisationsfilter. Im spannungsfrei-
en Zustand lduft kein Licht durch das System. Bei Wirkung von Kréften erscheinen im hin-
durchgehenden Licht helle Streifen, die bei weilem Licht farbig sind. Kurven gleicher Hellig-
keit oder Farbe stellen Bereiche gleicher Spannung dar.

Optische Aktivitiit
Optisch aktive Substanzen drehen die Polarisationsebene von Licht.

Dieser Effekt wird dazu ausgenutzt, um die Konzentration von Zucker in Lésungen zu bestim-
men (Saccharimeter). Neben schraubenformigen Molekiilen sind auch Flissigkristalle optisch
aktiv, was in Anzeigeeinheiten ausgenutzt wird (Abschnitt 11.1.4).

Faraday-Effekt

Bringt man isotrope transparente Medien in ein Magnetfeld, tritt optische Aktivitit auf. Bei
Durchstrahlung von Licht in Feldrichtung wird die Schwingungsebene von linear polarisiertem
Licht gedreht. Als Faraday-Isolator bezeichnet man Systeme, oft mit Permanentmagneten, die
wie eine A/2-Platte wirken. In Verbindung mit einem Polarisationsfilter verhindern sie, dass
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Licht in einem Strahlengang durch Spiegelung an Grenzfldchen zuriicklduft. Laser werden
leicht durch riickgestreutes Licht gestort.

Ringelelektrode Kristall

%

N
%,

T T Bild 9-27

Polarisator Analysator Pockels-Zelle zur Modulation von Licht

AN

Pockelszelle

Elektrische oder magnetische Felder konnen in Materialien Doppelbrechung hervorrufen. Der
Pockelseffekt wird in der Lasertechnik zur Konstruktion von Lichtschaltern ausgenutzt. Ein
Kristall mit zwei Elektroden, z. B. KDP (Kaliumdihydrogenphosphat) oder ADP (Ammo-
miumdihydrogenphosphat), wird zwischen zwei gekreuzte Polarisatoren gebracht (Bild 9-28).
In dieser Form ist der optische Schalter geschlossen. Bei Anlegen einer so genannten A/2-
Spannung von etwa 4 kV wird der Kristall doppelbrechend und er wirkt wie eine A/2-Platte.
Die Polarisation wird um 90° gedreht und das Licht kann durch das System hindurchtreten: der
Schalter ist offen.

Der Kerreffekt tritt hauptsachlich in Fliissigkeiten auf, beim Anlegen eines elektrischen Feldes
wird das Material doppelbrechend.

Beispiel 9.2.1a Ein unpolarisierter Lichtstrahl fillt nacheinander durch drei Polaristionsfilter, die jeweils um 60°
gegeneinander verdreht sind. Wie gro8 ist die Intensitit nach Durchgang durch das 1., 2. und 3. Filter.

Das erste Filter polarisiert das Licht und es ldsst somit (9.17b) 50 % durch. Die Intensitit / nach dem zweiten und
dritten Filter wird jeweils um cos® @ = cos? 60° = 0,25 geschwiicht. Es ergibt sich nach dem zweiten und dritten
Filter eine Schwichung um 0,5 -0,25 = 12,5 % und 0,5 0,25 -0,25 = 3,125 %.

Beispiel 9.2.1b Unter welchem Winkel miissen die Endfenster (» = 1,56) des Entladungsrohres eines HeNe-Lasers
stehen, damit linear polarisiertes Licht ohne Verluste hindurchtritt.

In der Einfallsebene polarisiertes Licht wird an einer Glasfldche unter dem Brewster-Winkel € nicht reflektiert. Nach
(9.17¢) gilt: taneg = n =1,56. Daraus folgt ez =57,3°.

9.2.2 Eigenschaften der Kohérenz

Weilles Licht besteht aus einem kontinuierlichen Wellenlidngenspektrum, d. h. einem Gemisch
unterschiedlicher Wellen. Dagegen strahlen Laser monochromatisch mit nahezu konstanter
Wellenldnge. Man sagt Laserlicht ist kohdrent (zusammenhéngend). Bei kohédrenten Lichtwel-
len machen sich spezielle Interferenzeffekte bemerkbar; dieses sind Erscheinungen bei der
Uberlagerung von Wellen. Weiles Licht dagegen ist inkohdrent. Interferenzen sind nicht be-
obachtbar, da sie sich durch die UnregelméaBigkeiten der Wellen herausmitteln.
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Legurit  gpiegel
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Michelson-Interferometer zur Messung der
\ /\ /\ / 264 zeitlichen Kohérenz. Die Intensititsverteilung
it ; I(x) in der Beobachtungsebene hingt von
W

t
X der Verzogerungszeit t=2 A [/ ¢( der
pst Teilwellen ab, die durch den Strahlteiler 7
k

@ erzeugt werden.
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Zeitliche Kohirenz

Die Begriffe Interferenz und Kohdrenz werden an der Funktion eines Michelson-
Interferometers erlautert (Bild 9-28). Eine Lichtwelle, bevorzugt aus einem Laser, wird durch
einen halbdurchlédssigen Spiegel in zwei Teilbiindel aufgespalten. Die beiden Wellen werden
an zwei Spiegeln in sich selbst reflektiert und hinter dem Strahlteiler wieder zur Uberlagerung
gebracht. Kippt man einen der Spiegel leicht an, erhilt man die Uberlagerung zweier ebener
Wellen unter einem kleinen Winkel. Wie in Bild 9-28 dargestellt, gibt es Stellen der Uberlage-
rung zweier Wellenberge und es ist hell. Das Gleiche gilt fiir die Uberlagerung der Wellenti-
ler. Zwischen den hellen Stellen treffen Berg und Tal aufeinander, die sich gegenseitig auslo-
schen und es ist dunkel. Es entstehen bei der Uberlagerung zweier verkippter ebener Wellen
helle und dunkle Interferenzstreifen.

Bewegt man einen der Spiegel in Bild 9-28 in Richtung der Wellenausbreitung, so verschiebt
man beide Teilwellen und die Interferenzstreifen im Uberlagerungsgebiet gegeneinander. So-
fern die primire Welle kohérent ist, &ndert sich nichts am Kontrast der Streifen. Ist sie jedoch
nur teilweise kohédrent, nimmt der Kontrast mit zunehmender Verschiebung ab. Es interferieren
verschiedene Teilstiicke der Welle, die einander nicht mehr exakt entsprechen. Die Interfe-
renzstreifen werden unscharf und verschwinden bei groen Spiegelverschiebungen.

Mit dem Michelson-Interferometer kann der Kohédrenzgrad einer Lichtquelle gemessen werden.
Man definiert als Kohdirenziinge Ik die Verschiebung der Wellen gegeneinander, bei welcher der

Kontrast stark abnimmt (um den Faktor 1/ V2 ). Dem entspricht die Kohdrenzzeit #:

Ix =txco Kohérenzlinge /g (9.18a)

Licht entsteht durch atomare und molekulare Ubergiinge von héheren zu tieferen Energie-
niveaus. Man kann sich vorstellen, dass im Prinzip ein emittierter Wellenzug nur mit sich
selbst interferiert, da Wellen von anderen Atomen zu unterschiedlich sind. Die Kohirenzzeit g
entspricht daher etwa der Emissionsdauer oder der Lebensdauer 7 des Ausgangsniveaus. Durch
den mathematischen Formalismus der Fourier-Analyse (Abschnitt 6.1.5) kann eine Welle der
zeitlichen Dauer 7 durch ein Spektrum von Sinuswellen mit der Bandbreite Af beschrieben
werden:
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Af = l Spektrale Bankbreite Af
T

Die Kohidrenzlinge /g wird somit durch die spektrale Bandbreite Af der Lichtquelle bestimmt
(Tabelle 9.3):
=<0

Af-
Die Kohirenzlinge /x und Kohdrenzzeit #x beschreiben die zeitliche Kohdrenz, da bei der
Messung zwei Teilwellen zeitlich gegeneinander verschoben werden.

Ix Kohérenzlange /g (9.18b)

Tabelle 9.3 Kohirenzldnge /g verschiedener Lichtquellen

Lichtquelle Afin Hz Ik Laser Afin Hz Ik
Sonne 510 14 0,6 um He-Ne-Laser 109 30 cm
Spektrallampe 109 30 cm " " stabilisiert 1,510 3 2 km

Ortliche Kohiirenz

Die ortliche Kohdrenz untersucht die Interferenz an zwei verschiedenen Stellen einer Lichtwel-
le zur gleichen Zeit. Zur Untersuchung dieser Kohédrenz blendet man aus einer breiten Wellen-
front zwei spaltférmige Bereiche aus und bringt diese Teilwellen zur Uberlagerung (Doppel-
spaltversuch nach Young). Man beobachtet bei VergroBerung des Spaltabstandes eine Abnah-
me des Kontrastes der Interferenzstreifen. Bei der technischen Anwendungen von Interferen-
zen werden meist Laser in der TEMy -Mode eingesetzt, die ortlich vollstindig kohérent sind.

Beispiel 9.2.2a Wie groB ist die Kohérenzldnge eines HeNe-Lasers mit einer Bandbreite von 1 GHz?
Nach (9.18b) gilt: /g =c¢,/Af =0,3 m.

Beispiel 9.2.2b In einen weiflen Lichtstrahl wird ein Interferenzfilter (1 = 500 nm, AA =1 nm) gestellt.
Wie grof3 ist die Kohérenzlidnge?

Aus f =c¢y/A (9.17a) erhdlt man durch Differenzieren |Af| =oAL/ A? =1,2-102 Hz
Danmit erhlt man die Kohirenzlinge (9.18b) Ix =c,/Af =2,5-107*m.

9.2.3 Erscheinungen der Interferenz

Die Anwendungen der Interferenzoptik sind durch die Erfindung des Lasers stark angewach-
sen. Wichtige Bauelemente und Gerite dieses Fachgebietes sind beispielsweise: Gitter, Filter,
Schichten zur Ent- und Verspiegelung, Interferometer und holographische Systeme.

Interferenzen an parallelen Schichten

Zwischen parallelen Schichten konnen sich stehende Lichtwellen ausbilden. Bild 9-30a zeigt
eine Lichtwelle, die auf eine Planplatte fillt. An den Grenzfliachen findet mehrfach Brechung
und Reflexion statt. Betrachtet man im durchgehenden Licht den Wegunterschied A zwischen
zwel benachbarten Wellen, findet man mit Hilfe des Brechungsgesetzes:

A =n(BC + CD)-BP = 2dVn? —sin’ ¢ .
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Bild 9-29 Interferenzen an parallelen Schichten: a) Zur Berechnung der maximalen Transmission.
b) Bedingung fiir maximale Transmission bei senkrechtem Einfall. Moden in Schichten und
Lasern

In der Gleichung wurde beriicksichtigt, dass an der Grenzfliche zum dichteren Medium ein
Phasensprung von st (Verschiebung der Welle um 4/2) auftritt und dass im Glas die Wellen-
lange A auf den Wert A/n verkleinert wird. Um dies nicht jedes Mal mit bedenken zu miissen,
setzt man im Medium statt des zuriickgelegten Weges x den optischen Weg #nx ein und arbeitet
dementsprechend mit der normalen Wellenlidnge A. Die beiden Teilwellen iiberlagern sich
konstruktiv, wenn der Gangunterschied A gleich der Wellenlidnge oder ein Vielfaches davon
ist (A = mA). Maximale Helligkeit entsteht also, wenn

2dVn? —sin2e =mAl mit m=1,2,3, ... Interferenz (9.19a)

gilt. Dagegen entsteht ein Minimum der Transmission, wenn Berg und Tal der beiden Teilwel-
len zusammenfallen: A =mA—1/2.

Fiir senkrechten Einfall (¢ =0) kann (9.19a) vereinfacht werden. Maximale Transmission
entsteht, wenn die Schichtdicke nd ein Vielfaches von A/2 betrigt:

nd = m% mit m=1,2,3, ... Maximale Transmission (9.19b)

Dieser Fall ist in Bild 9-29b skizziert. Es ergeben sich folgende technische Anwendungen.

Interferenzfilter: Derartige Filter bestehen aus einem Glastrager, auf dem folgende Schichtfol-
ge aufgedampft ist: diinne metallische Spiegelschicht mit einem Reflexionsgrad etwas unter-
halb von 100 %, eine transparente Schicht der Dicke A/n oder ein Vielfaches davon und eine
weitere Spiegelschicht. Fiir eine Zwischenschicht #d = 600 nm erhilt man nach (9.19b) maxi-
male Transmission fiir A= 1200 nm, 600 nm, 400 nm, 300 nm, 200 nm, usw. Durch den hohen
Reflexionsgrad der Verspiegelung wird eine mehrfache Reflexion in der Zwischenschicht
erreicht. Die Transmissionsbereiche konnen bis auf 10 nm scharf definiert sein. Zur Beschrin-
kung der Durchléssigkeit auf eine einzelne Wellenldnge wird die Schichtstruktur mit einem
Farbfilter kombiniert.

Laserresonatoren: Ein Laser besteht aus einem aktiven Medium, das sich zwischen zwei Spie-
geln befindet (Abschnitt 9.3). In der Praxis werden Hohlspiegel mit einem Kriimmungsradius
im m-Bereich verwendet, die ndherungsweise als eben angesehen werden kénnen. Zwischen
diesen Spiegeln bilden sich stehende Wellen aus, die nach Gleichung 9.19b beschrieben wer-
den. Auch Bild 9-29b ist mit dem Hinweis giiltig, dass die Spiegelabstinde L (au3er bei Halb-
leiterlasern) im 10-cm-Bereich liegen, so dass die Zahl der Halbwellen etwa m =105 betrégt.
Die Frequenzen eines Laserresonators erhélt man aus (9.19b) mit /' =c¢q/ A:
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c
f=m-2. Laserresonator
2L

Daraus ergibt sich fiir den Frequenzabstand Af = (m+1)cy /2L —mcy /2L benachbarter Mo-
den (Schwingungsformen) mit m + 1 und m:

Af = g—g Longitudinale Moden (9.20)

Im Allgemeinen strahlen Laser mehrere Moden, deren Zahl durch die Linienbreite des Laser-
iiberganges bestimmt ist: man dividiert die Linienbreite durch A f. Kurze Laser weisen nach
(9.20) einen groflen Modenabstand A f auf. Man kann erreichen, dass nur eine Mode auftritt.
Auch bei langen Lasern ist Monomode-Betrieb moglich, wenn man einen zusétzlichen kurzen
Resonator zwischen die Laserspiegel bringt. Dieser besteht aus einer planparallelen beidseitig
verspiegelten Glasplatte mit einer Dicke um 1 cm, die man Etalon oder Fabry-Perot-Etalon
nennt.

Entspiegelung: Nach Bild 9-25 reflektiert eine Glasplatte bei senkrechtem Einfall etwa 4 % an
jeder Grenzfliche. Durch Aufdampfen diinner A/4 -Schichten kann je nach Wahl der Brech-
zahl eine Ent- oder Verspiegelung erreicht werden. Bei der einfachsten Art der Entspiegelung
wird auf das Glas ein durchsichtiges Material mit einer Brechzahl n, gedampft, die zwischen
der des Glases (n3) und der Luft (n; = 1) liegt. Damit minimale Reflexion auftritt, muss bei
senkrechtem Einfall der Wegunterschied 2n,d = A/2 betragen. In diesem Fall 16schen sich an
den beiden Grenzfliachen reflektierten Wellen aus. Man kann somit fiir eine Schichtdicke von
nyd = A/4 bei senkrechtem Einfall eine Entspiegelung erzielen (Bild 9-30a). Durch mehrere
A/2 -Schichten wird eine Entspiegelung fiir ein breites Wellenlidngenspektrum nahezu voll-
standig erreicht. Dadurch wird die Lichtstirke von Objektiven mit mehreren Linsen erheblich
erhoht. (Gegeniiber (9.19b) erhélt man einen Unterschied, da bei der Entspiegelung die paral-
lele Schicht auf Glas aufgebracht ist. Bei Reflexion an den beiden Grenzfldchen entsteht je-
weils ein Phasensprung von 7z, der bei der Uberlagerung der beiden reflektierten Wellen keine
Rolle spielt.)

a}nI(nZ‘nS b)n1<n2)n3
m Bild 9-30
l =Y

Interferenzen an

n, | n,A/4 diinnen Schichten:
a) Entspiegelung
b) Verspiegelung,

n; (Glas) z. B. Laserspiegel

Laserspiegel: Besitzt die aufgedampfte A/4 -Schicht eine Brechzahl n, gréBer als die des
Glases (3 ), resultiert statt der Ent- eine Verspiegelung. Der Phasensprung tritt nur an der
ersten Grenzfliche auf. Entsprechend den oben dargelegten Gedankengéngen entsteht im
durchgehenden Licht eine destruktive Interferenz. Durch mehrere A/4-Schichten mit unter-
schiedlichen Brechzahlen konnen Spiegel mit Reflexionsgraden bis tiber 99,9 % produziert
werden, die beispielsweise als Laserspiegel eingesetzt werden (Bild 9-30b).
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Interferenzen an Kkeilformigen Schichten

Auch an nichtparallelen Schichten treten Interferenzen auf. Am bekanntesten sind die New-
ton’schen Ringe, die an diinnen Luftkeilen auftreten, z. B. bei in Glas gerahmten Diapositiven.
Bild 9-31 zeigt die Entstehung von Interferenzen durch Reflexion an der Oberfliche einer
plankonvexen Linse und einer ebenen Glasplatte. Die beiden reflektierten Wellen verlaufen
nicht genau parallel, werden jedoch bei der optischen Abbildung durch die Augenlinse zur
Uberlagerung gebracht. Bei Beobachtung in Reflexion treten Interferenzringe auf, wenn der
Luftkeil die Dicke d,, =mA/2+A/2 aufweist. Der Term A4/2 entsteht durch den Phasen-
sprung bei Reflexion am dichten Medium (Glasplatte). Der Satz von Pythagoras liefert (Bild
9-31): R2=#2+(R—d,,)? oder niherungsweise d,, =r2/(2R) (fiir R>> r,, ). Damit resultiert
fur den Radius r,, der hellen Ringe:

Fpp =+/(m+1/2)AR mit m=0,1,2, ..... Newtonsche Ringe (9.21a)
[ M
R
Licht
_ ; Bild 9-31
Linse i d. Zur Entstehung von Interferenzen an keilférmigen
Schichten am Beispiel der Newton'schen Ringe

Glas

Fiir den Radius der dunklen Ringe erhélt man: m
Vo =VmAR mit m=0,1,2, ... (9.21b)

Die Newton schen Ringe konnen als Hohenschichtlinien des Luftkeils angesehen werden. Von
Streifen zu Streifen #ndert sich die Dicke um A/2. Ahnliche Erscheinungen werden an einer
normalen Glasplatte beobachtet, an der ein aufgefacherter Laserstrahl reflektiert wird. Im an
beiden Oberflichen gespiegelten Licht treten unregelméBige dunkle Streifen auf, welche die
Abweichungen der Glasplatte von der Parallelitit anzeigen.

Farben diinner Plittchen

Diinne Schichten, wie Olfilme, Oxid- oder Aufdampfschichten, zeigen bei Beleuchtung mit
weilem Licht schillernde Interferenzfarben. Dies liegt daran, dass jede Wellenldnge ein eige-
nes System von Interferenzstreifen verursacht.

Interferometer

Das bekannte Michelson-Interferometer wurde bereits in Abschnitt 9.3.6 zur Messung der
Kohirenzlidnge dargestellt. Es wird auch zu anderen Messaufgaben eingesetzt. Beipielsweise
konnen Langendnderungen sehr genau durch die Bewegung und Zéhlung der Streifen bei Ver-
schieben eines Spiegels gemessen werden. Dies wird zur Steuerung von Werkzeugmaschinen
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hoher Prizision ausgenutzt. Ein anderes Verfahren priift die Oberflachenstruktur von reflektie-
renden Werkstiicken, die einen der Spiegel ersetzen. Das Interferenzbild ist entsprechend der
Oberflache deformiert. Die Messgenauigkeit liegt unterhalb von 100 nm.

Beim Interferenzmikroskop wird das Prinzip des Michelson-Interferometers mit der Mikro-
skopie kombiniert. Es wird eine ideal plane Oberfliche mit dem Objekt verglichen, z. B. eine
Schleifspur in einem Metall. Die Interferenzstreifen geben als Hohenschichtlinien das Oberfla-
chenprofil des Werkstiicks an. Eine Verschiebung um einen Streifenabstand entspricht der
Verdnderung der Oberfliche um A/2.

Beispiel 9.2.3a Eine Glasplatte (n; = 1,54) soll durch Aufdampfen eines Materials (» =1,36) fiir die Wellenldnge
A =550 nm entspiegelt werden. Wie groB ist die Schichtdicke d ?
Fiir Entspiegelung gilt: nd = /4, d = 1/(4n) =101 nm.

Beispiel 9.2.3b Wie grof ist der longitudinale Frequenzabstand longitudinaler Moden in einem Laser

der Lange L =1 mund 0,1 m?
Nach (9.20) gilt: Af =c¢o/(2L): L=1m: Af =3-10%/2Hz=150 MHz. L=1m: Af =1,5GHz

9.2.4 Beugung von Licht

Unter Beugung versteht man das Eindringen von Licht in den geometrischen Schattenraum hinter
Hindernissen. Mit dem Huygens schen Prinzip kénnen Effekte der Beugung erklért werden:

Jeder Punkt einer Wellenfldche ist Ausgangspunkt einer kugelformigen Elementarwelle.

Beugung am Gitter

Die Beugung an einem regelméBigen Gitter, das aus strichférmigen durchsichtigen Bereichen
besteht, ist relativ einfach zu berechnen (Bild 9-32). Von jedem Punkt der Gitterstriche breiten
sich kugelférmige Elementarwellen aus, die sich tiberlagern. Auf einem entfernten Schirm
erhilt man eine Beugungsfigur mit mehreren Maxima und Minima (Bild 9-32a). Das erste
Maximum entsteht unter dem Winkel a, bei dem der Weglangenunterschied von zwei Spalten
bis zum Schirm gleich einer Wellenlidnge A betrégt. Fiir groe Entfernungen des Schirmes vom
Gitter gilt ndherungsweise Bild 9-32b. Man erhélt aus dem schraffierten Dreieck fiir die erste
seitliche Beugungsordnung: sina = A/d , wobei d der Gitterabstand ist (Gitterkonstante). Wei-
tere Beugungsmaxima entstehen fiir die Wegunterschiede m 4. Allgemein gilt fiir die Maxima:

. A .
sina = mg mit m=1,2,3,....... Beugungsgitter 9.22)

—— 1. Ordnung

".:":" ‘l0 8r(cjlnung — -1. Ordnung
*_‘..,.’"’ - 10:::12323 [—— 0. Ordnung

Bild 9-32 Beugung am Gitter:
a) Durch Uberlagerung von Elementarwellen entstehen verschiedene Beugungsordnungen.
b) Geometrische Beziehungen zur Berechnung der Beugungswinkel
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Die 0. Ordnung tritt in Richtung der einlaufenden Welle auf, rechts und links davon entsteht
die 1., 2., 3., usw. Beugungsordnung.

Spektralapparat

Beugungsgitter werden zur Vermessung von Wellenldngen in Spektralapparaten verwendet,
meist als Reflexionsgitter. Bild 9-34 zeigt, dass das zu analysierende Licht parallel auf das
Gitter fillt. Licht verschiedener Wellenldngen A wird in unterschiedliche Richtungen gebeugt.
Mittels eines Hohlspiegels wird das gebeugte Licht einer Wellenldnge auf den Austrittsspalt
fokussiert. Durch Drehen des Gitters schiebt sich das gesamte Spektrum iiber den Spalt, an
dem das Licht optoelektronisch nachgewiesen wird. Statt des Spaltes kann auch ein Diodenar-
ray eingesetzt werden. Es entsteht ein optischer Vielkanalanalysator, der das gesamte Spekt-
rum gleichzeitig erfasst. Das Auflosungsvermégen eines Gitters ldsst sich zu

A

AA
berechnen, wobei m die Beugungsordnung, p die Zahl der beleuchteten Gitterstriche und AA
der kleinste nachweisbare Wellenldngenunterschied angeben. Die Herstellung von Beugungs-
gittern erfolgt holographisch durch Atzverfahren. Statt Gitter lassen sich auch Prismen einset-

zen (Bild 9.33), allerdings ist das Auflosungsvermogen geringer. Die Anwendung von Spekt-
ralapparaten ist in Abschnitt 10.3.1 beschrieben.

mp. Auflésungsvermégen eines Beugungsgitters

I Eintrittspalt

Spiegel

Bild 9-33
Darstellung eines Gitterspektrometers.
l A Im Prinzip kann das Gitter durch ein
S enr” (reflektierendes) Prisma ersetzt wer-
| A=A, den.

Diffraktive optische Elemente

Das Beugungsgitter ist das einfachste Element der diffraktiven Optik. Durch komplizierte Git-
terstrukturen konnen zahlreiche optische Bauelemente hergestellt werden, die beispielsweise
wie Linsen, Prismen, Strahlteiler oder Strahlablenker wirken. Wéhrend iibliche optische Ele-
mente auf den Prinzipien von Brechung und Reflexion beruhen, nutzen diffraktive Systeme die
Beugung und Interferenz aus. Im Abschnitt (9.2.5) wird in der Holographie nochmals auf diese
Thematik eingegangen.

Beugung am Spalt

Trifft Licht auf einen diinnen Spalt, tritt #hnlich wie beim Gitter Beugung auf. Zur Berechnung
des Beugungswinkels a wird nach Bild 9-34a der untere Randstrahl mit einem Strahl in Spalt-
mitte verglichen. Betrdgt der Gangunterschied dieser gebeugten Wellen ein Vielfaches von
mA/2, 16schen sie sich aus. Jeder Strahl der unteren Biindelhilfte findet einen Partner in der
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oberen, mit dem er sich kompensiert. Der Winkel, unter dem ein Beugungsminimum auftritt,
berechnet sich nach Bild 9-35a:

sina:ms mit m=1,2,3,....... (9.232)
Die Beugungsmaxima befinden sich zwischen den Minima:

sina =(m+ 1/2)% mit m=1,2,3,....... Beugung am Spalt (9.23b)

Die Gleichungen fiir den Spalt (9.23) und das Beugungsgitter (9.22) sind unterschiedlich. Die
Intensitdtsverteilung der Beugung am Spalt zeigt Bild 9-34b. Die Beugung am Draht ergibt die
gleichen Interferenzstrukturen wie die des Spaltes. Diese Aussage gilt allgemein fiir komple-
mentére Strukturen, wie Spalt und Draht oder Kreisblende und Vollkreis (Babinet 'sches Theo-
rem). Allerdings verhilt sich das nicht gebeugte Licht unterschiedlich.

a) b) Intensitat

AMd 2Md
sin o

Bild 9-34 Beugung am Spalt: a) Geometrische Bezichungen zur Berechnung der Beugungswinkel.
b) Darstellung der Beugungsfigur

Beugung an der Kreisblende

Die Berechnung ringformiger Beugungsstrukturen kreisformige Offnungen iibersteigt den
Rahmen dieses Buches. Die radiale Intensitétsverteilung dhnelt Bild 9-34b. Allerdings liegen
die Extremwerte anders; der erste dunkle Ring (Minimum) erscheint unter dem Winkel a:

. A .
sin = 1,225 . Beugung an Kreisblende 9.24)

wobei d den Durchmesser der Kreis6ffnung angibt.

Auflosung optischer Geriite

Bei der optischen Abbildung tritt Beugung am Linsenrand auf und es entstehen konzentrische
helle und dunkle Ringe. Das erste Minimum entsteht unter dem Winkel a nach (9.24). Die
Anwesenheit von Linsen @ndert nichts daran. Bildpunkte bestehen durch den Einfluss der

Beugung aus einem zentralen Beugungsscheibchen, umgeben von Ringen. Dadurch wird die
Abbildung unscharf.
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Zur Berechnung der Auflosung denke man sich zwei Punkte eines entfernten Gegenstandes.
Jeder sendet aufgrund der grolen Entfernung ndherungsweise eine ebene Welle aus und in der
Bildebene entstehen statt zweier Bildpunkte kleine Beugungsfiguren. Verringert man den Win-
kelabstand der Objektpunkte, z. B. durch Verschieben des Objekts zu gréBeren Entfernungen,
so flieBen die Beugungsscheibchen ineinander. SchlieBlich ist es in der Bildebene nicht mehr
moglich zu unterscheiden, ob es sich um einen oder zwei Punkte handelt. Die Grenze der Auf-
16sung ist ungefdhr dann erreicht, wenn das Hauptmaximum der einen Beugungsfigur in das
Minimum der anderen féllt. Damit erhélt man als Bedingung fiir den kleinsten Winkelabstand
0, unter dem Gegenstandspunkte bei der Abbildung noch getrennt werden:

. A
siné = 1,22;. Winkelauflgsung o (9.25)

Dieser Ausdruck fiir die Winkelauflosung bei der optischen Abbildung ist der Form nach iden-
tisch mit (9.24) Je groBer der Linsendurchmesser d umso kleinere Strukturen werden aufgelost.

Auge: Als Beispiel wird der kleinste auflgsbare Sehwinkel des Auges bei einem Pupillen-
durchmesser von d = 3 mm und einer Wellenlinge von 4 = 600 nm ermittelt. Man erhélt aus
(9.25): sind = 0 = 0,24 mrad = 1 Bogenminute (siche Abschnitt 9.1.4).

Fernrohr: Um genaue astronomische Bilder zu erhalten, werden Fernrohre mit grolen Objek-
tivdurchmessern benétigt (Abschnitt 9.1.7). Fiir ein Spiegelteleskop mit d =5 m und 4 =400
nm resultiert eine Aufldsung von 6 =10~7 rad. Auch die Bildschérfe von Satellitenbildern der
Erde ist durch (9.25) gegeben.

Mikroskop: Beim Mikroskop liegt der Gegenstand praktisch in der Brennebene des Objektivs.
Die zitierte Beugungstheorie mit ebenen Wellen muss daher modifiziert werden. Der kleinste
auflosbare Punktabstand g beim Mikroskop hingt von der numerischen Apertur nsinu ab:

A
g= —. Auflosung beim Mikroskop (9.26)
2nsinu

Dabei bedeuten u den halben Offnungswinkel des Objektivs und # die Brechzahl des Mediums
zwischen Objekt und Objektiv (Abschnitt 9.1.8).

Zum Beweis betrachtet man zwei Gegenstandspunkte im Abstand g voneinander als Teil eines
Beugungsgitters. Zur Bildentstehung im Mikroskop muss neben der 0. Ordnung noch mindes-
tens die 1. Ordnung der Beugungsfigur des beleuchteten Objekts durch das Objektiv gelangen.
Fiir den Beugungswinkel der 1. Ordnung eines Gitters gilt (9.22): sina = A/d. Fiihrt man den
halben Offnungswinkel des Objektivs u ein, erhilt man bei schriger Beleuchtung als Bedin-
gung fiir die Auflosung o = 2u. Damit wird der kleinste auflosbare Abstand beim Mikroskop
g = A/(2nsinu) . Beriicksichtigt man, dass die Wellenldnge in einem Medium durch A/n gege-
ben ist, entsteht die zu beweisende Gleichung 9.26.

Beispiel 9.2.4a Unter welchem Winkel wird paralleles weiies Licht (400 bis 750 nm) an einem

Gitter (700 Linien/mm) bei senkrechtem Einfall gebeugt (1. Ordnung)?

Fiir die 1. Ordnung gilt (9.22): sina = mA/d mit m =1 und d = 1/700 mm = 1430 nm. Daraus erhilt man:

sin 409 = 400/1430 = 0,28 und a499 = 0,28 rad = 16,1° sowie a7y = 0,55 rad = 31,6°. Der Winkelbereich fiir
weilles Licht umfasst also 16,1° bis 31,6°.

Beispiel 9.2.4b Ein paralleles Lichtbiindel féllt auf ein Gitter bzw. ein Prisma.
Welche Erscheinungen treten in beiden Fallen auf?
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Gitter: Licht wird gebeugt. Rotes Licht wird mit seiner laingeren Wellenlénge starker gebeugt als blaues Licht.
Prisma: Licht wird gebrochen. Rotes Licht hat eine kleinere Brechzahl und wird daher schwicher gebrochen als blaues
Licht.

Beispiel 9.2.4¢ Eine Kamera in einem Satellit soll zwei Punkte im Abstand von x = Im aus einer Hohe /# =300 km
noch unterscheiden kénnen. Wie grofl muss der Linsendurchmesser d sein (4 = 550 nm) ?
Nach (9.25) gilt: sind =1,22A/d mit 6 = x/h =3,3-107°. Daraus folgt: d =1,224/sind =1,221/6 =20 cm.

Beispiel 9.2.4d Wie grof} ist der kleinste auflosbare Abstand bei einem Mikroskop mit der numerischen Apertur von
nsinu = 1,3 bei einer Wellenlédnge von 4 =500 nm?
Nach (9.26) gilt: g = A/(2nsinu) = 200 nm.

9.2.5 Holographie

Wird ein Gegenstand beleuchtet, geht von diesem eine Lichtwelle aus. In dieser Objektwelle ist
die Information iiber die dreidimensionale Struktur des Gegenstandes enthalten. In der Holo-
graphie gelingt es, die Eigenschaften der Objektwelle zu speichern und spiter zu rekonstruie-
ren. Damit ist die Herstellung dreidimensionaler Bilder von Gegenstinden moglich. In der
Photographie dagegen entstehen nur zweidimensionale Bilder, da bei der Speicherung Infor-
mation verloren geht. Es wird nur die /ntensitdt, d. h. die Helligkeit, der Objektwelle festgehal-
ten. Die Phase, welche die Form der Wellenfronten widerspiegelt, geht verloren.

a) b)
Referenzwelle r

|r+ol? Beleuchtungr

) —

Objektwelle o L]

Hologramm

virtuelles Bild

Bild 9-35 Prinzip der Holographie:
a) Aufhahme eines Hologramms b) Wiedergabe des holographischen Bildes

Objektwelle

Eine Welle wird durch eine komplexe Funktion gegeben, die in diesem Abschnitt durch Fett-
druck wiedergegeben wird. Die Objektwelle ist o, wobei o die elektrische Feldstiarke in der
Lichtwelle angibt. In o ist die optische Information tiber den Gegenstand enthalten.

Die folgende kurze Erlduterung iiber die mathematische Form einer Welle ist fiir das Ver-
standnis der Holographie wichtig, aber nicht unbedingt erforderlich. Eine Lichtwelle in z-
Richtung kann als Sinusfunktion dargestellt werden, einfacher ist jedoch die Beschreibung als
komplexe Exponentialfunktion (6.29b, c):

u=0e"@F) mit u=Imu = asin(wt — k7). Komplexe Welle
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Es stellen u die Feldstirke mit der Amplitude #, w die Kreisfrequenz, # den Ortsvektor und
k=|k|=2m/4 die Wellenzahl mit der Wellenldnge A dar. Im Folgenden wird das Imaginér-
zeichen (Im) weggelassen und die Welle durch die komplexe Grofle u beschrieben. Fiir die
Holographie ist es nur wichtig: eine Welle wird durch eine komplexe Grifie u beschrieben.

Aufnahme

Bei der holographischen Aufnahme wird die Objektwelle o mit einer Referenzwelle r iiber-
lagert (Bild 9-35a). Beide Wellen sind kohédrent, d. h. sie besitzen gleiche Frequenz. In der
Praxis bedeutet dies, dass o und r aus dem gleichen Laser stammen. Daher entstehen Interfe-
renzstrukturen, die zu gitterdhnlichen hellen und dunklen Bereichen fithren (Abschnitt 9.2.3).
In dieses Streifensystem mit typischen Gitterabstdnden im gm-Bereich wird eine lichtempfind-
liche Schicht, z. B. eine feinkérnige Photoplatte, gestellt und belichtet. Die Uberlagerung der
Wellen und die Interferenzstreifen werden mathematisch durch o + r beschrieben. In der Wel-
lenlehre errechnet sich die Bestrahlungsstérke oder Intensitét 7 aus dem Quadrat der Feldstérke

|r + 0|2 .
1= |r + o|2 =(r+o)(r+ 0)* . Hologramm-Aufnahme (9.27a)

Die fett gedruckten Buchstaben stehen fiir komplexe Funktionen und *bezeichnet die konju-
giert komplexe Funktion. Ausmultiplizieren der Klammern ergibt:

1= |r|2 +|0|2 +ro +r'o. Hologramm-Aufnahme (9.27b)

Von Bedeutung fiir die Holographie ist besonders der letzte Term, der die Objektwelle o ent-
halt. Die Schwirzung eines holographischen Films héngt von der Intensitdt / ab. Damit wird in
der Photoschicht die Information iiber die Objektwelle o gespeichert. In den Gleichungen
wurde fiir die Bildung des Betrages einer komplexen Zahl folgende Rechenregel angewendet:

|a|2 =ad”*.

Wiedergabe

Der Speichervorgang der Objektwelle wird anhand der folgenden Berechnungen zur Bildwie-
dergabe verstiandlich. Bei der Rekonstruktion wird das Hologramm mit der Referenzwelle r
beleuchtet (Bild 9-35b). Im Gegensatz zur {iblichen Filmentwicklung wird hier zur Verein-
fachung angenommen, dass sich die Amplituden-Transmission des Films proportional zu 7
verhélt. Damit erhélt man bei der Rekonstruktion fiir die Feldstirke # direkt hinter dem Holo-
gramm:

u~rl =r (|r|2 + |0|2) +rro’ + |r|2 0 (9.27¢)

= uy tu_y tuyg. Hologramm-Wiedergabe

Das Wellenfeld hinter dem Hologramm setzt sich aus drei Anteilen zusammen. Der erste Term
uy bestimmt die Referenzwelle r, die durch die Schwirzung des Hologramms um den Faktor
(|r|2 +|0|2) geschwicht ist (0. Beugungsordnung). Der zweite Term u_; beschreibt im We-
sentlichen die konjugiert komplexe Objektwelle o*. Sie entspricht der —1. Beugungsordnung.
Im letzten Term u wird die Objektwelle o rekonstruiert, wobei die Amplitude der Referenzwel-
le |r|2 iber dem Hologramm konstant ist. Damit ist gezeigt, dass die Objektwelle o vollstandig
wiedergegeben werden kann. Es handelt sich um die 1. Beugungsordnung.
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Zusammenfassung

Bei der Herstellung eines Hologramms wird die Objektwelle o mit einer Referenzwelle r tiber-
lagert. Das entstehende System von Interferenzstreifen wird auf einer lichtempfindlichen
Schicht gespeichert, man erhilt ein Hologramm. Bei der Bildwiedergabe wird das Hologramm
mit der Referenzwelle r beleuchtet. Das Licht wird an den Gitterstrukturen des Hologramms
gebeugt. Als 1. Beugungsordnung entsteht eine Welle, die bis auf einen konstanten Faktor mit
der Objektwelle o identisch ist. Ein Beobachter im Wellenfeld sieht den Gegenstand wie im
Original, also dreidimensional (Bild 9-36b).

Beugungsgitter

Ersetzt man in Bild 9-35a die Objektwelle durch eine ebene Welle, entsteht als Hologramm
eine regelméBige Struktur, ein Beugungsgitter. Aus Abschnitt 9.2.4 ist bekannt, dass bei Be-
leuchtung eines Gitters Beugung auftritt. Die 1. Beugungsordnung entspricht dem holographi-
schen Bild. Beliebige Objektwellen werden durch eine Summe ebener Wellen reprisentiert;
ein Hologramm stellt somit eine Uberlagerung von Gittern mit unterschiedlichen Gitterabstin-
den dar. Liegen die Gitterebenen in einer 5 bis 10 um dicken Schicht parallel zur Oberflédche,
ist die Bildwiedergabe mit weilem Licht moglich. Es entsteht Bragg-Reflexion an den Gitter-
ebenen (Bild 10.24).

Anwendungen

Display-Hologramme finden Anwendungen in der Kunst, Grafik und Anzeigetechnik. In der
holographischen Interferometrie werden kleinste Bewegungen zur zerstérungsfreien Werk-
stoffpriifung oder zur Schwingungsanalyse sichtbar gemacht. Ein konkurrierendes Verfahren
ist die Speckle-Photographie. Die Vorteile holographischer Speicher liegen in der Méglichkeit,
grofle Datenmengen parallel zu speichern und zu lesen, einer hohen Speicherkapazitdt und
darin, dass ein Bit im gesamten Speicherraum archiviert ist. Andere Anwendungen der Holo-
graphie ermoglichen eine automatische Zeichenerkennung. Holographisch optische Elemente
stellen einen Bereich diffraktiver optischer Komponenten dar (Abschnitt 9.2.4).

9.3 Quantenoptik

Die Wellenoptik allein kann viele Erscheinungen der modernen Optik nicht erkldren, z. B. die
Entstehung von Licht in Atomen. Erst im Zusammenwirken mit der Quantenoptik gelingt eine
vollstindige Beschreibung der Phinomene des Lichtes. Die atomphysikalischen Grundlagen
der Quantenoptik werden in Abschnitt 10.3 beschrieben. Im Folgenden geht es um das wich-
tigste Bauelement der Quantenoptik, den Laser.

9.3.1 Prinzipien des Lasers

Laserstrahlung ist eine sehr gleichmiBige, d. h. kohdrente elektromagnetische Welle. Die Wel-
lenldnge liegt zwischen etwa 1 nm und 1 mm (Tabelle 9.4 und 9.5). Das Wort Laser steht fiir
Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation. Ubersetzt bedeutet dies: Lichtver-
stirkung durch stimulierte Emission von Strahlung.

Laserstrahlung breitet sich wie andere Arten elektromagnetischer Strahlung mit der Lichtge-
schwindigkeit ¢ aus, die mit der Frequenz fund Wellenldnge A verkniipft ist:

co=Jf4 mit cog=3-108m/s. Lichtwelle (9.28a)
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In der Quantenoptik tritt der Dualismus des Lichtes hervor: Licht hat auch Teilcheneigenschaf-
ten (Abschnitt 10.1.2). Die Energie E eines Lichteilchens oder Photons lésst sich aus der Fre-
quenz des Lichtes fund dem Planck’schen Wirkungsquantum / errechnen:

E=hf mit h=6,63-10"34]s.

Lichtquant

(9.28b)

Tabelle 9.4 Einteilung der Spektralbereiche von Strahlung. In allen Bereichen existieren Laser,

unterhalb von 100 nm werden Rontgenlaser entwickelt.

Bezeichnungen . Frequenz Energie
(DIN 5031) Wellenlange (nm) | 05" )
Uv-C Vakuum- UV 100 - 200 30-15 12,4-6,2
Uv-C Fernes UV 200 - 280 15-10,7 6,2-44
UV-B Mittleres UV 280 - 315 10,7 -9,5 44-39
UV-A Nahes UV 315-380 9,5-79 3,9-33
VIS Licht 380 - 780 7,9-39 3,3-1,6
IR-A Nahes IR 780 - 1400 3,9-21 1,6 -0,9
IR-B Nahes IR 1400 - 3000 2,1-1,0 09-04
IR-C Mittleres IR 3000 - 50000 1-0,06 0,4 -0,025
IR-C Fernes IR 50000 - 1 mm 0,06-0,003 0,025-0,001

Tabelle 9.5 Kommerzielle Laser, nach Wellenldngen geordnet

Wellenldnge (um) Laser Betriebsart, mittlere Leistung
0,15 bis 0,35 Excimerlaser Pulse, einige W

0,325, 0,442 He-Cd-Laser kont., einige mW

0,337 Na-Laser Pulse, einige 0,1 W
0,3..1,0 Farbstofflaser Pulse u. kont., einige 10 W
0,45 ...0,52 Art-Laser kont., mW bis 30 W
0,632, 0,543, . He-Ne-Laser kont., bis zu 100 mW
0,647 Kr*-Laser kont., einige W

0,694 Rubinlaser Pulse, einige W

0,7..0,8 Alexandrit-Laser Pulse, einige W

0,75...0,9 GaAlAs-Diodenlaser kont. u. Pulse, bis 1 W
1,06 Nd-Laser kont. u. Pulse, iiber 100 W
1,1...1,6 InGaAsP-Diodenlaser kont. u. Pulse, mW

5..6 CO-Laser kont., 10 W

9..11 CO2- Laser kont. u. Pulse, bis kW

Induzierte Emission

Die spontane Emission ist fiir die Strahlung normaler Lichtquellen verantwortlich; beim Laser
stort sie (Abschnitt 10.3.1). Laser senden regelméfige, kohédrente Lichtwellen aus, die durch
induzierte oder stimulierte Emission erzeugt werden. Dies ist ein Vorgang, bei dem ein ange-
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regter atomarer Zustand von einer einfallenden Lichtwelle zur Emission von Strahlung ge-
zwungen wird. Das Atom oder Molekiil wird durch die duflere Welle gewissermaBen 'synchro-
nisiert', und die Abstrahlung erfolgt mit gleicher Frequenz und Phase.

Ein laserfiahiges Medium besteht aus einem System angeregter Atome oder Molekiile, z. B.
einem Gas oder Festkorper. Bei Einstrahlung einer Lichtwelle mit einer Frequenz f, die der
Energie der atomaren oder molekularen Uberginge Af entspricht, findet eine Lichtverstirkung
durch induzierte Emission statt. Atome, die von einer Wellenfront getroffen werden, strahlen
in gleicher Phase. Nach dem Huygens'schen Prinzip kann die einfallende Welle in kohérente
Elementarwellen zerlegt werden. Eine ebene Welle ergibt sich dadurch, dass jeder Punkt der
Phasenfliche eine Kugelwelle abstrahlt. Die Uberlagerung aller Kugelwellen resultiert in einer
ebenen Wellenfront, wodurch diese erklirt wird. Durch die induzierte Emission kommen wei-
tere kohirente Wellen dazu, die sich analog zu den Huygens schen Elementarwellen verhalten.
Daraus ergibt sich eine Lichtverstirkung in Einstrahlrichtung.

Erzeugung der Inversion

In Bild 9-37 sind die am Laserprozess beteiligten Zustinde am Beispiel eines 4-Niveau-Lasers
dargestellt. Das obere Laserniveau (2) wird durch Energiezufuhr, die man beim Laser Pumpen
nennt, besetzt. Dabei kann es giinstig sein, einen Umweg iiber ein hoheres breites Niveau zu
machen. Lichtverstirkung und Lasertitigkeit treten nur auf, wenn die Besetzungszahl N, im
oberen Niveau grofer ist als die Zahl N; im unteren: N, > Np (Inversion). Dies liegt daran,
dass andernfalls die entstehende Strahlung durch das Niveau (1) wieder absorbiert wird. Das
Pumpen zur Erreichung der Inversion kann durch Einstrahlung von Licht oder durch Elektro-
nenstol} in einer Gasentladung erreicht werden. Bei manchen Lasern wird das obere Laserni-
veau direkt gepumpt, bei anderen (z. B. He-Ne-Laser) gehort das Pumpniveau zu einer anderen
Atomart. Das Laserniveau soll méglichst nicht durch spontane Emission zerfallen, d. h. die
Lebensdauer 7, soll lang sein (Abschnitt 10.3.1). Der obere Laserzustand zerfillt beim Laser
durch induzierte Emission in ein unteres Niveau (1). Dieses soll schnell entleert werden, 7
muss klein sein. Andernfalls wird die Laserstrahlung wieder absorbiert, und die Lichtverstir-
kung sinkt.

Pumpenniveau

- T
T, 2

Laserstrahlung

T % 1 Bild 9-36
o — . Termschema eines Vierniveau-Lasers, z. B. Neodymlaser

Grundzustand

Laser

Bisher wurde lediglich die Verstiarkung von Licht in einem Lasermedium behandelt. Aus der
Elektronik ist bekannt, dass aus einem Verstirker ein Oszillator wird, wenn ein Teil der Aus-
gangsleistung wieder in den Eingang riickgekoppelt wird. Das System beginnt dann nach dem
Einschalten selbstidndig zu schwingen. Dieses Prinzip wird auch beim Laser angewendet. Das
angeregte Lasermedium dient als Lichtverstéirker. Die Riickkopplung wird durch zwei parallel
angeordnete Spiegel erzielt, zwischen denen sich der Lichtverstiarker befindet (Bild 9-37). In
diesem optischen Resonator bildet sich eine stehende Laserwelle aus.
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Spiegel (teildurchlassig)
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Energiezufuhr ausgekoppelter Schematischer Aufbau
Laserstrahl :
(Pumpen) eines Lasers

Anschwingen des Lasers

Die Entstehung der Laserwelle kann wie folgt erklidrt werden: durch optisches Pumpen oder
andere Anregungsmechanismen wird eine Inversion im Lasermedium erzeugt. Dabei entsteht
zundchst nur spontane Emission. Ein Teil der Strahlung lduft auch in axialer Richtung des
Resonators. Diese Lichtwelle wird an den Spiegeln reflektiert, wodurch sich eine stehende
Welle ausbildet (Bild 9-37). Die Reflexion an den Spiegeln entspricht der Ruckkopplung.
Beim Durchgang durch das Lasermedium wird die Strahlung verstirkt. Sie erreicht hierbei
schnell eine maximale Intensitéit, die durch die zugefithrte Pumpenergie und die atomaren
Konstanten des Materials begrenzt wird. Der Laserstrahl wird aus dem Resonator ausgekop-
pelt, indem auf der einen Seite des Lasers ein teildurchldssiger Spiegel mit dem Reflexions-
koeffizienten R <100 % angebracht wird. Der Reflexi onskoeffizient des anderen Spiegels
betragt moglichst 100 %.

Rechteckige Moden TEM,,, Multimode
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Bild 9-38 Transversale Moden von Lasern

Moden

Das zwischen den Spiegeln des Lasers hin- und herlaufende Licht bildet stehende Wellen, die
bestimmte rdumliche Verteilungen der elektrischen Feldstirke zeigen. Man nennt sie Schwin-
gungsformen oder axiale oder longitudinale Moden. An den Spiegeln des Resonators wird die
elektrische Feldstirke der Welle gleich null. Daraus folgt, dass in die Resonatorldnge L eine
ganze Anzahl g von halben Lichtwellenldngen A/2 passen muss (Bilder 9-30b und 9-37, Glei-
chung 9.19b). Die axialen Moden werden demnach durch folgende Gleichung beschrieben:

L= q% mit ¢ = ganze Zahl Longitudinale Moden (9.29)



9.3 Quantenoptik 231

In der Regel treten beim Laser mehrere axiale Moden mit den Frequenzen f, =qcy/(2L)
gleichzeitig auf (9.29). Diese haben voneinander den Frequenzabstand Af = f,1— f4:

Af = ;—2 . Longitudinale Moden (9.20)

Daneben existieren transversale Moden. Aufgrund der Randbedingungen im Resonator bilden
sich bestimmte Intensitétsverteilungen quer oder transversal zur Ausbreitungsrichtung aus.
Diese transversalen Moden werden durch die Symbolik TEM,,, klassifiziert, wobei TEM die
Abkiirzung fiir Transverse Electromagnetic Mode steht. Fiir den rotationssymmetrischen Fall
gibt m die Zahl der Nullstellen in radialer und » in azimutaler Richtung an. In einem rechtecki-
gen System werden durch m und »n die Zahlen der Nullstellen in vertikaler und horizontaler
Richtung angezeigt. In Bild 9-39 sind einige Strukturen skizziert. Falls keine Maflnahmen zur
Anregung bestimmter Moden getroffen werden, ergibt sich im Laser eine Uberlagerung ver-
schiedener transversaler und longitudinaler Moden.

TEM,,

Von besonderer Bedeutung ist die TEMgyp-Mode, da sie minimalen Strahlradius und minimale
Strahldivergenz besitzt. Die radiale Verteilung der Leistungsdichte oder Bestrahlungsstirke
I(r) ist durch eine GauB3-Verteilung gegeben:

1) = 1ge Y (1 % Strahlprofil (9.30)

Dabei ist r die radiale Koordinate und /; maximale Leistungsdichte im Zentrum des Strahls.
Der Strahldurchmesser 2w beschreibt die Stelle (+ = w), an der die Leistungsdichte auf e=2 =
13,5 % gefallen ist. In der Strahlfliche w2 sind 86,5 % der gesamten Laserleistung enthalten.

Der Laserstrahl breitet sich nie vollstéindig parallel aus. Die Grundmode (TEMy) hat die Form
eines so genannten Gauf3 'schen Strahls, bei dem sich eine Strahltaille mit dem Radius wy bil-
det. Neben dem Strahlradius am Ausgang des Lasers ( w= wy ) wird meist von den Herstellern
die Divergenz angegeben. In groferer Entfernung von der Strahltaille ergibt sich fiir den hal-
ben Divergenzwinkel ©:

A .
0= P [©]=radiant=1. Divergenzwinkel © 9.31)
0

Laser mit grofler Wellenldnge, z. B. der CO,-Laser mitA=10,6 um, haben eine hohere Di-
vergenz als solche mit kurzer Wellenldnge.

Eigenschaften von Laserstrahlung

Laserstrahlung zeichnet sich durch eine hohe Kohdrenz und Monochromasie (Einfarbigkeit)
aus (Abschnitt 9.2.2). Infolgedessen ist die Divergenz der Strahlung gering (9.31). Bei der
Fokussierung durch Linsen entstehen Brennflecke mit minimalen Durchmessern von der Gré-
Be der Wellenlidnge, so dass hohe Leistungsdichten erzeugt werden. Durch besondere Techni-
ken, wie Giiteschaltung oder Modenkopplung, lassen sich kurze Pulse im ns- und ps-Bereich
herstellen. Bei Pulsenergien von 0,1 J resultieren dabei Spitzenleistungen im GW-Bereich.
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Beispiel 9.3.1a Eine 100-W-Gliihlampe strahlt eine Lichtleistung von P = 1W aus. Wie grof ist die Bestrahlungsstr-
ke 7 (in W/m?) in = 1 m Entfernung. Wie groB ist die Bestrahlungsstiirke bei einem Laser mit P = 1 W und einem
Strahldurchmesser von 2R = 1 mm?

Gliihlampe: I=P/A=P/(4wr?)=0,08 W/m? .
Laser: I=P/A=P/(R*)=13-10° W/m? .

Beispiel 9.3.1b Wie grof} ist die Energie eines Photons bei einer Wellenlédnge von 4 = 700 nm?

Wie viele Photonen pro Sekunde werden von einem 1mW-Laser abgestrahlt?

Die Energie E eines Lichtquants betriigt (5= 6,63-1073*Js, ¢, =3-108 m/s): E=hf = hey/A=2,8- 107197,
Die Leistung ist durch die Zahl der Photonen pro Sekunde n/t gegeben: P =hf -n/t .

Es folgt: n/t=P/hf =3,5-10"° 1/s .

Beispiel 9.3.1c Wie viele longitudinale Moden N strahlt ein Nd-Laser mit L = 1m (Linienbreite Af; =120 GHz )?

Der Abstand der longitudinalen Moden betrigt (9.20): Af = ¢y /2L =1,5-10% Hz =0,15 GHz.
Fiir die Zahl der Moden folgt: N = Af; /Af =800. Andere Lasertypen strahlen auch mit N= 1.

Beispiel 9.3.1 d Wie grof3 ist die Strahldivergenz eines Lasers mit A = 700 nm und einem Strahlradius
von wy = 0,4 mm? Wie groB ist der Strahlradius R in x = 100 m Entfernung?

Nach (9.31) gilt: © = A/(wwp) = 0,56 1073 rad. In x = 100 m erhilt man: R = x© = 5,6 cm.

9.3.2 Lasertypen

Heutzutage sind ungefidhr 10000 verschiedene Laseriibergéinge bekannt, die Strahlung im Wel-
lenldngenbereich von 1 nm bis {iber 1 mm hervorbringen und damit die Spektralgebiete der
weichen Rontgenstrahlung, des ultravioletten, sichtbaren und infraroten Lichtes sowie der
Millimeterwellen abdecken. Die wichtigsten Laser sind in Tabelle 9.5 zusammengestellt.

Typeniibersicht

Die Termschemata verschiedener Laser zeigt Bild 9-40. In Gaslasern wird die Strahlung in
freien Atomen, Ionen oder Molekiilen erzeugt. In Ionen sind die Energien grofer als in Ato-
men, so dass lonenlaser bei kiirzeren Wellenldngen strahlen. In Molekiillasern existieren au3er
den elektronischen Niveaus auch Vibrations- und Rotationszustinde (Abschnitt 10.3.4). Bei
Laseriibergdngen zwischen elektronischen Niveaus entsteht Strahlung im Sichtbaren oder
Ultravioletten (UV). Geringere Energien haben Vibrationszustinde, die zu Laserstrahlung im
Infraroten (IR) fiihren. Die Energie sinkt weiter fiir Ubergéinge zwischen Rotationsniveaus,
wie es bei Ferninfrarotlasern der Fall ist. Bei Festkdrperlasern treten scharfe und vibronisch
verbreiterte Zustidnde auf, die diskrete oder kontinuierliche Laserstrahlung verursachen kon-
nen. In Farbstofflasern sind die Energieniveaus vibronisch verbreitert, so dass abstimmbare
Laserstrahlung erzeugt wird, dhnlich wie bei vibronischen Festkorperlasern. Auch bei Halblei-
terlasern sind breite Energiebénder vorhanden (Abschnitt 11.3.3).

Pumpmechanismen

Ein wichtiger Aspekt beim Aufbau eines Lasers ist die Anregung des aktiven Materials, die so
genannte Inversionserzeugung, die eine Lichtverstirkung bewirkt. Die notwendige Energie
kann auf verschiedene Weise zugefiihrt werden. Der erste Rubinlaser wurde durch Einstrah-
lung von Licht betrieben, eine Technik, die als Vorbild fiir viele weitere Laser diente. Derarti-
ge Gerite werden als optisch gepumpte Laser bezeichnet. Beispiele sind die Festkorper- und
Farbstofflaser. Bei anderen Verfahren konnen Gase durch direkte elektrische Energiezufuhr
angeregt werden, was zur Klasse der Gasentladungslaser fiihrt. Eine besonders wirkungsvolle
Anregung durch Strom ist bei Halbleitern moglich (Abschnitt 11.3.3).
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Bild 9-39 Schematische Darstellung von Ubergingen verschiedener Lasertypen: a) Atome und lonen:
(1) Atomare Ubergiinge (He-Ne-Laser), (2) Ioneniibergiinge (Argonlaser), b) Molekiile: (1)
Elektronische Zustinde (Excimerlaser), (2) Vibrationsniveaus (COj-Laser), (3) Rotations-
niveaus (Ferninfrarot-Laser) ¢) Festkorper: (1) Scharfe elektronische Zustinde (Rubin- und
Neodymlaser), (2) Energiebdnder (Vibronische Laser) d) Farbstoffe: (1) Energiebédnder)
Halbleiter: (1) Uberginge in einer Laserdiode

Beispiel 9.3.2 Welche Gruppen von Molekiillasern gibt es?

Nach Bild 9-39 zeigen Molekiile Ubergiinge zwischen elektronischen Niveaus (UV-Laser, z. B. Excimerlaser), Vibra-
tionsniveaus (IR-Laser, z. B. CO,-Laser) und Rotationsniveaus (Ferninfrarot-Laser).

9.3.3 Nichtlineare Optik

In der linearen Optik héngt die Brechzahl » und der Absorptionskoeffizient a nicht von der
Intensitit der Strahlung ab. Reflexion, Brechung, Frequenz und Schwichung des Lichtes sind
daher ebenfalls intensitdtsunabhéngig. Die Lichtausbreitung in Materie wird dadurch erklért,
dass die elektrische Feldstirke des Lichtes eine Kraft auf die atomaren Elektronen bewirkt.
Dadurch schwingen die Elektronen mit der Lichtfrequenz f. Die oszillierenden Elektronen sind
Ausgangspunkt von neuen Lichtwellen, die durch Uberlagerung die Lichtausbreitung in der
Materie darstellen. Bei kleinen Feldstirken ist die Schwingung linear und das abgestrahlte
Licht hat gleiche Frequenz. Gepulste Laser konnen Leistungen im MW- bis GW-Bereich er-
zeugen, wobei Feldstirken von der GroBenordnung der atomaren Felder auftreten. Die
Schwingungen der Elektronen werden verzerrt, was zu nichtlinearen optischen Effekten fiihrt.

Frequenzverdopplung

Bei Einstrahlung eines intensiven Laserstrahls mit der Lichtfrequenz f in einen geeigneten
Kristall kann eine Umwandlung in Strahlung mit der Frequenz 2f erfolgen. Dem entspricht
eine Halbierung der Wellenlidnge A auf den Wert A/2. Fiir diesen Zweck werden spezielle
Frequenzverdoppler eingesetzt. Voraussetzung fiir eine hohe Umwandlungsrate ist eine Orien-
tierung des Strahls in eine Richtung im Kristall, in der die Brechzahlen # fiir die Grund- und
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Oberwelle mit fund 2f gleich sind. In diesem Fall besitzen beide Wellen gleiche Geschwindig-
keit, so dass eine kohirente Uberlagerung bei der Frequenzumwandlung auftritt.

Im Teilchenbild des Lichtes kann die Frequenzverdopplung als Vereinigung zweier Photonen
mit der Energie 4f angesehen werden. Es entsteht bei diesem Vorgang ein Photon mit der dop-
pelten Energie 24f, also mit der Frequenz 2f. In der Lasertechnik hat dieser Vorgang grof3e
Bedeutung bei der Umwandlung von infraroter Strahlung von Pulslasern ins Sichtbare oder
Ultraviolette.

Frequenzmischung

Bei Einstrahlung zweier Lichtwellen mit den Frequenzen f; und f5 in Kristalle treten neben
der Frequenzverdopplung 2 f; und 2 f, auch Summen- und Differenzfrequenzen f;+ f> und

fi—f> auf.

Séttigbare Absorber

Absorption findet in atomaren Systemen dadurch statt, dass Elektronen durch Einstrahlung von
Licht vom Grundzustand in einen angeregten Zustand {ibergehen (Abschnitt 10.3.1). Bei hohen
Intensitdten wird der Grundzustand dadurch entleert. Die Absorption sinkt und das Medium
wird schlieBlich transparent. Sittigbare Absorber, z. B. Farbstofflosungen, finden in der Laser-
technik Anwendung als Giiteschalter (Q-switch).

9.4 Photometrie

In der Photometrie wird Licht messtechnisch untersucht. Einerseits existieren physikalische,
objektive Messgroflen, die beispielsweise in der Lasertechnik verwendet werden. Andererseits
sind in der Beleuchtungstechnik subjektive, physiologische Begriffe notwendig, um die Wir-
kung auf das menschliche Auge zu beschreiben. In diesem Kapitel wird auf die entsprechen-
den lichttechnischen Groflen eingegangen.
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Bild 9-40 Spektrale Empfindlichkeit des Auges.
Die Kurve V(1) gilt fiir Tagsehen, V(1) fiir Nachtsehen
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9.4.1 Farbmetrik

Das Auge zeigt fiir verschiedene Wellenldngen oder Spektralfarben grofle Unterschiede in der
Sensibilitdt. Beim Tagsehen liegt die maximale Empfindlichkeit bei 0,55 um (gelbgriin) (Bild
9-40). Bei Nachtsehen werden nur Schwarzwei3-Unterschiede wahrgenommen (Abschnitt
9.1.4), und die Empfindlichkeitskurve des Auges ist zu kurzen Wellenldangen verschoben.

Farben

Das kontinuierliche Spektrum zeigt eine Reihe von Spektralfarben. Jede Wellenldnge erzeugt
eine Farbe. Die Umkehrung, dass jeder Farbe eine Wellenldnge zuzuordnen ist, gilt jedoch
nicht. Es gibt eine Reihe von Farben, die im Spektrum nicht vorkommen z. B. rosa, braun,
oliv. Sie sind Gemische verschiedener Wellenldngen.

Die Erfahrung zeigt, dass jede Farbe durch drei Maflzahlen gekennzeichnet werden kann. Dazu
werden die Farben in ein x,y,z-Koordinatensystem eingetragen. Bild 9-41 zeigt einen x-y-
Schnitt durch das System in Form des Farbdreiecks. Auf den gebogenen Seiten ordnet man die
Spektralfarben der Wellenldnge entsprechend an. Auf der Verbindungslinie Rot-Blau liegen
die Purpurfarben. Die Farben in der Mitte entstehen durch Mischung, die auf unterschiedliche
Art und Weise erfolgen kann. Die z-Koordinate ist in Bild 9-41 nicht eingetragen, sie gibt die
Helligkeit an. Jede Farbe kann somit durch Angabe von x, y und z charakterisiert werden.

Das Farbdreieck zeigt, dass aus Rot, Griin und Blau jede andere Farbe innerhalb der von die-
sen Punkten aufgespannten Flidche erzeugt werden kann. Dies wird beim Farbdruck, Fernsehen
und bei der Photographie ausgenutzt, wobei allerdings auch andere Grundfarben benutzt wer-
den.
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Beispiel 9.4.1 Mit welchen drei Farben kann man alle anderen Farben mischen?
An den Ecken des Farbdreiecks befinden sich die Farben rot, griin und violett (Bild 9-41). Damit sind alle Farben
innerhalb dieses Dreiecks mischbar. In der Praxis benutzt man rot, griin und blau.

9.4.2 Grundbegriffe der Lichttechnik
Lichtstrom @

Die elektrische Leistung einer Lichtquelle wird in Watt ausgedriickt. Zur Kennzeichnung der
Lichtleistung, so wie sie vom Auge physiologisch empfunden wird, dient der Begriff Licht-
strom @ mit der Einheit [®} 1 Lumen = 1 Im. Im Maximum der Augenempfindlichkeit gilt:

@ = 683 Lumen (Im) entspricht 1 Watt (W). Lichtstrom ® 9.32)

Die Leistung in W in (9.32) bezieht sich auf die Lichtstrahlung, nicht auf die elektrische Leis-
tung. Bei anderen Wellenldngen ist die linke Seite der Beziehung 9.32 mit der relativen Emp-
findlichkeit beim Tagsehen zu multiplizieren (Bild 9-40). Der Lichtstrom einiger Lichtquellen
ist in Tabelle 9.6 dargestellt.

Tabelle 9.6 Lichtstrom, Lichtausbeute und Leuchtdichte einiger Lichtquellen
(220 V, auBBer Leuchtdiode)

Lichtquelle Leistung in Lichtstromin ~ Ausbeute in ~ Leuchtdichte in
w Im Im/W cd/m?2

Leuchtdiode 30

Glithlampe 60 730 12 ca. 107, matt 105

Gliithlampe 100 1380 14

Leuchtstofflampe 40 2300 58 ca. 103

" "(kompakt) 13 730 56

Hg-Dampflampe 125 5400 44 ca. 109

Hg-Dampflampe 2000 125000 62

Beleuchtungsstirke E

Fiir die Raumbeleuchtung ist die wichtigste Grofe die Beleuchtungsstirke E (Tabelle 9.7); sie
gibt den Lichtstrom @ pro bestrahlter Fliche ® an:

do 1
E=2 oder genauer E=— [®]= T =Ix. Beleuchtungsstirke . (9.33)
A d4 m?
Tabelle 9.7 Daten zur Beleuchtungsstirke
Natiirliche Beleuchtung  E in Ix Erforderliche Beleuchtung Einlx
Sommersonne 100 000 Erkennung von Farben 3
Wintersonne 5500 StraBenbeleuchtung 1 bis 16
Himmel bedeckt 1000 Grobe Arbeit 60
Vollmond 0,2 Lesen und Schreiben 250
Sterne ohne Mond 0,001 Technisches Zeichnen 1000
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Die Einheit betridgt [E]= Lux = Ix = Im/m 2. Die Beleuchtungsstirke nimmt quadratisch mit der
Entfernung von der Lichtquelle ab.

Lichtstirke 1

Die Lichtstirke dient zur Kennzeichnung der Winkelabhéngigkeit der Ausstrahlung von einer
Lichtquelle. Die Lichtstiirke I charakterisiert den Lichtstrom ® pro Raumwinkel Q:

do I
=2 oder genaver 1=52 [1]==cd. Lichtstérke 7 9.34)
Q dQ sr

Die Einheit lautet [/]= Candela = cd = lm/sr. Die Lichts tirke ist eine Basisgrofie des SI-
Systems (siche Tabelle 1.1).

Die Lichtstirke von Lichtquellen ist stark winkelabhéngig. Eine ebene diffus strahlende Fliche
nennt man Lambert-Strahler, wenn die Lichtstarke proportional zum Kosinus des Abstrahl-
winkels ist. Fiir kugelformige Abstrahlung gilt:
_®

ar’
Fiir den Zusammenhang zwischen der Lichtstirke / und der Beleuchtungsstirke £ ergibt sich
bei senkrechtem Einfall auf eine Flache 4:

1 Kugelformige Ausstrahlung

o QO I
E= VR Beleuchtungsstirke £ (9.35a)
r

Dabei wurde beriicksichtigt, dass der Raumwinkel durch Q= 4/r2 gegeben ist, wobei r der
Abstand von der Lichtquelle ist. Bei schriger Beleuchtung einer Flache 4 unter dem Winkel «
resultiert:

I
E= — cosa Beleuchtungsstirke £ (9.35b)
r

Leuchtdichte L

Die Leuchtdicke einer Lichtquelle gibt die Strahlungsleistung dP an, die von einem Flichen-
element d4 und dem Winkel € in den Raumwinkel 4Q gesandt wird:
d*p P

L=—— oder L=—". (9.35¢)
dQ dAcose QA4

Die zweite Gleichung beschreibt eine Nédherung fiir senkrechte Abstrahlung (cos € = 1).

Ulbricht’sche Kugel

Dieses Gerit dient zur Messung des Lichtstromes ® einer Lichtquelle. Die Lichtquelle wird in
das Innere einer Hohlkugel gebracht. Die Oberfliche der Hohlkugel streut diffus, so dass sich
durch mehrfache Reflexionen eine gleichmifBige Ausleuchtung einstellt. An einer Stelle befin-
det sich abgeschirmt vom direkten Licht ein Photodetektor mit einer Empfindlichkeit, die dem
Auge angepasst ist. Nach einem Kalibrierung wird der Lichtstrom ® angezeigt.
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Beispiel 9.4.2a Wieviel Lumen strahlt eine Lichtquelle mit 1 W bei 570 nm und 500 nm?

Bei 570 nm (etwa Maximum der Augenempfindlichkeit) gilt: 1 W entspricht 683 1Im (9.32). Nach Bild 9-40 (Tagsehen)
ist die relative Empfindlichkeit bei 500 nm etwa 30 % und damit gilt: 1 W entspricht 0,3 - 683 Im = 200 Im.

Beispiel 9.4.2b Eine isotrop strahlende Lichtquelle mit 10000 Im hingt in » = 5 m Héhe. Welche Beleuchtungsstirken
herrschen senkrecht unter der Lampe (E) und s = 2 m seitlich (£")?

Zusammenhang zwischen Beleuchtungsstéirke £ und Lichtstrom @ (9.35a): £ = ®/ 4. Im Abstand r wird die Kugel-
fliche A = 47r? bestrahlt. Fiir » = 5 m gilt: E = 32 Im/m* = 32 Ix. Seitlich errechnet sich 7' aus dem Satz von Pytha-

goras: ' =r? +s2 =29 m. Damit wird E' = 25 Ix.

Beispiel 9.4.2¢ Eine Fliche, die » =2,5 m unter einer (kugelsymmetrisch strahlenden) Lampe liegt, soll mit E = 80 Ix
beleuchtet werden. Wie groB sind Lichtstirke 7, Lichtstrom ® und elektrische Leistung P (10 lm/W)?

Nach (9.35a) und (9.34) gilt: 1 = Er? =500 Ix-m? =500 cd, ® = IQ = 500 47 = 6280 cd - sr = 6280 Im

(mit Q =4mx), P=6280 Im/10 Im/W =628 W .
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Der Aufbau der Materie aus Quarks, Nukleonen, Kernen, Atomen, Molekiilen und Festkrpern
oder Fliissigkeiten ist schematisch im Bild 10-1 zusammengefasst. Im folgenden Kapitel wird
die Struktur von Atomen und Molekiilen dargestellt. Festkorper werden in Kapitel 11 und
Atomkerne sowie Elementarteilchen in Kapitel 12 beschrieben.

S OO O/

Quarks: U = Protonen |m— Kondens.
d [=— Neutronen f==—y Atom- || Atome |_ | Molekile Materie:
Feldquanten:y Kerne [ Festkorper
Leptonen [e Flussigk.
1 18 i 15 i 15 i 10 i 8
10 10 510 10 10

Typische Gréfie inm —==—

Bild 10-1 Aufbau der Materie aus Quarks, Nukleonen und Elektronen, Kernen, Atomen, Molekiilen und
Festkorpern

10.1 Bestandteile der Atome

10.1.1 Schematischer Aufbau der Atome
Kern und Hiille

Atome bestehen aus dem positiv geladenem Kern und der negativen Elektronenhiille. Der Kern
setzt sich aus Nukleonen zusammen: den positiven Protonen und ungeladenen Neutronen. Die
Masse der Nukleonen oder Kernteilchen ist nahezu gleich, sie betrégt fiir das Proton und Neutron:

mp =1,6726-10"27 kg und my =1,67496-10-27 kg.  Nukleonenmasse (10.1)

Der Kernradius rx ist auBBerordentlich klein, er hingt von der Zahl der Nukleonen ab, die man
Massenzahl 4 nennt:

re =1,4-10715-3/4 -m. Kernradius rg (10.2)

Die Atombhiille ist wesentlich ausgedehnter, die Radien r4 reichen von

ry=0,5-10"10m bis 2,5:10710m. Atomradius r4 (10.3)

Die Hiille wird durch Elektronen mit der Masse

mg =9,1095-10"31kg . Elektronenmasse mp (10.4)
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gebildet. Die Elektronen besitzen den gleichen Betrag der Ladung wie die Protronen, aller-
dings mit unterschiedlichem Vorzeichen:

ep =—e=—1,602-10"19C und ep =+e=+1,602-10"19C. Elementarladung  (10.5)

Atome sind normalerweise elektrisch neutral: die Zahl Z der Protonen ist gleich der Elektro-
nenzahl. Im Periodensystem stellt Z die Ordnungszahl dar.

Aus den Daten erhilt man folgendes Bild: Die Masse der Atome ist zu {iber 99,9 % im sehr klei-
nen Kern konzentriert. Die leichten Elektronen umkreisen den winzigen schweren Kern in relativ
grofen Abstdnden. Nach diesen Vorstellungen besteht das Atom aus den Elektronenbahnen,
leerem Raum und dem Kern. Die Ordnungszahl Z wird durch die Zahl der Elektronen in der
Hille, die Massenzahl A durch Anzahl der Nukleonen im Kern gegeben. Alle chemischen und
elektrischen Prozesse der Materie laufen in der Atomhiille ab. Das Gleiche gilt fiir mechanische
Vorginge, die im Grunde auf den Kriften zwischen den Elektronenhiillen beruhen. Der Kern ist
durch die Hiille abgeschirmt. Seine positive Ladung hélt das Atom zusammen.

Periodensystem

Schon vor tiber 100 Jahren wurden die Elemente aufgrund ihrer chemischen Eigenschaften in
das Periodensystem eingeordnet (Tabelle 10.1). Jedes Element wird durch die Ordnungszahl Z
und die Massenzahl A charakterisiert:

A=N+Z Massenzahl 4 (10.6)

Die Gleichung formuliert, dass die Zahl Neutronen N und Protonen Z gleich der Summe der
Kernteilchen 4 ist. Das Periodensystem wird in Abschnitt 10.2.3 genauer beschrieben.

Quantenmechanik

Der Aufbau der Atome ist mit den klassischen Gesetzen der Physik nicht zu erkldren. Erst
durch ungewohnliche Vorstellungen iiber die Struktur von Licht und Materie gelingt eine voll-
stindige Beschreibung der Atome. Die Grundvorstellung der Quantenmechanik und deren
Anwendungen werden in den beiden folgenden Abschnitten gelegt.

Beispiel 10.1.1a Wie viele Protonen Z, Neutronen N und Elektronen enthélt Silizium?
Aus Tabelle 10.1 folgt: Z=14 und A =N+ Z = 28. Es folgt: N = 14. Die Zahl der Elektronen in der Hiille ist gleich
der Zahl der Protonen im Kern.

Beispiel 10.1.1b Welche Masse besitzt ein Aluminiumkern und die Aluminiumhiille?

Aus Tabelle 10.1 folgt: Z=13 und N=14 (da Z + N = 27).

Kernmasse: Mgy, =13mp +14my = 2Tmp = 2Tmy = 4,52-1072 kg,

Masse der Atomhiille: myy, = 27m, = 2,5-1072° kg. Die Masse der Hiille ist 2000mal kleiner als die Kernmasse.
Beispiel 10.1.1¢ Eine Batterie hat eine ,,Kapazitit* von 24 Ah. Wie viele Elektronen » kénnen der Batterie entnom-

men werden?
Ladung O = 24 Ah = 86400 As = 86400 C. Zahl n=Q/e=86400/1,6-10"1° =5,4-10%,

10.1.2 Lichtwellen und Photonen

Nach den Erkenntnissen der Quantenmechanik haben die Bausteine der Materie, wie Elektro-
nen, Protonen und Neutronen, neben dem Teilchencharakter auch Welleneigenschaften. Als
Einleitung zu den dualen Eigenschaften der Materie wird das gleiche Phdnomen am Beispiel
des Lichtes dargelegt.
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Tabelle 10.1 Aufbau des Periodensystems. Uber dem Symbol fiir das Element ist die Ordnungszahl Z,

darunter das relative Atomgewicht angegeben. Die Klammern bedeuten, dass die Elemente

instabil sind.
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Welle-Teilchen-Dualismus

Aus der Optik her ist bekannt, dass Licht eine elektromagnetische Welle darstellt; Beugung
und Interferenz von Licht sind ein Beweis dafiir. Andere Erscheinungen, beispielsweise der
Photo- oder Comptoneffekt, lassen sich durch die Wellenvorstellung nicht verstehen, sondern
nur durch das Teilchenbild. Licht hat dualen, d. h. doppelartigen, Charakter: bei manchen
Phianomenen treten die Eigenschaften als Welle hervor, bei anderen als Teilchen oder Quanten.
Diese Aussage gilt nicht nur fiir Licht, sondern fiir das gesamte elektromagnetische Spektrum,
wie Rontgen- und y-Strahlung oder Wirmestrahlung. Der scheinbare Widerspruch zwischen
Welle und Teilchen wird durch die Quantenmechanik gelst.

Photoeffekt

Der Photoeffekt bildet die Grundlage optoelektronischer Bauelemente, wie von Photodioden.
Beim dufleren Photoeffekt werden Elektronen durch Licht aus einer Oberfldche, z. B. einer
Zinkplatte, herausgeldst (Bild 10-2a). Im Wellenbild ist dieser Effekt nicht zu verstehen. Die
Lichtwelle trifft alle Elektronen des Festkorpers gleichméBig, so dass auf ein einzelnes Elekt-
ron kaum Energie iibertragen wird. Der Photoeffekt 14sst sich durch das Teilchenbild als Stof3
zwischen Lichtteilchen, den Photonen oder Lichtquanten, erkléren.

Die Energie E eines Lichtquants oder Photons héngt von der Frequenz f'des Lichtes ab:

E =hf mit h=6,625-10"34Js. Photonenenergie £ 10.7)

Die Konstante & wird Planck'sches Wirkungsquantum genannt; unter Wirkung versteht man
das Produkt aus Energie mal Zeit (Js). Damit kann der Photoeffekt nach dem Energiesatz be-
rechnet werden. Ein Lichtquant der Energie 4f wird von einem Elektron absorbiert, das die
kinetische Energie mpv2/2 erhilt. Beim Austritt des Elektrons aus einer Oberfliche ist die
Austrittsarbeit W4 zu leisten:

mgv?

==

Aus Experimenten zum Photoeffekt kann das Planck'sche Wirkungsquantum /4 ermittelt werden.
Beim inneren Photoeffekt werden durch Einstrahlung von Licht in Halbleitern Elektronen in
das Leitungsband gehoben werden und konnen elektronisch nachgewiesen werden (Bild
10-2b). Diese Erscheinung bildet die Grundlage der Optoelektronik (Abschnitt 11.3.3).

+Wy. Photoeffekt (10.8)

a) dulerer b) innerer Photoeffekt
Photon hf E Halbleiter
Metall- —
oberflache Valenzband
®©
Austritts- Photor
arbeit W, |
L C
m;v Leitungsband

Bild 10-2 Beim Photoeffekt wird ein Elektron durch Absorption eines Photons aus dem Atomverband
herausgelost:
a) duflerer Photoeffekt b) innerer Photoeffekt in Halbleitern
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Compton-Effekt

Die Teilchenvorstellung des Lichts oder von y-Strahlung wird durch den Compton-Effekt
unterstiitzt. Bei diesem Phdnomen findet ein inelastischer Stofl zwischen einem Photon und
einem Elektron statt, wobei dem Elektron nur ein Teil der Photonenenergie iibertragen wird
(Bild 10-3). Die gestreute Strahlung besitzt eine niedrigere Energie und Frequenz, bzw. eine
hohere Wellenlidnge als die einfallende. Diese Tatsache ist durch das Wellenbild nicht erklér-
bar sondern nur durch das Teilchenbild.

Der Compton-Effekt kann durch Aufstellung des Energie- und Impulssatzes berechnet werden.
Dabei miissen die Erkenntnisse des ndchsten Absatzes iiber den Impuls der Photonen bertick-
sichtigt werden. Die Verschiebung der Wellenlédnge der gestreuten Strahlung beim Compton-
Effekt AA ist unabhingig von der primidren Wellenldnge A:

h
mgcy

A= (1—cos0). Compton-Effekt (10.9)
Dabei bedeuten 6 den Streuwinkel nach Bild 10-3 und mpg die Elektronenmasse. Der Comp-
ton-Effekt spielt eine Rolle bei der Wechselwirkung von Rontgen- oder y-Strahlung mit Mate-
rie (Kapitel 12).

Hf,

Bild 10-3

Beim Compton-Effekt st63t ein Photon mit einem
Elektron zusammen und verliert dabei Energie
(Ah=2,—1y)

Elektron

Impuls von Photonen

Wichtige Effekte der Physik verlangen nach der Partikelvorstellung des Lichtes, d. h. der Exis-
tenz von Photonen. Die Energie E ist durch (10.7) gegeben: £ = Af. Daneben gilt nach den
Gesetzen der Relativititstheorie (Abschnitt 4.2) die Aquivalenz von Masse m und Energie E:

E= mcg . Masse m und Energic E (10.10)

Photonen bewegen sich mit der Lichtgeschwindigkeit ¢y. Man kann ihnen entsprechend ihrer
Energie E eine Masse m zuordnen. Der Impuls p eines Photons, das Produkt aus Masse m mal
Geschwindigkeit ¢g, betragt somit p =mcy = E/c(oder

_K_k
_CO _/‘L.

Photonen-Impuls p (10.11a)

Im folgenden Abschnitt wird gezeigt, dass die Gleichung p = 4/ auch fiir Materie giiltig ist.

Beispiel 10.1.2a Wie groB ist die Energie eines Lichtquants mit 4 =514 nm (in J und eV)?
Nach (10.7) gilt: E=hf =hcy/A=3,9-107°T=24 ¢V  (1eV=16-10"11).

Beispiel 10.1.2b (Die medizinische Bildgebung beim Rontgen beruht auf der Absorption durch den Photoeffekt.
Die Compton Streuung fiihrt zu einer Bildunschirfe.) Wie grof ist der Energieverlust AE der unter 6 = 60° gestreu-
ten 80 keV-Strahlung (£ = 80 keV)?
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Aus (10.9) AL = (1—cosO)h/(mgcy) folgt mit E = hf = hey/ A und dE = —(hcy/A?)dA (differenzieren!):

AE =—E*(1—cos)/(mpc3) =—6,3 keV.

Beispiel 10.1.2¢ Welche Kraft wirkt auf eine Zelle, die unter einem Mikroskop die Leistung eines Lasers

mit P =1 mW vollstdndig absorbiert.

Die Leistung P ist durch die Zahl der Photonen pro Sekunde dn/df gegeben: P = hfdn/dt. Der Impuls eines Photons
betrdgt (10.11a): p, = hf'/cy. Damit wird P =cyp,dn/dt, wobei p,dn/dt die Impulsinderung pro Zeit (an die
Zelle tibertragener Impuls) ist. Nach (2.25¢) ist diese Impulsdnderung gleich der Kraft: F = p,dn/dt.

Daraus folgt: F = P/cy=3,3-10"12 N.

10.1.3 Materiewellen und -strahlen
Materiewellen

Das Elektron kennen wir als Teilchen mit der Ruhemasse mp =9,11:10~31kg. Es zeigt sich
jedoch, dass Elektronen oder andere Teilchen an Gitterstrukturen in Kristallen gebeugt wer-
den. Daraus ist zu schlie3en, dass sich auch Materie wie eine Welle verhalten kann. Man stellt
fest, dass der Dualismus Teilchen-Welle auch fiir Materie gilt. Es ist moglich, die fiir das Licht
giiltige Gleichung 10.11a auch fiir Elektronen- oder andere Teilchenstrahlen mit dem Impuls p
anzuwenden. Die Wellenldnge A von Materiewellen (de-Broglie-Wellenlinge) betriigt:

A= Materiewellenlidnge A (10.11b)

h
>

Anwendungen: Elektronenmikroskop

Fiir Elektronenstrahlen, z. B. im Elektronenmikroskop, erhilt man den Impuls p aus der Ge-
schwindigkeit v: p =mpgv. Durchlaufen die Elektronen die Spannung U, gewinnen sie die
Energic £ = eU (8.67a). Dies fiihrt zu kinetischen Energie: E =mpgv2/2:

_ mpv? 2eU

=eU oder v= . Elektronenenergie £
mg

E

Fiir Elektronen ergibt sich damit eine De-Broglie-Wellenldnge A = h/(mgv) (10.11b):

h
A=—— Elektronenwellenlidnge A (10.12a)

B J2eUmg
In Elektronenmikroskopen werden Spannungen von U = 10 kV und mehr eingesetzt. Daraus
resultiert A = 12 pm.

Bild 10-4 zeigt den Aufbau eines Elektronenmikroskops. Der Strahl aus einer mdglichst punkt-
formigen Elektronenquelle, die wie beim Fernseher aus einer Glithkathode besteht, wird mit-
tels einer magnetischen Linse parallel auf das Objekt geschickt. Dieses ist so diinn, dass es
weitgehend durchstrahlt wird, dhnlich wie es beim Lichtmikroskop der Fall ist. Das Objektiv
erzeugt ein vergroBertes Zwischenbild, das durch das Projektiv auf einem Leuchtschirm abge-
bildet wird. Der Strahlengang der Elektronen ldsst sich ohne das Wellenbild aus der Lorentz-
Kraft berechnen, auf der auch die Wirkung der magnetischen Linsen beruht. Die Auflésung
allerdings wird theoretisch durch die De-Broglie-Wellenlinge A begrenzt (9.26). In der Praxis
treten jedoch Linsenfehler auf, welche die Auflésung auf etwa 0,1 nm vergrofern. Damit kon-
nen atomare Strukturen sichtbar gemacht werden, wihrend das Lichtmikroskop im Auflo-
sungsvermdgen durch die Wellenldnge des Lichtes von 500 nm beschrénkt ist.
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|
— ;
Kontliensor Zwischlen- Bild 10-4
| bild Bl it L Sisisahi Prinzipieller Aufbau eines
Elektronen- Objekt Projektiv eue . Elektronenmikroskops
uelle I i issi

q Objektiv (in Transmission)
Quantengrabenlaser

In der Lasertechnik werden Halbleiterschichten mit einer Dicke d <30 nm hergestellt, die in
andere Schichten eingebettet sind. Die Elektronen im Leitungsband werden an den Grenzen
der Schichten reflektiert, so dass sich stehende Elektronenwellen bilden. Fiir die Schichtdicke
d gilt: d = nk/2, wobei A die Materiewellenldnge ist (10.11b). Die Zahl n =1, 2, 3 ..., stellt

jeweils einen Energiezustand in der Halbleiterschicht dar.

Rasterelektronenmikroskop

Das Rasterelektronenmikroskop ist ohne die Wellenvorstellung erkldrbar. Eine Oberflache
wird mit einem fokussierten Elektronenstrahl bei einem Durchmesser zwischen 1 bis 10 nm
zeilenformig abgetastet. Bei diesem Vorgang werden Elektronen gestreut, aus dem Objekt
geldst und auf einem Detektor gesammelt. Das daraus gewonnene elektrische Signal wird zur
Helligkeitssteuerung eines Bildschirms verwendet. Die Auflésung ist schlechter als beim nor-
malen Elektronenmikroskop; jedoch koénnen auch dicke Objekte untersucht werden und es
entstehen plastisch wirkende Bilder mit sehr hoher Tiefenschirfe. Nach einem dhnlichen Prin-
zip arbeiten Laser-Scanning-Mikroskope, welche die Oberfldche mit einem fokussiertem La-
serstrahl abtasten und das Streulicht als Bildsignal ausnutzen. Das Rasterelektronenmikroskop
kann auch als Rontgenmikrosonde erweitert werden. Durch den gebiindelten Elektronenstrahl
werden innere Schalen der Atome ionisiert. Beim Auffiillen dieser Leerstellen entsteht Ront-
genstrahlung, die fiir das jeweilige Element charakteristisch ist (Abschnitt 10.3.2). Die Analyse
dieser Strahlung gibt Auskunft iiber die Verteilung der Elemente in der untersuchten Oberflédche.

Tunnelmikroskop

Es zeigt sich in zahlreichen Versuchen, dass Materie im atomaren Bereich durch Welleneigen-
schaften charakterisiert ist. Ein Beispiel ist der Tunneleffekt von Elektronen in Festkorpern. Im
Wellenbild stellen frei bewegliche Elektronen in Metallen Materiewellen dar. An der Oberfldche
werden die Wellen in den Festkorper reflektiert. Dabei dringt die Welle, dhnlich wie bei der To-
talreflexion von Licht, geringfiigig aus dem Material heraus, ohne jedoch in der Regel zu entwei-
chen. Bringt man ein zweites Metallstiick dicht aber beriihrungsfrei an die Oberfléche, sinkt der
Reflexionsgrad fiir die Materiewellen. Ein Teil der Elektronenwelle kann von einem Material
zum anderen Ubertreten (tunneln). Legt man eine Spannung an, so flieBt ein Tunnelstrom.

Dieser Effekt wird im Tunnelmikroskop ausgenutzt. Eine Metallspitze, die in einem Atom endet,
wird dicht iiber die zu untersuchende Oberfldche gebracht, bis ein Tunnelstrom von etwa 1 nA
flie8t. Die Spitze ist mit hoher Prézision durch piezoelektrische Stellelemente im x-, y- und z-
Richtung verstellbar (Bild 10-5). Sie wird zeilenformig tiber die Oberfliache der Probe gefiihrt,
wobei der Tunnelstrom und damit der Abstand von einigen nm konstant gehalten wird. Die Re-
gelspannung ist ein Mal3 fiir das Oberfldchenprofil, und sie enthdlt die Bildinformation tiber das
Objekt. Eine Darstellung auf einem Bildschirm erméglicht die Erkennung einzelner Atome.
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X

Bild 10-5

Beim Tunnelmikroskop wird
¥ eine Spitze (1 nm Radius) im

konstanten Abstand iiber eine

R . Oberfliche gefiihrt.
e Als Regelsignal dient der
Tunnelstrom U Tunnelstrom. Die Stellglieder
Oberfliche beruhen auf dem Piezoeffekt.

1]

Feldelektronenmikroskop und Feldionenmikroskop

Feldemissionsmikroskope konnen durch das Teilchenbild erklédrt werden. Bei diesem Mikro-
skop wird an eine feine Spitze nach Bild 10-6 eine elektrische Spannung angelegt. Durch die
hohe Feldstérke, die sich an der stark gekriimmten Oberflache bildet, werden Elektronen emit-
tiert. Sie werden in Zentralprojektion auf den Leuchtschirm beschleunigt und erzeugen dort ein
Bild mit einer VergréBerung von 107 bis 10°. Die Bildinformation stellt die &rtliche Verteilung
der Austrittsarbeit dar. Es kénnen einzelne Atome als Schatten sichtbar gemacht werden. Ahn-
lich arbeiten Feldionenmikroskope. Da die Priparation der Spitzen langwierig ist, werden
derartige Mikroskope hauptsichlich in der Wissenschaft eingesetzt.

Elektronen

Spitze Bild 10-6

Beim Feldelektronenmikroskop werden
Elektronen aus einer Spitze gezogen.

Es wird der atomare Aufbau der Spitze oder
von aufgebrachten Materialien in Schatten-
projektion abgebildet

= ik Leuchtschirm

10° . 10°v

Neutronen- und Elektronenbeugung

Neben der Rontgenbeugung liefern Versuche mit Materiewellen, insbesondere von Neutronen
und Elektronen, Informationen iiber den atomaren Aufbau von Festkorpern. Neutronen-
beugung wird an speziellen Forschungsreaktoren mit so genannten thermischen Neutronen
durchgefiihrt. Die thermische Energie eines Teilchens, z. B. eines Neutrons der Masse m, wird
nach der kinetischen Gastheorie durch die Temperatur 7' und die Boltzmann-Konstante
k=1,381-1023 J/K bestimmt (Kapitel: Thermodynamik):
E= m_v2 = sz oder v= 3T . Neutronenenergie £
2 2 m

Aus der Teilchengeschwindigkeit v ist die De-Broglie-Wellenlédnge A = A/(mv) berechenbar.
Entsprechend (10.12a) resultiert:
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h
A= Neutronenwellenlinge A (10.12b)

3kTm

Fiir thermische Neutronen mit 7 = 300 K berechnet man A = 0,14 nm. Atome im Festkorper
besitzen einen Abstand von einigen 0,1 nm. Kristalle bilden somit Gitterstrukturen, an denen
Neutronen gebeugt werden. Aus den Beugungsmustern gelingt eine genaue Analyse der Git-
terabstinde und der Lage der Atome im Kristall. Insbesondere kénnen mit Neutronen auch
magnetische Eigenschaften von Festkorpern untersucht werden, da Neutronen keine Ladung
aber ein magnetisches Moment aufweisen. Ahnliche Beugungsexperimente werden mit Elekt-
ronen im eV- und keV-Bereich durchgefiihrt. Bild 10-7 zeigt den experimentiellen Aufbau zur
Elektronenbeugung mit Beugungsbildern fiir mono- und polykristalline Schichten. Derartige
Strukturen entstehen auch bei Rontgen- und Neutronenbeugung.

Heizspannung a) Einkristall
U_‘ e
~ Beschl. LI S
vl AR Ll
Kristall

(dtnne Schicht)

b) Polykristall

! Bild 10-7

\_ ,’%/" Prinzip der Elektronenbeugung an
diinnen kristallinen Schichten in
& Transmission:

a) Einkristall

b) Polykristall

Beugungsbild

Elektronenwellen in Atomen

Die vorangehenden Abschnitte zeigen, dass Materie Wellen- und Teilcheneigenschaften auf-
weist. Im Atom umkreisen Elektronen den Kern. Im Teilchenbild handelt es sich um Bahnen
von kleinen Materieteilchen, dhnlich wie Satellitenorbitale um die Erde. Nach den Vorstellun-
gen des Wellenbildes entstehen im Atom in sich geschlossene Elektronenwellen um den Kern.
Dadurch kann die Schalenstruktur und das Auftreten diskreter atomarer Bahnen verstiandlich
begriindet werden.

Heisenberg’sche Unschiirferelation

Wegen der Welleneigenschaften ist es nicht moglich, alle Daten eines Teilchens, z. B. eines
Elektrons, prizise festzustellen. Die Messgenauigkeit des Ortes Ax und der Impulses Ap
wird durch das Plancksche Wirkungsquantum / gegeben:

AxAp=h . Unschérferelation

Grund fiir diese Ungenauigkeit sind Beugungseffekte beim Messvorgang. Die GréB3en Energie
und Zeit sind mit einer dhnlichen Ungenauigkeit verkniipft:

AEAt=h. Unschirferelation
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Besitzt ein atomares Niveau die Lebensdauer Az, so ist die Breite des Energiezustandes AE
durch obige Gleichung festgelegt.

Beispiel 10.1.3 Wie groB ist die Wellenlédnge von Elektronen, die mit U= 10 kV beschleunigt wurden?
Aus (10.12a) folgt: A = h/(\2eUmg)=2,1-10""! m.

10.2 Aufbau der Atome

Nach den Gesetzen der klassischen Physik kénnen stabile Atome nicht existieren; die kreisen-
den Elektronen miissten wie schwingende Dipole elektromagnetische Energie abstrahlen und
schlieBlich auf den Kern fallen. Weiterhin kann der Schalenaufbau der Atome mit ganz be-
stimmten Elektronenbahnen nicht verstanden werden. Im Zusammenhang damit stehen die von
den Atomen emittierten Spektrallinien. Im Wellenbild treten diese Schwierigkeiten nicht auf.
Um den Kern bilden sich geschlossene Elektronenwellen, die den Schalen entsprechen. Nach
dieser Vorstellung ist ein Elektron in einer Schale mit einer gewissen Aufenthaltswahrschein-
lichkeit rdumlich verteilt. Es handelt sich also nicht um eine schwingende Ladung sondern um
eine Elektronenwelle.

Zentrifugalkraft

-2

Coulombkraft
Bild 10-8
Zur Berechnung der Elektronenbahnen.
Kern Ze Die Zentrifugalkraft ist gleich der
® Coulomb’schen Anziehungskraft

10.2.1 Wasserstoffatom

Stationire Elektronenbahnen

Im Folgenden werden die Elektronenbahnen um den Kern am Beispiel eines wasserstoffahnlichen
Atoms mit einem Elektron berechnet. Im Teilchenbild wirkt zwischen dem Kern mit Z Protonen
und einem kreisenden Elektron mit dem Bahnradius » die anzichende Coulomb-Kraft F. Diese
ist proportional zu den Ladungen von Kern (Ze) und Elektron (—e) und umgekehrt proportional
zum Quadrat des Abstandes » (8.2b). Fiir den Betrag der Kraft resultiert (Bild 10-8):

1l Zee
¢ 47[8() r2

Coulomb-Kraft F¢

Die elektrische Feldkonstante betriigt €5 =8,85-10"12As/(Vm) und die Elementarladung
e = 1,6-10~19C (Abschnitt 8.1). Fiir Wasserstoffatome gilt Z = 1, fiir wasserstoffihnliche
Ionen Z =2, 3, 4, ... Im Kriftegleichgewicht ist Fi- gleich der Zentrifugalkraft mgv2 /7, die
am Elektron der Masse my wirkt:
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1 Ze? 2
e _mevt Coulomkraft = Zentrifugalkraft (10.13a)
dmey 12 r

Nach dieser klassischen Gleichung kann das Elektron jeden beliebigen Bahnradius » einneh-
men, dhnlich wie es bei einem Erdsatelliten der Fall ist.

Im Wellenbild entstehen um die Kerne in sich geschlossene Elektronenwellen, d. h. in den
Bahnumfang muss ein n-faches der de-Broglie-Wellenldnge passen (Bild 10-9):

2ar=nl=n

mit n=1,2,3,.. Elektronenwellen (10.13b)
mgv

Bild 10-9
Um den Atomkern bilden sich stehende Elektronenwellen.
Dadurch kann die Schalenstruktur der Elemente verstanden werden.

Dabei reprisentiert die Hauptquantenzahl » = 1, 2, 3 .... jeweils eine stationdre Elektronen-
bahn, die auch als Schale bezeichnet wird. Schlielen sich die Elektronenwellen nicht in ihrer
Bahn, so 16schen sie sich durch Interferenz nach mehreren Umlidufen aus. Die stationidren Bah-
nen kénnen mit (10.13a und 10.13b) berechnet werden:

2
fp=——2—p2 und v,=——. Bahnradius #, (10.14)

In den Gleichungen fiir den Bahnradius 7, und die Geschwindigkeit v,, tritt neben einer Reihe
von Naturkonstanten die Hauptquantenzahl n auf. Die Radien der verschiedenen Schalen stei-
gen mit n2. Man bezeichnet die Bahnen mitn =1, 2, 3, 4 ... als K-, L-, M-, N-,... Schale (Bild
10-10).

n=

Bild 10-10
Bohr'sches Atommodell
(nicht mafBstabsgerecht)

Elektronenbahnen

Energieniveaus

Jede Elektronenbahn ist durch eine bestimmte Energie charakterisiert. Man nennt die Elektro-
nenzustdnde daher auch Energieniveaus. Die Energie E, setzt sich aus der kinetischen Ener-
gie Ej;, =mpv? /2 und der potentiellen Energie E por Zusammen:

E= Epot + Egip -
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Die potentielle Energie E,,, ist die Arbeit, die aufgewendet wird, um das Elektron aus der
Bahn mit dem Radius 7, vom Atom zu entfernen. Das Elektron wird in diesem Fall nach ,,un-
endlich® verschoben oder ionisiert. Da die Energie in das Atom hineingebracht werden muss,
wird sie als negativ definiert:

o w Ze? Ze? Z2Amg 1
E ot =—| Fedr=-— r=- ==
pot frn ¢ frn dge,r? dge 1, 4e3h? n?

Die kinetische Energie Ej;, kann aus der Geschwindigkeit v,, nach (10.14) berechnet werden:

Z2e*myp 1
Ein == 5
Seoh n

Die gesamte Energie £ =E,, + Ey;,, eines Zustandes mit der Hauptquantenzahl » ergibt sich
somit zu:

_Z2emp 1

E, = .
" 88(2)h2 n?2

Atomare Energiezustéinde E|, (10.15)

Das negative Vorzeichen symbolisiert, dass die Energie von auflen in das Atom gebracht wer-
den muss, um das Elektron aus seiner Bahn herauszulosen. Man nennt diesen Vorgang lonisa-
tion. Fur Wasserstoff mit Z =1 sind die Energieniveaus in Bild 10-11a skizziert. Normalerwei-
se ist nur die tiefste Bahn mit » = 1, d. h. die K-Schale mit einem Elektron besetzt. Die Energie
betrigt E; = —13,53 eV (=2,2-10718]), der entsprechende Bahnradius 74 =0,53-10~10 m.
Fiir groe Hauptquantenzahlen (n — o) wird die Bindungsenergie E, = 0. Das Elektron ist
dann frei und das Atom ionisiert. Die Energie der Bahnen variiert mit 1/#2 . Die Bahnen mit »n
=1,2,3,4, ... weisen die Energien —13,4 eV, —13,53/4 eV, —-13,53/9 eV, —-13,53/16 eV,.... auf.

H H Ha
a) b) N i o
o 0‘%'4) UV blau blau-griin rot
& Il Paschen-| 3
® 3 T Serie 2
-5 6 Balmer- Foto-
I Serie emission
g 97 Lyman- |onisierungs- 434 486 656
w 121 Serie energie 13,6 eV 379 411
T o
15

Wellenlange in nm

Bild 10-11 Wasserstoffatom: a) Termschema mit den Ubergiéingen b) Linienspektrum der Balmer-Serie

Spektrallinien

In Gasentladungen oder durch andere Anregung kénnen Elektronen aus ihrer niedrigsten Bahn
in angeregte Zustinde gehoben werden. Die Aufenthaltsdauer in diesen héheren Bahnen ist
nur kurz (ms bis ns). Beim Riickweg des Elektrons in die tieferen Zustinde wird Energie in
Form von Licht frei. Es entstehen ganz bestimmte, fiir das Atom charakteristische Spektral-
linien, die in Bild 10-11 mit ihren historischen Namen fiir das H-Atom eingetragen sind. Nur
die so genannte Balmer Serie liegt teilweise im sichtbaren Spektralbereich. Man kann die Fre-
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quenzen der Strahlung bei einem Ubergang zwischen zwei Niveaus mit den Hauptquantenzah-
len 7y und » aus (10.15) ableiten:

hf=E2—E1

7204 1 1
_ 32 mg - Spektrallinien (10.16a)
8eghd \ni  n3

Zur Abkiirzung wird die Rydberg Frequenz R eingefiihrt:

etmg 15 .
S 3,29-10°> Hz. Spektrallinien (10.16b)
0

1 1
f=ZzR(—2——2) mit R=
noon

Beispielsweise erhdlt man fiir die erste Linie der Balmer-Serie (7, = 3, = 2 und Z = 1);
f=4,57-1014Hzund A = ¢y / f = 656 nm in Ubereinstimmung mit dem Wert aus Bild 10-11b.

Bohr’sche Postulate

Im vorliegenden Abschnitt wurde das H-Atom mit Hilfe des Teilchen- und Wellenbildes von
Elektronen berechnet. Historisch standen am Anfang der Atomphysik die Bohr’schen Postulate
im Vordergrund, die erst durch das Wellen- und Teilchenbild verstédndlich werden. Sie lauten:

(1) Es existieren stationdire Elektronenbahnen, bei denen der Drehimpuls pr = mg vr gleich
einem ganzzahligem Vielfachen von h/(2 7 ) ist, d. h., 2 wmg vr = nh. Dieser Ausdruck ist
identisch mit (10.13b).

(2) Beim Ubergang von einer Bahn héherer Energie E, zu einer mit niedriger E; entsteht
Licht mit der Frequenz hf = E,—E; (10.16a).

Im diesem Abschnitt wurden grundlegende Aussagen und Berechnungen iiber das einfachste
Atom, Wasserstoff, gemacht. Eine genaue Beschreibung kann durch die Quantenmechanik
erfolgen, die auch den Aufbau komplizierter Atome vollstindig beschreibt.

Beispiel 10.2.1a Wie gro8 ist die Gravitationskraft im Verhiltnis zur Coulomb-Kraft beim H-Atom?
Gravitationskraft (4.1): F =ymm, /r* (y =6,673-10""" m?/kgs?, m; = my = Elektronenmasse,
my, = mp = Protonenmasse), Coulomb-Kraft: Fo = (1/4meq)- Ze* /r? (Z=1).

Verhiltnis: F/Fp = ympmp4mey/e* = 4-107%°. Die Gravitationskraft ist vernachlissigbar.

Beispiel 10.2.1b Wie grof} ist die Energie zur Ionisation des H-Atoms?

Es gilt (10.15) mit Z=1: E, = —(e*my; /8e3h?)/n> ==2,1-10"18/n? J=-13,4/n* V.

Damit hat der Grundzustand (# = 1) die Energie E; =—13,4 eV. Das Minuszeichen zeigt, dass diese Energie frei
wird, wenn ein Elektron in diesen Grundzustand hineinféllt. Um das Elektron zu befreien (Ionisation), muss die Ener-
gie von 13,4 ¢V aufgebracht werden.

Beispiel 10.2.1¢ Man berechne die Spektrallinien des H-Atoms, die im ersten angeregten Zustand (» = 2) enden
(Balmer-Serie).

Nach (10.16b) gilt: £ =3,29-10'3(1/22 —1/n3) Hz mit n, =3, 4, 5,.... Damit erhlt man:

f=4,57-10" Hz, 6,17-10" Hz, 6,91-10"* Hz,....Mit A=c¢,/f folgt: 1=656nm, 486 nm, 434 nm,......
Beispiel 10.2.1d In einer Schicht (eines Quantengrabenlasers) der Dicke d soll eine stehende Elektronenwelle mit
d = A/2 mit der Energie von 2 eV erzeugt werden. Wie grofl muss d sein?

Es gilt: d = A/2 . Die Wellenldnge errechnet sich aus (10.12a) mit U=2 V: A =h/\2eUmg =1,7 nm.

Damit folgt d = 0,85 nm.

Beispiel 10.2.1e Wie grof} ist der Radius des H-Atoms?
Nach (10.14) errechnet man mit Z=1: r, =53-10"2 m.
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10.2.2 Quantenzahlen

Die Energiezustinde des H-Atoms wurden bisher durch die Hauptquantenzahl » beschrieben.
Untersuchungen zeigen, dass weitere Quantenzahlen existieren (Tabelle 10.2), welche die
Details der Wasserstoffspektren und den Aufbau komplizierter Atome des Periodensystems
verstdandlich machen.

Tabelle 10.2 Bedeutung der Quantenzahlen in Atomen

Quantenzahl Symbol Bedeutung
Haupt- n=1,2,3,4,. n charakterisiert den Radius der Kreisbahn oder die
Quantenzahl » —KLMN..  groBe Halbachse der Ellipsenbahn. Durch n wird die

Schale (K, L, M, N,..) und die Energie angegeben. In
jeder Schale konnen sich 212 Elektronen aufhalten.

Bahndrehimpuls- /=1, 2, 3, ...(n-1) [ gibt fiir eine Schale »n die Zahl der Ellipsenbahnen

Quantenzahl / mit verschiedenerer Exzentrizitit an. Der Drehimpuls
betrégt [h/2m.

Magnet- m=0,=£1,+2,.£/ m gibt die Lage der Bahnebenen im Raum an. Das

Quantenzahl m magnetische Moment ist proportional zu m.

Spin- s==*1/2 s bestimmt die Lage des Eigendrehimpulses (Spin) des

Quantenzahl s Elektrons zum Bahndrehimpuls

(parallel = +, antiparallel = —).

Hauptquantenzahl n

Hauptquantenzahl » gibt die Schale und deren Energie an. Sie bestimmt den Radius der Kreis-
bahn; im Wellenbild ist # die Zahl der Wellenlédngen im Bahnumfang. In jede Schale » kdnnen
sich 2 n2 Elektronen in verschiedenen Zustéinden aufhalten:

Elektronenzahl in der n-ten Schale = 2 n2 (10.17)

n=1 n= 2 n=3
Elektronenbahn

Bild 10-12a
Bohr-Sommerfeld'sche
=C Elektronenbahnen fiir die
Hauptquantenzahlen
n=1,23

(K-, L-, M-Schalen)
1=0 1=1 =2

Bahndrehimpulsquantenzahl /
Die auch als Nebenquantenzahl | bezeichnete Grofle berticksichtigt, dass neben einer Kreis-
bahn auch Ellipsenbahnen um den Kern moglich sind. Nach der klassischen Physik ist die

Energie einer kreisférmigen Bewegung mit dem Durchmesser 27 ebenso grol wie die einer
Ellipse gleich groBer Hauptachse. Auf einer Ellipsenbahn findet nach Bild 10-12 eine starke
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Anngherung an den Kern statt. Die Geschwindigkeit wichst in Kernnéghe, und nach der Rela-
tivitdtstheorie (Abschnitt 4.3) tritt eine Zunahme der Elektronenmasse my auf. Durch die rela-
tivistischen Effekte dndert sich die Energie der Ellipsenbahn und es findet eine Aufspaltung in
n Energiewerte statt. Dies wird in den Spektrallinien sichtbar.

Da sich nach dem Wellenbild auch auf den Ellipsen geschlossene Wellen bilden miissen, ist
die Zahl / der Ellipsen auf insgesamt n Werte begrenzt:

1=0,1,2,3,4, ... (n-1) Nebenquantenzahl / (10.18)

oder in historischer Symbolik: /=s,p,d, f, .....

Man spricht von s-, p-, d- oder f-Elektronen, entsprechend der Bahndrehimpulsquantenzahl /.
In Bild 10-12a sind die Bahnen fiir die K-, L- und M-Schale dargestellt. In Bild 10-12b die
Aufenthaltswahrscheinlichkeiten oder die Ladungsdichten fiir die Elektronen skizziert, die sich
nach der Quantenmechanik ergeben.

Kreis- und Ellipsenbahnen mit gleichem » besitzen unterschiedliche Drehimpulse, die durch /
angegeben werden. (Elektronen mit / = 0 besitzen nach der Quantenmechanik keinen Drehim-
puls; aus den Bahnkurven ist dies nicht ersichtlich.) Mit einem Bahndrehimpuls ist ein atoma-
res magnetisches Moment verkniipft, d. h. s-Bahnen sind nicht magnetisch, dagegen verhalten
sich p- und d-Orbitale wie magnetische Dipole.

=0,

% =2n'1 =0
(]
@

1=0, q= 1 1=1,

fagmel “Mud cmasd Bild 10-12b
? ] . Aufenthaltswahrscheinlichkeiten
@ é ‘ °w ’ - . S eoe OO der Elektronenbahnen fiir die
Hauptquantenzahlenn =1, 2, 3

=0 I=1, =1 1=2 =2 1=2, des Wasserstoffatoms
m=0 m=0 m=z1 m=0 =+1 m=+2

Magnetquantenzahl m

Bei Atomen in duBleren Magnetfeldern beobachtet man eine Aufspaltung der Spektrallinien
(Zeeman-Effekt). Dies liegt daran, dass die atomaren magnetischen Dipole Positionen im Raum
mit unterschiedlichen Richtungen und Energien einnehmen. Das magnetische Moment oder
der Bahndrehimpuls, gegeben durch /, kann sich (als Folge der Quantenmechanik) nur in be-
stimmte Raumrichtungen einstellen. Dies ist vereinfacht in Bild 10-13 an einem Beispiel fiir
[ = 3 dargestellt; die Projektion des Drehimpulses mit / in Richtung des Magnetfeldes muss
ganzzahlig sein, d. h. gleich =1, 2, £3, ... Fiir diese Werte wird eine dritte Quantentenzahl
m eingefiihrt. Es gilt:

m==*1,*2 *3 .. *] Magnetquantenzahl m (10.19)

Fiir eine Bahndrehimpulsquantenzahl / ergeben sich damit 2/ + 1 verschiedene Moglichkeiten der
Orientierung im Raum. Im Magnetfeld ist damit die Aufspaltung einer Spektrallinie gegeben.
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Richtung des
Magnetfeldes

m=3 1=3

Bild 10-13
Magnetquantenzahlen fiir / = 3

Spinquantenzahl s

Elektronen besitzen einen Drehimpuls oder einen Spin, den man durch die Eigenrotation des
Teilchens verstehen kann. Die Grofe des Spin-Drehimpulses eines Elektrons ist halb so grof3
wie der Bahndrehimpuls mit / = 1. Daher ordnet man einem Elektron die Spinquantenzahl s zu:

s==*1/2. Spinquantenzahl s (10.20)

Die Vorzeichen beschreiben nach Bild 10-14, ob Spin- und Bahndrehimpuls parallel oder
antiparallel zueinander stehen. Der Spin fiihrt zu einem magnetischen Moment, das Elektron
besitzt die Eigenschaften eines winzigen Permanentmagneten (Abschnitt 10.3.3).

S

D) ®
a" Bild 10.14
Zum Elektronenspin und zur Spinquantenzahl s

5

Pauli-Prinzip

Ein atomarer Zustand oder eine Bahn ist durch vier Quantenzahlen (n, , m, s) gekennzeichnet.
Nach dem Pauli-Prinzip kann ein Zustand nur durch ein Elektron besetzt werden; alle Elektro-
nen im Atom besitzen unterschiedliche Quantenzahlen.

Man kann die Zahl N der Zustinde fiir die Hauptquantenzahl » durch Summation berechnen:
n — 1 Unterniveaus konnen jeweils 2/ + 1 Werte annehmen; wegen der Spinquantenzahl ist mit
2 zu multiplizieren:

-1
N= 27_0 221+1)=2n2 . Elektronenzahl N in einer Schale (10.17)

Dies bedeutet, dass in die K-Schale (» = 1) 2 Elektronen passen, in die L-Schale (n = 2)
8 Elektronen.

Aufspaltung der Schalen

In Bild 10-15 ist die Aufspaltung der Energieniveaus der K-, L- und M-Schale durch die zu-
sitzlichen Quantenzahlen /, m, s dargestellt.
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Bild 10-15  Zur Schalenstruktur der Elemente:
Niveauschemata fiir die Hauptquantenzahlen n = 1, 2, 3 (K-, L-, M-Schalen)

Beispiel 10.2.2a Wie viele Elektronen N kénnen in der K-, L-, M- und N-Schale aufgenommen werden?
Nach (10.17) gilt: N =2n*>(n=1,2, 3, 4,...). Man erhilt N=2, 8, 18 und 32 Elektronen.

Beispiel 10.2.2b Wie lauten die Kombinationen der 4 Quantenzahlen in der L-Schale?

Nach Bild 10-15 erhilt man: (n,Lm,s): (2,0,0,£1/2), (2,1,—=1,%1/2), (2,1,0,+1/2), (2,1, +1,+1/2).

10.2.3 Deutung des Periodensystems

Bild 10-15 zeigt die Aufspaltung der Schalen in Unterniveaus. Mittels dieser Darstellung und
Bild 10-16 kann der Aufbau des Periodensystems (Tabelle 10.1) und die Schalenstruktur der
Atome verstanden werden:

HZ=1)

He (Z=2)

Li(Z=3)
Be (Z=4)
B(Z=5)
C(Z=6)
N(Z=17)
0(Z=8)
F(Z=9)
Ne (Z = 10)

Na (Z=11)

Der Wasserstoffkern besteht aus einem Proton, das von einem Elektron umkreist
wird. Nach den Bildern 10-15 und 10-16 befindet sich das Elektron in einem 1s-
Zustand.

Der Kern besteht aus zwei Protonen und zwei Neutronen. Die beiden
Elektronen der Hiille befinden sich in 1s-Zustdnden mit antiparallelen Spins. Diese
Konfiguration ist besonders stabil, die K-Schale ist abgeschlossen. Daher ist He ein
Edelgas.

Das dritte Hiill-Elektron befindet sich in einem 2s-Niveau. Als das erste Elektron in
der L-Schale ist es nur schwach gebunden. Deshalb ist Lithium, wie die anderen
Alkalien Na, K, Rb, Cs, chemisch aggressiv.

In Beryllium nimmt die 2s-Unterschale ein zweites Elektron auf.

Das fiinfte Elektron in Bor hat den Zustand 2p. Die Elektronenverteilung mit 2p hat
die Form einer Hantel (Bild 10.12b).

Bei Kohlenstoff wird ein weiterer p-Zustand gebildet. Die Achse der hantelférmigen
Elektronenverteilung zeigt in y-Richtung (2 py), die von Bor in x-Richtung (2 p,).
Das hinzukommende Elektron in Stickstoff belegt einen 2 p,-Zustand.

Beim Sauerstoff wird ein zweites Elektron im Zustand 2 p, eingebaut.

Nach Auffiillen der 2 py-Zustinde fehlt im Fluor noch ein Elektron zum Auffiillen
der L-Schale. Das fehlende Elektron hat eine hohe Bindungsenergie. Daraus erklart
sich das chemisch aktive Verhalten der Halogene, wie F, Cl, Br, L.

Die L-Schale wird durch ein zusitzliches 2 p,-Elektron abgeschlossen. Es handelt
sich um eine sehr stabile Konfiguration; Ne ist ein Edelgas.

Das erste 3s-Elektron von Natrium in der M-Schale ist wie bei Li nur schwach ge-
bunden.
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Mg (Z=127)
Al bis Ar

(Z =13 bis 18)
FirZ > 18

K, Ca
(Z.=19,20)
Sc bis Zn

(Z =21 bis 30)

Ga bis Kr
(Z = 31 bis 36)

Es wird ein zweites 3s-Elektron gebunden.

Die 3p-Konfiguration wird systematisch aufgebaut, dhnlich wie es bei den 2p-
Elektronen beschrieben wurde. Argon ist ein Edelgas, da die 3p-Unterschale voll-
standig gefiillt ist.

treten UnregelméBigkeiten beim Aufbau des Periodensystems auf; es werden teil-
weise erst hohere Schalen und dann niedrigere aufgefillt.

Vor der 3d-Unterschale werden die 4s-Zustande mit zwei Elektronen besetzt.

Nach 4s werden die 10 moglichen 3d-Zustidnde aufgefiillt. Es treten zusétzliche
UnregelmiBigkeiten auf, da bei Cr und Cu ein Loch in der 4s-Unterschale entsteht
(Bild 10-16).

Die sechs 4p-Elektronen werden regelméfig nacheinander eingebaut.

Den weiteren Verlauf des Periodensystems entnimmt man Bild 10-16 und Tabelle 10.1. Ab-
schlieBend soll auf die 4f-Schale hingewiesen werden, die bei den Lanthanoiden (seltene Er-
den) aufgefiillt wird. Bei diesen Elementen ist die dullere 6s-Unterschale voll; sie unterschei-
den sich nur in der inneren 4f- und teilweise der 5d-Konfiguration. Daher sind die Lanthanoide
chemisch dhnlich. Analoges Verhalten zeigen die Actinoide: bei voller 7s-Schale werden die
inneren 5f-Zustinde besetzt.

Schale
1s
2s
2p
3s
3p
4s
3d
4p
Ss
4d
5p
4f
5d
4f
5d
6p
7s
6d
Sf
6d

53Ce

90Th

T 0 WO WO ZOZOZOZEZZZZCCOR

Bild 10-16 Zum Aufbau des Periodensystems:
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104Ku  1osNs

Auffiillung der Elektronenschalen mit

steigender Ordnungszahl
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10.3 Licht, Rontgenstrahlung und Spinresonanz

Im Grundzustand der Atome befinden sich die Elektronen auf den niedrigsten Bahnen, deren
Aufbau im letzten Abschnitt dargelegt wurde. Durch Energiezufuhr, z. B. Strahlung oder St6f3e
mit Elektronen oder Atomen, werden atomare Elektronen in héhere Zustdnde gehoben. Die
Lebensdauer dieser Niveaus ist kurz (ms bis ns) und beim Zerfall emittiert das Atom Strah-
lung. Je nach Wellenldnge unterscheidet man infrarote Strahlung, Licht, ultraviolette Strahlung
und Roéntgenstrahlung.

a) b) c)
-“:;, _I_ E., N, - R
E Photon w
Hit— it— | I
E, N, kohérent inkoharent
Absorption stimulierte Emission spontane Emission

Bild 10-17 Absorption, stimulierte und spontane Emission von Licht

10.3.1 Emission und Absorption von Licht

Strahlung im sichtbaren und den benachbarten infraroten und ultravioletten Gebieten wird
iiberwiegend von den duBeren atomaren Elektronen ausgesendet. Wenn im Folgenden von
Licht gesprochen wird, so sind damit die erwdhnten Bereiche mit eingeschlossen. Rontgen-
strahlung entsteht bei Ubergingen in inneren Elektronenschalen.

Absorption von Licht

Bei Bestrahlung von Atomen mit Licht kann Absorption stattfinden. Voraussetzung dafiir ist,
dass die Energie der Lichtquanten Af gleich der Energiedifferenz zwischen einem unteren be-
setzten (1) und oberen unbesetzten (2) Niveau ist (Bild 10-17a):

W =E,—E. (10.18)

In freien Atomen sind die Energieniveaus schmal und es wird nur ein kleiner Wellenlédngen-
bereich absorbiert. Anders ist es in Festkorpern, bei denen breite Energiebidnder auftreten
(Kapitel 11). Die Intensitit oder Leistungsdichte 7 (in W/m?2) verringert sich durch Absorption
langs des Weges dx um dL:

& '

—| =—01N{!. Absorption (10.192)

dx A
Dabei bedeutet N;die Dichte der absorbierenden Atome (in Atome/m3) und o7, nennt man
Wirkungsquerschnitt fiir Absorption. Er gibt die effektive Querschnittsfliche in m2 an, mit der
ein Atom absorbiert. Man kann (10.19a) integrieren und erhilt eine e-Funktion, welche die
Intensitdt in die Tiefe eines absorbierenden Mediums beschreibt:

14 =Ige 01Nix = [pe—ax Absorptionsgesetz (10.19b)
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Der Index 4 in (10.19a) und 10.19b) gibt an, dass es sich um den Vorgang der Absorption
handelt. Die GroBle a =01, N; ist der Absorptionskoeffizient und [ ist die eingestrahlte In-
tensitét vor der Absorption.

Stimulierte Emission

Der Umkehrprozess zur Absorption ist die stimulierte oder induzierte Emission von Strahlung.
Bei der Absorption wird durch einfallende Strahlung mit der Resonanzfrequenz f, ein Elek-
tron von einem niedrigen (1) auf ein hoheres Energieniveau (2) gehoben. Bei der stimulierten
Emission wird ein Elektron durch resonante Strahlung von einem héheren Niveau (2) auf das
tiefere (1) gezwungen (Bild 10-17b). Die frei werdende Energie wird in Form eines Licht-
quants abgestrahlt. Das entstehende Licht hat die gleiche Frequenz und Phase wie das einfal-
lende und auch die gleiche Richtung. Es handelt sich also um eine Verstirkung von Licht
durch einen kohdirenten Prozess, der die Grundlage des Lasers bildet.

Die Berechnung der Lichtverstirkung verlduft wie bei der Absorption. Jedoch miissen folgende
Unterschiede beachtet werden: die Indizes 1 und 2 sind zu vertauschen, und d//dx ist wegen der
Verstirkung positiv. Damit wird die Verstiarkung durch stimulierte Emission gegeben durch:

Ig = IpeonNox Stimulierte Emission (10.19¢)

Der Index S in (10.19¢) gibt an, dass es sich um den Vorgang der stimulierten Emission han-
delt. Zu berticksichtigen ist, dass die Wirkungsquerschnitte fiir Absorption und stimulierte
Emission in einfachen Fillen gleich sind: 0 =01y =05; .

Lichtverstirkung

In einem optischen Medium finden einerseits eine Schwdchung durch Absorption und ander-
seits eine Verstdrkung durch stimulierte Emission statt. Fragt man, ob eine Lichtwelle verstarkt
oder geschwicht wird, ist die Summe beider Prozesse zu betrachten:

dl =di 4 +dig Man erhilt zusammen fiir beide Prozesse:

I =IgeN2a=N)ox Laserverstirker (10.20)

Das Vorzeichen im Exponenten bestimmt, ob eine Schwéchung oder Verstdrkung vorliegt. In
normalen Medien und Lichtquellen ist das untere Niveau wesentlich stirker besetzt: Ny > Nj.
Das Vorzeichen ist negativ und die Absorption iiberwiegt. In einem Lasermedium muss jedoch
das obere Niveau stirker besetzt werden, d. h. Ny > N;. Dies wird durch einen Prozess erreicht,
den man Pumpen nennt. Das Vorzeichen des Exponenten in (10.20) wird in diesem Fall positiv
und es tritt eine Lichtverstarkung auf.

Voraussetzung fiir eine Verstirkung und eine Lasertdtigkeit ist somit eine Inversion (Umkeh-
rung) in der Besetzung der Zustdnde.

Spontane Emission

Die stimulierte Emission, die theoretisch analog zur Absorption ist, hat nur in der Laserphysik
Bedeutung. Bei den anderen iiblichen Prozessen im Zusammenhang mit Licht {iberwiegt die
spontane Emission (Bild 10-17¢). Wihrend bei der stimulierten Emission durch eine einfallen-
de Welle Elektronen zu einem Ubergang in einen tieferen Zustand gezwungen werden, zerfillt
bei der spontanen Emission der angeregte Zustand ohne dufleren Einfluss innerhalb der Le-
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bensdauer T. Es handelt sich um einen statistischen Zerfall mit jeweils (leicht) unterschiedli-
cher Frequenz in verschiedene Raumrichtungen. Bei tiblichen Lichtquellen entsteht Licht
durch spontane Emission. Beim Laser tritt stimulierte Emission auf, die spontane hingegen ist
ein Storeffekt.

Lichtquellen

Glithfadenlampen beruhen auf der thermischen Emission von Strahlung, die unter dem Stich-
wort Warmestrahlung in Abschnitt 5.5.3 behandelt werden. In einer Gasentladung dagegen
werden hauptsidchlich durch Elektronensto3 Atome in angeregte Zustinde gehoben. Beim
Zerfall dieser Zustdande durch spontane Emission entsteht Licht. Durch Leuchtstoffe kann bei
manchen Lampen zusétzlich eine Umwandlung von ultravioletter Strahlung in sichtbares Licht
erfolgen. Die Typen und Anwendungen von Lichtquellen sind vielféltig (Abschnitt 8.4.5).

Laser

Beim Laser ist die spontane Strahlung ein Storeffekt; es iiberwiegt die stimulierte Emission.
Dies wird durch eine selektive Energiezufuhr erreicht, bei der eine Inversion erzeugt wird.
Dabei muss die Besetzungszahl N, in einem oberen Niveau grofer sein als Nj in einem niedri-
gen. Nach (10.20) kann damit eine kohdrente Lichtverstirkung erfolgen. Der technische Auf-
bau von Lasern wird in der Quantenoptik (Abschnitt 9.3) beschrieben.

a)
Probe Detektor Probe
” |
AnregungSpektrometer Daten- Lichtquelle Spektrometer Detektor Daten-
verarbeitung verarbeitung
Probe

b) <>

Bild 10-18 Untersuchungen von Spektren:
a) Emissions-Spektroskopie b) Absorptions-Spektroskopie

Spektroskopie

Die grof3e historische Leistung der Spektroskopie, der Technik zur Wellenlédngenanalyse von
Licht, war die Aufkldrung des atomaren Aufbaus. Heutzutage erfiillt die Spektroskopie iiber-
wiegend folgende Aufgaben: Untersuchung von Festkorpern und Molekiilen, Messungen in
der analytischen Chemie, Biologie und im Umweltschutz u. a. Im Folgenden sind die wichtigs-
ten spektroskopischen Verfahren zusammengefasst (Bild 10-18):

Emissionsspektroskopie: Atome oder Molekiile werden durch Energiezufuhr angeregt. Dieses
kann durch Einstrahlung von Licht, durch eine Gasentladung oder eine Flamme erreicht wer-
den. Die angeregten Atome emittieren charakteristische Spektrallinien, welche Informationen
iiber die Atome und Molekiile enthalten. Die Messung der Strahlung erfolgt mittels Spektral-
apparaten (siche Bild 9-34). Die Auswertung der Messkurven erlaubt eine quantitative Analyse
der atomaren oder chemischen Zusammensetzung des gasférmigen Materials. Auch Festkorper
werden nach dieser Methode untersucht.
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Absorptionsspektroskopie: Bei diesem Verfahren wird die untersuchte Probe mit Licht durch-
strahlt. Es kann sich um weiles Licht oder um einen Linienstrahler handeln, z. B. einen ab-
stimmbaren Laser. Stimmt die Energie der eingestrahlten Lichtquanten mit dem Abstand zwei-
er Niveaus iiberein (10.18), findet eine Schwichung des Lichtstrahls statt, die optoelektronisch
nachgewiesen wird.

Beispiel 10.3.1a Wie groB ist die Wellenléinge bei einem atomaren Ubergang mit der Energiedifferenz von 0,6 eV
(1ev=16-10"171)?

Aus E = hf =hcy/ A folgt: A=hcy/E =2,06 um (infrarote Strahlung).

Beispiel 10.3.1b Licht wird in einer Materialdicke von x = 3 cm um 50 % geschwicht. Wie grof ist der Absorptions-
koeffizient? Kann man daraus den Wirkungsquerschnitt berechnen?

Es gilt (10.19b): I/ I = exp(—ax). Daraus folgt: ax=—InI/Iyund ¢=-In0,5/3 ecm™!' =0,23 cm~!. Der Wir-
kungsquerschnitt berechnet sich aus: ¢ = @/ N. Durch Berechnung der Zahl der Atome pro m® kann der Wirkungs-
querschnitt berechnet werden.

Beispiel 10.3.1c Was ist eine Voraussetzung fiir Lichtverstarkung in einem Medium und damit fiir Lasertétigkeit?
Nach (10.20) muss die Atomdichte im oberen Zustand groBer sein als im unteren (Inversion).

10.3.2 Rontgenstrahlung

In einer Rontgenréhre wird ein Elektronenstrahl auf Materie geschickt. Die beschleunigten
Elektronen werden im Festkorper abgebremst oder schlagen Hiill-Elektronen aus den Atomen
heraus, insbesondere aus den inneren Schalen. Man unterscheidet daher zwei Typen von Ront-
genstrahlung: Die Rontgenbremsstrahlung tibernimmt die kinetische Energie der Elektronen
beim Abbremsen. Die charakteristische Strahlung entsteht beim Auffiillen der Liicken der
inneren Schalen. Rontgenstrahlung kann auch mit anderen Geriten erzeugt werden: dem
Elektronensynchrotron und in Zukunft mit dem Rontgenlaser. Daneben ist eine Erzeugung
durch den Photoeffekt moglich (Rontgenfluoreszenz).

i

Glihkatode Drehanode Wicklungen flir Antriebsmotor

Bild 10-19 Rontgenrohre fiir medizinische Anwendungen

Bremsstrahlung

Bild 10-19 zeigt den Aufbau einer Rontgenrdhre. Aus einer Glith-Kathode werden Elektronen
frei, die im Vakuum auf eine Anode geschossen werden. Die Spannung U zur Beschleunigung
liegt zwischen 10 kV und 250 kV. Die Elektronen werden im Festkorper abgebremst und die
dabei frei werdende Energie wird teilweise als elektromagnetische Strahlung (Rontgenstrah-
lung) ausgesendet.

Das Energiespektrum in Bild 10-20a zeigt eine Maximalenergie Eg(= Af), die von der Span-
nung U abhingt. Dem entspricht eine minimale Grenzwellenlinge Ag(=cq/ f) der Rontgen-
strahlung:



10.3 Licht, Rontgenstrahlung und Spinresonanz 261

co e
Eg=eU oder Ag= 70 = e_l;). Bremsstrahlung (10.21)

In der Gleichung wurde angenommen, dass die gesamte kinetische Energie eU eines Elektrons
in einem Quant abgestrahlt wird. Fir U=60kV erhidlt man als maximale Energie
Eg=60keV (1 eV =1,6-10"19 J) und eine minimale Wellenlinge A5 =2,1-10~11m. Bild
10-20 zeigt das Energiespektrum einer medizinischen Roéntgenrohre. Die kontinuierliche
Bremsstrahlung wird von charakteristischen Rontgenlinien {iberlagert.

Der Wirkungsgrad einer Rontgenrohre liegt bei 1 %; dieser Anteil der zugefiihrten elektrischen
Energie wird als Rontgenstrahlung abgegeben. Der Rest wird in der Anode in Wérme umge-
wandelt. Zur Verringerung der thermischen Belastung wird diese durch Wasser gekiihlt oder
es wird eine Drehanode eingesetzt (Bild 10-19).

a) b)
= Ka
£ 2 15+0™
] <
£ E
i : 110""] ohne Al-Filt
é_ E 110 _\\ e ner
= 18 Ks
£ 9 05010"
g 50KV S
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@ = —
g b——r >~ . e
Energie in keV Photonenenergie in keV

Bild 10-20  Spektren der Rontgenstrahlung:
a) Bremsstrahlung bei verschiedenen Beschleunigungsspannungen.
b) Dem Bremsspektrum sind die charakteristischen Linien tiberlagert.
Beispiel: medizinische Rontgenréhre mit Wolfram-Anode bei 120 kV.
Der niederenergetische Anteil des Spektrum wurde durch 2 mm Al weggefiltert.

Bild 10-21
Entstehung der charakte-
K- LE MG N - O-Schale ristischen Rontgenstrah-
n=1 2 3 4 5 lung

Charakteristische Rontgenstrahlung

Die in die Anode eindringenden Elektronen stoflen mit den atomaren Elektronen und befreien
diese aus den inneren Schalen. Dadurch konnen Elektronen der dufleren Schalen nachriicken.
Bei diesen Ubergiingen entsteht ,,Licht hoher Energie®, d. h. Réntgenstrahlung mit bestimmten
diskreten Wellenldngen. Die Aussendung der charakteristischen Strahlung bei einem Loch in
der K-Schale zeigt Bild 10-21. Es kann K-, Kg- oder K,-Strahlung entstehen, je nachdem ob
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der Ubergang aus der L-, M,- oder N-Schale erfolgt. Bei einem Loch in der L-Schale wird
dementsprechend L, Lg- oder L,-Strahlung erzeugt. Nach Bild 10-20b ist das kontinuierliche
Bremsspektrum von einem Linienspektrum tiberlagert. In einer Rontgenrohre zur Durchstrah-
lung, insbesondere in der Medizin, wird tiberwiegend die Bremsstrahlung ausgenutzt. Fiir
Weichgewebe benétigt man Spannungen von mehreren 10 kV, wihrend fiir Knochen 100 kV
und mehr erforderlich sind. Zur Strukturanalyse durch Réntgenbeugung werden dagegen oft
die charakteristischen Linien verwendet.

Die K-Linien, die bei einem Loch in der innersten Schale entstehen, kénnen relativ einfach aus
(10.16b) berechnet werden. Da die Kernladung durch das eine noch vorhandene K-Elektron
verringert wird, erhédlt man die Frequenzen der K-Linien (r; = 1) (Mosley’sches Gesetz):

1 .
f=Z-12R( ~—) mit R=3,29- 1015 Hyz . Charakteristische (10.16¢)
ny Strahlung

Fir Wolfram (Z=74) resultiert als Wellenlinge fiir die K,-Strahlung (7 =2)
A=cy/ f=2,3-10"1m, fiir Kupfer (Z =29) A=1,5-10"19m; die entsprechenden Energien
betragen 52 keV und 7 keV.

Absorption von Rontgenstrahlen

Die Rontgentechnik beruht auf der materialabhdngigen Absorption und Streuung der Strah-
lung. Die Schwiéchung der Strahlintensitdt / in Materie hidngt von der Schichtdichte x ab:

I =Ige Hx, Absorptionsgesetz (10.22)

Der Schwdichungskoeffizient u charakterisiert die Streuung und Absorption; er steigt stark mit
zunehmender Ladungszahl Z der absorbierenden Elemente an. In der Medizin wird ein Kérper-
teil mit einer moglichst punktférmigen Rontgenquelle bestrahlt. Hinter dem Korperteil wird
ein Rontgenfilm oder ein Rontgenbildverstirker aufgestellt. Die Transmission der Strahlung
hiangt von der Zusammensetzung des Gewebes ab. Das Bild entsteht wie ein ,,Schattenwurf™
bei einer Punktquelle.

Datenaufbereitung
und Kalibrierung

elektronische und
mechanische Steuerung

mathematische Faltung
zur Kontrastverstarkung

I Monitor

[ Bildrekonstruktion | T _——

g — ]
Rontgenrohre  Detektoren

Bild 10-22 Prinzipieller Aufbau eines Computertomographen in der Réntgentechnik

Computertomographie

Verfahren der Bildverarbeitung mit Computern haben die Rontgentechnik préziser gemacht. In
Computertomographen (Bild 10-22) wird die Rontgenréhre um das Objekt gedreht. Die Strah-
lung wird in einer Matrix mit einigen 1000 Detektoren nachgewiesen. Dabei werden Bilder
vom Objekt bei verschiedenen Strahlrichtungen gespeichert. Ein Computer errechnet durch
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spezielle mathematische Verfahren die dreidimensionale Bildstruktur. Das Prinzip verdeutlicht
Bild 10-23 fiir ein Objekt mit neun Teilbereichen (Pixeln). Durchstrahlt man es aus den drei
gekennzeichneten Richtungen, so entstehen neun Bildsignale. Die Information reicht aus, um
ein Bild des Objekts unter verschiedenen Blickrichtungen zu konstruieren.

3. Messserie
< Detektorer
_.._D
1. U
—-—-D
Bild 10-23
\6> Signalverarbeitung
- beim Computertomographen
Rontgenbeugung

Die Beugung von Rontgenstrahlung hat erheblich zur Aufklarung des Aufbaus von Festkorpern
und Molekiilen beigetragen. Beispielsweise wurde die Helixstruktur von DNS, der Erbsubstanz,
dadurch entschliisselt. Bei der Rontgenbeugung an Kristallen tritt die Bragg-Reflexion an den
Kristallebenen auf. Durch die regelméfig angeordneten Atome konnen nach Bild 10-24a mehrere
jeweils parallele Ebenen gelegt werden. Es tritt Reflexion unter dem Winkel 6 auf, bei dem der
Wegléngenunterschied an zwei Ebenen eine oder mehrere Wellenldngen A betrdgt. Nach Bild
10-24b erhélt man die Bragg-Bedingung fiir einen Gitterabstand d:

2dsin@=mA mit m=1,2,3,.,4,....... Bragg-Bedingung (10.23)

Die Rontgenbeugung kann analog zur Elektronen- oder Neutronenbeugung durchgefiihrt wer-
den (Bild 10-7). Beim Laue-Verfahren fillt breitbandige Rontgenstrahlung, auf einen unbe-
weglichen Einkristall. Es entstehen fiir jeden Gitterabstand d mehrere Reflexe bei unterschied-
lichen Wellenldngen. Aus dem Beugungsbild gelingt eine Bestimmung der Lage der Atome im
Kristallgitter.

b)

\@// , Rontgenstrahl ,

Detektor

20

Bild 10.24  Prinzipien der Rontgenbeugung:
a) Bedingung bei Bragg-Reflexion
b) Schema eines Rontgen-Spekrometers zur Untersuchung von Kristallstrukturen
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Bei der Drehkristall-Methode wird ein monochromatischer Strahl, meist aus der K-Linie be-
stehend, auf einen Einkristall geschickt (Bild 10-24b). Dieser wird so lange gedreht, bis die
Bragg-Bedingung fiir die feste Wellenlidnge A erfiillt ist.

Einfacher ist die Pulvermethode nach Debye-Scherrer mit polykristallinen Pulverproben und
monochromatischen Rontgenstrahlen. Polykristallin bedeutet, dass kleine Kristallbereiche
statistisch in alle Richtungen orientiert sind. Damit finden sich fiir jeden Gitterabstand d Kris-
talle unter dem Winkel 6, die der Bragg-Bedingung (10.23) geniigen. Da die Probe rotations-
symmetrisch ist, liegen die Bragg-Reflexe auf Kreisen. Mit abnehmendem Gitterabstand ver-
grofert sich der Beugungswinkel 6.

Rontgenfluoreszenz

Rontgenstrahlung wird in Materie hauptsédchlich durch den Photoeffekt absorbiert. Wegen der
hohen Quantenenergie werden Elektronen aus den inneren K- oder L-Schalen geldst. In die
Leerstellen riicken Elektronen der dulleren Schalen nach, dhnlich wie es im Bild 10.21 be-
schrieben ist. Die sekunddre Rontgenstrahlung gibt Informationen iiber die Elemente der be-
strahlten Probe. Dabei ergeben sich Anwendungen der Réntgenfluoreszenz in der Analysen-
technik.

GG

Bild 10-25 Erzeugung von Synchrotron-Strahlung mit einem Wiggler

Synchrotronstrahlung

Beschleunigte Elektronen senden Strahlung aus; ein Beispiel dafiir ist die Rontgenbremsstrah-
lung, ein anderes die Synchrotronstrahlung von Elektronen auf einer Kreisbahn (Bild 8-23).
Bei Kreisbeschleunigungen zur Erzeugung von Synchrotronstrahlung werden Elektronen
durch Wiggler geschickt, die den Elektronenstrahl radial oszillieren lassen (Bild 10-25). Durch
diese Schwingungen strahlt das Elektron wie ein Dipol. Da die Geschwindigkeit der Elektro-
nen nahe an der Lichtgeschwindigkeit c; liegt, entsteht eine Abstrahlung vorwérts in Form
eines schmalen Kegels. Der Offnungswinkel 6 ist durch die Ruheenergie m Ec& (=0,511 MeV)
und die Energie E der Elektronen der Masse mp gegeben:

2
mrcC,
o=—L10

E
Die Wellenlinge A der Synchrotronstrahlung hidngt von Wigglerperiode L ab, welche die
Schwingungen verursacht:
Lo?

A= - Synchrotronstrahlung, Wellenldnge A (10.24b)

Mit Energien von E = 500 MeV und L = 1 cm erhélt man A = 5 nm. Der Vorteil der Syn-
chrotronstrahlung liegt darin, dass sie monochromatisch und relativ gut gebiindelt ist. Die

Synchrotronstrahlung, Divergenz 0 (10.24a)
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Strahlung tiberstreicht den Bereich vom kurzwelligen UV bis in den niederenergetischen Ront-
genbereich. Die Anwendungen liegen beispielsweise in der Rontgenlithographie zur Erzeu-
gung integrierter Schaltkreise.

Beispiel 10.3.2a Eine Rontgenrohre wird mit einer Spannung von U = 100 kV betrieben. Wie groB sind die maximale
Energie Eg; der Rontgenquanten und deren Wellenlidnge A ?
Es gilt (10.21): Eg =100keV =1,6-10""%T und Ag =hcy/A=1,2-10""m.

Beispiel 10.3.2b In der Mammographie wird iiberwiegend die K -Strahlung von Molybdén eingesetzt.

Wie grof} ist die Energie der Quanten und die Mindestspannung der Réntgenrohre?

Nach (10.16¢) gilt fir Mo (Z=42und n, =2): f =41%-3,29-10"°(1—1/2%) Hz = 4,15-10'"® Hz und

E=hf =2,74-10"1 J=17,1 keV. Fiir die Anregung muss ein Elektron aus der K-Schale befreit werden.

In (10.16¢) ist 1, = zusetzen: f =41%2-3,29-10'3(1—1/%) Hz=5,5-10'% Hz und E =23 keV.

Die Mindestspannung betragt also 23 kV.

Beispiel 10.3.2¢ Die Strahlung einer medizinischen Réntgenréhre wird durch ein Bleiblech von d = 0,14 mm auf die
Hilfte geschwicht (Halbwertsdicke). a) Wie grof} ist der Schwichungskoeffizient. b) Wie viele Halbwertsdicken sind
notwendig, um die Strahlung auf 1 % zu schwéchen?

a) Aus (10.22) folgt: 0,5 = exp(—ux). Damit erhdlt man: ux=—In0,5 und u=4,95 mm~"..

b) 0,01 = exp(—ux). Damit erhdlt man: ux =-1n0,01 und x= 0,93 mm.

Es werden 0,93/0,14 = 6,6 Halbwertsdicken benétigt.

Beispiel 10.3.2d Bei einem Kristall tritt fiir 50 keV-Rontgenstrahlung Bragg-Reflexion bei 6 = 25° auf.

Wie gro83 ist der Gitterabstand?

Es gilt (10.23) fiir die erste Beugungsordnung: 2d'sin6 = A. Die Wellenléinge berechnet man

aus A= hey/E=2,5-10"" m (E =50keV =8-10" J) und man erhilt: d = A/2sin6=3,0-10""1 m.

10.3.3 Spinresonanz

Die Elektronen und der Atomkern besitzen ein magnetisches Moment. Sie weisen die Eigen-
schaften eines winzigen Permanentmagneten auf. Man erklért die Entstehung des Feldes durch
die Eigenrotation oder den Spin der geladenen Teilchen, die zu einem Kreisstrom fiihrt. Bei
Elektronen werden die magnetischen Eigenschaften durch die Spinquantenzahl s = * 1/2 be-
schrieben (Abschnitt 10.2.2).

Nach der Quantenmechanik kann sich der Spin gegeniiber einem dufleren Magnetfeld parallel
oder antiparallel einstellen. Beide Stellungen unterscheiden sich in der Energie und es ist mog-
lich, durch Absorption von Strahlung den Spin umzuklappen. Bei den Elektronen nennt man
diesen Vorgang Elektronenspinresonanz.

Kernspinresonanz

GroBere Bedeutung in der medizinischen Diagnosetechnik hat die Kernspinresonanz. Beson-
ders wichtig sind die Wasserstoftkerne im biologischen Material, die aus einem Proton beste-
hen. Das Proton besitzt ebenfalls eine Spinquantenzahl von s = = 1/2 und es kann genau wie
das Elektron parallel oder antiparallel zu einem Magnetfeld stehen Die antiparallele Stellung
hat eine etwas hohere Energie. Normalerweise befinden sich die Protonen hauptséchlich im
niedrigen Zustand. In Bild 10-26 ist die Energie in Abhéngigkeit von der magnetischen Induk-
tion B aufgetragen. Der Energieabstand AE (in Joule = J) betragt fiir Protonen etwa:

AE=558ugB mit ug =5,05-10-27J/T Kernspinresonanz (10.25)

Durch Strahlung im Hochfrequenzbereich kann ein Ubergang vom unteren zum oberen Niveau
erfolgen. Die Frequenz berechnet sich nach der Gleichung AE = Af zu etwa 60 MHz bis 300
MHz, je nach GroBle des Magnetfeldes B (in Tesla = T).
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Nach klassischen Vorstellungen findet das Umklappen des Spins in einer schraubenformigen
Drehbewegung statt, wobei sich die Spitze des magnetischen Moments (Spin) auf einer Kugel-
oberflache bewegt. In der medizinischen Diagnostik wird wie folgt vorgegangen: Man strahlt
bei Anlegen eines Magnetfelds kurzzeitig hochfrequente Strahlung in das untersuchte Gewebe
ein, bis sich die Spins um 90° gedreht haben. Danach wird die Strahlung abgeschaltet. Die
Spins drehen sich in ihre Ausgangslage zuriick und emittieren dabei die absorbierte Energie.
Dabei konnen zwei Effekte gemessen werden:

(1) Beim Zuriickdrehen steigt die Magnetisierung der Probe innerhalb der Zeit 7.

(2) Dadurch dass sich die einzelnen Spins nicht vollig gleichméBig zuriickdrehen, wird das
abgestrahlte Signal nur innerhalb einer Zeit 7> ausgesendet. Diese beiden Zeiten hingen von
der Umgebung ab, in der sich das Proton befindet. Das bedeutet, dass Fett oder Krebsgewebe
sich durch spezielle Werte fiir 77 und 75 auszeichnen. Die Messung beider so genannter Rela-
xationszeiten wird zur Bildgebung ausgenutzt.

Proton
1

§=+5 /

Energie

Bild 10-26

Prinzip der Spinresonanz.

Durch Absorption von Hochfrequenzstrahlung kann der Spin
umgeklappt werden.

1
2

pess=-

Flufidichte B

;El Bild 10-27

Aufbau eines Kernspintomographen.
5; Der Feldgradient (durch eine nicht gezeichnete Spule) in
x-Richtung bewirkt eine Anregung nur in einer Ebene.
Weitere Feldgradienten zur Identifizierung eines Bildpunk-
HF-Spulen aUSQEWéh!TE tes in dieser Ebene sind nicht angegeben. Die HF-Spulen
Schicht dienen zur Abstrahlung und zum Empfang der Signale

AN

Bildgebung

Es bleibt die Frage zu kldren, wie bei der Kernspintomographie die Signale von einzelnen
Punkten des Gewebes getrennt werden. Dazu wird im ersten Schritt das Magnetfeld 6rtlich
verdndert, indem man einen Feldgradienten in S-N-Richtung anlegt (Bild 10-27). Damit findet
die Spinresonanz nur in einer diinnen Schicht statt, in der Frequenz f und Magnetfeld B die
richtigen Werte aufweisen. Die Identifizierung eines Punktes in der Schicht ist etwas kompli-
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zierter. Dies geschieht durch weitere Feldgradienten senkrecht zur S-N-Richtung des Magnet-
feldes, die wihrend der Aussendung der Messsignale angelegt werden. Mit Hilfe der Kernspin-
tomographie kénnen prézise Bilder des Kérperinneren gewonnen werden, deren Informations-
gehalt sich von den Rontgenbildern unterscheidet. Ein wichtiger Vorteil liegt darin, dass die
Belastung durch ionisierende Strahlung bei der Untersuchung entfillt.

Beispiel 10.3.3 Wie grof} ist die Frequenz f bei der Kernspinresonanz in Wasserstoff (Protonen) bei B = 1 Tesla?
Vergleichen Sie den Energieabstand mit der thermischen Energie.

Aus (10.25) folgt: AE=2,8-10"27 Jund f = AE/h =42 MHz .

Die thermische Energie AE, =1,5-kT =6,2-1072! (k =1,38-10723 J/K, T =300 K) ist etwa 20.000 mal groBer als
AE. (Daher sind hohe Magnetfelder giinstig, da die Zustéinde mit unterschiedlichen Spinstellungen etwas unterschied-
licher besetzt werden.)

10.3.4 Molekiile

Man unterscheidet bei Molekiilen hauptséchlich zwei Bindungstypen: (1) Bei der konvalenten
Bindung besitzen die Atome ein oder mehrere Elektronenpaare gemeinsam. Die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit der Elektronen ist zwischen den Atomen besonders grof3. Dadurch wird eine anzie-
hende Kraft auf die Kerne verursacht. Ein Beispiel ist das H-Molekiil, dessen Elektronenpaar
beide Protonen gemeinsam umschlingt. (2) Bei der lonenbindung gehen ein oder mehrere Elek-
tronen von einem Atom auf das andere. Die entstehenden positiven und negativen Ionen ziehen
sich an. Dies ist beispielsweise bei NaCl der Fall, das aus Na" und CI” besteht.

Potentialkurve

Molekiile werden durch eine Potentialkurve beschrieben, die am Beispiel zweiatomiger Syste-
me erkldrt wird. Verringert man den Abstand r zwischen zwei Atomen (oder Ionen), so tritt
eine Kraftwirkung auf. Sie kann abstolend oder anziehend sein und damit zu einer Erh6hung
oder Absenkung der Energie fithren, die durch den Begriff Potential gekennzeichnet ist. Ursa-
che sind die Coulomb-Krifte zwischen Kern und Hiille. Zeigt die Potentialkurve ein Mini-
mum, so findet eine chemische Bindung statt (Bild 10-28). Der steile Anstieg bei weiterer
Anndherung wird durch die AbstoBungskrifte der Kernladungen erklirt. Derartige Potential-
kurven existieren fiir Molekiile im Grundzustand und in elektronisch angeregten Zusténden.
Das Minimum liegt dabei meist bei verschiedenen Kernabstinden r. Potentiale angeregter
Zustinde miissen nicht immer ein Minimum aufweisen; eine Anregung in einen nicht binden-
den Zustand fiihrt zur Dissoziation des Molekiils (Bild 10-28).

angeregter
elektronischer Zustand

B ungebundener Zustand
[14]
=
w elektronischer .
Ubergang Bild 10-28
— Dissaziations- Potentialkurven von Molekiilen:
gfu:;joznl:ztca: é energie bindener Grund- und angeregter

_ Zustand, nicht bindener angeregter
ibrations-Rotationszustan Zustand

Kernabstand




268 10 Atomphysik

Molekiilschwingungen

Molekiile kénnen im Minimum der Potentialkurve schwingen, d. h. die Atomkerne bewegen
sich periodisch. Durch die Schwingungsenergie werden die Molekiile etwas aus der Potential-
mulde herausgehoben, wie es durch die waagerechten Striche in Bild 10-28 angedeutet ist. Die
Quantenmechanik zeigt, dass die Schwingungsenergie gequantelt ist und die Schwingungsni-
veaus gleiche Abstinde haben. In Bild 10-29 ist das Vibrationsspektrum des CO,-Molekiils
mit drei unterschiedlichen Schwingungstypen dargestellt; es hat Bedeutung beim CO,-Laser
(Abschnitt 9.3) und beim Treibhauseffekt der Erde.

Molekiilrotationen

Molekiile kénnen auch rotieren und die damit verbundene Rotationsenergie ist ebenfalls ge-
quantelt. Bild 10-29 zeigt am Beispiel des CO,-Molekiils, dass die Energie bei Rotation klei-
ner als bei Vibration ist. Das Termschema bezieht sich auf den gleichen elektronischen Grund-
zustand; man nennt es Rotations-Vibrationsspektrum. Zwischen den verschiedenen Ubergiin-
gen konnen nach so genannten Auswahlregeln zahlreiche Uberginge stattfinden, bei denen
Strahlung emittiert oder absorbiert wird. Wihrend die Uberginge zwischen verschiedenen
elektronischen Zustinden im sichtbaren Spektralbereich liegen, treten Uberginge zwischen
Rotations-Vibrations-Niveaus nach Bild 10-29 im Infraroten auf. Beim CO,-Laser entsteht
Strahlung bei Wellenldngen um 9,5 ym und 10,5 um.

Rotations-

f niveau

— — ~Vibrations-
03 . D\ CI=|' - { niveau
() —— Q |*
/ ! (6]
o of '
e Dl
% 0,2 -
4]
=
9,5um
u:é: i 10,6 pm Laser-
2 0,1 A1 Ubergénge
& —
Bild 10-29
Energievieaus beim CO»-
0 - Molekiil mit Laseriibergéingen
Grundzustand

Raman-Effekt

Rotations-Vibrationszustinde kénnen durch den Raman-Effekt untersucht werden. In ein mo-
lekulares Gas wird intensives Licht gestrahlt, vorzugsweise aus einem Laser. Durch die
Raman-Streuung werden Molekiile zu Rotationen und Vibrationen angeregt. Die Energie wird
dem eingestrahlten Licht entnommen, so dass das gestreute Licht zu lingeren Wellenldngen
verschoben ist. Auch der umgekehrte Fall ist moglich, bei dem Schwingungs-Rotations-
Energie der Molekiile auf das Licht tibertragen wird.

Beispiel 10.3.4 Welche Energiezustinde gibt es bei Afomen und welche bei Molekiilen?

Bei Atomen gibt es nur elektronische Zustdnde. Bei Molekiilen gibt es neben den elektronischen Zustanden (Strahlung
in Ultravioletten) auch noch Vibrationsniveaus (Strahlung im Infraroten) und Rotationsniveaus (Strahlung im Fern-
infraroten).
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11 Festkorper

Atome und Molekiile ordnen sich zu Festkorpern. Die meisten Werkstoffe weisen eine kristal-
line Struktur auf. Daher beschéftigt sich Hauptteil des Kapitels Festkorperphysik mit Kristallen
und ihren Eigenschaften. Dabei sind Halbleiter von besonderer Bedeutung. Jedoch sind auch
amorphe Festkorper oder Glédser und Fliissigkristalle von groflem Interesse.

11.1 Struktur der Festkorper

11.1.1 Bindung in Kristallen

Zwischen Atomen und Molekiilen wirken iiberwiegend elektrische Krifte;die magnetischen
Wirkungen bei der Bindung kénnen vernachlédssigt werden. In Kristallen unterscheidet man
folgende Bindungsarten abelle 11.1)

) Kovalente oder homdopolare Bindung,

R) Ilonenbindung oder heteropolare Bindung und

8) metallische Bindung.

Nur in Sonderfillen, beispielsweise bei der Verfestigung von Edelgasen, spielt die Van-der-
Waals-Bindung eine Rolle.

Tabelle 11.1 Bindungsarten in Festkérpern

Typ Struktur Energie in eV | Festkorper Eigenschaften
Kovalente | Si=Si=Si=Si= 1 bis 7 4-wertige Isolator, Halbleiter,
Bindung [ N Elemente, schwer verformbar,
Si=8i1=8i=Si= C, Si, InSb, hoher Schmelzpunkt
Ll organische Stoffe
Si =81 =8i=Si=
.
Tonen- Na" CI’ 6 bis 20 Salze, Isolator,
Bindung wie NaCl, KCl Ionenleitung, bei
BaF, hohen Temperaturen
plastisch verformbar
Metalli- + _+ _++ _ 1 bis 5 Metalle, Leiter, Warmeleiter,
sche IR Legierungen plastisch verformbar,
Bindung - Lichtreflexion
+_ o+ _++ _

Kovalente Bindung

Bei der kovalenten Bindung werden Elektronenpaare von benachbarten Atomen gemeinsam
benutzt. Beispiele sind Kristalle aus den vierwertigen Elementen wie Silizium und Kohlen-
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stoff. Diese Atome sind von vier Nachbaratomen umgeben, von denen sie jeweils ein Elektron
erhalten. Damit wird die Schale mit acht Elektronen aufgefiillt und es entsteht eine stabile
edelgasdhnliche Konfiguration. Da zwei Elektronen tnit antiparallelem Spin)die Verbindung
zu einem Nachbaratom herstellen, spricht man auch von Elektronenpaarbindung. Die kovalen-
te Bindung herrscht in Isolatoren und Halbleitern. Die Materialien sind hart und schwer ver-
formbar und weisen einen hohen Schmelzpunkt auf.

Ionenbindung

Diese Bindung wird durch die Coulomb’sche Kraft zwischen zwei lonen verursacht. Sie ist
typisch fiir Salze. Im Kristall NaCl liegen die Ionen Na® und C1™ mit jeweils abgeschlossenen
Schalen vor. Die elektrostatischen Krifte erstrecken sich iiber mehrere Nachbaratome. Kristal-
le mit Ionenbindung sind bei niedrigen Temperaturen Isolatoren;bei hohen kann durch Disso-
ziation eine elektrolytische lonenleitung erfolgen.

Metallische Bindung

In Metallen werden die dufleren Elektronen von den Atomen abgegeben. Die Bindung kommt
dadurch zustande, dass diese Valenzelektronen mit allen positiven Atomriimpfen in anziehende
Wechselwirkung treten. Die freien Elektronen sind nicht lokalisiert und sie kénnen als Elekt-
ronengas aufgefasst werden, das sich relativ frei durch den Festkorper bewegen kann. Metalle
sind daher gute Strom- und Wérmeleiter. Da die Bindungskrifte isotrop wirken, wird die Lage
der Atome bevorzugt durch die dichteste Kugelpackung beschrieben. Dies erklért die leichte
Verformbarkeit und das Auftreten stabiler Legierungen.

Beispiel 11.1.1 Erldutern Sie mit wenigen Stichpunkten die Begriffe kovalente, lonen- und metallische Bindung.
Kovalente Bindung (homodpolar): 1 bis 7 eV, gemeinsame Elektronenpaare um Atome Elektronenpaarbindung)
vierwertige Elemente 81, Ge oder C)3  bgeschlossene‘Schale fiir je des Atom, Isolotoren oder Halbleiter, hart, schwer
verformbar, hoher Schmelzpunkt.

Ionenbindung (heteropolar):6 bis 20 eV, Coulomb-Kraft zwischen pos. und neg. Ionen, Salze wie NaCl Na “CI)
Isolatoren, bei hohen Temperaturen Ionenleitung, weich, niedriger Schmelzpunkt.

Metallische Bindung:1 bis 5 eV, Atome geben Elektronen ab, Anzi ehung zwischen pos. Kristallgitter und neg. Lei-
tungslektronen, Strom- und Wirmeleiter, plastisch, Lichtreflexion.

11.1.2 Kristallstrukturen

Die meisten Festkorper verfestigen sich aus ihren Schmelzen polykristallin, mit monokristalli-
nen BereichsgroBen von einigen Mikrometern. Die makroskopischen Eigenschaften dieser
Materialien sind isotrop, d. h. in allen Richtungen gleich. Durch spezielle Ziehverfahren aus
der Schmelze gelingt es, grole Einkristalle mit einheitlicher Struktur herzustellen. Wichtige
Anwendungen fiir Einkristalle finden sich in der Halbleitertechnik und Optik.

Kristallsysteme

Kristallgitter werden durch periodische Anordnungen einer Elementarzelle gebildet. Man kann
diese Zelle durch drei Seitenldngen oder Gitterkonstanten (a, b, ¢)und drei Winkel ( a, 8, 7)
zwischen den Kristallachsen beschreiben Bild 11-1a) Je nachdem, ob die Gitterkonstanten

gleich oder ungleich sind und ob die Winkel 90°betragen, unterscheidet man sieben Kristall-

systeme. Beim primitiven Gitter sind nur die Endpunkte mit Atomen belegt. Daneben gibt es
fldchen-, basis- oder raumzentrierte Gitter. Entsprechend Bild 11.1a ergeben sich insgesamt
14 Bravais Gitter. Mittels der Rontgen- und Neutronenbeugung lisst sich die Kristallstruktur
von Festkorpern experimentell bestimmen Abschnitt 10.3.2)
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Dichteste Kugelpackung

Wegen der isotropen Bindungskrifte spielen in Metallen nur drei Gitterstrukturen eine Haupt-
rolle: die kubisch-flachenzentrierte, die kubisch-raumzentrierte und die hexagonale Kugel-
packung. Die Lage der Atome ist in Bild 11-1b als Kugelmodell skizziert. Einige Metalle in
kubisch-flichenzentrierter Anordnung sind Pb, Ag, Au, Al, Pt, Cu, Ni mit einer Gitterkonstan-
ten von a zwischen 3,5-10~10 und 4,9-10~10 m. Kubisch-raumzentriert sind beispielsweise
Cs, K, Ba, Na, Zr, Li, W und Fe mit a = 2,9-10~10 bis 6,1-10~10m.

Gitterfehler

Der periodische Aufbau von Kristallen weist Gitterfehler auf, die zu veridnderten Materialei-
genschaften fiihren. Man unterscheidet Punkt-, Linien- und Fldchenfehler. Punktfehler konnen
sein: Leerstellen €s fehlen Atome auf einigen Gitterpldtzen) Zwischengitteratome oder
Fremdstorstellen €s befinden sich fremde Atome an Gitter- oder Zwischengitterplédtzen) Von
besonderer Bedeutung in der Halbleitertechnik sind Fremdstorstellen, die durch Dotierung
erzielt werden.

Phasenumwandlungen

Bei Variation der Temperatur kann sich die Kristallstruktur verdndern. Ein Beispiel ist Eisen,
das bei 769 € umkristallisiert Bild 5-2) Ei n anderes Beispiel sind die so genannten Memory-
Legierungen, die in der Hochtemperaturphase Austenid)eine vollig andere Form aufweisen
konnen als bei niedrigeren Temperaturen Martensid)

Piezoeffekt

Unter der Wirkung duflerer Krifte deformieren sich die Kristallgitter. Die Atome werden ver-
schoben, was am Beispiel von Quarz §iO ;)in Bild 11-2 dargestellt ist. Durch eine Kraft F
entsteht eine Ladungen Q an den Oberfliachen des Kristalls und es tritt eine elektrische Span-
nung parallel Bild 11-2b)oder senkrecht Bild 11-2c)zur Kraftrichtung auf. Die Ladung O ist
proportional zur Kraft 7 und zum Piezomodul £:

A A
=kF mit k=2,3-10"12 25 fir Quarz und k =250-10-122> fiir Bariumtitanat.
N N

a) b) c)

Kraft

Bild 11-2 Darstellung des Piezoeffekts:
a)Kristallgitter von Quarz §iO )
b)Druck in Richtung der sogenannten E-Achse.
¢)Druck senkrecht zu b)
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Man nennt diese Erscheinung Piezoelektrizitit nach dem griechischen Ausdruck piezo =ich
driicke! Der Piezoeffekt ist umkehrbar: Beim Anlegen einer elektrischen Feldstarke E defor-
miert sich der Kristall in Langs- oder Querrichtung, je nach Lage des Feldes zur Kristallachse
(Elektrostriktion) Die relative Langenidnderung &= Al/[ ist proportional zur Feldstarke £ und
einer MaterialgroBe c:

& =cE. Bei Spannungen im kV-Bereich erhilt man Langenénderungen um 0,1 um

Die technischen Anwendungen des Piezoeffektes und dessen Umkehrung, der Elektrostriktion,
sind zahlreich. Einige Beispiele sind:Erze ugung von Ultraschall, elektromechanische Senso-
ren und Stellglieder, elektronische Baugruppen oder Erzeugung von Hochspannungspulsen.

Beispiel 11.1.2a Wie grof} ist die Packungsdichte PD bei einem kubisch-raumzentrierten Gitter nach Bild 11-1b?
PD = Viyger Viviger = &/3) ar?8 1> = #6 4,52

Beispiel 11.1.2b An einem Piezokristall aus Quarz wird eine Kraft von 100 N innerhalb 0,5 s angelegt.

Wie hoch ist der Strom?

Esgilt O =kF und 7 =dQ/dr = kdF /dt. Mit k =2,3-107'2 As/N, dF 100N und d 7,5 s erhlt man:
1=0,46 nA.

11.1.3 Nichtkristalline Festkorper

Festkorper ohne periodische Anordnung der Atome werden amorph genannt. Zu dieser Mate-
rialgruppe zdhlen beispielsweise Gliser, keramische Werkstoffe und organische Kunststoffe.

Amorphe Werkstoffe

Kiihlt man geschmolzene Legierungen sehr schnell (0 6 K/s)ab, friert die weitgehend unge-
ordnete Struktur der Fliissigkeit ein, und eine Kristallisation unterbleibt. Man erreicht dies,
indem man die Schmelze auf eine schnell rotierende Trommel spritzt, wo sie zu einem diinnen
Band erstarrt. Amorphe Metall-Legierungen werden auch metallische Gldser genannt. Sie sind
mechanisch hart, sehr korrosionsbestindig und weisen bemerkenswerte elektrische und mag-
netische Eigenschaften auf.

Glaser

Gléaser zeigen in ihrer atomaren Struktur kaum Unterschiede zu Flussigkeiten. Lediglich die
makroskopischen Eigenschaften sind anders: Viskositdt # und E-Modul liegen wesentlich
héher. Die Grenze zwischen Fliissigkeit und Festkdrper hat man bei # =4-10!3 kg/tns)defi-
niert. Da die Viskositdt mit steigender Temperatur stark abfillt, bestimmt sie, ob ein Material
flissig oder fest ist. Glaser und auch Polymere erstarren nicht abrupt wie Kristalle, sondern
werden bei Abkiihlung allméhlich zdher, hérter und fester.

Makromolekulare Festkorper

Makromolekulare Werkstoffe sind aus sehr langen Molekiilen aufgebaut. Sie konnen amorph,
teilkristallin oder kristallin sein. Die wichtigste Gruppe sind die amorphen und teilkristallinen
Polymerwerkstoffe oder Kunststoffe.

11.1.4 Fliissigkristalle

Fliissigkristalle befinden sich zwischen dem kristallinen, anisotropen Zustand von Festkdrpern
und der beweglichen isotropen Phase von Fliissigkeiten. Sie bestehen aus langgestreckten
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Molekiilen, meist aromatischer Verbindungen mit 10 bis 100 Atomen und weisen folgende
Eigenschaften auf:die Mole kiilachsen koénnen ausgerichtet und gedreht werden. Bei manchen
Flussigkristallen zeigen die Molekiilschwerpunkte zusitzlich eine regelméiflige Anordnung,
ghnlich wie bei Festkorpern.

Nematisch Cholestrisch Smektrisch

e e —
| - E E I LT ]

—_— —— ——
———— — —_——

|
R LRI
|| = R TR

Bild 11-3  Struktur von Fliissigkristallen

Nematische, cholesterische, smektische Struktur

Das Wort nematisch bedeutet fadenformig. In dieser Phase sind die Achsen der Molekiile
parallel orientiert, die Schwerpunkte sind unregelmiBig verteilt Bild 11-3) Cholesterische
Fliissigkristalle zeigen in einer diinnen Schichtebene nematische Struktur. Die Richtung der
Molekiilachsen dreht sich von Ebene zu Ebene. Es entsteht eine Spiralstruktur mit konstanter
Ganghohe. Der Begriff cholesterisch ist von der chemischen Verbindung Cholesterin abgelei-
tet. In smektischen €seifenartigen)Phasen sind die  Molekiile in Ebenen angeordnet und die
Achsen sind parallel ausgerichtet.

Optische Eigenschaften

Flissigkristalle zeigen Doppelbrechung, die in der cholesterischen Phase bis zu 100 mal stér-
ker ist als beim Quarz. Die Ganghohe d der Spiralstruktur cholesterinischer Substanzen kann
in der Groflenordnung der Wellenlidnge A des Lichtes liegen. Man erhilt eine selektive Trans-
parenz bei A = nd, wobei n die mittlere Brechzahl angibt. Die Ganghohe d und die Farbe des
durchgehenden Lichtes konnen durch Druck, Temperatur, elektrische und magnetische Felder
verdndert werden.

Fliissigkristalle sind transparent. Beim Anlegen eines elektrischen Feldes drehen sich die Mo-
lekiile in Feldrichtung. Durch diese Storung der regelméBigen Struktur treten Streuung und
eine milchige Struktur auf. Die Substanz verhélt sich dhnlich wie eine Mattglasscheibe.

Anzeigeeinheit (LCD)

Die Molekiile von Fliissigkristallen ordnen sich an priparierten Grenzflichen. Dieser Effekt
wird zur Herstellung speziell orientierter Schichten ausgenutzt. Bei Anzeigeeinheiten LCD =
liquid crystal display)wird eine etwa 10 wm dicke verdrillte nematische Schicht zwischen zwei
Glasplatten verwendet. Die Grenzflichen werden durch schriges Bedampfen oder Reiben so
prépariert, dass sich die Molekiile parallel zur Vorzugsrichtung anlagern. Die Richtungen
beider Glasfldchen sind um 90° verdreht. Dadurch dndert sich die Orientierung der Molekiile
in der Schicht kontinuierlich um den gleichen Winkel. Linear Polarisiertes wird durch diese
Anordnung ebenfalls um 90°gedreht. Durch Anle gen eines elektrischen Feldes quer zur
Schicht orientieren sich die Molekiile in gleicher Richtung, so dass das Licht die Schicht ohne



11.2 Elektronen in Festkorpern 275

Anderung der Polarisation passiert. Bringt man diese Anordnung zwischen zwei gekreuzte
Polarisationsfolien, ist damit ein elektronisches Schalten der Lichtintensitit moglich. Bei LCD-
Anzeigen oder -Displays werden die Elektroden matrixférmig als lichtdurchlissige Schichten
auf die Glasplatten gedampft. Zur Beobachtung in Reflexion wird das System auf eine spie-
gelnde Fliache gebracht. Weitere Anwendungen von fliissigen Kristallen liegen in der Sicht-
barmachung von Temperaturfeldern durch cholesterische Verbindungen und als optische
Schalter fiir die Lasertechnik.

11.2 Elektronen in Festkorpern

Die Elektronen in Festkorpern bestimmen deren elektrischen und optischen Eigenschaften. Sie
haben Einfluss auf das thermische Verhalten, das in Kapitel 5 T hermodynamik)beschrieben ist.

11.2.1 Energiebédnder

Freie Atome besitzen scharfe elektronische Energiezustinde, die durch die Elektronenbahnen
um das Atom gegeben sind Bild 11-4) Bei Mole kiilen spalten die Energieniveaus auf. Es
treten zahlreiche Vibrations-Rotationsniveaus auf @Abschnitt 10.3.4) Bei hoéherem Druck

tiberlappen sich die Niveaus und es entstehen Energiebcinder. Ahnlich ist es in Festkorpern.
Wihrend jeder atomare Zustand mit einem Elektron besetzt werden kann, haben in einem Ener-
gieband N Elektronen Platz, wobei N die Zahl der Atome im Festkorper ist. Uberlappen sich
mehrere Energiebander, kann die Zahl auch ein mehrfaches von N betragen. So wie ein freies
Atom verschiedene angeregte Niveaus besitzt, treten beim Festkorper mehrere Energiebénder auf.

ol lonisierung
2 E—
9 —_— PR—— —
g _ =
{ =
w
— Bild 11-4
Atom Molekul Festkérper Energiezustinde in Atomen,
zwei- dreiatomig Molekiilen und Festkorpern

Leiter, Halbleiter, Isolatoren

Die Bandstruktur bestimmt das elektrische und optische Verhalten von Festkorpern Bild 11-
5) Bei Leitern gpezifischer Widerstand p < 10~5 Qm)ist das obere Band teilweise gefiillt.
Die Elektronen konnen sich in diesem Leitungsband frei bewegen.

Bei Halbleitern (105 < p < 107 Qm)ist das Leitungsband unbesetzt. Das untere Valenzband
ist voll belegt. Ein Elektronentransport kann nicht stattfinden, es sei denn, Elektronen werden
aus dem Valenzband in das Leitungsband beférdert. Da der Energieabstand zwischen beiden
Bindern relativ gering ist @ eV) kann der Ub  ergang durch die thermische Energie im Fest-
korper erreicht werden. Bei Isolatoren (p >107 Qm)ist dies nicht moglich, da der Abstand der

Bénder grofer ist.
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Spezifischer Widerstand pin Qm
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Bild 11-5 Spezifischer elektrischer Widerstand p und Béandermodell von Leitern, Halbleitern
und Isolatoren

Fermi-Energie

Bei Steigerung der Temperatur kann ein Elektron in einen héheren Energiezustand gebracht
werden, z. B. in ein hoheres Band. Die Frage, ob ein Zustand in einem Festkorper besetzt oder
unbesetzt ist, hingt also von der Temperatur ab. Am absoluten Nullpunkt 7" =0 werden alle
Zustinde bis zur so genannten Fermi-Energie belegt, dariiber bleiben sie frei. Fiir einen reinen
Halbleiter liegt die Fermi-Energie in der Mitte zwischen dem Valenz- und Leitungsband. Bei
hoheren Temperaturen findet ein Ubergang von Zustinden unterhalb der Fermi-Energie Er zu
Niveaus oberhalb Ep statt. Die Fermi-Energie verdndert sich mit der Elektronendichte n, z. B.
bei Dotierung.

Beispiel 11.2.1 Ein Zylinder mit 4 =10 mm 2 Querschnitt und / =l m Linge hat einen Widerstand von R =8 M Q.
Handelt es sich um einen Leiter Kann es sich um Si handeln?

Nach 8.48)gilt: p = RA [ =80 Qm. Es kann sich um den Halbleiter Si handeln Bild 11-5)

11.2.2 Metallische Leitung
Beweglichkeit

In Metallen bewegen sich die Elektronen des Leitungsbandes ungebunden durch das Kristall-
gitter. Die Bewegung wird jedoch durch St68e mit dem Gitter gestort und es findet ein Ener-
gieaustausch statt. Legt man an einen Leiter eine Spannung, driften die Elektronen entgegen-
gesetzt zur Richtung der elektrischen Feldstirke £, die von plus nach minus zeigt. Wahrend im
Vakuum Elektronen im Feld beschleunigt werden, gewinnen sie wegen der Energieverluste
durch StoBe im Festkorper eine konstante mittlere Driftgeschwindigkeit v:

2
v=uE [uF ISHT [EF % Driftgeschwindigkeit v a1.1)

wobei u die Beweglichkeit ist.

Leitfihigkeit

Elektronen mit der Driftgeschwindigkeit v transportieren einen Strom /

I=neyAv, Strom / (11.2)
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wobei n die Elektronendichte, e; die Elementarladung, 4 die Querschnittsfliche und / die Lan-
ge des Leiters bedeuten. Mit Hilfe des Ohm’schen Gesetzes U = IR, dem Widerstand
R =pl/A=1/(kAund E = U/l erhidlt man fur die spezifische Leitfdhigkeit k£ oder den spezifi-
schen Widerstand p:

1 1
k=emu und p= P et spezifischer Widerstand p (11.3)

Die spezifische Leitfahigkeit « (ind der spezifische Widerstand p)ist also durch die Dichte »
und Beweglichkeit u der Elektronen gegeben. In Abschnitt 8.2.2 wird beschrieben, dass die
Ladungstrigerdichte egn mittels des Hall-Effektes gemessen werden kann.

Elektronengas

Die freie Beweglichkeit der Leitungselektronen fiihrt zu der Bezeichnung Elektronengas. Um
Elektronen aus dem Metall herauszulGsen, ist Energie erforderlich, die Austrittsarbeit . Der
Vorgang der Elektronenemission entspricht der Verdampfung von Atomen aus Festkorpern.
Bild 11-6a zeigt das nicht aufgefiillte Leitungsband und dariiber die Angabe der Austritts-
arbeit. Bei 70 K ist das Valenzband bis zur Fermi-Energie Ep gefiillt, dariiber ist es leer. Bei
Erhohung der Temperatur besetzen Elektronen auch energiereichere Zustinde. Die Wahr-
scheinlichkeit £, mit der ein Zustand der Energie E eingenommen wird, bestimmt die Fermi-
Statistik:

a) b)
0 ——— el,
w, | (W,
Exi 2 = Era E
Cu Zn Cu Zn

Bild 11-6  Darstellung der Austrittsarbeit 7, und Entstehung einer Kontaktspannung Uy zwischen
zwei Metallen:
a)Metalle vor der Beriihrung b)nach Beriithrung

1
E—-FEp -’ Fermi-Verteilung (11.4a)
kT

f=

1+exp

k=1,38-10"23 Nm/K ist die Boltzmann-Konstante und 7 die absolute Temperatur. Die Fermi-
Statistik ist speziell fiir Elektronen (nd andere Teilchen mit dem Spin s =1/2)giiltig. Nihe-
rungsweise kann stattdessen die einfachere Boltzmann-Verteilung benutzt werden, die auch fiir
Gase gilt:

S=—F"E, T Boltzmann-Verteilung (11.4b)
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Diese Naherung ist fiir £ — Ex>2,5 kT zuléssig, da in diesem Fall die 1 im Nenner von ( 1.4a)
vernachldssigbar ist.

Mit Hilfe der Fermi-Statistik kann der Prozess der Glithemission, d. h. die Verdampfung von
Elektronen berechnet werden. Man bestimmt die Zahl der Elektronen, fiir welche die Energie
E — Ep groBer als die Austrittsarbeit W ist. Die Glithemission steigt mit zunehmender Tempe-
ratur 7 stark an.

Kontaktpotential

Beriihren sich zwei Metalle mit verschiedenen Fermi-Niveaus, ensteht ein Diffusionstrom und
die Niveaus werden ausgeglichen Bild 11-6b) Das Metall mit héherem Fermi-Niveau gibt so
lange Elektronen ab, bis eine Kontaktspannung Uk entsteht und beide Fermi-Niveaus auf glei-
cher Hohe liegen.

Die Kontaktspannung hingt von der Temperatur ab Seeberg-Effekt) Die Ursache dafiir ist,
dass durch die Umverteilung der Elektronen eine Verschiebung der Fermi-Energie erfolgt.
Dieser Effekt wird in Thermoelementen ausgenutzt, die nach Bild 11-7 aus zwei Verbindungs-
stellen verschiedener Metalle bestehen. Herrscht an den Kontaktbereichen eine Temperaturdif-
ferenz AT, wird eine Thermospannung Uy gemessen:

Ur=¢eAT [eF —. Thermospannung Uy (1.5

Die Thermokraft ¢ ist in Tabelle 11.2 fiir einige Thermoelemente dargestellt.

UV bis mV

Bild 11-7

Schematischer Aufbau eines Thermoelements. Es wird die

Temperaturdifferenz zwischen beiden Verbindungspunkten
3 =0°C gemessen. Befindet sich eine Seite in schmelzendem Wasser,
kann die Temperatur in € angegeben werden

Tabelle 11.2 Thermokraft ¢ einiger Thermoelemente

Thermoelement ¢in pV/K Temperaturbereich in €
Eisen-Konstantan 53,7 0 bis 200
Kupfer-Konstantan 42,5 0 bis 100
Nickel-Chromnickel 41,3 0 bis 1000
Indium-Iridium/Rhenium 17 0 bis 2000
Platin-Platin/Rhodium 9.6 0 bis 1000

Peltier-Effekt

Dieser Effekt stellt die Umkehrung der beschriebenen thermoelektrischen Erscheinung dar.
FlieBt durch die Berithrungsstelle zweier Leiter ein Strom, tritt je nach Stromrichtung eine
Erwdarmung oder Abkiihlung auf. Peltier-Elemente dienen zur Kithlung kleiner Objekte, z. B.
von Halbleiterlasern.
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Beispiel 11.2.2a An einem 0,1 mm dickem Kupferdraht von / = 1 m Lange wird bei einer Spannung von U =1 V ein
Strom von / = 0,46 A gemessen. Wie groB sind die Beweglichkeit und die Driftgeschwindigkeit der Elektronen Elek-
tronendichte von Cun = 8,5-10%% m™3) ?

Spezifischer Widerstand 8.48) p=RA. I MitR = U/Ifolgt p=1,7-10% Qm.
Beweglichkeit (1.3) u=1/(epnp #,3 10 ~in AVs)
Driftgeschwindigkeit (1.1) v=uE=puU/l=4,3-10"3 m/s.

Beispiel 11.2.2b Berechnen Sie die Elektronendichte von Eisen Dichte p = 7,87 g/em?)

Mit der Massenzahl von 55,85 [Tab.10.1)erhélt man:1  kmol entspricht 55,85 kg mit einer Teilchenzahl von
N4 =6,02-10%° kmol~! Avogadro-Konstante 6.5)

Daraus erhilt man die Elektronendichte pro kg: N = 6,02-10%° /55,85 kg™! =1,08-10% kg~!.

Aus der Dichte p = 7870 kg/cm? folgt die Elektronendichte prom3: n= Np =8,5-10*% m=3,

Beispiel 11.2.2¢ Eine Lotstelle eines Thermoelementes wird in Eiswasser (0 €)getaucht, die andere in ein Wasserbad
von 59,5 €. Es wird eine Spannung von 3,1 mV gemessen.

Wie groB3 ist die Thermokraft und um welche Werkstoffen kann es sich handeln {ab. 11.2}
Nach (1.5)gilt: e=U; /AT =3,1/59,5 mV/K = 52,1 uV/K.Es koénnte sich um Eisen-Konstantan handeln.

11.2.3 Supraleitung

Der elektrische Widerstand von Metallen nimmt mit fallender Temperatur stark ab Bild 11-8)
Bei 7 -6 bleibt in der Regel ein Restwiderstand tibrig, der durch Gitterfehler verursacht wird.
Bei supraleitenden Metallen, wie Pb und Hg, sinkt jedoch der Widerstand unterhalb der kriti-
schen Temperatur T, schlagartig auf null. In Supraleitern kénnen somit Kreisstrome entstehen,
die ohne Spannungsquelle stindig flieBen. Neben einigen Metallen zeigen auch Metallverbin-
dungen und keramische Werkstoffe Supraleitung [abelle 11.3)

Tabelle 11.3  Kritische Temperatur 7, und kritisches Magnetfeld H,., bzw. H., feweils bei T — 0)
verschiedener Supraleiter

Material T.K) H.A/m) Material T.K) HgA/m)
Supraleiter 1. Art: Supraleiter 3. Art:

Cd 0,52 4200 NbTi 60 10,5 4110 6
Al 1,18 7900 Nb3Sn 18 2010 ©
In 3,41 23300 NbsAl 17,5

Hg(a) 4,15 32800 Nb 3Ge 23

Sn 3,72 24600 V3Ga 16,8 4710 ©
Pb 7,20 63900 V3Si 17 910 ©
Supraleiter 2. Art: T,K) Hx A/m) | Hochtemperatur Supraleiter:

Zn 0,9 4210° Laj g5Srg 15CuO4 37 28010 ©
Ta 448  8610° Ba ,Cuz0 92

\% 53 10510° | Bi-Sr-Ca-Cu-O 122

Nb 9,46 15810° Ti-Ba-Ca-Cu-O 127
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=)
G Normalleiter
2
S
s Normalleiter mit schwach
B gestdrtem Gitter Bild 11-8
Supraleiter Verlauf des elektrischen Widerstandes bei Normal-
0T Temperatur und Supraleitern bei tiefen Temperaturen
Kritisches Magnetfeld

Die kritischen Temperaturen in Tabelle 11.3 verringern sich, wenn ein dufleres Magnetfeld H
wirkt. Oberhalb einer kritischen Flussdichte B. = ugH,. wird der supraleitende Zustand zer-
stort. Stromfithrende supraleitende Drihte erzeugen ein Magnetfeld Bild 8-8) das bei Uber-
schreitung des kritischen Wertes die Supraleitung aufhebt. Der verlustfreien Ubertragung von
Stromen sind damit Grenzen gesetzt.

Meifiner-Ochsenfeld-Effekt

In Supraleitern werden Magnetfelder mit H < H,. aus dem Material verdringt. Dieser Effekt
tritt unabhéngig davon auf, ob das Feld vor oder nach der Abkiihlung unterhalb von 7, vor-
handen war. Schaltet man das duflere Magnetfeld im supraleitenden Zustand ein, wird das
Herausdréangen der Feldlinien durch das Induktionsgesetz und der Lenz schen Regel verstiand-
lich. War das Magnetfeld vor dem Eintreten der Supraleitung vorhanden, ist die Feldfreiheit im
Material durch die iiblichen Gesetze der Elektrodynamik nicht erklarbar.

Supraleiter 1., 2. und 3. Art

Materialien, die einen vollstindigen Meifiner-Ochsenfeld-Effekt zeigen, nennt man Supraleiter
1. Art. Bei Supraleitern 2. Art existiert bei kleinen Feldstirken ebenfalls eine Meiiner-Phase,
d. h. das Feld wird aus dem Material verdriangt. Bei Erh6hung des Feldes dringt jedoch ab der
ersten kritischen Flussdichte B,; das duBere Feld in Form von normalleitenden Flussschliu-
chen in den Supraleiter ein. Der elektrische Widerstand des Materials bleibt makroskopisch
gemessen gleich null. Beim Erreichen der zweiten kritischen Flussdichte B., verschwindet die
Supraleitung Tabelle 11.3) Im gemischten Zustand (B, B < B_;) besteht ein magnetischer
Flussschlauch aus Flussquanten der GroBe ®g=#h/@ e) =2-10"15Whb.

Supraleiter 2. Art mit starken Gitterstérungen bilden die Klasse der Supraleiter 3. Art. Sie
zeichnen sich durch eine hohe kritische Flussdichte B,, aus;damit wird die verlustfreie Uber-
tragung grofer Strome moglich.

Hochtemperatur-Supraleiter

Supraleiter 1., 2. und 3. Art miissen unter hohem technologischem Aufwand mit fliissigem
Helium gekiihlt werden. 1986 wurde unerwartet eine neue Klasse von Supraleitern mit wesent-
lich hoheren kritischen Temperaturen entdeckt Tab elle 11.3) Es handelt sich um keramische
Werkstoffe mit CuO-Schichten. Kritische Temperaturen von iiber 77 K erlauben eine Kithlung
der Supraleiter mit fliissigem Stickstoff. Dies ist technisch wesentlich einfacher als die He-
Kiihlung. Wihrend es eine quantenmechanische Theorie der iiblichen Supraleiter gibt, sind die
Mechanismen der Hochtemperatur-Supraleiter bisher unverstanden.
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Anwendungen

Kabel aus Supraleitern 3. Art werden zum Transport elektrischer Energie verwendet. Da eine
Kiihlung durch fliissige Gase erforderlich ist, werden diese Systeme nur in Ballungsgebieten
eingesetzt. Supraleitende Magnete sind fiir elektrische Antriebe, Magnetschwebebahnen und fiir
die Forschung von grofler Bedeutung. Supraleitende Magnetometer oder SQUID guperconduc-
ting quantum interferometer devices)nutzen die Flussquantisierung aus. Sie dienen zur Messung
kleiner Magnetfelder von der Grole B = ®(/ A. Bei Querschnittsflichen von 1 mm? erhilt man
B=2-10"9T. Die breite Anwendung von Hochtemperatur-Supraleitern scheitert gegenwirtig
noch an den kleinen kritischen Feldern und an Problemen der Verarbeitung der Materialien.

Eigenleitung n-Leitung (Elektronen) p-Leitung (positive Locher)
Gruppe IV Gruppe V Gruppe Il

4 Valenzelektronen 5 Valenzelektronen 3 Valenzelektronen

C, Si, Ge, Sn N, P, As, Sb Donatoren

B, Al, Ga, In (Akzeptoren)
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Bild 11-9 Mechanismen der elektrischen Leitung in Halbleitern im Béndermodell

Beispiel 11.2.3 Was bedeuten die Begriffe kritische Temperatur und kritisches Magnetfeld?
Supraleitung tritt nur unterhalb der kritischen Temperatur und dem kritischen Magnetfeld auf.

11.2.4 Halbleiter

Die wichtigsten Halbleiter sind die vierwertigen Elemente {V. Gruppe des Periodensystems)
wie Si, Ge, Sn. Sie kristallisieren in kovalenter Bindung und kubisch-flichenzentrierter Struk-
tur Diamantgitter) Jedes Atom besitzt vier Nachbarn, die an den Ecken eines regelméifBigen
Tetraeders angeordnet sind. Durch gemeinsam benutzte Elektronenpaare sind die Schalen
abgesiittigt. Eine zweidimensionale Darstellung der Kristallstruktur zeigt Bild 11-9.
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In der Optoelektronik werden Mischkristalle auf der Basis von III-V-Halbleitern eingesetzt:
ternére Mischkristalle Gay Alj_x As und quarterndre Mischkristalle Iny Gaj_x Asy Py.y.

Eigenleitung

Die reinen Halbleiter Si oder Ge besitzen nur gebundene Elektronen;das Valenzband ist voll-
stindig gefiillt, das Leitungsband leer. Am absoluten Nullpunkt ist der Kristall ein Isolator.
Durch Energiezufuhr, beispielsweise durch Temperaturerh6hung, Licht oder andere Strahlung,
werden einzelne Bindungen aufgebrochen und Elektronen vom Valenz- ins Leitungsband
gehoben Bild 11-9) Damit wird ein Stromtransport durch zwei Prozesse moglich: {)Beim
Anlegen einer Spannung bewegen sich die Elektronen im Leitungsband auf den Pluspol zu. 2)
Durch die frei gewordenen Plidtze im Valenzband, die man Defektelektronen nennt, wird ein
zusitzlicher Strom gebildet. An der Stelle eines fehlenden Elektrons ist das Ladungsgleichge-
wicht im Kristall gestort und die positiven Kernladungen iiberwiegen. Man spricht daher auch
von positiven Lochern. Benachbarte Elektronen kénnen in die Locher fallen und es entsteht
eine Wanderung der Locher zum Minuspol. Der Strom wird also in Halbleitern durch Elektro-
nen und positive Locher transportiert. Die spezifische Leitfdhigkeit « eines Halbleiters wird
durch die Dichte der freien Elektronen » und der positiven Locher p gegeben (1.3)

1
k=ey(nu, +pup [nH pE P Eigenleitung (1.6a)

Fiir Si betrigt die Beweglichkeit der Elektronen u, <1350 cm 2/Vs und die der positiven L§-
cher u, 480 cm 2/Vs [abelle 11.4) Die Beweglichkeiten nehmen mit der Temperatur 7 ab:
Uy~T32 und u,~T~3/2. (1.6b)

Da jedes Elektron im Leitungsband ein positives Loch im Valenzband hinterlésst, sind die
Dichten der freien Elektronen » und Locher p gleich:

n=p=n;. Intrinsische Trigerdichte #; (11.7a)

Dieser Ausdruck gilt fiir undotierte Halbleiter, die nur Eigenleitung zeigen. »; nennt man
intrinsische Trdgerdichte.

Temperaturabhiingigkeit

Die Dichte der Ladungstréger » und p steigt mit der Temperatur an;am absoluten Nullpunkt fallt
sie auf null. Die Temperaturabhingigkeit wird durch die Fermi-Verteilung beschrieben. Die Be-
rechnung ist kompliziert, so dass hier nur das Ergebnis gezeigt wird. Es zeigt sich, dass im Be-
reich der Raumtemperatur # durch die Boltzmann-Verteilung ( 1.4b)gegeben ist. Die Benutzung
der Fermi-Energie E als Energieschwelle ergibt sich nach ldngerer Rechnung aus der Theorie:

E;—FE E
n~ exp——E—L = exp——=- Elektronendichte n
kT 2kT
und (1.7b)
Er—FE E
p ~ exp— F_—V exp— —& Locherdichte p
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Eq =Ep — Eyp stellt den Bandabstand dar, wobei E; und Ey in Bild 11-9 beschrieben sind.
k ist die Boltzmann-Konstante und 7" die Temperatur. Das Produkt der freien Elektronen- und
Locherdichte (# und p)hingt nur von der Temperatur und der intrinsischen Triagerdichte #; ab:

E
=n? ~ -
np =n;i ~ exp T
Da diese Gleichung nicht von der Fermi-Energie »; abhidngt, gilt sie auch fiir den Fall der Stor-
stellenleitung (- und p-Leitung)

(1.7¢c)

Tabelle 11.4 Eigenschaften der Halbleiter Si, Ge und GaAs

Si Ge GaAs
Bandabstand Eg in eV 1,12 0,665 1,43
intrinsiche Trigerdichte n; in //cm3 1,510 10 2,410 13 1,1107
Atomdichte in //cm3 5,2010 22 4,4410 22 2,2110 22
Lebensdauer der Minoritiiten in s 2,510 -3 10-3 109
Beweglichkeit y,, in cm2/{s) 1350 3900 8500
Beweglichkeit up in cm2/§'s) 480 1900 435
Gitterkonstante in 10-10 m 5,43 5,66 5,65
Dichte p in kg/m3 2328 5327 5320
linearer Ausdehnungskoeff. & in 10-6/K 2,6 5,8 5,9
spezifische Wirmekapazitit ¢ in kJ/kgk) 0,70 0.31 0,35
Wirmeleitfdhigkeit 4 in W/mK) 145 64 46
Schmelzpunkt in € 1420 937 1238

Thermistor

Die Eigenleitung wird bei NTC-Widerstinden NTC =negative temperature coefficient)oder
Thermistoren ausgenutzt. Mit (1.3)und (1.7b)erhélt man fiir den Widerstand

gigkeit von der Temperatur 7:

R Ee
(D) ~expor

Aufgrund der starken Temperaturabhéngigkeit des Widerstandes werden NTC-Widerstidnde als

Temperatursensoren eingesetzt.

Photowiderstinde

NTC-Widerstand

R in Abhin-

Durch Absorption von Licht kénnen durch den inneren Photoeffekt freie Ladungstriager er-
zeugt werden. Bei Photowiderstdnden sinkt der Widerstand bei Lichteinstrahlung, vorausge-
setzt dass die Energie eines Photons grofer als der Bandabstand ist: 4> E. Der gleiche Effekt
tritt bei Photodioden und -transistoren auf Kapitel 11.3.3)

Storstellenleitung

Wird die regelméBige Kristallstruktur eines Eigenhalbleiters durch Leerstellen, Versetzungen
oder Fremdatome gestort, kann die Leitfahigkeit betrachtlich erhoht werden. Technisch beson-
ders wichtig ist der kontrollierte Einbau 3- und 5-wertiger Atome in Silizium und Germanium,
man nennt diesen Vorgang Dotierung. Man unterscheidet n- und p-Dotierung.
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n-Leitung

Silizium und Germanium sind 4-wertig und kristallisieren in Form der Paarbindung. Freie
Elektronen existieren bei 7' K nicht. Setzt man beim Ziehen der Kristalle aus der Schmelze
S-wertige Atome hinzu, wie Phosphor, Arsen, Antimon, so kénnen nur vier Elektronen zur
Paarbindung beitragen. Das fiinfte AuBenelektron des Fremdatoms wird nur schwach gebun-
den, so dass es bei Zimmertemperatur praktisch frei ist. Nahezu jedes Fremdatom in einem
Siliziumkristall stellt damit ein freies Elektron zur Verfiigung und tragt zur Erhohung der Leit-
fahigkeit bei. Bereits bei maBiger Dotierung gilt daher:
2
n=Np und p=n—i. qus (1.7¢)

Np
Die typische Dichte Np beim Dotieren liegt bei 1 Fremdatom auf 105 bis 106 Gitteratome.
Man nennt die 5-wertigen Elemente Donatoren, Bild 11-9 stellt die Donatoren und abgegebe-
nen Elektronen im Béndermodell dar. Die Donatoren befinden sich an festen Stellen bei der
Energie Ep im Kristall. Man zeichnet sie daher symbolisch als Striche in Bild 11-9. Die Ener-
gie Ep befindet sich leicht unterhalb des Leitungsbandes, so dass die Elektronen praktisch frei
sind. Die Fermi-Energie E liegt ebenfalls in der Ndhe von Ep.

Das Produkt np bleibt nach (1.7c)bei Dotierung konstant. Das bedeutet: erh6ht man die
Dichte der freien Elektronen durch Donatoren n = Np, die eine Verschiebung der Fermi-
Energie bewirken, so nimmt die Locherdichte p ab. Das ist verstdndlich, da durch die zahlrei-
chen Elektronen Locher aufgefiillt werden. Der Ladungstransport bei Dotierung mit Donatoren
erfolgt nahezu vollstandig durch Elektronen. Man nennt diesen Mechanismus n-Leitung.

p-Leitung
Beim Einbau 5-wertiger Fremdatome in Silizium oder Germanium entsteht n-Leitung. Ver-
wendet man zur Dotierung 3-wertige Atome, wie Bor, Aluminium, Gallium oder Indium, so
fehlt fiir die Paarbildung ein Elektron Bild 11-9) Dadurch kann leicht ein Elektron, das durch
die Wiarmebewegung von einem Nachbaratom befreit wurde, an der Storstelle gebunden
werden. Man nennt daher die 3-wertigen Fremdatome Akzeptoren. Es fehlt nun am Nachbar-
atom ein Elektron und es entsteht dort ein Defektelektron oder positives Loch. Bereits bei
méBiger Dotierung ist die Zahl der positiven Locher durch die Dichte der Fremdatome N4
gegeben:
n?
p=Ny, und n=—. @us (1.7¢)
Ny
Bild 11-9 stellt die Akzeptoren, die zu positiven Lochern fithren, im Bédndermodell dar. Die
Akzeptoren befinden sich an festen Stellen bei der Energie £, etwas oberhalb des Leitungs-
bandes. Die Fermi-Energie Er liegt ebenfalls in der Néhe von Ej4.

Auch bei p-Dotierung bleibt das Produkt np =#n? nach (1.7c)unverindert. Durch Erhohung

der positiven Locher sinkt die Zahl der freien Elektronen. Der Ladungstransport bei Dotierung
mit Akzeptoren erfolgt nahezu vollstindig durch positive Locher. Man spricht von p-Leitung.

Tabelle 11.4 fasst die Verhiltnisse fiir n- und p-Halbleiter bei iiblicher Dotierung (Np > #;,
N4> n;) zusammen. Als Beispiel werden folgende Daten zitiert: Silizium enthélt 5-1022
Atome/cm3, bei 300 K entstehen im eigenleitenden Halbleiter #; = 1,4-1010 Ladungstriiger
/cm3. Die Dotierung (Np oder N4) liegt im Bereich von 1014 bis 10!7 Fremdatome/ cm3.
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a) getrenntes p- und n-Gebiet b) pn-Ubergang (ohne Spannung)
p n
i e
5
T L et et
L
Ortskoordinate
p n
—————— + 4+ + — == - - -+ + T+
—————— ++ + + ++ - - — - - -+ 4+ + ++
------ + + + + + + - — = — =4+ ++ + ++
—————— 4+ + + 4+ - — - - - -+ 4+ ++ T+
------ ++ 4+ +++ - - - - - -+ ++ + ++
—————— + + + + + + ——— - - -4+ + 4+ + ++
c) Sperrichtung d) Durchlassrichtung
fe(UD-U)
[ —— w——
_ b e
'““4::___-_--—_
Ortskoordinate
p n p n
—————— +++ +FF —— - — - -+ ++ +++
—————— ++++++ - - - - - -+ ++ + 4+
B - - - - +++ + F&F === - - + + e
—————— +++ +++ - - - - - -+ ++ + ++
—————— + + + + & - - - - -+ ++ + + +
—————— + + + + HEE == ==--++++++

Bild 11-10  Eigenschaften einer pn-Schicht:
a)getrennte p- und n-Leiter. b) pn-Schicht ohne duflere Spannung.
¢)Spannung in Sperrichtung. d)in Durchlassrichtung.
Es wird folgende Symbolik verwendet:
— =Akzeptoren, +Donatoren,
Schraffur spositive Locher oder Elektrone n, ohne Schraffur spositive oder negative
Raumladungszone

Beispiel 11.2.4a Vergleichen Sie den Bandabstand von Si mit der thermischen Energie eines Elektrons bei Zimmer-
temperatur.

Thermische Energie: £ =1,54T =1,5-0,86- 10™* eV - 300 K = 0,039 ¢V. Der Bandabstand betragt 1,12 eV.

Damit ist ein thermischer Ubergang eines Elektrons ins Leitungsband sehr unwahrscheinlich.
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Beispiel 11.2.4b GaAs hat einen Bandabstand von 1,43 eV. Ab welcher Wellenldnge wird Licht nicht mehr absorbiert?

Wenn die Energie eines Lichtquants kleiner als der Bandabstand ist, kann Absorption nicht stattfinden 9.28b)
hf =hcy/ A 4,43 eV =2,29-10""° J. Daraus folgt 9.28b) A < hcy/E = 865 nm.

Beispiel 11.2.4c Was bedeutet n- und p-Leitung?

n-Leitung:Ein 4-wertiger Halbleiter wird m it einem 5-wertigen Atom dotiert.

Dadurch wird ein tiberschiissiges Elektron n frei, das zum Pluspol wandern kann.

p-Leitung:Ein 4-wertiger Halbleiter wird mit einem 3-wertig en Atom dotiert. Dadurch kann ein Elektron der Umge-
bung leicht an diese Storstelle gebunden werden. Dadurch fehlt in der Umgebung ein Elektron und es entsteht ein
positives Loch p. Das positive Loch p wandert (durch Auffiillen mit Elektronen)zum Minuspol.

11.2.5 pn-Ubergang

Die bipolare Halbleitertechnologie beruht im Wesentlichen auf den Eigenschaften von pn-
Ubergiingen. Bild 11-10a zeigt die Bandstruktur eines p- und n-Halbleiters, die von einander
getrennt sind. Es kann sich um unterschiedlich dotiertes Silizium handeln. Der Bandabstand ist
gleich, jedoch liegen die Fermi-Niveaus aufgrund anderer Dotierung verschieden.

pn-Schicht

In Bild 11-10 ist ein pn-Ubergang in einem Einkristall dargestellt, dessen Dotierung sich in-
nerhalb weniger Atomabstdnde von p nach n dndert. Im Gedankenexperiment stellt man sich
vor, dass zwei getrennte Halbleiter zusammengefiigt werden. Aufgrund des hohen Konzentra-
tionsgefilles diffundieren Elektronen aus dem n-Leiter in den p-Bereich und positive Locher in
umgekehrter Richtung. Dadurch steigt das elektrische Potential der p-Schicht, auf der n-Seite
sinkt es. Es entsteht eine Spannung von Up = 0,5V, welche die Driftbewegung begrenzt. Bild
11-10b veranschaulicht den Vorgang ohne duflere Spannung. Die Minus- und Pluszeichen
stellen die Akzeptoren ¢)und Donatoren §  dar. Die positiven Locher und Elektronen wer-
den durch Schraffuren symbolisiert. Bei getrennten p- und n-Leitern gehort zu jedem Akzeptor
ein positives Loch, zu jedem Donator ein Elektron. Beim Zusammenfiigen beider Halbleiter
tritt die oben beschriebene Diffusion der Ladungstrager auf. In einem der p- und n-Schicht
Grenzbereich 6hne Schraffur gezeichnet)jvera rmen die Gebiete an freien Ladungstrigern. Die
entstechende Spannung Up verhindert ein weiteres Anwachsen der Grenzschicht, die nahezu
frei von beweglichen Ladungstréigern ist.

Man kann zusammenfassen: Im Bandermodell Bild 11-10b)fiihrt die Diffusionsspannung
Up zu einer Verschiebung der Bandkanten um die Energie ¢yUp . Sie wird dadurch bestimmt,
dass die Fermi-Energien der p- und n-Schicht auf gleichem Niveau liegen.

Diode

Legt man nach Bild 11-10c eine Spannung in Sperrrichtung an, werden die freien Elektronen
zum Plus- und die positiven Locher zum Minuspol gezogen. Die Raumladungszone, verarmt
an beweglichen Ladungstragern, verbreitert sich. Der Strom ist nahezu null, bis auf einen ge-
ringen Sperrstrom Bild 11-11) Er beruht da rauf, dass Ladungstriger an den Ubergang diffun-
dieren und dort unter Wirkung der hohen Feldstirke auf die andere Seite transportiert werden.
Bei groBeren Spannungen kann der Sperrsittigungsstrom /g aus dem Bandabstand E, ermit-
telt werden:

E
Ig ~exp— ﬁ . Dioden-Sperrstrom /g (1.9)
Dieser Ausdruck setzt voraus, dass /g proportional zur Dichte der Minoritétstrager ist, im n-Ge-
biet handelt es sich um die Locherdichte p. Mit (1.7b)erhédlt man p = (rzlzo/ npexp( —Hg AT .
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Einen analogen Ausdruck ergibt sich fiir das n-Gebiet, womit ( 1.9)erklart ist. Fiir Si betréigt
der Spersittigungsstrom /g = 0,9 nA.

Legt man eine duBere Spannung in Flussrichtung an Bild 11-10d) wird die Diffusions-
spannung abgebaut. Die ladungstragerarmen Zonen werden reduziert und verschwinden bei
Spannungen zwischen 0,5 und 1 V. Die Ladungstréger dringen in das benachbarte Gebiet ein
und der Strom 7 steigt steil mit zunehmender Spannung an U Bild 11-11)

egU .
I=1Igéxp IZ)_T -) . Dioden-Durchlassstrom / (1.10)
<
E 10 -
£
£
g
Sperrspannung in \V &
-100 . . ) '2,0
05 1v
Py
5 ]
Si E -500 +
o
B
w
E Bild 11-11
& Kennlinie einer Si-Diode
Berechnungen

In Bild 11-12 sind die physikalischen Verhéltnisse einer pn-Schicht an einem Beispiel in Silizium
mit 7; =1,5-1010 cm=3 dargestellt. Die Akzeptordichte betriigt 74 =1016 cm™3 im p-Bereich, die
Donatordichte np =2-10'6 cm> im n-Bereich Bild 11-12a) Die Dichte der Minorititstriiger
konnen aus ( 1.7b)ermittelt werden: np = n,2 Die berechneten Werte sind au3erhalb der Grenz-
schicht in Bild 11-12b angegeben. Es gilt: p, =n, und n, =np. In der Grenzschicht findet
eine Diffusion der Ladungstrager statt, wodurch eine Verarmung an beweglichen Ladungen auf-
tritt. Dadurch entstehen eine positive und negative Raumladungszone nach Bild 11-12¢ mit der
Dicke d,, und d),. Die Gesamtladungen in beiden Zonen sind gleich:

dynp =dpny. pn-Schicht (1.11)

Aus der Ladungsverteilung resultiert die Diffusionsspannung Up nach Bild 10-12d. Up kann
aus der Boltzmann-Verteilung éls Néherung der Fermi-Statistik)und der Elektronendichte im
p- und n-Bereich abgeschitzt werden:

2
"p __mi _
L= —exp—
n, hynp kT

eoUp

Dabei wurde beriicksichtigt, dass n,ny = ’712 und n, =np betragen Bilder 11-12a und b)
Daraus erhilt man fiir die Diffusionsspannung U, :
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kT U,
=—In nAZD . Diffusionsspannung Up (1.12)

€ nl-

Up

Numerische Werte liegen zwischen Up 6,5 bis 1 V.
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1
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Ortskoordinate x
Bild 11-12  pn-Schicht ohne duflere Spannung:
a)Dotierung b)Verlauf der Konzentration der Ladungstriager
c¢)Raumladungen in der Grenzschicht d)Verlauf der Spannung

Transistor-Effekt

Der bipolare Flachentransistor ist eines der wichtigsten elektronischen Bauelemente. Er besteht
aus zwei pn-Ubergingen in der Reihenfolge npn oder pnp. Die mittlere Schicht ist sehr diinn,
etwa 1 um. Die Wirkungsweise wird an einem npn-Transistor beschrieben Bild 11-13) Die
verschiedenen Schichten werden wie folgt bezeichnet:Emitter 4-Schicht, von der die Elektro-
nen ausgehen) Basis @iinne p-Schicht)jund Ko llektor, an welchem die Elektronen gesammelt
werden) Das System besteht aus zwei Diode n mit den Grenzflichen ()E&Emitter-Basis-
Diode)und 2 )Basi s-Kollektor-Diode)

a) b)
Emitter Basis Kollektor

n P n
| n el
U % - W

] ++
" 0 ) " . Uge I Ucs
|

| N
Uge Uce

Bild 11-13  Beschreibung des Transistoreffektes:
a)Aufbau, b)Schaltsymbol
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Die Grenzschicht 2 wird in Sperrrichtung geschaltet, der Strom ist nahezu null. Schlie3t man
die Grenzschicht 1 in Flussrichtung an, flieBen Elektronen von der linken n- in die mittlere
p-Schicht. Diese ist so diinn, dass etwa 95 %de r Elektronen zur Grenzschicht 2 gelangen, wo
sie vom elektrischen Feld zur rechten n-Zone transportiert werden. Der Strom zwischen beiden
n-Schichten Emitter und Kollektor)wird durch die Durchlassspannung der Grenzschicht 1
gesteuert, bzw. den entsprechenden Strom an der Basis. Mit den Beziehungen aus Bild 11-13
kann ausgesagt werden:der Emitter sendet Elektr onen aus, die nahezu vollstdndig zum Kollek-
tor gelangen. Der Kollektorstrom /- wird durch den kleinen Basisstrom /5 gesteuert.

Bei pnp-Transitoren sind die Ladungstréger positive Locher, ansonsten ist die Funktionsweise
analog. Weitere Einzelheiten iiber Transistoren sind im nidchsten Abschnitt 11.3 beschrieben.

Beispiel 11.2.5a Berechnen Sie die Diffusionsspannung eines pn-Uberganges in Si bei 27 €
(np=ny=15-10 cm™3, n; =1,5-10'° cm™3)
Aus (1.12)folgt:  Up = (kT/ egn( nyp ¥} 0T1V.

Beispiel 11.2.5b Skizzieren Sie die Kennlinie einer Diode.
Losung:siehe Bild 11-11.

Beispiel 11.2.5¢ Berechnen Sie die Kennlinie einer Si-Diode in Durchlassrichtung bei 7'= 300 K mit /¢ =1 mA.
Nach (1.10)gilt: 7 = Igexp(egU/ kT —1) Man berechne / fir U=0V,0,3V,0,5V,0,6V,0,7V.

Beispiel 11.2.5d Beschreiben Sie den Transistor Effekt.
Losung:siehe Abschnitt Transistor-Effekt.

11.3 Halbleiterbauelemente

11.3.1 Transistoren

Transistoren dienen zum Verstirken und Schalten elektrischer Signale. Man unterscheidet
bipolare und unipolare Transistoren. Die unipolaren Bauelemente werden auch Feldeffekt-
transistoren genannt, die in Sperrschicht- und MOS-Feldeffekttransistoren untergliedert wer-
den Bild 11-14)

Transistoren
v
v L4
bipolar unipolar
Flachentransistor Feldeffe ktrall?istor FET
v L4
Sperrschicht-FET MOS-FET

metal oxide semiconductor

Bild 11-14 Einteilung und Bezeichnung von Transistoren

Bipolare Transistoren

Bipolare oder Flachentransitoren bestehen, wie im letzten Abschnitt beschrieben, aus npn-
oder pnp-Schichten. Im Prinzip handelt es sich um zwei gegeneinander geschaltete Dioden, bei
denen die gemeinsame mittlere Schicht, die Basis, sehr diinn ausgelegt ist. Nach Bild 11-13 ist
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die Emitter-Basis-Diode eines npn- Transistors in Durchflussrichtung geschaltet. Dagegen
liegt der Ubergang Basis-Kollektor in Sperrrichtung. Dennoch ist der Emitter-Basisstrom sehr
klein, da die Basis so diinn ist, dass diec vom Emitter ausgehenden Elektronen in den Bereich
des Kollektors diffundieren. Der Emitterstrom teilt sich also in den groBen)Kollektorstrom /¢
und den kleinen)Basisstrom /g auf. Entsprechend den drei Anschliissen des Flidchentransis-
tors unterscheidet man zwischen Basis-, Emitter- und Kollektorschaltung.

a) b) c)

o + + g T
Ues Uce Uce Uz J | Vee
le
o ® o o . o o .
+ = = = = ¥
Bild 11-15  Grundschaltungen des Transistors:
a)Basis-, b)Emitter-, c)Kollektorschaltung.
Die Spannungspfeile zeigen von plus nach minus.)
a) b)
50 1
. le = 40 mA o= 400 uA
<
¢ E 300 pA
S £
> [t
AN 200 pA
100 pA
lE =0mA 0 uA
5'0 'I '!nl mA. r ‘ l . 1'0 I 560 1.0
E L
T UginV / > UginV
- fo!
N i Y b
Uee ™ B L o Uee™ ® :',5
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Bild 11-16 Kennlinien eines Flachentransistors:
a)Basisschaltung
b)Emitterschaltung

Basisschaltung

Bei der Basisschaltung Bild 11-16a)liegt am Eingang zwischen Emitter und Basis eine Span-
nung von etwa Ugg = 0,7 V. Dieser Wert entspricht der Durchlassspannung einer Diode Bild
11-11) Bei npn-Transistoren flieBen die Elektr onen vom Emitter zur Basis, wo eine Auftei-
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lung in den kleinen Basisstrom /p und den groferen Kollektorstrom /. stattfindet. Emitter-
und Kollektorstrom /g und /. sind nahezu gleich, es gilt fiir die Stromverstarkung 4:

A= j_C =0,9 bis 0,995. Stromverstiarkung A (1.13)
E

Eine Verstiarkung der Spannung kommt dadurch zustande, dass ein kleiner Eingangs- und ein
groBBer Ausgangswiderstand von praktisch dem gleichen Strom durchflossen werden. Die
Spannung am Ausgang Ucp ist wesentlich groBer als die Eingangsspannung Ugg, da Ucp in
Sperrichtung geschaltet ist. Es tritt eine Spannungsverstirkung zwischen 100 und 1000 auf,
vorausgesetzt dass eine entsprechend hohe Netzspannung anliegt. Der Transistor in Basisschal-
tung arbeitet somit als Spannungs- oder als Leistungsverstéirker. Bei nahezu konstantem Strom
ist die Leistung proportional zur Spannung (P = Ul)

Bild 11-16a stellt die Kennlinien eines Transistors in Basisschaltung dar. Der rechte obere
Quadrant zeigt, dass der Kollektorstrom /- von der angelegten Spannung Ucp unbeeinflusst
ist. Er hangt nur vom Emitterstrom [z ab und ist diesem etwa gleich, wie es auch im oberen
linken Quadranten ersichtlich ist. Die Eigenschaften des Eingangs werden durch die Dioden-
kennlinie des Emitter- Basis-Ubergangs charakterisiert, wie es im unteren linken Quadranten
zu sehen ist. Die Eingangsspannung kann nur in sehr engen Grenzen um 0,7 V variieren.

Emitterschaltung

Haufig wird die Emitterschaltung nach Bild 11-15b eingesetzt. Der Emitterstrom [ , der etwa

gleich dem Kollektorstrom /o ist, wird durch den kleinen Basisstrom /g gesteuert. Als

Stromverstiarkung B wird das Verhiltnis /-~ /1p bezeichnet. Mit Iz = I — I folgt daraus:
_lc__4

——=10 bis 200. Stromverstiarkung B (1.14)
Ig 1-4

Die angegebenen Werte fiir B berechnen sich aus 4 =0,9 bis 0,995 (1.13) Die Emitterschal-

tung liefert eine Strom- und Spannungsverstarkung. Sie ist universell zum Verstirken von
Strom, Spannung und Leistung einsetzbar.

Die Kennlinien sind aus Bild 11-16b ersichtlich. Sie dhneln den Linien der Basisschaltung,
wenn man Emitter und Basis wechselseitig austauscht. Der Kollektorstrom /- ist weitgehend
unabhingig von der angelegten Spannung Ucg . Eingangsstrom /g und -spannung U gg ent-
sprechen der Diodenkennlinie des Basis-Emitter-Uberganges. Der Kollektorstrom /- ist etwa
100-mal groBer als der Basisstrom /p und héngt ndherungsweise linear von diesem ab.

Kollektorschaltung

Die Kollektorschaltung nach Bild 11-15c zeichnet sich durch einen sehr hohen Eingangswi-
derstand aus. Dies liegt daran, dass sich der Eingang an der Basis-Kollektor-Diode befindet,
die in Sperrrichtung geschaltet wird. Die Schaltung wird als Impedanzwandler eingesetzt, eine
Spannungsverstarkung tritt nicht auf.

Feldeffekttransistoren

Die bisher beschriebenen Transistoren sind bipolar, d. h. es treten zwei Ladungstriger auf:
Elektronen und positive Locher. Bei unipolaren oder Feldeffekttransistoren FET)gibt es nur
eine Art Ladungstriger: Elektronen bei Vorliege n eines n-Kanals oder positive Lécher beim
p-Kanal.
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Bild 11-17  Aufbau und Eigenschaften von Feldeffektransitoren G =ate, Steuerelektrode,
S Source, D Prain) a)Sperrschicht FET bMOS-FET c)Kennlinie von a)

Sperrschicht-FET

Die Wirkungsweise eines Sperrschicht-FET zeigt Bild 11-17a. Eine léngliche Struktur aus
n-leitendem Material wird von zwei Seiten durch je ein p-leitendes Gebiet begrenzt. In Langs-
richtung legt man eine Spannung Upg an. Elektronen wandern vom Minuspol, Source ge-
nannt, zum Pluspol, dem Drain. Legt man an die seitlichen p-Bereiche, die als Gate bezeichnet
werden, eine negative Spannung, so sind die seitlichen pn-Uberginge in Sperrrichtung ge-
schaltet. Es entsteht im n-Bereich eine von Ladungstragern freie Raumladungszone. Die Grofle
dieser Zone steigt mit wachsender Sperrspannung Ugg . Dadurch wird der leitende n-Bereich
steuerbar eingeengt. Das elektrische Feld in den seitlichen pn-Ubergiingen steuert somit den
Strom durch den n-Kanal. Die Kennlinien eines Sperrschicht-FET zeigt Bild 11-17c. Entspre-
chend den drei Anschliissen des FET gibt es drei Schaltungsarten, wie bei den Bipolartran-
sistoren.

Héufig haben Feldeffekttransistoren vier Anschliisse. AuBler Source §)¢Quelle) Drain D)
tSenke)und Gate G)gibt es noch einen Anschluss, der mit dem Substrat verbunden ist und
Bulk B)genannt wird. Fiir das Funktionsprin zip hat dieser Anschluss wenig Bedeutung und
er ist hdufig mit dem Gate verbunden.

MOS-FET

Wihrend Sperrschicht-FETs zur Verstirkung analoger Signale eingesetzt werden, haben sich
in der Digitalelektronik und bei integrierten Bauelementen MOS-FET Metal Oxide Semicon-

ductor)durchgesetzt. Der Aufbau in Bild 11-17b geht von einem n-Substrat aus, bei dem ohne
Gatespannung kein Strom zwischen Source und Gain flieit. Beim Anlegen einer negativen
Steuerspannung werden die Elektronen vom Gate weggedringt und es kann ein Strom flieen.
Das Prinzip ist den nomalen FET dhnlich.
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Es gibt Ausfithrungen in p-MOS und n-MOS mit einem Gate aus Alumium oder Silizium. Die
Isolierschicht zwischen der Gate-Elektrode und dem Substrat wird aus Al- oder Si-Oxid gebil-
det, woraus sich der Name MOS erklart. In der C-MOS-Technik, C ==omplementary kom-
plemantér) befinden sich p- und n-MOS auf ei nem Substrat. Die MOS-Technik zeichnet sich
durch einen hohen Eingangswiderstand von etwa 1012 Q aus und erlaubt dadurch eine nahezu
verlustlose Steuerung des Stromes 7.

Die Schaltbilder von MOS-FET's enthalten meist auch einen Bulk-Anschluss an das Substrat.
Man unterscheidet selbstleitende ¥erarmungsty p) oder selbstsperrende Anreicherungstyp)
MOS-FET’s. Die bedeutet, dass die Bauelemente ohne Anlegen einer Steuerspannung Ugg
entweder leiten oder sperren. Weiterhin unterscheidet man zwischen n- und p-Kanal.

Herstellung eines p-Diffusion von Herstellung eines n-Diffusion von
Fensters in SiO, Bor kleineren Fensters Phosphor
BE HHH&
. _— e S :
e [1n { n — )  \T=—=— ‘—1—"—'&—-’ |
olint ) n+ p n* p ]
Si n (Eml r
F; (Basis
n (Kollektor)

Bild 11-18 Herstellung integrierter Schaltungen in Bipolartechnik

Beispiel 11.3.1a Warum wird bei Transistoren meist die Stromverstarkung angegeben?

Dies liegt daran, dass ein Transistor im Wesentlichen ein Stromverstdrker ist und durch Stréme gesteuert wird. Die
Verstiarkung der Spannung héngt von den Widerstianden der Schaltung ab.

Beispiel 11.3.1b Begriinden Sie ohne Rechnung, warum die Stromverstérkung in Basisschaltung etwa gleich 1 ist
Bild 11-15ay

Der Basisstrom ist sehr klein gegeniiber den anderen Stromen. Daher ist der Emitterstrom etwa gleichem Kollektor-
strom.

Beispiel 11.3.1¢ Begriinden Sie ohne Rechnung, warum die Kollektorschaltung die Spannungsverstérkung von etwa 1
liefert Bild 11-15¢) Warum ist der  Eingangswiderstand sehr grof3?

Spannungsverstirkung:Die Basis-Emitter-Diode ist in Durchlassrichtung geschaltet.
Damit ist die Spannung dieser Diode sehr klein und die Spannung am Ausgang ist etwa so grofl wie am Eingang.
Eingangswiderstand:Die Basis-Kollektor-Diode ist in Sperrrichtung geschaltet.

Beispiel 11.3.1d Warum sagt man, dass ein Feldeffekttransistor FET)unipolar istBeschreiben Sie den Aufbau eines
FET.

Normale Transistoren arbeiten mit n- und p-Leitung. Der FET dagegen hat nur eine Sorte von Ladungstrigern.
Beschreibung des Aufbaus:sieh e Abschnitt Sperrschicht-FET.

Beispiel 11.3.1e Was bedeutet die Abkiirzung MOS-FETBeschreiben Sie den Aufbau.

MOS-FET Metal Oxide Semiconductor Field Effekt Transistor. Aufbau:Si ehe Abschnitt MOS-FET.

11.3.2 Integrierte Schaltungen

Auf einem Substrat konnen eine Vielzahl von Bauelementen in einem Fertigungsprozess her-
gestellt werden, z. B. Transistoren, Widerstinde und Kondensatoren. In den integrierten
Schaltkreisen {ntegrated Circuits {C)sind ~ komplexe Schaltungen auf einem Chip erhiltlich.
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Bipolartechnik

Die Herstellung von integrierten Schaltungen umfasst verschiedene Prozessschritte, die in Bild
11-18 an einem npn-Transistor aufgezeigt werden. In der planaren Bipolartechnik kann von
einem hochdotierten n<Silizium-Einkristall von etwa 75 mm Durchmesser ausgegangen wer-
den, auf denen hunderte von IC’s Platz haben. Durch Epitaxie, d. h. Aufwachsen einer diinnen
kristallinen Schicht aus der Gasphase, wird n-dotiertes Si von etwa 10 um Dicke aufgebracht.
Sie bildet den Kollektor. Darauthin wird durch Oxidation eine 2 um dicke Isolierschicht aus
SiO, erzeugt und ein Photolack aufgetragen. Die Stellen, die im néchsten Schritt weggeétzt
werden, werden mit Hilfe einer prizisen Maskentechnik belichtet. Nach dem Atzen entsteht
ein Fenster, durch das Bor diffundiert und einen p-dotierten Bereich erzeugt. Es handelt sich
um die Basis. In einer zweiten Oxidation, mit Auftragung von Photolack, Belichten und Atzen
wird ein kleineres Fenster produziert. Durch Diffusion von Phosphor entsteht die n-leitende
Emitterzone. AnschlieBend folgen mehrere Prozessschritte mit Oxidation, Atzung und Metalli-
sierung zur Kontaktierung und zur Herstellung von Leiterbahnen. Nicht erwdhnt wurde die
Herstellung der Isolation des Transistors gegeniiber benachbarten Elementen. Die beschriebe-
nen Prozessschritte sind modellhaft zu verstehen, moderne Verfahren gehen mehrere unter-
schiedliche Wege.

CMOS

Bei der CMOS-Technik stellt man p- und n-Kanal Transistoren auf einem Substrat her. Es
wird von einer Si-Scheibe ausgegangen, die beispielsweise n-dotiert ist. Fiir die n-Transistoren
werden durch Ionenimplantation p-Wannen erzeugt Bild 11-19) Die weiteren Prozessschritte
bestehen aus Oxidation, photolithographischen Vorgingen, Atzen, Dotieren und Aufbringen
von Materialien.

Source Drain
e -

~_ Gat
Si
SiO.
p-Wanne Bild 11-19
Aufbau intergrierter Schaltungen
n - Si in CMOS p-Wannentechnik)

11.3.3 Optoelektronik

Die Optoelektronik befasst sich mit der Umwandlung optischer Signale in elektrische und
umgekehrt. Wichtige Anwendungsgebiete liegen in der Fernsehtechnik, Informationstechnik
Elektronik, Laser- und Energietechnik Solarenergie) Die in terdisziplindren Anwendungen
optischer Verfahren in diesen Gebieten werden unter dem Begriff Photonik zusammengefasst.

Leuchtdioden

Lumineszenz- oder Leuchtdioden, als LED U ight Emitting Diode)abge kiirzt, bestehen aus
einem pn-Ubergang, der in Durchflussrichtung geschaltet wird. Elektronen fliessen ins p- und
positive Locher ins n-Gebiet. Im Bereich des Uberganges konnen Elektronen und Locher re-
kombinieren. Bei Leuchtdioden geschieht dies durch Aussendung von Licht Bild 11-20) Die
Energie /f der Lichtquanten ist durch die Energie des Bandabstandes E, gegeben. Damit gilt
fiir die Wellenldnge A, wobei # das Planck’sche Wirkungsquantum und ¢, die Lichtgeschwin-
digkeit sind:
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hf =Eg4 (h=6,625-10-34Js)und /1=];ﬂ. Wellenlinge A (1.15)
g

Die Wellenlidnge A ¢der die Farbe)der LED kann je nach Bandabstand des Halbleiters zwi-
schen infrarot und blau liegen. Oft werden Kristalle vom Typ GayAs|.x P eingesetzt. Je nach
Mischungsverhiltnis betridgt der Bandabstand zwischen 2,2 eV & ©)und 1,4 eV & =) Die
Rekombination durch Strahlung tritt nur bei Halbleitern mit so genanntem direktem Ubergang
auf. Si und Ge weisen indirekte Ubergiéinge auf;eine Rekom bination durch Emission eines
Quants ist nicht moglich. Bei derartigen Ubergiingen entsteht Wirme und nicht Licht.

Licht

~Metallisierung

)

5—~0xid
‘ l n| GaAs, Py,
V Bild 11-20
n | Ga P-Substrat Aufbau einer Leuchtdiode
Halbleiterlaser

Bei sehr hoher p- oder n-Dotierung riickt das Fermi-Niveau in das Leitungs- oder Valenzband
und man bezeichnet diese Halbleiter als entartet. Bei GaAs betrigt die erforderliche Konzent-
ration der Fremdatome etwa 1019/cm3. Bild 11-21a stellt das Energieband einer Diode aus
einer entarteten p- und n-Schicht dar. Schaltet man die Diode in Durchlassrichtung Bild
11-21b) entsteht in der pn-Uberga ngszone eine Inversion;im gl eichen Volumenbereich ist der
obere Zustand stirker besetzt als der untere. Dies ist eine der Voraussetzungen fiir die stimu-
lierte Emission beim Laser Abschnitt 9.3.1)

Bild 11-22a zeigt den prinzipiellen Aufbau eines Halbleiterlasers, auch Laserdiode genannt. Es
handelt sich um einen hochdotierten pn-Ubergang in GaAs mit einer Inversion beim Anlegen
einer Durchlassspannung. Bei einem ausreichenden Strom ¢a. 50 mA)iiberwiegt die stimu-
lierte Emission tiber die spontane und es kann eine Lichtverstidrkung in einer diinnen aktiven
Zone entstehen. Durch Anbringen von Spiegeln an den Endflichen wird eine Riickkopplung
erreicht und es tritt Lasertitigkeit auf. Die seitlichen Flachen sind optisch rau, so dass quer zur
Schicht eine Riickkopplung unterbleibt. Die spiegelnde Wirkung der Endflachen wird oft al-
lein durch die hohe Brechzahl von n, 3,6 von GaAs erreicht. Man berechnet daraus fiir den
Reflexionsgrad R an Luft mit n; 2: R=(m—ny) A m+hp 20,32. Dieser Wert reicht bei
vielen Halbleiterlasern fiir ein Anschwingen aus.

Der Aufbau nach Bild 11-22a hat den Nachteil, dass die Strahlung auch seitlich in die Bereiche
auBerhalb der pn-Schicht dringt. Derartige Verluste konnen reduziert werden, wenn die Brech-
zahl durch zusitzliche diinne Al-dotierte Schichten seitlich des pn-Uberganges verringert wird
(A n=5%  Dadurch tritt Totalreflexion auf und die Strahlung bleibt in der aktiven Zone.
Derartige Laser mit Heterostruktur zeigen Wirkungsgrade um 50 %Zusétzlich kann durch die
Form der Elektrode der Strom streifenférmig gefiihrt werden Bild 11-22b)
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Bild 11-21 Energiebinder beim Halbleiterlaser:
a)pn-Ubergang ohne #duBere Spannung.
b)Erzeugung einer Inversion durch Anlegen einer Durchflussspannung

a)

Anregungsstrom

Kontakt

) Spaltflache
aktive Zone (parallel zur hinteren}

b \J:/
) | = Oxid

Aktive [ p-AlGaAs
Zone GaAs /T n-AlGaAs

e M

Bild 11-22  Aufbau von Halbleiterlasern:
a) Prinzipieller Aufbau.
b) Laser mit Heterostrukturen:durch Dotieren mit Al wird die Brechzahl
seitlich der aktiven Zonen verringert, so dass eine Wellenleitung entsteht.

Fiir optische Speicher und in der Nachrichtentechnik werden hiaufig GaAlAs-Laser mit unter-
schiedlichen Mischungsverhéltnissen eingesetzt, mit Wellenldngen im roten bis nahen infra-
roten Bereich [Tabelle 11.5) Fiir die Ubertr agung durch Glasfasern weist die Strahlung der
InGaAsP-Laser im Bereich um 1,3 um geringere Verlust auf. Zahlreiche andere Typen von
Halbleiterlasern sind in der Entwicklung.

Da die Querschnitte der aktiven Zonen bei Halbleiterlasern in der Gréenordnung der Licht-
wellenldnge A liegen, tritt die Strahlung aufgrund der Beugung unter einem hohen Divergenz-
winkel 0 aus. Als Abschitzung kann die Gleichung
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6= g [0Frad Divergenzwinkel 6 (1.17)

dienen, wobei d die Schichtdicke angibt. Typische Werte sind 0 = * 40° Die Divergenz kann
durch Einsatz von Linsen auf das bei Lasern iibliche Mal} von etwa 1 mrad reduziert werden,
was bei normalen Lichtquellen nicht moglich ist. Die mittlere Leistung von Halbleiterlasern
betrigt mehrere mW. Durch monolithische Laserarrays konnen mehrere W erzeugt werden.

Tabelle 11.5 Halbleiterlaser

Material GaAlAs InGaAsP/InGaP InGaAsP Bleisalze
Wellenlidnge in pm 0,69 - 0,87 0,6 -0,7 0,92 -1,65 4-40
Photodetektoren

Beim Eindringen von Strahlung in Festkérper konnen durch den inneren Fotoeffekt freie
Elektronen entstehen Abschnitt 10.1.2) Dadurch ist der Nachweis von Licht mit Halbleitern
moglich. Bild 11-23 zeigt den Absorptionskoeffizienten verschiedener Halbleiter, der die
Bandstruktur widerspiegelt. Photonen miissen eine Mindestenergie aufweisen, damit sie Elek-
tronen aus dem Valenz- in das Leitungsband heben konnen. Damit verbunden ist eine maxima-
le Wellenldnge, oberhalb welcher der Absorptionskoeffizient stark abfallt.

] -2
21 10
10 Ge
E
L INgss Gagy As L10™
=
: E
= i
g tog
S =
2 3
g 10 = Bild 11-23
5 5 § Absorptionsverhalten
é (100 ¢ verschiedener Halbleiter
. « fiir Photodioden. Die
10 T T T T T T 10 obere Grenzwellenlidnge
0,6 1,0 1,4 1.8 spiegelt die Breite der
Wellenldnge in um verbotenen Zone wider.
Photowiderstéinde

Bei Fotowiderstéinden fithren die durch den Photoeffekt erzeugten Elektronen zu einer Ande-
rung des elektrischen Widerstandes. Derartige Bauelemente werden hauptséchlich zum Nach-
weis infraroter Strahlung im um-Bereich eingesetzt. Beispiele sind PbS oder Germanium mit
verschiedenen Dotierungen, wie GeZn.

Photodioden

Unterhalb von etwa 1,5 yum werden zum Nachweis von Strahlung Photodioden eingesetzt,
insbesondere aus Si und Ge Bild 11-23) Wird ein pn-Ubergang mit Licht bestrahlt, werden
die in der Raumladungszone erzeugten freien Elektronen durch das vorhandene elektrische
Feld getrennt Bild 11-24) Die Ladungstrennung erfolgt auch ohne duflere Spannung. Wird
die Diode mit einem hochohmigen Lastwiderstand oder offen betrieben, l4dt sich die p-Seite
positiv und die n-Seite negativ auf. An den Enden wird die Leerlaufspannung U; gemessen,
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die kleiner als die Diffusionsspannung Up ist. Bei kurzgeschlossener Photodiode fliefit der
Kurzschlussstrom /g, der proportional zur eingestrahlten Intensitit £ des Lichtes ist. Die
Kennlinie einer Photodiode zeigt Bild 11-25;0hne Bestrahlung erhilt man den Verlauf einer
iblichen Diode.

Photon g
- Sio, 42
e |J'| —
1 P ! | Spannung
- Raumladungszone
N t_.a U
L
o —_——
n-Gebiet 5_ A
w —
T
— __—-_‘l
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Bild 11-24  Aufbau einer Photodiode Bild 11-25 Kennlinie einer Photodiode

Bei der Anwendung als Photodetektor oder Lichtmessgerit schaltet man eine Photodiode in
Sperrichtung mit einem Widerstand zwischen Spannungsquelle und Diode. An dem Wider-
stand wird eine Spannung gemessen, die dem Photostrom proportional ist. Man befindet sich
im unteren linken Quadranten der Kennlinie und erhélt ein Signal, das proportional zur Be-
strahlungsstirke ist. Ohne &duflere Spannungquelle wird die Diode als Solarzelle betrieben. Der
Strom flieit durch einen duBeren Widerstand R. Der Arbeitspunkt A ist der Schnittpunkt zwi-
schen der Widerstandsgeraden / = U/R und der Diodenkennlinie. Gegenwirtig arbeiten So-
larzellen mit einem Wirkungsgrad von etwa 10 %Das bedeutet, dass bei Bestrahlung durch
die Sonne mit E = 1 kW/m?2 eine elektrische Leistung von 100 W/ m2 erzeugt werden kann.

PIN-Photodioden

Zur VergroBerung des empfindlichen Volumens wird bei PIN-Photodioden ein hochohmiger
Bereich zwischen die p- und n-Schicht eingebaut. Es handelt sich um eine undotierte Schicht
mit Eigenleitung énglisch:intrinsic) Die Schichtfol ge ist also p, intrinsic, n, woraus sich die
Abkiirzung PIN erklirt. Diese Dioden zeichnen sich durch kurze Schaltzeiten € ns)und eine
hohe Empfindlichkeit aus.

Phototransistor
Der Phototransistor stellt einen Detektor mit innerer Verstdrkung dar. Sie werden in der Mess-
technik dann eingesetzt, wenn die Frequenzen der Signale unterhalb von 100 kHz liegen.

CCD-Kamera

Ein einzelnes aktives Element, ein Pixel, eines CCD-Bildsensors hat eine Gréfe von etwa
10x10 um?2. Diese Elemente werden linear oder flichenartig angeordnet und arbeiten so als
Fernsehkamera. Der Aufbau der lichtempfindlichen Elemente erfolgt in MOS-Technik.
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Kopierer und Laserdrucker

Eine Anwendung der Photoleitung stellt der Photokopierer oder Laserdrucker dar. Auf einer
leitenden Unterlage wird ein amorpher Photoleiter, z. B. As,Ses, als diinne Schicht aufgetra-
gen Bild 11-26) Vor dem Druckvorgang wird di ese Schicht durch einen Spriihdraht, der
aufgrund seiner hohen Spannung eine Entladung erzeugt, positiv aufgeladen. Bei der Belich-
tung, beim Kopierer durch eine optische Abbildung des Originals, flieBen die Ladungen an den
hellen Stellen ab. Auf dem Photoleiter entsteht ein Ladungsbild. Tonerteilchen werden durch
das elektrische Feld an den geladenen unbelichteten Stellen angezogen und beim Druckvor-
gang auf das Papier iibertragen. Ahnlich arbeitet der Laserdrucker, bei dem die Belichtung
durch einen schreibenden Laserstrahl erfolgt.

a) b) c) d)
Spridhdraht

) : / +| s
L Licht Toner Papier £ &F
+
- —— & _ _ & B __ -}}\_\++++bﬁ
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Bild 11-26  Prinzip eines Photokopierers:
a) Aufspriithen der Ladung
b) Belichtung und AbflieBen der Ladungen an den hellen Stellen,
Entstehung eines Ladungsbildes
¢) Aufbringen des Toners
d) Ubertragen des Toners auf das Papier

Beispiel 11.3.3a Was ist der Unterschied zwischen einer Leuchtdiode und einem Halbleiterlaser?

Beim Laser muss eine Inversion auftreten, d.h. Bereiche im Leitungsband miissen stirker mit Elektronen besetzt sein
als Bereiche im Valenzband Bild 11-21b) Dies wird durch ei ne starke Dotierung erreicht, so dass das Ferminiveau in
das Leitungs- und Valenzband riickt.

Beispiel 11.3.3b Wie grof} ist der Divergenzwinkel der Laserstrahlung aus einem Halbleiterlaser mit einer Dicke der
aktiven Schicht von d =1um bei einer Wellenlidnge von 4 =0,6 um.
Nach (1.17)gilt: 6 =/A d 6 rad 34°Eine Linse macht die Strahlung parallel.)

Beispiel 11.3.3¢ Warum gibt es keine Photodioden fiir 4 > 1,5 um.
Werden die Dioden in Durchlass- oder Sperrrichtung geschaltet?
Der Bandabstand der Halbleiter fiir die Dioden ist zu grof3. Die Dioden werden in Sperrrichtung geschaltet.

Beispiel 11.3.3d Welche Photodetektoren konnen fiir A > 1,5 um eingesetzt werden.
Es konnen Photowiderstéinde verwendet werden.

Beispiel 11.3.3e Was ist der Vorteil einer PIN-Photodiode gegeniiber einer normalen Photodiode?
Die empfindliche Schichtdicke ist groBer, so dass nahezu jedes Photon ein Elektron erzeugt.
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12 Kernphysik

Wesentliche Abldufe des Lebens und der Technik spielen sich in der Atomhiille ab:biologische
und chemische Prozesse, elektromagnetische Phanomene oder optische Vorgénge. Reaktionen im
Atomkern bestimmen den Aufbau des Weltalls und die Kerntechnik. Sie sind mit der Radioaktivi-
tdt verbunden. Die auftretenden Energien in einer Kernreaktion liegen im MeV-Bereich;sie {iber-
steigen die entsprechenden Werte in der Hiille von einigen eV € 1,6-10197J)

12.1 Struktur der Atomkerne

12.1.1 Kernteilchen

Der Kern ist aus Nukleonen, d. h. Protonen und Neutronen, aufgebaut. Nach den Erkenntnissen
der letzten Jahre bestehen die Nukleonen aus jeweils drei Quarks. Im Kern treten das u-Quark
(1 wie up)mit der Ladung QO /3% und das d-Quark ¢ wie down)mit 0O #£1/3) auf. Das
Proton p)besteht aus zwei u- und einem d-Quark, beim Neutron @)wird u und d vertauscht:

putd und n=ddn. Quarks (12.1)

Das Proton trigt also die Elementarladung ey =1,6-10~19 C und das Neutron ist ungeladen
giche Abschnitt 10.1.1) Die Protonenzahl Z im Kern ist identisch mit der Zahl der Elektronen
der Atomhiille. Sie gibt das Element im Periodensystem an, man nennt sie daher auch Ord-
nungszahl. Die Nukleonen- oder Massenzahl A setzt sich aus Z und der Neutronenzahl N zu-
sammen (0.6)

A=Z+N.

Isotope

Eine Atomart oder ein Nuklid wird durch den entsprechenden Wert von Z und 4 wie folgt
charakterisiert:

4Nuklid z B. §He, 23U.

Es gibt etwa 270 stabile Nuklide und tiber 2000 instabile, die sich durch radioaktiven Zerfall in
stabile Nuklide umwandeln. Dagegen existieren nur 92 stabile chemische Elemente. Nuklide
zu einem Element bezeichnet man als Isotope, die gleiche Protonenzahl Z aber unterschiedli-
che Neutronenzahl N aufweisen. Bei Isotopen sind die Atomhiillen gleich, jedoch besitzen die
Atomkerne durch den Einbau von Neutronen eine andere Massenzahl 4. Bei Wasserstoff und
Uran sind folgende Isotope von Bedeutung:

'H, 3H Deuterium) {H Tritium) und 235U, Z§U.

In Bild 12-1 sind alle Nuklide in einem Z-N-Diagramm dargestellt. Kerne mit gleicher Proto-
nenzahl Z, also Isotope, befinden sich auf einer waagerechten Linie. Bei den meisten Kernen
iiberwiegt die Zahl der Neutronen N, d. h. sie liegen unterhalb der 45°Geraden. Die Neutro-
nen vergréBern den Abstand zwischen den geladenen Protonen und verhindern damit, dass der
Kern durch die elektrostatische Abstoung gleichartiger Ladungen auseinander fliegt.
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Bild 12-1
Darstellung der stabilen
und instabilen Nuklide

Kernradius

r=1,4-10"15m. Dieser Wert stimmt ziemlich genau mit dem Nukleo-

nenradius fiir Proton und Neutron {iberein. Der Kern ist also dicht aus Nukleonen zusammen-
gesetzt, die nach Bild 12-2 in heftiger Bewegung sind. Der Zusammenhalt der Kerne wird
durch die Kernkrdfte verursacht. Sie besitzen eine sehr kurze Reichweite, so dass sie nur bis

zum Kernrand wirken.
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o@" Q o=@
0.0 20
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Bindungsenergie und Kernmasse

Bild 12-2

Dynamische Struktur eines Atomkerns

Bei der Bildung von Molekiilen aus Atomen wird Energie frei, die Bindungsenergie. Ahnlich ist
es beim Zusammenbau der Kerne aus den Nukleonen. Die mittlere Bindungsenergie je Nukleon
stellt Bild 12-3 dar. In leichten Kernen ist die Bindung relativ schwach, die Energie je Nukleon
erreicht ein Maximum bei mittleren Massenzahlen A. Daraus ergibt sich die Moglichkeiten der
Energiegewinnung durch die Verschmelzung leichter oder die Spaltung schwerer Kerne.
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Die Relativititstheorie zeigt die Aquivalenz von Masse m und Energie E = mcg 10.10) Dar-
aus folgt, dass die Freisetzung der Bindungsenergie Ep beim Aufbau der Kerne mit einem
Massenverlust Am verbunden ist. Die Kernmasse m ist also stets etwas geringer als die Sum-
me von Z Protonenmasen mpund N Neutronenmassen my :

m=Zmp+ Nmy —Am mit Amcg =Fp. Massendefekt Am (12.2)

In Massenspektrometern Bild 8-33)kann die Kernmasse m genau vermessen und daraus die
Bindungsenergie Eg ermittelt werden Bild 12-3)

Als atomare Masseneinheit u wurde die Masse des 12C-Atoms m(12C)zugrunde gelegt:

1
lu=m, = Em(lfC) #66056 10 Kg .  Atomare Masseneinheit u (12.3)

Wegen der Bindungsenergie und des resultierenden Massendefekts weichen die Masseneinhei-
ten # von Atomen um etwa 1 %on ganzen Zahlen ab.

Beispiel 12.1.1a Welchen Durchmesser hat der Kern eines Bleiatoms?
Der Durchmesser betréigt: 2r =1,4-10715\4 m=17-10"5 m (4 207, Tab. 10.1)

Beispiel 12.1.1b Was bedeuten die Ziffern: 2JAl ?

Der Aluminiumkern hat 27 Protonen und Neutronen Nukle onenzahl)sowie 13 Protonen Qrdnungszahl) Die Neutro-
nenzahl ist also 14. Die Atomhiille besitzt 13 Elektronen.)

Beispiel 12.1.1¢ Wie hoch ist die Dichte im Atomkern.

Welche Masse besitzt ein Neutronenstern mit R 50 km Radius?

Dichte: Die Kernmasse betréigt: m = Am, = A-1,66-10727 kg. Kernradius » und Kernvolumen ¥ ergeben sich zu:
r=1,4-100%J4m, V=634 10 75 . 3 Damit wird dic Kerndichte: p=m/V =1,4-10'7 kg.
Neutronenstern:Masse M = pV = p# #/3) R F,5 10 kg  @3.000 mal Erdmasse)

Beispiel 12.1.1d Wie grof} ist die Bindungsenergie des Kerns %g Al @us Tab. 10.1:26,98 m, ¥

Der Massendefekt betrigt (2.2) Am = 13mp + 14my — 26,98m, = 3,9-10728 kg. Daraus erhilt man die Bindungs-
energie: Ep = Amc} =3,5-107"1 J =220 MeV, d.h. 8,1 MeV je Nukleon.



12.1 Struktur der Atomkerne 303

12.1.2 Kernniveaus

Kernkrifte

Die Protonen und Neutronen werden im Atomkern durch die starke Wechselwirkung zusam-
mengehalten. Die Reichweite dieser Krifte ist sehr gering. Sie wirken nur innerhalb des Kerns
und tiberwinden dort die abstoenden Coulomb-Krifte der positiven Protonen.

AuBerhalb der Kerns ist die Anzichung der Kernkréfte praktisch gleich null, so dass nur die
AbstoBungskrifte wirken. Betrachtet man die Krifte auf ein Proton, das sich einem Kern né-
hert, ergibt sich zundchst eine elektrostatische Abstofung bis zum Kernrand und dann eine
Anziehung und eine mogliche Bindung. Fiir ein Neutron entfillt die elektrostatische Kraft
auBlerhalb des Kerns. In Bild 12-4 ist die potentielle Energie von Proton und Neutron in Kern-
ndhe aufgetragen.

a) b)
i w
—_— -":.’, Bild 12-4
‘A Ec % a)Potentielle Energie eines positiv
o geladenen Teilchens ¢. B. Proton)
‘ I Abstand r } [ Abstand r bei Anndherung an einen Kern.
‘: ! Ll b)wie a)fiir ein ungeladenes Teilchen
| L o Neutron)
Kernmodelle

Selbst einfache Atomkerne entziehen sich bisher einer exakten physikalischen Beschreibung,
so dass man auf Modelle angewiesen ist. Tatsache ist, dass die Nukleonen relativ dicht im
Kern liegen und eine schnelle Bewegung ausiiben Bild 12-2) Im  Tropfchenmodell wird der
Kern mit einem Flissigkeitstropfen verglichen, wobei die Nukleonen den Molekiilen entspre-
chen. Die Kerne fithren auch Vibrationen aus, die zu angeregten Kernniveaus fithren. Bei
hohen Massenzahlen treten ellipsoidformige Strukturen auf. Diese kdnnen rotieren und somit
hohe Energiezustinde einnehmen.

a) b) c)
r’_,-r’-'FY Co 5
@0 o —1T—E N 41,17 MeV
2 5 N|E=E,-E, =hf e
O & =Bar 5 ~ 11,33 Mev
— E, —=
% Ni

Bild 12-5 y-Strahlung:
a) Bei der Emission von y-Strahlung &ndert sich die Verteilung von Protonen
und Neutronen im Kern.
b) Der y-Ubergang findet zwischen zwei Kernniveaus statt.
¢) y-Linien im Zerfall °Co - “Ni



304 12 Kernphysik

Im Schalenmodell wird die Bewegung eines einzelnen Nukleons im mittleren Potential der
anderen Kernteilchen untersucht. Es zeigt sich, dass unterschiedliche Bahnen méglich sind, die
zu angeregten Kernniveaus fithren. Die Vorstellungen dieses Modells sind dhnlich wie in der
Atombhiille. Allerdings wirkt hauptsichlich die Kernkraft und nicht die elektrostatische Anzie-
hung wie in der Hiille.

Nach den beschriebenen Modellen besteht der Kern aus einem Grundzustand und anderen
angeregten Zustdnden Bild 12-5) Es kann si ch um Zustdnde nach dem Schalenmodell oder
um Vibrations- und Rotationszustinde handeln. Ahnlich wie in der Hiille sind Uberginge
zwischen den Zustinden moglich. Dabei wird y-Strahlung emittiert und der Vorgang dhnelt
der Lichtemission in der Atombhiille.

12.2 Radioaktive Kernumwandlungen

Radioaktive Strahlung wird mit den historischen Namen a-, 8- und y-Strahlung belegt. Urspriing-
lich wurden die Strahlungsarten nur in der Natur beobachtet. Inzwischen iiberwiegt die Zahl der
bekannten kiinstlichen radioaktiven Isotope bei weitem die der natiirlichen. Es bleibt zu hoffen,
dass die Produktion kiinstlicher Isotope nur zum Nutzen der Menschheit eingesetzt wird.

12.2.1 a-, B- und y-Strahlung
y-Strahlung

Bei der y-Strahlung handelt es sich um eine elektromagnetische Erscheinung, dhnlich wie
Rontgenstrahlung oder Licht. Sie entsteht im Atomkern bei Ubergiingen zwischen verschiede-
nen Kernzustinden Bild 12-5) Beim y-Ubergang erfolgt im Kern eine Umverteilung der
Bewegungszustinde der Protonen und Neutronen. Die Strahlung besitzt Teilchencharakter,
man spricht von y-Quanten, deren Energie £ = Af im Bereich von 10 keV bis zu einigen MeV
liegt. Sie berechnet sich wie beim Licht aus dem Energieabstand E, — E| der Niveaus (0.18)

E=hf=E,-E. y-Quanten (12.4)

wobei h=6,6626-1034Js das Planck’'sche Wirkungsquantum und f die Frequenz der Strah-
lung darstellen. y-Strahlung durchdringt Materie relativ stark.

y-Spektroskopie: Natiirliche und kiinstliche radioaktive Elemente senden y-Strahlung in Form
eines Linienspektrums aus, die durch mehrere y-Ubergiinge entstehen. Durch Messung des
y-Spektrums ist eine genaue Analyse radioaktiver Isotope moglich. Davon wird im Umwelt-
schutz, in der Medizin und Technik Gebrauch gemacht. Bild 12-5c zeigt das y-Spektrum von
60Co mit Energien von 1,17 und 1,33 MeV. Der Einsatz dieses Isotops erfolgt in der Strahlen-
therapie und zur Sterilisierung von Materialien.

Innere Konversion: Angeregte Kernzustinde konnen durch y-Uberginge oder auch durch so ge-
nannte innere Konversion zerfallen. Der Vorgang erfolgt strahlungslos und die Energie wird auf
ein Elektron der Atomihiille tibertragen, welches das Atom mit hoher Geschwindigkeit verlésst.

MofSbauer-Effekt: Zur Untersuchung von Festkérpern und Kernen dient die MoBbauer-
Spektroskopie. Bei der Aussendung eines y-Teilchens erfihrt der Kern einen RiickstoB3. Durch
den Doppler-Effekt verschieben sich dadurch geringfiigig die Frequenz und Energie der Strah-
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lung. Befinden sich die radioaktiven Kerne in einem Kristall, kann unter bestimmten Bedin-
gungen der RiickstoBimpuls vom gesamten Kristall aufgenommen werden. Eine Energiever-
schiebung der y-Strahlung findet dann nicht statt MoBbauer-Effekt)

B~-Strahlung

Die natiirlichen und kiinstlichen Kerne sind im Bild 12-1 im Z-N-Diagramm dargestellt.
Bei Kernen unterhalb der stabilen Grenze sind zusitzliche Neutronen vorhanden. Beim
B~-Ubergang wird ein iiberschiissiges Neutron n in ein Proton p umgewandelt Bild 12-6a)

nop+e+. p~-Strahlung (12.5a)

Es wird ein Elektron e und ein Neutrino 0 genauer: Elektron-Antin eutrino)emittiert. Das
Elektron, S —-Teilchen genannt, verldsst den Kern mit hoher Energie. Das Neutrino ist in der
Praxis nur schwer nachweisbar;es ist unge laden und reagiert nicht auf die so genannte starke
sondern nur auf die schwache Kernkraft. Man beachte, dass in Gleichung 12.5a die Summe der
Ladung vor und nach der Reaktion erhalten bleibt. Beim f—-Ubergang ist normalerweise nur
das Elektron messtechnisch erfassbar. Die Energieverteilung der S —-Teilchen ist kontinuier-
lich, da auch auf das Neutrino Energie tibertragen wird Bild 12-6b)

a) b)
Bild 12-6
B B-Strahlung:

Qg a) Beim B--Ubergang wird
% ein Neutron in ein Proton

O@OO o G-)O ® £ umgewandelt.

O —=— O0P&g — b) Energieverteilung der
0®o 0®0o e
® O e = B-Teilchen

max

Energie

Formuliert man die Reaktionsgleichung 12.5a fiir einen Kern, erhélt man:

AX > AY+B+7. B~-Ubergang (12.5b)

Aus dem Kern X entsteht ein neues Element Ynit der néchst hoheren Ladungszahl Z 4 und
gleicher Massenzahl 4. Bild 12-5¢ zeigt den Ubergang von %0Co in ®Ni. Meist erfolgt der
B-Ubergang in einen angeregten Zustand des neuen Kerns, der als Folge mehrere y-Quanten
emittiert. S—-Strahlung, d. h. Elektronenstrahlung, wird von Materie stark absorbiert, die
Reichweite liegt in Festkorpern im 0,1-mm-Bereich.

B+-Strahlung

Kerne oberhalb der Stabilititsgrenze in Bild 12-1 enthalten zu viele Protonen. Dieser Uber-
schuss kann durch einen 8+-Ubergang abgebaut werden, bei dem ein Proton in ein Neutron
umgewandelt wird. Diese Transformation kann nur innerhalb des Kernes erfolgen, freie Proto-
nen Wasserstoffkerne)sind stabil. Beim B1-Ubergang erniedrigt ein Kern X bei konstanter
Massenzahl 4 die Ladungszahl von Z nach Z — 1:

AX =AY+ +u. BT-Ubergang (12.6)
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Es entsteht ein neuer Kern Y und es wird ein Positron, das ﬂ+—Teilchen, und ein Neutrino v
genauer:Elektron-Neutrino)emittiert. Der 8 -Prozess wird nicht in der Natur beobachtet. Er
tritt nur bei kiinstlichen radioaktiven Nukliden auf.

Die 8 *_Teilchen oder Positronen sind die Antiteilchen zu den Elektronen positive Elektronen)
giche Abschnitt 12.5) Treffen Antiteilchen mit den entsprechenden Teilchen zusammen,
zerstrahlen sie in zwei entgegengerichtete y-Quanten. Beim Elektron und Positron treten zwei
y-Quanten mit je 511 keV auf. In der Medizin wird die so genannte Positronen-Emissions-
Tomographie entwickelt, welche die 511-keV-Strahlung mit zwei Detektoren nachweist und
zur Bilderzeugung ausnutzt. Vor der Aufnahme wird dem Patienten ein kurzlebiger f-
Strahler zugefiihrt, z. B 161 C, I%N, }gO, lgF , die mit einem Zyklotron erzeugt werden.
Elektroneneinfang: Bei schweren Elementen befinden sich die Elektronen der innersten Schale
relativ nahe am Kern. Der 81-Zerfall erfolgt dann nicht. Stattdessen fingt der Kern ein Elekt-
ron ein und wandelt ein Proton in ein Neutron um. Meist tritt beim Elektroneneinfang keine
messbare radioaktive Strahlung auf.

a-Strahlung

Instabile schwere Kerne mit 4 >170 und Z >70 konnen durch Emission von a-Teilchen zer-
fallen. Ein derartiges Teilchen besteht aus je zwei Protonen und Neutronen, d. h. aus einem
Heliumkern He. Die Zerfallsreaktion kann allgemein wie folgt geschrieben werden:

AX8 %Y +a. a -Ubergang (12.6)

Aus einem Kern X entsteht ein neuer Kern Y mit einer um 2 verminderten Ordnungszahl;die
Massenzahl ist um 4 reduziert Bild 12-7) Be ispielsweise ist das natiirliche Uranisotop 28§U
ein a-Strahler mit einer Halbwertszeit von 4.5 Milliarden Jahren. a-Strahlung wird von diinnen
Folien mit wenigen um Dicke absorbiert. In Luft betrégt die Reichweite wenige cm.

L Bild 12-7
[S) @00 a-Umwandlung:Bei der a-Umwandlung emittiert
8 —_— Og)ga der Kern ein a-Teilchen, das aus 2 Protonen und
oe® 2 Neutronen besteht

Beispiel 12.2.1a Berechnen Sie die Wellenldnge von y-Strahlen mit 60 keV.
Nach (2.4)gilt: E = hf = hcy/ A. Daraus folgt: A=hcy/E=2-10""m ({eV =1,6 10 "1°J)

Beispiel 12.2.1b 238U und 25U senden a-Strahlung aus. Welches sind die Endkerne?
Die Massenzahl verringert sich um 4 und Ordnungszahl um 2: 23$U und %} U .

Beispiel 12.2.1¢ Das medizinische Isotop },1 C zerfillt durch B*-Strahlung. In welchem Element endet der Ubergang?
Die Kernladungszahl verringert sich um 1: ](,lC - IS'B + B* + Neutrino.

12.2.2 Radioaktives Zerfallsgesetz

Die spontane Umwandlung instabiler Kerne ist ein statistischer Vorgang. Man kann nie genau
sagen, wann ein bestimmter Kern Strahlung emittiert. Ahnlich ist es beim Zerfall angeregter
Zustinde in der Atomhiille. Das Prinzip von Ursache und Wirkung ist fiir einen einzelnen
Kern nur eingeschrénkt giiltig. Fiir eine grole Anzahl von Kernen lassen sich jedoch statistisch
prizise Aussagen tiber die Halbwertszeit formulieren.
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Halbwertszeit T

Logischerweise muss die Zahl der Zerfille pro Zeiteinheit (d N/df)proportional zur Zahl der
zerfallenden Kerne N sein:

1
%=_,1N E L Zerfallskonstante 4 (12.7a)
S

Die Proportionalitétskonstante ist die Zerfallskonstante A. Das Minuszeichen muss eingefiihrt
werden, da die Anderung dN eine Abnahme beschreibt und damit negativ ist.

Die Zahl der Zerfille pro Sekunde bezeichnet man als Aktivitdit A:

dN 1
=— [4F -. Aktivitit 4 (12.8)
dt s
Die Einheit der Aktivitit ist [4]=Bequerel =Bq =1 Zerfall/s. Bisweilen wird noch der
Begriff Curie benutzt Gleichung 12.14)

Durch Integration von (2.7a)erhidlt man das radioaktive Zerfallsgesetz:
N = Noe~*t . Radioaktives Zerfallsgesetz (12.7b)

Die Ausgangssubstanz hatte zur Zeit t =0 N Kerne, zur Zeit ¢ sind davon noch N Kerne
vorhanden. Es ist {iblich, die Halbwertszeit T einzufithren, nach der die Hilfte der Ny Kerne
zerfallen sind. Aus der Gleichung Ny /2= Nge~*! findet man:

In2 0,693
T= nT = ’T Daraus folgt fiir das Zerfallsgesetz:
N =Nge th2/T = Ny2-1/T sowie A= Aye t2/T = 4,2-1/T (12.7¢)

Die letzte Gleichung fiir die Aktivitdt 4 folgt aus der Proportionalitit von 4 €d N/dfjund N.
Die Aktivitdt einer radioaktiven Substanz klingt in Form einer e-Funktion ab. Nach Bild 12-8
erhilt man in einer logarithmischen Skala eine Gerade;beim halben Wert der Ausgangsaktivi-
tit Ay kann die Halbwertszeit 7 abgelesen werden. Einige Angaben sind in Tabelle 12.1 zu-
sammengefasst.

AT
Aol2 \
i
1
<« i
g i
= i
= i
<
i Bild 12-8
! Logarithmische Darstellung des
As/10 ___i . . radioaktiven Zerfallsgesetzes
=T Zeit t
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Tabelle 12.1 Halbwertszeiten 7 und Masse je MBq (m/A)verschiedener Nuklide
b =Stunden, d Tage, a Jahre)

Nuklid T m/A in kg/MBq Nuklid T m/A in kg/MBq
1%Ag  241min 37107 29 Sr 28,5a 1,9-10-10
3¥Mn  2,58h 1,3-107 137 Cs 30,2 a 3,1-10-10

3 8,02d 2,2-10-3 3c 5730 a 6,1-10-9

2P 143 s 9,5-10 4 ¢l 3,0-105a  82:10-7

80 Co 527 a 2,4-10-1 Zu 45-10%9a  8,1-10-2

Fiir die praktische Anwendung radioaktiver Nuklide ist der Zusammenhang zwischen der
Aktivitdt A4 einer isolierten radioaktiven Substanz und deren Masse m wichtig. Mit
N =mN 4 /m,, erhdlt man aus (2.7)und (2.8)

A=ln2mNA .

Aktivitdt 4 (2.8)
my, T

Dabei ist N4 =6,02:1026 kmol~! die Avogadro-Konstante und ,, die Molmasse in
kmol/kg. Fiir m 9 kg U mit 7= 4,5-109 Jahre erhélt man 1,23-107 Bq.

Radioaktives Gleichgewicht

Oft schlieBen sich einem radioaktiven Zerfall weitere an. Daher kann sich eine Gleichge-
wichtsverteilung der verschiedenen radioaktiven Nuklide einstellen.

Beispiel 12.2.1a Das medizinische eingesetzte Isotop '*'J hat eine Halbwertszeit von 7 = 8,04 Tagen.
a)Wie viel %ind nach 7= Woche zerfallen?b)Nach welcher Ze it ist noch 1%er Ausgangsaktivitit vorhanden?

a)Das Zerfallsgesetz (2.7c)lautet: N /Ny =27"'T = 0,53 . Es sind noch 1 — 0,53 47 %orhanden.
b)Aus N/Ny=0,01=2""'T folgt: =—Tlog0,01/log2 =53,5 Tage.

Beispiel 12.2.1b Die Halbwertszeit von Uran betragt 4,5 Milliarden Jahre.

Wie viele Kerne zerfallen pro Sekunde in 1 kg Uran?

In 1 mol =238 g Uran befinden sich 6,02-10% Atome Avogadro’sche Konstante) In 1 kg erhilt man damit
N =6,02-10%/0,238 = 2,53-10%* Atome. Die Halbwertszeit betriigt 7 =4,5-10° Jahre =1,4-10'7 s. Daraus folgt
fiir die Zerfallskonstante A #n 2/ 74,88 -10 '8 57!, Damit kann mit (2.7a)berechnet werden:

dNldt=N2A42-10 7s'42-10 7Bq.

12.2.3 Natiirliche Radioaktivitit

In der Natur kommen ungeféhr 75 radioaktive Nuklide vor. Ein Teil davon wurde bei der Ent-
stehung der Erde vor etwa 4,6 Milliarden Jahren gebildet. Die Lebensdauer dieser Nuklide hat
etwa die gleiche GréBenordnung. Es handelt sich um

232Th {,4 1010 Jahre) 233U (,4 10 8 Jahre) 233U (4,5-10% Jahre) 49K (1,3-109 Jahre)
87Rb (4,8-1010 Jahre) sowie um 11 weitere Kerne.

Die ersten drei bilden Zerfallsreihen mit jeweils etwa zehn instabilen Isotopen. Daneben ent-
stehen einige radioaktive Nuklide stindig durch kosmische Strahlung in der Erdatmosphire,
die wichtigsten sind '4C 6730 Jahre) und Tritium (2,3 Jahre)
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Bild 12-9 Natiirliche Zerfallsreihen ausgehend von 238y, 235y und 232Th

Zerfallsreihen

Die drei natiirlichen Zerfallsreihen starten bei 232Thorium , 235Uran und 238Uran . Diese Ker-
ne wandeln sich durch mehrmalige B- und a-Uberginge nach Bild 12-9 um. Die stabilen End-
produkte sind verschiedene Bleiisotope. In den Reihen treten radioaktive Isotope des Edelga-
ses Radon Rn)auf. Da der Boden und die Baum aterialien der Héuser stets gewisse Mengen
von Thorium und Uran enthalten, wird stindig radioaktives Radon in die Luft tiberfiihrt. In
geschlossenen Raumen kann dadurch eine leichte Erhohung der Radioaktivitdt auftreten.

Zur Datierung von Mineralien und Gesteinen wird héufig die Bleimethode herangezogen. Be-
stimmt man in einer Probe die Anzahl der radioaktiven Mutteratome, wie Uran oder Thorium,
und die daraus gebildeten stabilen Bleiisotope, so kann daraus das Alter ermittelt werden.
Voraussetzung ist, dass zur Zeit # % keine Bleiisotope vorhanden waren. Ahnlich arbeitet die
Kalium-Argon-Methode, wobei 49K die Muttersubstanz und 4°Ar das Zerfallsprodukt sind. Es
gibt noch einige andere Methoden, z. B. die Bestimmung von U und He €gebremste a-
Teilchen)in Gesteinen.

Kosmische Strahlung

Die primdre Komponente der kosmischen Strahlung besteht aus 91,5%Protonen, 7,8%
a-Teilchen und 0,7%ernen bis zu  Z 30. Beim Beschuss der atmosphérischen Gase Stick-
stoff, Sauerstoff und Argon werden verschiedene radioaktive Isotope und Neutronen gebildet.
Am bekanntesten ist die Erzeugung von radioaktivem Kohlenstoff 14C in héheren Schichten
der Erdatmosphére durch Neutronenbeschuss:
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4N+n->14C+p oder 4Nq,p) €.

Uber die Erdoberfliche gemittelt entstehen etwa 25000 !4C-Kerne/( m2s) Der B-Strahler 14C
gelangt als CO, zur Erdoberfldche, wo er von den Pflanzen auf genommen wird. Nach dem
Absterben findet keine Aufnahme mehr von 4C statt und es beginnt ein Zerfall dieses Isotops
mit einer Halbwertszeit von 5730 Jahren. Der Anteil des radioaktiven 14C bezogen auf das
normale stabile 12C erlaubt somit eine Altersbestimmung archdologischer Funde aus organi-
schem Material.

Das radioaktive Isotop des Wasserstoffs Tritium (*H)entsteht u. a. ebenfalls durch Neutronen-
beschuss von Stickstoff!4Nf, H) €. Die Produktionsrate in der Atmosphire liegt etwa bei
2500 3H-Kerne/(m 3 s) Der gesamte natiirliche Weltvorra t betrigt einige Kilogramm. Tritium
besitzt eine Halbwertszeit von 12,3 Jahren, so dass es zur geologischen Altersbestimmung von
Gewissern bis zu 50 Jahren herangezogen wird. Unerfreulicherweise wurde 3H in groBen
Mengen zum Bau von Wasserstoffbomben kiinstlich produziert.)Weitere Angaben zur natiirli-
chen Radioaktivitét finden sich in Abschnitt 12.4.

12.2.4 Kiinstliche Kernreaktionen

Kernreaktionen mit einer Umwandlung der Kerne werden durch Beschuss von Materie mit
Neutronen, Protonen (!H) Deuteronen ( 2H) Helium ( a-Teilchen)und anderen Kernen durch-
gefiithrt. Moglich sind auch Reaktionen mit energiereichen Elektronen oder y-Quanten. Die
erzeugten Isotope dienen wissenschaftlichen, medizinischen und technischen Anwendungen.
Die Neutronen werden meist mit speziellen Kernreaktoren fiir die Forschung produziert. Zur
Beschleunigung der anderen oben erwihnten Teilchen werden die entsprechenden Atome
ionisiert und den elektrischen Feldern von Teilchenbeschleunigern ausgesetzt.

Teilchenbeschleuniger

Zur Einleitung von Kernreaktionen geladenen Teilchen {onen)mu ss das Projektil in den Kern
eindringen. Dazu ist die Coulomb-Abstossung zu tiberwinden Bild 12-4) Die erforderliche
hohe Geschwindigkeit oder Energie wird in Teilchenbeschleunigern erzeugt. Diese bestehen
aus einer lonenquelle, in der die Projektil-Atome ionisiert werden. Die elektrischen Felder zur
Beschleunigung der Ionen kénnen linear oder zirkular angeordnet werden.

Ein wichtiger Linearbeschleuniger trigt den Namen Van-de-Graaff. In einer Entladung werden
auf ein umlaufendes Gummiband Elektronen gespriiht, die in einigen Metern Entfernung im
feldfreien Raum im Inneren einer isolierten Metallhohlkugel abgestreift werden. Dadurch wird
die Kugel auf 106 V 4 MV und mehr aufgeladen. Die Ione nquelle befindet sich ebenfalls im
Inneren der Metallkugel. Die Spannung wird iiber einen Spannungsteiler an Metallsegmente
eines evakuierten Rohres gelegt, in dem der Ionenstrahl beschleunigt wird.

Hohere Energien von iiber 50 MeV werden in Kreisbeschleunigern, wie dem Zyklotron er-
reicht Bild 8-32) Heutzutage dient es haupt sdchlich zur Erzeugung radioaktiver Isotope fiir
die Medizin. Beim Synchrotron bleibt der Radius der beschleunigten Teilchen konstant. Dies
wird durch ein Magnetfeld erreicht, das mit zunehmender Geschwindigkeit der Ionen ansteigt.
Insbesondere zur Erforschung der Elementarteilchen wurden Beschleuniger mit Protonenener-
gien von mehreren 100 GeV mit einem Umfang von einigen Kilometern gebaut.
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Reaktionstypen mit Ionen

Als beschleunigte lonen in Teilchenbeschleunigern werden insbesondere Protonen und Deute-
ronen eingesetzt. Fiir Anwendungen in Technik und Medizin erzeugt man hauptséchlich Ra-
dionuklide mit kurzer Lebensdauer, um Mensch und Umwelt so gering wie moglich zu be-
lasten. Dagegen treten bei Kernexplosionen Halbwertzeiten bis zu mehreren 100 Jahren auf;
das ist unverantwortlich. Ein Beispiel fiir ein kurzlebiges Isotop ist 1231 {od)mit einer Halb-
wertzeit von 13,2 Stunden. Es wird durch Beschuss einer diinnen Schicht aus TeO, nach der
Reaktion 122Te@,n) 12 durch Deuteronen @)erzeugt.

Reaktionen mit Neutronen

Der Kernreaktor als Neutronenquelle ist die wichtigste Anlage zur Erzeugung radioaktiver
Nuklide. Bei langsamen Neutronen treten 1, y)Reaktionen auf. Das Ne utron wird im beschos-
senen Kern eingefangen und dort eingebaut. Es entsteht ein schwereres Isotop des gleichen
Elementes. Uberschiissige Energie wird durch y-Strahlung abgeben. Ein Beispiel ist die Pro-
duktion von radioaktiven Goldnadeln zur Tumortherapie nach der Reaktion 197 Aug, ) 198u.
Aus dem natiirlichen Isotop 197 Au entsteht der 3- und y-Strahler 198 Au mit einer Halbwert-
zeit von 2,7 Tagen. Das Isotop 90Co fiir zur Tumorbestrahlung wird in der Reaktion
59Cof, ) @o  produziert Bild 12-6a) Bei schnelle n Neutronen kann eine 1, p)Reaktion
ablaufen, z. B. 3254, p #

Bei der Aktivierungsanalyse wird eine Probe im Reaktor mit langsamen Neutronen bestrahlt.
Durch f, yjReaktionen entstehen je nach Zusammens etzung der Elemente verschiedene
radioaktive Isotope, die y-Strahlung aussenden. Durch den Einsatz der y-Spektroskopie kann
eine Analyse der Elemente erfolgen, um Spurenelemente in duferst geringer Konzentration zu
bestimmen.

Durch langsame Neutronen wird Kernspaltung in 235U verursacht Abschnitt 12.3) Aus den
Spaltprodukten kénnen zahlreiche radioaktive Isotope chemisch abgetrennt werden. Ein Bei-
spiel ist 1311 Jod)mit einer Halbwertzeit von 8,02 Tag en, das zur Untersuchung der Schild-
driise eingesetzt wird. Bei diesem Verfahren wird mit einem y-Scanner der Halsbereich
punktweise abgetastet, so dass ein Bild der Verteilung des radioaktiven Jod entsteht. Der Arzt
ermittelt daraus seine Diagnose.

Anwendung radioaktiver Strahlung

Die wichtigste Anwendung radioaktiver Isotope liegt in der Nuklearmedizin. Einige Einsatzbe-
reiche wurden bereits erwihnt: Tumorbehandl ung und Diagnostik. Beispiele in der Technik
sind Dickenmessung von Blechen oder Folien durch Absorptionsmessung von y- oder (3
Strahlung, Fillstandsmessen durch Durchstrahlung mit y-Strahlung, Feuchtigkeitsmessung in
Beton oder Boden, y-Radiographie zum Auffinden von Defekten in Werkstiicken, radioaktive
Markierungen bei Verschleiimessungen oder bei Transportprozessen. Zahlreiche Anwendun-
gen ergeben sich auch in der Strahlenchemie. Wegen der Umweltbelastung werden jedoch
radioaktive Isotope nur dann einsetzen, wenn sich keine anderen geeigneten Verfahren finden
lassen.
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12.3 Kernspaltung und Kernfusion

Beim Beschuss von Isotopen von Uran, Plutonium und Thorium mit Neutronen findet eine
Kernspaltung statt. Eine Spaltung ist auch mit anderen Projektilen moglich, jedoch ohne tech-
nische Bedeutung. Bei der Kernspaltung wird Energie frei, die 108-mal groBer ist als bei che-
mischen Reaktionen. Dies hat zum Fluch der Kernwaffen und zu den im Prinzip niitzlichen
aber umstrittenen Kernreaktoren gefiihrt.

12.3.1 Spaltung mit Neutronen
Spaltreaktionen

Neutronen sind ungeladen. Damit koénnen sie sich dem Kern ohne AbstoBung durch Coulomb-
Krifte ndhern Bild 12-4b)und von diesem eingefa ngen werden. Da sich langsame Neutronen
langer in Kernndhe befinden, ist die Wahrscheinlichkeit fiir den Einfang besonders hoch. Dabei
wird die Bindungsenergie frei, die nach Bild 16-3 etwa 6 MeV betrdgt. Durch diese Energie be-
findet sich der neue Kern in einem hoch angeregten Compound-Zustand. Bei den meisten Kernen
entsteht durch Emission von y -Strahlung ein Ubergang in den stabilen Grundzustand. Anders ist
es bei einigen Kernen, wie 233U, 233U und 23]Pu Plutonium) Entsprechend Bild 12-10 de-
formiert sich der Compound-Kern und zerplatzt in zwei etwa gleich grof3e Bruchstiicke:

Kernn - 2 Spaltprodukte 2-3 Neutronen HEnergie =~ AE', beispielsweise
25U +n - '4Ba+ $8Kr+3n+200 McV .

Fur 28§U und die anderen zitierten schweren Kerne existiert jeweils eine groBe Anzahl unter-
schiedlicher Spaltprodukte, die meist hoch radioaktiv sind und weiter zerfallen. Die letzte
Zerfallgleichung fiir 23§U ist auch von historischem Interesse, da an ihr 1938 zufillig die

Kernspaltung durch den chemischen Nachweis von Ba entdeckt wurde.

S zr
o5 Y O
Compound- O —— @ N (promt)

235 28 kern /
thermisches
Neutron n '+O——© —_ O —-—8—-—8 —— @ n (promt)

\ 199 | Bild 12-10
O n (verzdgert) Ablauf der Kern-
B - spaltung von
) o/ 235Uran durch
. thermische
10™"s bis 50s Neutronen

Energie und Massendefekt

Die in jeder Spaltung frei werdende Energie von etwa 200 MeV = 3,2-10~!! J kann aus Bild
12-3 verstanden und berechnet werden. Es handelt sich um die Differenz der Bindungsener-
gien vor und nach der Spaltung. Bei chemischen Reaktionen ist es dhnlich, mit dem Unter-
schied, dass die Reaktionen in der Hiille bei 10~8 fach niedrigerer Energie ablaufen.)Vor der
Spaltung von 3,2-10~11 liest man aus Bild 12-3 fiir die Nukleonenzahl A =235 eine Bin-

dungsenergie von 235 7,3 MeV =720 MeV ab. Nach der Spaltung in zwei Kerne im mittle-



12.3 Kernspaltung und Kernfusion 313

ren A-Bereich erhdlt man 235.8,5 MeV =2000 Me V. Die Differenz der Bindungsenergien
entspricht etwa den 200 MeV aus (2.9) die bei jeder Spaltung entstehen.

Die Bindungsenergie fiihrt zu einer Verringerung der Kernmasse Abschnitt 12.1.1) Die bei
der Spaltung frei werdende Energie AE =200 MeV entspricht einem Massenverlust, dem so
genannten Massendefekt, von Am=AE /cg =0,2m, =0,3-10~27 kg. Da die Uranmasse 235
m, betrigt, entspricht dies einem Massenverlust von etwa 1 9%o.

O (o]
o)
o]
L]
bt O
L]
[ ] .
Bild 12-11
* = Neutron O =%y O = Spaltprodukt Prinzip der Kettenreaktion

1kg-6,022-1026 /kmol
235kg/kmol

kg entstehen somit 3,2-10~11:2,6-1024 J = 2-107 kWh. Dagegen wird bei der Verbrennung

von | kg Kohle nur etwa 10 kWh frei.

In 1 kg Uran befinden sich

=2,6-1024 Kerne. Bei der Spaltung von 1

Kettenreaktion

Bei der Spaltung nach (2-9)werden 2 bis 3 Neut ronen gebildet, die weitere Kerne zertriim-
mern kénnen. Damit ist das Prinzip einer Kettenreaktion méglich. Wenn jede Spaltung mehr
als eine weitere Spaltung verursacht, wichst der Prozess exponentiell an Bild 12-11) Dieses
kann zu einer Kernexplosion fiihren, sofern der Anstieg nicht gebremst wird. Letzteres ist bei
den Kernreaktoren der Fall, die nach dem Hochfahren der Leistung im Gleichgewicht arbeiten;
jede Spaltung erzeugt nur eine neue.

Kritische Masse

Beim Einschalten des Reaktors lduft anfangs eine langsame Kettenreaktion ab und die Leis-
tung erhoht sich. Die entstehenden Neutronen diirfen den Kernbrennungsstoff nicht verlassen,
sondern sollen neue Spaltprozesse auslosen. Da sich die Neutronen jedoch iiber gro3e Berei-
che der Brennelemente bewegen, bevor eine weitere Spaltung auftritt, muss die Masse grof3
genug sein, damit nur wenige Neutronen entweichen. Eine Kettenreaktion ist somit nur ober-
halb der kritischen Masse moglich. Sie hdangt von der Form und Zusammensetzung der Brenn-
elemente und dem Reaktoraufbau ab. Liegt das spaltbare Material in reiner Form vor, so rei-
chen Volumina von der Grof3e eines Fuf3balls fiir den Bau einer Atombombe aus.

Urananreicherung

Von den in der Natur vorkommenden Isotopen ist nur zggU fiir den Betrieb von Kernreakto-

ren brauchbar. Natiirliches Uran besteht aus 0,7 % ZggU und 99,3%ngeeignetem 23% U. Fur

die Brennelemente der meisten Reaktoren muss eine Anreicherung von zggU erfolgen, in der
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Regel bis auf 3 bis 4 %dJran, das zu etwa 90 %ngereichert ist, kann zur Erzeugung von
Atombomben und fiir Reaktoren in U-Booten missbraucht werden. Man unterscheidet folgen-
de Verfahren der Urananreicherung, die auf physikalischen Effekten beruhen:Gas-Diffussion,
Gas-Zentrifugen, und Trenndiisen.

Beispiel 12.3.1a Welche Energie wird bei der Spaltung von 1 kg 235 5U frei 210 MeV pro Spaltung) Was kostet die
Energie bei einem Wirkungsgrad von 30 %nd einem Preis von 0,10 ﬂ(Wh’?

In 1 kg Uran befinden sich N =6,02-10%/0,238 = 2,53-10%* Atomkern Aufgabe 12.2.1b) Die Energie betrigt
E=2,53-10%*-210 MeV = 8,8-1013 J =2,5-107 kWh. Daraus folgt ein Preis von 2,5-107 -0,3-0,1=750.000 €

Beispiel 12.31b Ermitteln Sie aus Bild 12-3, dass bei der Kernspaltung von Uran etwa 200 MeV frei werden.

Die Bindungsenergie pro Nukleon von Uran mit 4 235 betrigt nach Bild 12-3 etwa 7 MeV. Die Spaltprodukte haben
jeweils etwa die halbe Massenzahl von etwa 120. In diesem Bereich betrdgt die Bindungsenergie pro Nukleon 8 MeV.
Pro Nukleon wird also bei der Spaltung etwa 1 MeV frei. Bei 235 Nukleonen ergeben sich etwa 200 MeV.

12.3.2 Kernreaktoren

In Reaktoren l4uft eine gesteuerte Kettenreaktion ab Bild 12-12) Ein Teil der Neutronen wird
in den Absorbern der Regelstibe kontrollierbar eingefangen. Bei thermischen Reaktoren wer-
den die Neutronen im Moderator abgebremst, um die Wahrscheinlichkeit fiir eine Spaltung zu
erhohen. Die Energie der Spaltfragmente wird durch Stoss in der Materie in Warme umge-
wandelt, die durch das Kiihlmittel abgefiihrt wird. Ein Kernreaktor besteht also neben dem
Behilter und der Abschirmung im Wesentlichen aus folgenden Teilen:

— Brennstoff @ngereichertes Uran, Natururan, Plutonium)

— Moderator §chweres Wasser D ,0) leichtes Wasser H ,0) Graphit,
— Kiithlmittel Gase, Wasser)

— Regelstidbe Cadmium)

.235

Spaltprodukt /R\ Spaltprodukt

schnelle Neutronen

FWT Kuhlung

/ Iangsame

L ]
PUO
U

Schnelle Neutronen

Bild 12-12
Kontrollierte Kernspaltung von 235Uran mit
Moderator Bremssubstanz)und Absorber
Ia ngsame Neutronen Regelstab) sowie Briiten von Plutonium

Einige Reaktortypen arbeiten mit langsamen, so genannten thermischen Neutronen andere mit
schnellen. Bei Brutreaktoren findet neben der Energiegewinnung eine Umwandlung von nicht
spaltbarem Material in spaltbares statt.
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Leichtwasser-Reaktoren

Die auf dem Weltmarkt derzeit dominierende Linie bevorzugt die Leichtwasser-Reaktoren.
Leichtes, d. h. normales Wasser H,O, wird sowohl als Kiihlmittel als auch als Moderator ver-
wendet. Der Leichtwasser-Reaktor ist ein thermischer Reaktor mit langsamen Neutronen. Als
Brennstoff kommt hauptsichlich Uran infrage, das zu etwa 3 %mit 235U angereichert ist,
jedoch ist auch ein Betrieb mit 233U oder 239Pu moglich, die kiinstlich in so genannten
Brutreakoren erzeugt werden. Die Steuerung der Leichtwasser-Reaktoren erfolgt mit Regelsti-
ben, die Cadmium enthalten. Dieses Element besitzt einen sehr hohen Wirkungsquerschnitt fiir
Neutroneneinfang. Bild 12-13 zeigt einen Leichtwasser-Reaktor in der Ausfithrungsform eines
Druckwasser-Typs. Der primidre Kiihlkreislauf und die radioaktiven Stoffe sind in sich ge-
schlossen. Die Temperatur liegt um 320 €. Dam it das Wasser nicht siedet, ist das Reaktorge-
faf} als Druckbehélter (60 bar) Di e Energie wird in einem Warmeaustauscher abgegeben, in
dem Dampf zum Betreiben von Turbinen entsteht. Die meisten noch arbeitenden deutschen
Reaktoren funktionieren nach diesem Prinzip.

Strom-

generator
Turbine

1! | £
Regel-— ! | v
stabe
Brenn- __|
elemente Wasser
e ——
‘ L Kuhlwasser
Sekundar- s
kreislauf ===

Bild 12-13 Prinzip eines Druckwasser-Reaktors

Der hohe Druck wird beim Siedewasser-Reaktor auf etwa 70 bar verringert, indem der Dampf
direkt im Reaktorbehilter erzeugt wird. Dies hat den Nachteil, dass radioaktiver Dampf auf die
Turbine geleitet wird.

Schwerwasser-Reaktoren

Da normales Wasser Neutronen absorbiert, kann es in Reaktoren mit Natururan nicht verwen-
det werden. Schweres Wasser D ,O)weist eine schwéchere Absorption auf, so dass die gerin-
ge Konzentration 0,7 J6on 235U in Natururan fiir einen Betrieb ausreicht. Schwerwasser-
Reaktoren mit Natururan sind selten.

Gasgekiihlte Graphit-Reaktoren

Dieser Reaktor wird nur dort zur Energiegewinnung verwendet, wo das Militér eine Plutoni-
um-Gewinnung als Nebenprodukt durchgesetzt hat, z. B. in Tschernobyl. Der Moderator be-
steht aus Graphit, die Kithlung wird durch CO, iibernommen. Der Reaktortyp kann auch mit
Natururan betrieben werden.
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Brutreaktoren

Normale Reaktoren nutzen nur den Energieinhalt von 235U mit einem Vorkommen von 0,7%
Brutreaktoren mit schnellen Neutronen, so genannte Schnelle Briiter, sind in der Lage, nicht
spaltbares 238U in spaltbares 239Pu umzuwandeln. Fiir diesen Prozess sind schnelle Neutro-
nen erforderlich. Der Briiter benutzt als Brennstoff das selbstproduziertes 239Pu. Dieses Ele-
ment ist extrem giftig ist und schon in minimalen Mengen krebserregend. Aulerdem kénnen
aus 239Pu mit geringem technischen Aufwand Atombomben gebaut werden. Erfreulicherwei-
se hat sich diese Reaktorlinie nicht durchgesetzt. 239Pu ist in geringerer Menge auch in den
abgebrannten Brennelementen normaler Reaktoren vorhanden.

Probleme

Wihrend der normale Betrieb von Reaktoren akzeptable Umweltprobleme aufzuwerfen
scheint, trifft dies fiir Unfille, die Wiederaufbereitung von Brennelementen und die Entsor-
gung nicht zu.

Atombomben

Bisher wurden etwa 1000 Atombomben geziindet — das war unverantwortlich. Konventionelle
nukleare Bomben beruhen allein auf dem Prinzip der Kernspaltung. Im einfachsten Fall wer-
den zwei Korper aus spaltbarem Material mittels einer normalen Explosion in einem Rohr
zusammengeschossen. Beim Zusammenprall wird die kritische Masse tiberschritten. Durch
spontane Spaltung sind immer einige Neutronen vorhanden und es kommt zu einer explosiven
Kettenreaktion. Durch Einstrahlung mittels einer Neutronenquelle ¢. B. ein Gemisch aus Ra-
dium und Beryllium)wird die E xplosionskraft verstdrkt. Die Hiroshima-Bombe, die einige
100000 Menschen tétete, enthielt 6 kg 235U. Die nichste Bombe, iiber Nagasaki abgeworfen,
bestand aus 239Pu. Dieses Spaltmaterial fillt in Reaktoren als Abfall an. Das Vernichtungspo-
tential nuklearer Bomben wurde durch die Entwicklung von Wasserstoff-Bomben, die zusétz-
lich die Kernfusion einsetzen, um ein Vielfaches gesteigert @bschnitt 12.3.3)

Beispiel 12.3.2a Wozu dient der Moderator beim Reaktor?

Bei der Spaltung von 2g§U entstehen schnelle Neutronen. Diese fliegen zu schnell an anderen Urankernen vorbei, um

eine weitere Spaltung einzuleiten. Daher werden die Neutronen im Moderator abgebremst.

Beispiel 12.3.2b Kann ein Reaktor auch ohne angereichertes Uran arbeiten?

Ja, mit Natururan und schwerem Wasser als Moderator und Kiihlmittel. AuBerdem konnen kiinstlich erzeugtes 233U

oder 23U mit normalem Wasser verwendet werden.

12.3.3 Kernfusion

Es gibt zwei Moglichkeiten, durch Kernreaktionen Energie freizusetzen:die Kernspaltung und
die Kernverschmelzung. Beide Prozesse nutzen die Bindungsenergie der Kernteilchen aus
Bild 12-3) Die Kernspaltung ist Thema des Ab schnitts 12.3.2. Im folgenden Abschnitt wird
die Kernverschmelzung oder Kernfusion behandelt. Sie ist die Ursache fiir die Strahlung der
Sonne und damit fundamental fiir das Leben. Seit Jahrzehnten wird versucht, die Kernver-
schmelzung kontrolliert in Fusionsreaktoren zu beherrschen und als praktisch unbegrenzte
Energiequelle zu nutzen. Trotz wichtiger Erfolge ist eine technische Losung erst in einigen
Jahrzehnten zu erwarten. Die unkontrollierte Kernfusion fithrt zu ungeheueren Zerstérungen in
der Weiterentwicklung der Atombombe, der Wasserstoff- oder H-Bombe.
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D+T=He+n
}

o o
/ \\ Bild 12-14
Kernfusion am Beispiel von Deuterium D)
Q )

und Tritium ) Bei groen Entfernungen
wirkt die elektrostatische AbstoBung, bei
kleinen die anziehenden Kernkrifte

Prinzip der Kernfusion

Atomkerne bestehen aus Nukleonen, den ungeladenen Neutronen und den positiven Protonen.
Nihern sich zwei Kerne, sto3en sie sich aufgrund der gleichartigen Ladung ab. Die Wirkung
der elektrischen AbstoBung ist in Bild 12-14 als so genannter Potentialwall dargestellt. Besit-
zen die Kerne eine hohe kinetische Energie, konnen sie sich bis zur gegenseitigen Beriihrung
anndhern. Bei derartig kurzen Abstéinden treten die anziehenden Kernkrifte in Erscheinung.
Die Kerne werden ineinander gezogen und sie verschmelzen. Ahnlich wie bei der Kernspal-
tung wird bei der Kernfusion nach Bild 12-3 Energie frei.

Fusionsreaktionen der Sonne

Aus Bild 12-3 ist ersichtlich, dass bei Verschmelzung leichter Kerne, z. B. Wasserstoff, eine
Freisetzung von Energie erfolgt. Die Sonne basiert auf diesem Prinzip, insbesondere 14uft der
Deuterium-Zyklus in drei Stufen ab:

p+p—=>D+et+v

D+p-3He+y Fusion in der Sonne (2.10)

3He+3He > 4He+2p:

Bruttoreaktion: 4p - 4He+ 2et +2v + Energie 24,7 MeV =4 10 -12) .
Zwei Protonen p verschmelzen zu einem Deuteron D) wobei sich ein Proton durch 3*-
Ubergang in ein Neutron umwandelt giche Ab schnitt 12.2.1) Im niichsten Schritt wird 3He,
im iibernichsten “He gebildet. Insgesamt entsteht als Bruttoreaktion aus vier Protonen: 4He,
begleitet von zwei 87-Ubergingen. Im Sonneninneren verliuft dieser Prozess bei Temperatu-
ren von etwa 1,5-107 K. Bei diesen Temperaturen besitzen die Protonen geniigend thermische

Energie, um die elektrostatische Abstolung untereinander zu tiberwinden. Die Sonne gewinnt
somit ihre Energie aus der Verschmelzung von Protonen, d. h. Wasserstoff, zu Helium.

Kontrollierte Kernfusion

Seit Jahrzehnten wird versucht, die Kernfusion zur Gewinnung von Energie zu nutzen. In
Versuchsanlagen werden leichte Kerne, hauptsidchlich die Wasserstoff-Isotope Deuterium D)
oder Tritium T) im Plasmazustand auf hohe Tem peraturen gebracht, um die Kerne zu ver-
schmelzen. Insbesondere wird die Reaktion

D+T- 4He+n+17,6 MeV (=2,8 10 -13) Kontrollierte Fusion (2.11a)

untersucht. Bei den ebenfalls aussichtsreichen Reaktionen
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D+D-3He+n+3,3 MeV
D+D-=T+p+4,0 MeV Kontrollierte Fusion (2.11b)
D+ 3He - 4He+n+3,3 MeV
D+ !IB—=34He+8,7 MeV
ist der Potentialwall hoher und damit die Ziindung der Reaktion schwieriger.

Erzeugung von Tritium

Fiir die besonderes aussichtsreiche Fusionsreaktion D T wird Deuterium und Tritium beno-
tigt. Tritium ist ein radioaktives Isotop des Wasserstoffs, bestehend aus einem Proton und zwei
Neutronen. Da die Halbwertzeit 12,3 Jahre betrdgt, kommt es in der Natur praktisch nicht vor
Abschnitt 12.2.3) Es kann kiinstlich durch Be schuss von Lithium mit Neutronen erzeugt
werden. Bisher wird Tritium in speziellen militdrischen Kernreaktoren fiir den Bau und die
Erneuerung von H-Bomben groftechnisch produziert — eine schreckliche Tatsache. Spéter bei
einer friedlichen Nutzung konnen die Fusionsreaktionen ihr benétigtes Tritium selbst erzeu-
gen. Dazu wird das bei der D-T-Reaktion erzeugte Neutron benutzt. In einem zukiinftigen
1-GW-Reaktor werden jéhrlich 5 kg Tritium verbraucht und aus Li erzeugt.

Das fiir die Fusion benétigte Deuterium, auch schwerer Wasserstoff genannt, kommt im nor-
malen Wasser vor. Das Verhiltnis HyO zu D,0 betrigt 6000 : 1. Die Menge von 10 13 t
Deuterium und 101! t Lithium @er gewinnbare Anteil is t geringer)stellen einen enormen E-
nergievorrat dar. Ahnliche Vorrite liegen im Uran und Thorium bei Verwendung von Brut-
und Hochtemperaturreaktoren vor, die allerdings erhebliche Sicherheitsrisiken aufweisen.

Lawson-Diagramm

Zur Energiegewinnung durch Kernfusion sind hohe Temperaturen von etwa 108 K erforder-
lich. Zusétzlich miissen die Teilchendichte » des D-T-Gasgemisches und die Brenndauer T
ausreichend grof sein;entscheidend ist das Produkt #7. In Bild 12-15 sind die fiir die Fusion
erforderlichen Temperaturen und die entsprechenden n-T-Werte im Lawson-Diagramm aufge-
tragen. Zusétzlich sind die erreichten Bereiche verschiedener Experimentieranlagen zur Fusion
markiert. Man ist von einer kontrollierten Kernfusion noch relativ weit entfernt. Die Bewdlti-
gung der technischen Schwierigkeiten zur Energiegewinnung durch Fusion wird noch Jahr-
zehnte dauern.

lonentemperatur in K
100 10° 10" 10

”g 10" Fusion

E 14 i -

= 10 ’

E - N e

8 10" . Bild 12-15

= o ° Fiir die Kernfusion in einem D-T-Plasma muss das
g i3 Wertepaar n 7 Teilchendichte mal Zeitdauer der
9 10 s " hohen Temperaturjund 7 femperatur)im

k] s dargestellten Bereich liegen Lawson-Diagramm)
S 10" P _ Die Punkte beschreiben existierende Versuchsan-
A 01 1' 1’0' 100 1000 lagen, der gestrichelte Bereich die Vorhersagen

. fiir neuere Anlagen
lonenenergie in keV
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H-Bombe

Wihrend der Explosion von Atombomben entstehen Temperaturen von vielen Millionen Grad.
Bei einer Wasserstoffbombe befindet sich ein Gemisch aus Deuterium und Tritium in unmit-
telbarer Ndhe des nuklearen Sprengkopfes. Nach der Ziindung wird durch die Fusion zusitzli-
che Energie frei, die die Sprengkraft einer Atombombe um den Faktor 20 erhoht. In manchen
Konstruktionen wird das Tritium wéhrend der Explosion der primiren Bombe durch Neutro-
nen in Lithium-6-Deuterid erzeugt. Eine H-Bombe mit 0,2 Mt Sprengkraft wiegt etwa 120 kg
und verursacht die Zerstorung von 20 Nagasaki-Bomben. Eine Weiterentwicklung ist die
Neutronenbombe, die durch Neutronen tétet, aber wenig Fallout und eine reduzierte Druck-
welle erzeugt. In ihr lduft hauptsichlich eine D-T-Reaktion ab, wobei die nach Gleichung
12-11a entstehenden Neutronen moglicherweise durch n-2n-Reaktionen vervielfacht werden.

Beispiel 12.3.2a Die Sonne strahlt in Erdentfernung (+ = 150 Millionen km)eine Leistungsdichte von S§=1,4 kW/m 2.
Welche Masse verliert die Sonne pro Sekunde?
W/t=Amc}/t=S-4mr?. Daraus folgt: Am/t=S-4mr?/cd =4,4-10° kg/s .

Beispiel 12.3.2b Welche Energie wird bei der Fusion von 1 kg Deuterium mit Tritium nach der Gleichung frei:
D+ T =He+n+17,6 MeV Wie hoch ist der Preis bei 0,10 &kWh?

In 1 mol 2 g Deuterium befinden sich N, Tab. 1.3)Atome. Damit erhilt man fir | kg N =3-10%6 Atome. Die
Energie betrigt: £ = N-17,6 MeV = 2,3-108 kWh mit einem Preis von 23 Millionen €

12.3.4 Fusionsreaktoren

Zur Energiegewinnung durch die kontrollierte Kernfusion muss bei einer Temperatur von
108 K das D-T-Gemisch hinreichend lange ohne Wandkontakt zusammengehalten werden.
Beim Trdgheitseinschluss werden kleine Kugeln aus gefrorenem Deuterium und Tritium durch
Hochleistungslaser ¢der mit Elektronen-, bzw. Ionenstrahlen)aufgeheizt. Das entstehende
Plasma wird aufgrund seiner Tréigheit eine kurze Zeit zusammenbleiben, so dass Kernfusion
einsetzen kann. Andere Verfahren arbeiten mit dem magnetischen Einschluss.

Plasma

Wasserstoff, und dessen Isotope Deuterium und Tritium, sind oberhalb von 20000 K ionisiert,
d. h. in Kerne und Elektronen zerlegt. Die atomare Bindung hat ihre Bedeutung verloren, und die
Elektronen und Kerne verhalten sich wie unabhingige Gase. Dieser Zustand der Materie wird als
Plasma bezeichnet. Man kann ein Plasma mit Hilfe von Magnetfeldern von den Wandmaterialien
fernhalten, und kurzzeitig Temperaturen von einigen Millionen Grad erzeugen.

Eisenjoch

Bild 12-16

Prinzip eines Tokamaks zur Erzeu-
Primar-  gung der Kernfusion. Die Primér-
wicklung  Wicklung erzeugt im Plasma einen
4 \ ; ' Strom Sekundédrwicklung)wie in
Abschirmung 7 ' - ° einem Transformator. Das Plasma
wird durch ein ringformiges
Magnetfeld zusammengehalten.

Primér-
wicklung
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Tokamak

In Bild 12-16 zeigt einen experimentellen Fusionsreaktor, der einem Transformator dhnelt. Bei
dem Tokamak wird an die Primarwicklung ein kurzer Strompuls angelegt. Die Sekundérwick-
lung ist ein leitendes D-T-Plasma. Zusitzlich wird um das Plasmarohr eine Spule gelegt, die
ein kreisformiges Magnetfeld in Richtung des Plasmastromes erzeugt. Auf den Plasmastrom
wirkt damit die Lorentzkraft, die das Plasma zusammenschniirt. Es wird komprimiert und kann
damit Temperaturen von einigen 10 Millionen Grad erreichen Bild 12-15)

Stellerator

Beim Tokamak ist nur Pulsbetrieb moglich, eine kontinuierliche Fusion kann beim Stellerator
auftreten. Dieser besteht aus einer ringformigen Spule, deren Magnetfeld das Plasma von der
Wandung fernhilt. Nachteilig ist, dass eine zusétzliche externe Heizung fiir das Plasma erfor-
derlich ist. Diese kann durch Teilchenstrahlung oder elektromagnetische Wellen erfolgen.

Vorteile
Der wesentliche Vorteil von Fusionsreaktoren gegeniiber Kernreaktoren liegt in Folgendem:

— erhohte Sicherheit, da eine Kernschmelze nicht auftreten kann,

— praktisch unbegrenzter Energievorrat,

— Entstehung von radioaktivem Abfall mit kleiner Lebensdauer, da keine Spaltprodukte ent-
stehen sondern hauptséchlich eine Neutronenaktivierung.

12.4 Strahlenschutz

Wir leben in einer Umwelt mit natiirlicher und kiinstlicher Radioaktivitidt. Das Verhalten von
Strahlung in Materie und die biologische Wirkung ist daher von erheblicher Bedeutung.

12.4.1 Wechselwirkung von Strahlung und Materie

Strahlung wird in Materie durch unterschiedliche Mechanismen absorbiert. Es wird zwischen
geladenen Teilchen, wie a- oder §-Strahlung, ungeladenen Neutronen und y- oder Réntgen-
strahlung unterschieden.

a-Strahlung

a-Teilchen, d. h. He-Kerne, haben nur eine sehr kurze Reichweite in Materie. Die Strahlung
verliert durch Ionisierung Energie, wobei die Bewegungsrichtung wegen der grolen Masse der
a-Teilchen weitgehend geradlinig bleibt. In Luft unter Normalbedingungen kann die mittlere
Reichweite R {(n mm)aus folgender Faust formel abgeschitzt werden:

R=31.E}?. a-Reichweite R~ (12.12)

In der Zahlenwertgleichung muss die Energie E, in MeV eingesetzt werden. Fiir 5 MeV er-
hélt man R 35 mm, d. h. 50 %der  a-Teilchen haben bei diesem Wert ihre Energie verloren.
Die maximale Reichweite ist etwas grofler. Die Reichweite in Festkorpern liegt, je nach Ord-
nungszahl und a-Energie, um 10 um, z. B. Papier 50 um, Al 20 um und Pb 4 um. Ahnliche
Aussagen gelten fiir Protonen, Deuteronen und andere beschleunigte Ionen.
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B-Strahlung

pB-Teilchen, d. h. Elektronen aus dem Kern, sind 2000-mal leichter als Protonen. In Materie
werden die Teilchen daher stark an den Atomen abgelenkt und der Weg verlduft unregelmiBig
zickzackformig. Fiir die Energieverluste sind folgende Prozesse verantwortlich:Ionisation und
atomare Anregung sowie Bremsstrahlung.

Bei B*-Strahlung findet Vernichtungsstrahlung mit einem atomaren Elektron statt und es ent-
stehen zwei y-Quanten mit je 511 keV Abschnitt 12.2.2)

et +e= —>2y. Vernichtungsstrahlung

Der unregelmiBige Weg der §-Teilchen in Materie fiithrt zu einer starken Riickstreuung. Die Teil-
chenflussdichte in Materie fallt anfangs ndherungsweise exponentiell ab. Die maximale Reichweite
Rmax kann aus Bild 12-17 entnommen werden, in dem pR,.x (p Pichte)in Abhingigkeit von
der maximalen 3 -Energie aufgetragen ist. Beispielsweise erhélt man fiir Aluminium mit p 2720
kg/m’'bei Ep, =1MeV eine maximale Reichweite von Ry, =,8 mm.

a) Photoeffekt b) Comptoneffekt c) Paarbildung d) Rayleigh-Streuung
9 A8 <
n c o T,
sekundare 2

Roéntgenstrahlung

Bild 12-18 Wechselwirkung von p~Strahlung und Materie:
a)Photoeffekt. b)Comptoneffekt c)Paarbildung.  d)Rayleigh-Streuung

y-Strahlung

y-Strahlung und Rontgenstrahlung werden in Materie durch verschiedene Prozesse geschwicht
Bild 12-18)
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100 Hph = Hc Hp = Hc
5 /
= Photoeffekt (Ph) Paarbildung (P)
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=
g Comptoneffekt (C) Bild 12-19

0 001 01 1 10 100 Je nach Energie iiberwiegt ein Effekt bei der

~-Energie in MeV Wechselwirkung von y-Strahlung mit Materie

Der Photoeffekt bestimmt die Absorption bei Energien unterhalb von 100 keV bei Z 20 Bild
12-19) Dabei wird ein Elektron insbesondere aus der K- oder L-Schale herausgeschlagen.
Durch Auffiillen der Locher mit Elektronen entsteht charakteristische Rontgenstrahlung Ab-
schnitt 10.3.2)

Beim Comptoneffekt stofit ein Photon mit einem ungebundenen oder gebundenen Elektron
Abschnitt 10.1.2)zusammen. Das Photon verlie rt an Energie und wird abgelenkt. Das gesto-
Bene Elektron wird im Festkorper genau wie ein -Teilchen gebremst. Bei der Schwichung
eines y-Strahls dominiert der Comptoneffekt im Energiebereich zwischen etwa 100 keV und
5 MeV Bild 12-19)

Der Paareffekt beschreibt die Entstehung eines Elektron-Positron-Paares nach der Reaktion

y—>e e, Paareffekt

Die Gleichung stellt die Umkehrung der Zerstrahlung eines Positrons dar. Die Erzeugung
erfordert eine Energie von mindestens 1,026 MeV, was der doppelten Elektronenmasse ent-
spricht.

Die Rayleigh-Streuung beschreibt die elastische Streuung ohne Energieverluste;es wird nur
die Richtung der y-Strahlung gedndert. Dieser Effekt trdgt nicht zur Absorption sondern zur
Schwichung eines Strahls durch Ablenkung der y-Quanten bei.

Die Schwichung von y- oder Rontgenstrahlung in Materie gehorcht einem Exponentialgesetz:

O=Dye . y-Schwichung (12.13a)
10°
E10°
c
=8
=10
O iz Pb
—ém sn
c Cu
210 Al
3 HLC Bild 12-20
_‘:g) 1 - - . - 2 Linearer Schwéchungskoeffizient fiir y-Strahlung
» 00101 1 10 100 bei verschiedenen Materialien

~-Energie in MeV

Die Flussdichte ® {n Photonen/tn 2 s)nimmt mit der Strecke x in das Material hinein ab.
@ ist die einfallende Flussdichte. Der Schwichungskoeffizient 4 {n m ~1)wird durch die
beschriebenen Effekte bestimmt und ist in Bild 12-20 fiir verschiedene Elemente dargestellt.



12.4 Strahlenschutz 323

Die Reichweite R der Strahlung kann durch den Wert beschrieben werden, bei welchem die
Zahl der Photonen auf den Wert 1/e 37 %efallen ist:

R=—. y Reichweite R (12.13b)

Fiur 100 keV betrdgt R 9,2 mm fiir Blei und 2 cm fiir Aluminium Bild 12-20)

Beispiel 12.4.1a Wie groB ist die Reichweite von - und §-Strahlen in Luft bei 1 MeV?

a-Strahlung:Nach (2.12)gilt:  R3d  mm 60 %Vert)

B-Strahlung: Aus Bild 12-17 liest man bei 1 MeV ab: pR,.. = 3 kg/m?. Mit der Luftdichte p = 2,8 kg/m® erhilt
man fiir die maximale Reichweite R, =1 m.

Beispiel 12.4.1b Wie grof} ist die Reichweite von y -Strahlung in Wasser und Blei bei 100 keV?
Man entnimmt Bild 12-20: Wasser: R =1/ u=1/10 m. Blei: R =1/ u=1/5000 m =0,2 mm.

Beispiel 12.4.1¢ Wie dick muss eine Wand aus Blei sein, damit 1000 keV Rontgenstrahlung auf 1 9%des Ausgangs-
wertes abgeschwicht wird ( (¢ =5 mm ~) ?
Nach (2.13a)gilt: ¢ /¢y = 0,001 = exp(—uy x=—n0,001y5 mm =4 mm.

Beispiel 12.4.1d Welche Effekte spielen in der bildgebenden Rontgentechnik eine wichtige Rolle?

Es handelt sich um den Photoeffekt A bsorption)und den Comptoneffekt Str euung) Bild 12-19 zeigt in Abhingigkeit
von der Ordnungszahl und der Energie, welcher Effekt wichtiger ist. Die Absorption ist fiir die Bildgebung verantwort-
lich und die Streuung fiir die Bildunschérfe.

12.4.2 Messung radioaktiver Strahlung

Radioaktive Strahlung 16st in Materie Elektronen aus, die als Strom oder Spannung nachge-
wiesen werden.

Ionisationskammer

In einer lonisationskammer werden die in Luft oder einem anderem Gas entstehenden Elektro-
nen und Ionen durch Anlegen eines elektrischen Feldes an die Elektroden gesaugt und als
Strom nachgewiesen. Zur Messung von a- und energiecarmer -Strahlung wird das radioaktive
Material in die Kammer eingebracht. Bei §-Strahlung héherer Energie wird ein diinnes Fenster
aus einer Folie in die Ionisationskammer eingebaut, so dass sich das radioaktive Material auch
auflen befinden kann.

Der Nachweis von y-Strahlung erfolgt hauptséchlich durch die aus den Wénden gelosten E-
lektronen. Die Empfindlichkeit wéchst bei gesteigertem Gasdruck. Zur Dosimetrie von Ront-
gen- oder y-Strahlung werden gewebedquivalente Materialien verwendet.

Proportional-

shiroh Impulshéhen-
Zantronr Verstarker analysator
2 N
7
) v

R TC Bild 12-21
-+ Aufbau eines Proportionalzihlrohres
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Proportionalzéihlrohr

Mit lonisationskammern wird ein Strom gemessen, der als Mittelwert die ionisierende Wir-
kung zahlreicher Quanten angibt. Proportionalzihlrohre kénnen einzelne «-, §- oder y-
Teilchen und deren Energie nachweisen. In die Achse eines Rohres wird ein isolierter Draht
angebracht, an den eine positive Spannung gelegt wird Bild 12-21) Als Fiillgase werden
beispielsweise Argon, Methan oder Mischungen eingesetzt. In der Nidhe des Drahtes entsteht
eine hohe Feldstirke, so dass die im Gas erzeugten Elektronen schnell Energie gewinnen.
Dadurch sind sie in der Lage, weitere Elektronen aus den Atomen zu schlagen Stofionisation,
Bild 8.37) Es entsteht eine Vervielfachung der Ionen, so dass jedes ionisierte Teilchen eine
relativ grole Ladung erzeugt. Der entstehende Strom wird an einem Widerstand in einen
Spannungspuls umgewandelt und elektronisch verarbeitet. Die Hohe der maximalen Spannung
ist ein MaB fiir die Energie des ionisierenden Teilchens.

Geiger-Miiller-Zihlrohr

Steigert man die Spannung eines Proportionalzihlrohrs, steigt die Pulshohe, bis sie schlieflich
nicht mehr von der Energie abhéngt. Man nennt die Anordnung dann Geiger-Miiller-Zdhirohr,
mit dem man die Quanten zihlen kann.

Szintillationsziihler

Bei der Absorption eines y-Quants durch den Photoeffekt in Nal-Kristallen entsteht ein Licht-
blitz, verursacht durch die Anregung der Atome durch das Photoelektron. Dieser kurze Licht-
puls wird mit einem Photomultiplier oder Sekunddrelektronen-Vervielfacher in ein elektroni-
sches Signal umgewandelt.

Halbleiterdetektoren

Das Prinzip von Halbleiterdetektoren dhnelt dem der lonisationskammern. In Materie werden
durch Strahlung Elektronen erzeugt, die einen Strompuls produzieren. In der y-Spektroskopie
werden spezielle Halbleiterdioden eingesetzt, insbesondere aus Ge und Si. Bei der Herstellung
von Geli) und SilijDetektoren wird Lithium in die Kristalle eingedriftet. Zwischen dem p-
und n-Gebiet entsteht eine ausgedehnte ladungstrigerarme Zone, die als Intrinsic- oder i- Schicht
bezeichnet wird. In dieser Schicht von einigen cm Dicke werden durch die Strahlung Elektronen
erzeugt, die bei angelegter Sperrspannung einen Strompuls liefern Bild 12-22) Ahnlich arbeiten
HPGe-Detektoren, wobei HP fiir high purity steht. Halbleiterdetektoren hoher Auflosung fiir -
Spektroskopie miissen mit fliissigem Stickstoff gekiihlt werden. Es gibt auch Halbleiterdetektoren
fiir - und B-Strahlung, die der Reichweite angepasst und wesentlich diinner sind.

Elektronen
il positive Locher

Raumladungszon

Impulshéhen-
analysator

Verstarker

N
Y
1 n-Leitung _[h 2

ionisierendes = I C
Teilchen

=

Bild 12-22  Aufbau eines pn-Halbleiterdetektors pin)fiir »~Strahlung. Fiir a- und 3-Strahlung sind die
Detektoren wegen der geringeren Reichweite diinner.
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12.4.3 Dosimetrie

Radioaktive Strahlung wirkt stark schiddigend auf Menschen und biologisches Material, so
dass die biologische Strahlenmesstechnik, die Dosimetrie, erhebliche Bedeutung hat. Im Fol-
gendem werden die wichtigsten MessgréBen des Strahlenschutzes definiert.

Aktivitit A

Die Zahl der Umwandlungen pro Sekunde wird als Aktivitit bezeichnet. Die Einheit lautet:

1 Bequerel 9 Bq 4/s. Aktivitit, Bequerel (12.14a)

Frither wurde die Einheit Curie eingesetzt:

1 Curie 3,710 10Bq3,710 101/s. Aktivitdt, Curie (12.14b)

Als Beispiel sei die natiirliche spezifische Aktivitdt des Grundwassers zwischen 0,05 und 0,5
Bq/kg erwihnt.

Energiedosis D
Die Energiedosis D gibt die absorbierte Energie dE pro Massenelement dm an:

dE J
D=2 [DF = Gray = Gy. icdosi
dm [DF ke ray y Energiedosis D (12.15a)

Die Einheit der Energiedosis betrigt [DH/kg Gray. Die idltere Einheit lautet:
1 Rad 9 rd 0,01 Gy. Rad und Gray (2.15b)

Zur Kennzeichnung eines Strahlenfeldes ist die Angabe des betrachteten Materials notwendig,
wobei meist Gewebe oder gewebedhnliche Materialien betrachtet werden. Die tédliche Ener-
giedosis von 10 Gy €000 rd)ftihrt lediglich zu einer Temperaturerhhung von 0,002 € im
Gewebe. Damit wird klar, dass spezielle nichtthermische Schadigungsmechanismen vorliegen,
wie die Erzeugung von Radikalen mit anschlieBenden biologischen Reaktionen.

Ionendosis J

Die lonendosis J gibt die erzeugte Ladung dQ pro Massenelement dm an:

J=— [JF —. Ionendosis J (12.16a)

Die Einheit der lonendosis betrigt [J/]=C/kg. Der Zusammenhang mit der ilteren Einheit
Rontgen lautet:

1 Rontgen< R=2,58-10~4 C/kg. Rontgen (2.16b)

Auch bei der lonendosis J muss zur eindeutigen Kennzeichnung des Strahlungsfeldes das
bestrahlte Material angegeben werden. Fiir Luft und Gewebe erhilt man folgenden Zusam-
menhang fiir die Zahlenwerte:

[R} = {rd=,01 Gy} ray und Rontgen (12.16b)
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Aquivalentdosis H

Zur Beurteilung der biologischen Wirkung wurde die Aquivalentdosis / eingefiihrt. Nicht jede
Strahlung ist gleich gefahrlich;der dimensionslose Qualitditsfaktor Q ficht mit der Ladung Q
verwechseln)ist ein MaB fiir den verursachten Schaden:

H= QD [HFSievert Sv. Aquivalentdosis ~ H (12.17a)

Die Qualititsfaktoren Q verschiedener Strahlungsarten zeigt Tabelle 12.2. Die Einheit der
Aquivalentdosis H ist die gleiche wie die der Dosis D:1 J/kg. Zur Unterscheidung wurde der
Name Sievert oder Sv eingefiihrt. Die Einheit von A lautet somit [H]=Sievert =Sv. Statt
Sievert wird noch die dltere Bezeichnung rem benutzt fem steht fii r roentgen equivalent man)
Es gilt:

1 rem=6,01 Sv. Rem und Sievert (2.17b)

Zur Kennzeichnung der biologischen Wirkung von Strahlung muss also H in Sievert oder rem
angegeben werden.

Tabelle 12.2 Qualititsfaktoren Q fiir unterschiedliche Strahlungsarten bei duflerer Bestrahlung

Strahlung 0
Photonen, Elektronen, Positronen 1
Neutronen, Protonen, einfach geladene Ionen 10
a-Teilchen, mehrfach geladene Ionen 20

Wird ein Organ bestrahlt, bezeichnet man die Aquivalentdosis als Organdosis. Bei Bestrahlung
mehrerer Organe oder des ganzen Korpers berechnet man die effektive Dosis als die gewichte-
te Summe der Organdosen. Die Wichtungsfaktoren betragen z. B.:0,20 fiir Keimdriisen, 0,12
fiir Knochenmark, 0,12 fiir Dickdarm, 0,12 fiir Lunge, 0,12 fiir Magen, 0,05 fiir Brust und 0,05
fiir Blase.

Biologische Wirkung

Tabelle 12.3 zeigt die biologischen Konsequenzen einer Bestrahlung mit héherer Dosis. Im
Vergleich dazu sind die normalen, natiirlichen und bisherigen kiinstlichen Werte in Tabelle
12.4 zusammengefasst. Die natiirliche radioaktive Belastung des Menschen liegt jéhrlich bei
2 mSv 200 mrem. Uber das gesamte Leben werden somit etwa 0,2 Sv 20 rem akkumuliert.
Rontgenaufnahmen und die nuklearmedizinische Diagnostik belastet den Menschen im Mittel
mit tiber 1 mSv/Jahr. Es ist bewiesen, dass schon geringe Strahlendosen, welche die natiirli-
chen Werte iiberschreiten, zu genetischen und cancerogenen Schiden fiihren, die in Tabelle
12.3 nicht enthalten sind. Tabelle 12.5 stellt die natiirliche spezifische Aktivitét einiger Nah-
rungsmittel dar.
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Tabelle 12.3 Wirkung bei kurzzeitiger Ganzkorperbestrahlung mit y-Strahlung
Dosis 1. Woche 2. Woche 3. Woche 4. Woche
0,25 Sv keine subjektiven Blutbild
25 rem Symptome, Abnahme wird
der Zahl weifler Blut- normal
korper
subletal keine subjektiven Blutbild Unwohlsein, Krifteverfall,
1 Sv Symptome wird Haarausfall, Erholung
100 rem normal wunder Rachen wahrscheinlich
letal Erbrechen, Abnahme keine wie oben, N
. . . Krifteverfall,
4 Sv der Zahl der weilen  deutlichen Entziindungen
i . . 50 %odes-
400 rem Blutkoérperchen Symptome im Dinndarm .
falle
auf 1000/mm3

Tabelle 12.4 Mittlere Strahlenbelastung im Jahr eines erwachsenen Menschen

a) Natiirliche Strahlung

Gesamte natiirliche Belastung:ca. 1,5 bis 2,0

Strahlensquelle Art Mittlere jéhrliche Dosis in mSv
AuBere Be-  Kosmische Strahlung v, Q) 0,30
strahlung Terrestrische Srahlung 4 0,42 Summe:0,72
Innere Be- 3H, 14C, 22Na kosmogen) [ 0,01
strahlung 40K B 0,17
Atmung und  Uranreihe aB,y) 0,4 bis 1,0
Nahrung) Thoriumreihe aB,) 0,1 bis 0,2 Summe:0,7 bis 1,4

Tabelle 12.4 Mittlere Strahlenbelastung im Jahr eines erwachsenen Menschen

b) Zivilisatorische Strahlung

Ursache Keimdriisedosis je Mittlere jahrliche
Untersuchung in mSv ~ Dosis in mSv

Rontgen: Schirmbildaufnahme 0,0002 - 0,03

Lungendurchleuchtung 0,003 - 0,06

Magendarstellung 0,6 - 34

Kontrasteinlauf 0,1 - 29
Szintigraphie:  Schilddriise ( 131T) 0,02 - 09

Hirn (99mTc¢) 02 -3

Leber (198Au) 0,04 -3

Bauchspeicheldriise (75Se) 9 - 60
Medizinische Strahlenanwendung, jéhrliches Mittel 0,5 bis 1,0
Fallout aus Kernwaffenversuchen Auswirkung in Deutschland) 0,01
Emission von Kern- und Kohlekraftwerken €,01
Reaktorunfille Tschernobyl, Auswirkung in Deutschland im 1. Jahr) 1
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Tabelle 12.5 Natiirliche spezifische Aktivitit 4 in Lebensmitteln

Produkt Nuklid A in mBqg/1 Produkt Nuklid A in mBg/kg
Trinkwasser 3H 20 bis 70 Milch 40K 46
Trinkwasser 40K 200 Rindfleisch " 116
Trinkwasser 238U 0,4 Hering " 136

Beispiel 12.4.3a Beweisen Sie, dass die todliche Energiedosis von D 50 Gy zu einer Temperaturerhhung von nur
0,002 € fiihrt.

Die Gleichung zur spezifischen Wéarmekapazitit ¢ lautet 6.16a)d Q =mc.T

Daraus folgt: d 7 =d O mc =D/ ¢ 9,002 €.

Dabei wurde dQ/m = D gesetzt und fiir ¢ der Wert fiir Wasser eingesetzt: ¢ =4200 J/kgK)

Beispiel 12.4.3b Bei einer Rontgendurchleuchtung wihrend einer Operation herrscht eine Dosisleistung Dosis pro

Zeitjvon D =0,02 mGy/s. Wie groB sind naherungsweise die Dosis D, die Aquivalentdosis H und die lonendosis J
nach 10 min?

Dosis: D = Dt =0,02-600 mGy =12 mGy. Aquivalentdosis 12.17a) H = DQ ¥ mSv. lonendosis:Fiir Réntgen-

strahlung gilt (2.16b)0,01 Gy 6,000258 C/kg. Damit erhdlt man: J=3,1-107% C/keg.

Beispiel 12.4.3¢ In der Nuklearmedizin werden Rontgenstrahlung, y-Strahlung, Elektronenstrahlung, 3-Strahlung,
Neutronen, a-Strahlung, Protonen und mehrfach geladene Ionen eingesetzt. Geben Sie die Aquivalenzdosis fiir | mGy
an.

Es gilt H = DQ, wobei Q aus Tabelle 12.2 entnommen wird.

Beispiel 12.4.3d Wie groB ist die natlirliche Strahlenbelastung und die mittlere Belastung durch die Medizintechnik?
Natur:1,5 bis 2 mSv, Medizintechnik:0,5 bis 1 mSv.

12.5 Physik der Elementarteilchen

Materie besteht aus Atomen, die aus dem Kern und der Hiille aufgebaut sind. Der Kern ist aus
Protonen und Neutronen zusammengesetzt, die in Quarks zerlegt werden konnen. Heutzutage
glaubt man, dass die Quarks nicht weiter gespalten werden konnen, und man nennt sie daher
Elementarteilchen. Eine zweite Klasse von Elementarteilchen sind die Leptonen, zu denen die
Elektronen z&hlen. Letztendlich ist die Materie also aus Elementarteilchen aufgebaut.

12.5.1 Fundamentale Wechselwirkungen

Es sind vier verschiedene Arten von Kriften, auch Wechselwirkungen genannt, zwischen Ele-
mentarteilchen bekannt [Tabelle 12.6)die  Gravitation, der Elektromagnetismus und zwei
Arten von Kernkriften, die man als schwache und starke Wechselwirkung bezeichnet. Wah-
rend die Gravitation und die elektromagnetischen Krifte zu den téglichen Erfahrungen zihlen,
entzieht sich die starke und schwache Wechselwirkung normalerweise einer direkten Beobach-
tung. Sie wirken im Bereich der Atomkerne.
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Tabelle 12.6 Eigenschaften der vier fundamentalen Wechselwirkungen

Gravitation  Elektromagnetische Schwache Starke
Wechselwirkung Wechselwirkung ~ Wechselwirkung

Teilchen Alle Ladungen Leptonen, Quarks Quarks, Hadronen
Beispiele Planeten Atome, Molekiile B-Ubergang Atomkern

Stérke 10-39 10-2 10-14 1

Reichweite o o0 10-18 m o Quarks)

10-15m Hadronen)

Feldquanten  Graviton Photon W, W, Z° Gluonen

Feldquanten

Die Ubertragung der Krifte erfolgt durch Feldquanten, die fir jede Wechselwirkung unter-
schiedlich sind [abelle 12.6)Die Gravitationskraft zwischen Massen wird durch den Aus-
tausch von Gravitonen bewirkt, die elektromagnetischen Kriften zwischen Ladungen durch
Photonen. Die entsprechenden Feldquanten fiir die starke und schwache Wechselwirkung
bezeichnet man als Gluonen und Weakonen W *-, W-, Z0 —Stréme) Man stellt sich vor, dass
die Krifte durch einen Fluss von Feldquanten zwischen den Teilchen verursacht werden. Die
Feldquanten werden also stindig emittiert und absorbiert.

Struktur der Materie

Die vier fundamentalen Wechselwirkungen beeinflussen den Aufbau der Materie. Im Mikro-
kosmos der Atomkerne dominieren die starke und schwache Kernkraft. Auerhalb der Kerne
bestimmen die elektromagnetischen Kréfte den Aufbau der Atome und Molekiile. Diese Krifte
sind auch allein mafigebend fiir die technischer Gerite und fiir die chemischen und physiologi-
schen Vorgédnge. Die Gravitation ist die schwéchste der vier Grundkrifte. Sie wirkt erst bei
groflen Massen und sie bestimmt den Aufbau des Universums.

12.5.2 Beschreibung der Elementarteilchen

Seit 1970 weill man, dass drei Gruppen von Elementarteilchen existieren: Leptonen, Quarks
und Feldquanten. Aus diesen Gebilden werden hunderte in Tabelle 12.7 zeigt, dass es zu je-
dem Teilchen ein Antiteilchen mit entgegengesetzten Eigenschaften gibt.
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Tabelle 12.7 Liste der Elementarteilchen: Leptonen, Quarks, Feldquanten

Leptonen Feldquanten Leptonen

Teilchen Antiteilchen

Name Ladung Name Name Ladung
¢ Elektron -ep r Graviton e’ Positron * 9

@ Myon - e y Photon 4 Antimyon €

7 Tauon - €ep G Gluonen T Antitauon + 9

v, e Neutrin 0 w*, 7' Weakonen o, e-Antineutrino ()

v, w-Neutrino ¢ oy, p-Antineutrino ()

v; t-Neutrion ( o, T-Antineutrion ()
Quarks Quarks

Teilchen Antiteilchen

u Up ®/38 o u  Anti-Up -R/3% o
d  Down -3 o d Anti-Down 438
s Strange -(/3¢ o s Anti-Strange 432 o
¢ Charme ®/38 ¢ Anti-Charme - Q3% o
b  Bottom -1/3% o b Anti-Bottom  4/3%
t Top /3% {  Anti-Top -R/3%
Leptonen

Das griechische Wort Jeptos Jeicht“weist darauf hin, dass Leptonen leichte Elementarteil-
chen sind. Die bekanntesten Vertreter dieser Klasse sind das Elektron und sein Antiteilchen
das Positron. Die Myonen und Tauonen sind instabile Teilchen, die beispielsweise in Elektro-
nen und Neutrinos zerfallen. Die Neutrinos sind ungeladene Teilchen, die vermutlich dhnlich
wie Photonen keine Ruhemasse besitzen. Das Universum enthilt eine ungeheure Menge an
Neutrinos, etwa 109-mal so viele wie Kernteilchen. Da sie nur auf die schwachen Krifte rea-
gieren, spiirt man diese Teilchen nicht und sie durchdringen ohne weiteres die Erde. Falls die
Neutrinos doch eine kleine Ruhemasse aufweisen, hitte das einen bremsenden Einfluss auf die
Expansion des Weltalls.

Quarks

Das Wort Quark ist eine Phantasiebezeichnung aus dem Buch Finnegan’s Wake von J. Joyce:
Jhree quarks for master mark“oder frei Uiberset zt Drei Kédsehochs machen einen ganzen

Mann:‘Diese relativ schweren Elementarteilchen treten nicht isoliert, sondern nur in Gruppen

auf. Beispielsweise bestehen Proton und Neutron aus je drei Quarks. Insgesamt existieren 18
verschiedene Quarks;in Tabelle 12.7 sind nur s echs aufgefiihrt:u, d, s, ¢, b und t. Jedes der
aufgezihlten Teilchen tritt in drei verschiedenen Versionen auf, die man als rot, griin und blau
unterscheidet. Natiirlich haben diese Namen nichts mit wirklichen Farben zu tun, sondern es
handelt sich bestimmte Quantenzahlen. Zu jedem Quark gibt es ein Antiteilchen.

Feldquanten

Die dritte Elementarteilchengruppe sind die Feldquanten: Gravitonen, Photonen, Gluonen und
Weakonen {Tabelle 12.6 und 12.7) Das Graviton existiert mit hoher Wahrscheinlichkeit,
konnte aber bisher noch nicht experimentell nachgewiesen werden. Moglicherweise gibt noch
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weitere derartige Quanten. Es wurde bereits dargelegt, dass die Feldquanten die Ubertréiger der
Krifte zwischen den Elementarteilchen und der Materie sind.

12.5.3 Quarks und Hadronen

Nach den gegenwirtigen Erkenntnissen ist die Materie aus den Elementarteilchen der Tabelle
12.7 zusammengesetzt. Aus den Quarks werden zahlreiche Hadronen gebildet. Das griechische
Wort adros = stark‘deutet darauf hin, dass fiir den Aufbau der Hadronen die starke Wechsel-
wirkung verantwortlich ist. Die Hadronen fallen in zwei Klassen, die Mesonen und Baryonen
{abelle 12.8a und b) Die wichtigsten Baryonen sind das Proton und Neutron, die als Kern-
teilchen bekannt sind.

Tabelle 12.8a Tabelle 12.8b
Aufbau der Baryonen aus drei Quarks Aufbau der Mesonen aus einem Quark und
Anti-Quark

Bezeichnung Quarks Bezeichnung Quarks
Proton p uud Pionen

Neutron n udd 70 uu

A0 uds " d

>+ uus - ud

>0 uds Kaonen

>- dds K+ us

=0 uss K- us

=- dss KO ds

Ate udc KO ds
e usc

=0, esd +ca. 30 andere Mesonen

Q- 5SS
Baryonen

Die schweren Hadronen nennt man Baryonen, ausgehend von dem griechischen Wort harys =
schwer:‘Sie bestehen aus drei Quarks mit unterschiedlichen Farben, derart dass aus rot, griin
und blau ein weiles Teilchen auftritt. Von besonderer Bedeutung sind das Proton und das
Neutron in folgender Zusammensetzung:

Proton iud) und Neutron sdd)

Die anderen in Tabelle 12.8a aufgefiihrten Baryonen sind instabil. Im Ubrigen ist auch das
freie Neutron instabil;erst im Atomkern tritt es stabil auf.

Mesonen

Die mittelschweren Teilchen, die aus Quarks aufgebaut sind, nennt man Mesonen fnesos =
mittel) Sie bestehen aus einem Quark und eine m Anti-Quark Tabelle 12.8b) Am bekanntes-
ten sind die 7-Mesonen.
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