Potenzreihen-Ansatz

Annahme/Ansatz: y(x) =2 anx".

Bsp: y' = y? + sin(x).
Koeffizientenvergleich:

x0 x1 x2 x3
y ao ai a as
y2 ap 2aiag 2arag + af 2azag + 2azar
sin(x) 0 1 0 —%
y?+sin(x) ap 1+2ajag 2apag + a3 —% + 2azag + 2ara;
y' ar 2a 3a3 4ay

Bei Randbedingung y(0) =1 ergibt sich:ag=1, a1 =ay =1,
= 1(1+2a1a0) = 3, a3 = (2230 + a3) = 3, etc.

Daher: y = 1+ x + 3x2 + $x3 + &x* + O(x5).
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Allgemeiner Differentialgleichungen

Diffgleichungen wichtig und allgegenwartig (VA in Physik).

[.A. hoffnungslos, eine in der Anwendung gegebene Diffgleichung
exakt zu losen.

Einige wichtige Ausnahmen:

Newtonsche Physik: 2-Kérper-Problem (scheitert an 3),
Schrodinger-Gleichung: Wasserstoffatom (scheitert 2. Elektron),
Maxwell-Gleichungen: Lichtwellen im Vakuum (scheitert an geladenen
Teilchen).

Das heiBt nicht dass nicht viel dazu zu sagen ware:

Lose einfache Approximation der Gleichnung exakt,

Numerische Losungen, Potenzreihenansatz, ...

(Exakte) “qualitative” Aussagen ...
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Harmonischer Oszillator

Eine der wichtigsten (und leicht I6sbaren) Diffgleichungen:

Punktteilchen in konstantem Kraftfeld F(x):

Kraft ist Masse mal Beschleunigung, d.h. x”(t) = L F(x).
Schreiben F(x) =3 72 5 anx"

Wenn Teilchen um Gleichgewichtspunkt x = 0 schwingt:
F(O) =0 (d.h. ap = 0),

F(x) > 0 wenn x < 0 und F(x) < 0 wenn x >0 (d.h. a; <0).

Daher ist F(x) = —bx + O(x?) mit b > 0.
Kleine Schwingungen: O(x?) vernachlissigbar:

X'(t) = LF(t) = —Ex(2), dh. x(t) = asin(y/ 5t + d).
Das ist die universelle “erste Approximation” aller kleinen
Schwingungen: Stimmgabel, Pendel, Federpendel,

im Wesentlichen auch: Photonen (Lichtemission aus
Atomschwingungen), etc.
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Bsp: Schrodingergleichung

@ Grundlegende “Bewegungsgleichung” der Quantenmechanik.

@ (x,t) (komplexe!) Wellenfunktion eines Teilchens, abh. von Ort x
und Zeit t.
[9(x, t)|? ist Wahrscheinlichkeit bei Messung das Teilchen zur Zeit t
in x zu finden.

@ Teilchen in Potential V(x t):
inZ(x, t) = — 22y (x, t) + V(x, t) - (x, t) (Schrodingergl.)

o Losbar fiir: Freies Teilchen (V konstant), V(x) = x? (harmon.
Oszillator), Treppen und é-Potentiale,
(3dim:) Elektron in H-Atom (V/(X) = —ﬁ)

o Wichtig: Diffgleichung ist linear, d.h.: Wenn 1)1 und 1), Losungen
sind, dann auch ¢ -1 und Y1 + Yo.
(— Superposition, Schrodingers Katze).

@ Einige andere wichtige Gleichungen in der Physik sind linear, z.B.
Maxwellgleichungen.
(— Lichtwellen (im Vakuum) iiberlagern einander stérungsfrei.)
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Lineare (gew.) Diffgleichungen

e y' + a(x)y = g(x) heiBt Lineare Diffgleichung erster Ordnung;
a(x) Koeffizient, g(x) Storfunktion bzw Inhomogenitat.
Wenn g = 0 heiBt Diffgleichung homogen. (Gdw y = 0 Losung ist.)

o Analog: y(" + ZZ;% ak(x)yk) = g(x) lineare Diffgleichung n-ter
Ordnung mit Inhomogenitat g.

@ Superpositionsprinzip: Wenn y; Lésung zu Inhomogenitat gy ist und
y2 zu g» (d.h. bei erster Ordnung: y! + a(x)y; = gi(x) fir i = 1,2),
dann ist ay; + By» («, 8 konstant) Lésung zur Inhomogenitat
ag1 + 8.

(Bew: Ableitung ist linearer Operator)

@ Insbesondere: Sei y Losung zur Inhomogenitdt g. Dann ist z ebenfalls
solche Losung gdw z = y + w mit w Losung der homogenen
Gleichung.

(Bew: Gegeben y =: y; und z =: y», verwende o := —1, f:=1 und
g1 = g = g, bzw gegeben y =: y; und w =: y» verwende
a:=p:=1und g1 =g, & :=0)
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Lineare Diffgleichungen erster Ordnung

Losung der hom. Gl. y' + a(x)y = 0 ist e=A() wobei A’ = a (oder
konstant 0).

Aquivalent: Allgemeine Losung ist Ce=A(®), mit C konstant und A
“fixer” Stammfunktion von A.

Beweis: y’ = (e A = —a(x)eA) = —a(x)y.

(Ohne Beweis: alle Lésungen sehen so aus.)

Finden einer “partikuldren” Losung zur Storfunktion g:

“Variation der Konstanten” (der Konstante C der hom. Ldsung).
Ansatz: yu(x) = e A); y, = C(x)yn

Das ergibt (Produktregel): y, + a(x )yp = c/(x)yp,
D.h. ¢'(x) = e*Mg(x), bzw c(x) = [ e*Dg(t)dt
Zusammenfassung Die Lésungen von y’ + a( )y = g sind
y = e A (C + B(x)) mit C konstant, A(x = [ea t)dt und

B(x) = f;; eA(t)g(t)dt (xo beliebig).

was g sein soll.
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Nachtrag zum Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Anfangswertproblem: y'(x) = f(x, y), y(x0) = yo

o Wir wissen: Wenn f stetig, dann gibt es lokal eine Losung.
Es muss aber keine globale Lésung geben! Bsp: (“Blow-Up”):

y' =y y(0)=1

Trennung d. Var: j—{ = dXx, —% =x+C,dh y= C];x

y(0) =1, d.h. C =1. Lésung ist also y =

o Losunge geht fiir x = 1 nach unendlich!
(Keine stetige Losung iiber x = 1 hinaus méglich.)

o Andere Intuition: x Zeit, y Position. “Teilchen” bewegt sich in
endlicher Zeit x = 1 gegen unendlich.

1
1—x"

o Wir wissen: Wenn f zusatzlich Lipschitz-Bedingung erfiillt, dann
Losung lokal eindeutig. Gilt ohne Lipschitz-Bedingung nicht. Bsp:

y'=+/lyl, ¥(0) = 0 hat Lésungen (fiir —oo <a <0< b < 0)
i(x—b) wennx>b

y(x)=4¢0 wenn a < x < b
—2(x—a)?® sonst.
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Kurven in Raum und Ebene

@ Wir betrachten “parametrisierte Kurven” in R", das sind: stetige
Funktionen v : | — R", t — ~(t), mit | C R ein Intervall.
Statt y(t) schreiben wir auch (y1(t),...,va(t))-
Das Bild der Kurve ist /1 C R".

e Fiir n =1 sind das einfach die bekannten reelle Funktionen.
Allgemein haben wir n viele stetige Funktionen ~;.

@ Fiir n = 2: Kurven in der Ebene.
Beispiel: r(sin(wt), cos(wt)) bewegt sich entlang einem Kreis mit
Radius r mit Winkelgeschwindigkeit w. Das Bild ist daselbe wenn man
als Definitionsmenge z.B. R oder [0, 27] etc wahlt.

@ v ist (n-mallstetig) diffbar, wenn jede Komponente ~; (n-mallstetig)
diffbar ist.

o Differenzierbare Kurven kénnen Ecken haben. Bsp: (&2, t3)
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Ableitung und Weglange

o Die Ableitung ~/(t) ist (v1(t),--.,7n(t))-
@ Bsp: fiir y(t) = r(sin(wt), cos(wt)) ist
v/ (t) = rw(cos(wt), —sin(wt)), und

IV/(B)]l = |/ r2u? cos?(wi) + r2w? sin(wt) = rw.
e Wenn t als Zeit interpretiert wird, ist 4/(t) die Geschwindigkeit (ein
Vektor).
@ Daher kdnnen wir die Weglange (fiir | = [a, b]) definieren als
b
[ I (@)l dt.
o Existiert jedenfalls wenn ~ stetig diffbar.
o In obigem Beispiel, fiir / = [0, 2], bekommen wir wenig iiberraschend
die Weglinge fab rwdt = 2rr.
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Perverse Kurven

Es gibt stetige “raumfiillende” Kurven, d.h.
7 : [0,1] — R? stetig so dass 7"[a, b] = R?.
Bsp.: Hilbert-Kurve

(Mit differenzierbaren Funktionen kann das nicht passieren.)
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Integration in hoheren Dimensionen

e Sei f : R — R mit R C R?. Wir wollen das Volumen [, f(x,y)dA,
auch [ f(x,y)dA geschrieben, zwischen x-y-Ebene und dem
Funktionsgraphen berechnen.

e Fiir R = [a, b] % [c, d] gilt:

/ /R F(x, y)dA = / b < / " y)dy) dx = / ’ < / " fix y)dx) dy

o Allgemeiner: Wenn R = {(x,y): a < x < b, ¢1(x) <y < ¢a(x)} fiir
stetige Funktionen ¢1, ¢», dann ist

b réa(x)
// f(x,y)dA:/ / f(x,y)dy dx
R a 1(X)
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Kugelvolumen

o [? \/a® —y?dy = 1a%r (die Fliche des Halbkreises mit Radius a).

o Sei R={(x,y): x> +y?2<r?}und f(x,y) = \/r? — x2 — y2.
Dann ist W := [ f(x,y)dA das Volumen einer Halbkugel mit
Radius r.

o Es gilt also: W = " fvjr;%\/ — X2 — y2dy dx.

Dabei ist [ &% \/r?2 — x2 — y2dy die Fliche des Halbkreises mit
Radius vr2 — x2, d.h. 5(r? — x?).

Es ist also

T [r T r3 or3
W =3 [T (rP—x*)dx = 5(2r%) = 5 [T xPdx = 5(2r* - 25) = 25~

@ Das Kugelvolumen ist also 475’
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