ANA2, 2017S

Ubungsaufgaben zur Analysis 2 fiir Informatik / Math. Methoden VC

Blatt 1

I.. Gegeben sei die Polynomfunktion z = f(x,y) = xy” — 10x. Man bestimme die Gleichungen
threr Schnittkurven mit den senkrechten Ebenen x — Xo bzw. y = yy sowie die Hohen-

linien fiir z = z und skizziere alle drei Kurvenscharen. Mittels eines Computeralgebra-
systems ermittle man eine 3D-Darstellung der gegebenen Funktion.

2. Gegeben sei die quadratische Form
q(X) = q(x,y,z) = 75x” + 7y” + 2bxz + 122> mitb e R.

Wie lautet die zugehorige symmetrische Matrix A, so dass q(X)=X"AX ? Fiir welche
Werte von b ist die Form positiv definit?

3. Man gebe eine Parametrisierung fiir die Mantelfliche eines Drehzylinders mit dem
Radius R und der z-Achse als Rotationsachse an. Fiir welche Parameterwerte erhilt man

den Punkt P(R/+/2,R/+/2, 31/4) auf der Zylinderoberfliche?

Gesucht sind ferner die Parameterdarstellungen fiir folgende drei Kurven durch den
Punkt P auf der Mantelfliiche: (a) eine Meridianlinie (d.h. Parallele zur Zylinderachse),
(b) einen Breitenkreis und (¢) eine Schraubenlinie mit der Ganghohe 2.

4. Zeigen Sie, dass die Funktion X: R* - R® gemii

(x(8,0)) [(R+rcos 8)cos @)
X(0,0)=| y(6,0) (R+rcosB)sing | mit0<6<2m, 0<0<2n
\ 2(6,9) ) | rsin© )

als Parametrisierung der Oberfliche eines Torus angesehen werden kann. Erkliren Sie

diese Darstellung anhand einer geeigneten Skizze. Wie lautet die Jakobi-Matrix dieser
Funktion?

5. Gegeben sei die parametrisierte Kurve

- 7))
_ x(t) sin| t+—
K(t)=( J= ( ZJ

y(©) . sin(3t)

fir0<t<2m (Lissajous-Figur). Man skizziere die Kurve X(t). Ferner berechne man mit

2
Hilfe der Kettenregel die Ableitungen S—y sowie g—g fiir y = y(x). In welchen Punkten
X X

hat die Kurve waagrechte bzw. senkrechte Tangenten? Konnen Sie auch die Wende-

punkte dieser Kurve bestimmen? (Verwenden Sie dabei ein Computeralgebrasystem oder
WolframAlpha.)
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6. Man berechne alle Ableitungen erster und zweiter Ordnung sowie die Jacobi-Matrix fiir
die folgenden Funktionen:

4 i
t”sint ).
(@) f(x,y.2)=xsin(yz)+e*"**  (b) 8()=| " | (c) E(m){" 5'”}

X+2y
c
]

1412 J
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10.

11.

12,

Man finde alle stationidren Punkte der Funktion f(X,y,z) = 2x2 — 3xz2 + y?’ +3z2 — 3y+3
und bestimme daraus die relativen Extrema.

Die Herstellung eines Produkts P unter Verwendung zweier Produktionsfaktoren A und
B werde durch die Produktionsfunktion

11
= f(X,,X,) =5 ———~—
? (xl xz) 'J;I \/_}:

beschrieben. Der Gewinn des Produzenten sei durch

G(x1,X2,y) = YPo— XiP1 — X2p2
gegeben.

Man maximiere den Gewinn fiir die Preise pp = 2, p1 = 1, p2 = 8 unter Beriicksichtigung
der Produktionsfunktion als Nebenbedingung (a) mittels Reduktionsmethode und (b) mit
Hilfe der Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren. Ferner ermittle man die 1m

Gewinnmaximum benotigten Faktormengen X;, X, die Produktmenge y und den
Unternehmergewinn G.

Fiir welche Werte wird die Funktion f(x,y,z) = xyz unter den Nebenbedingungen
Xy+yz+xz=aund Xx+y+z=Db

moglichst groB? (Gesucht sind nur notwendige Bedingungen.)

Man zeige, dass das Vektorfeld f(x,y)=(y*?,(0.—2)xy*") eine Stammfunktion besitzt
und berechne diese.

Welches der folgenden Vektorfelder f =(f,.f,.f,) ist ein Gradientenfeld und wie lautet

ggf. eine zu f gehorende Stammfunktion?

@) (1,1,1) (b) (x-~y~2z) (c) (2x,2y,0) (d) (yz,xz,X°)

=

Man iiberpriife, ob das Vektorfeld f =(yz,(x —2y)z,(x—y)y) eine Stammfunktion
besitzt. Wenn ja, gebe man alle Stammfunktionen an.
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13;

14.

15

16.

17.

18.

Es sei B der durch x = 4, y = 1 und x + 2y = 2 begrenzte beschrinkte Bereich in der
(x,y)-Ebene. Man berechne Hﬁlhzyz dxdy auf zwei verschiedene Arten (durch

Vertauschen der Integrationsreihenfolge).

Man zeige, dass gilt

b 2
Ie"‘ 24x =1.

=
V2T
(Anleitung: Man betrachte zunéchst das Bereichsintegral Hﬁze_“‘zﬂ’l”zdxdy, welches

durch Transformation in Polarkoordinaten bestimmt werden kann und den Wert 27
besitzt. Daraus ist die Behauptung abzuleiten.)

Man berechne das Bereichsintegral H I y x* dxdydz , wobel B © R* der Hohlzylinder

B={(x,y,z}’|1£f+y2£2, 1752}
ist.

Wie grof ist die Bogenldnge der Kurve

§ lrl 3 I', rl xlI

(a) X(t)= 2 . 0<t<T, (b) x(t)=|cost |, 0<ts2x.
1 32 .
k—;(21‘L+l) ) L\SIHIJ

Man berechne das Kurvenintegral iiber das Vektorfeld

= XE}F
f(x,y)=
i [f -f]

(a) lings der beiden achsenparallelen Wege (0,0) = (0,2) = (3,2) und (0,0) = (3,0) =
(3,2) sowie (b) entlang der Parabel Syj = 4x von (0,0) nach (3,2).

Man zeige, dass das Kurvenintegral
I(ms xdx +e*dy +2z°dz)

wegunabhingig ist, bestimme eine Stammfunktion und berechne damit dieses Integral
iiber einen Weg ¢ von (-1,3,4) nach (6,9,-2).
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19.

20.

21

22

23,

24.

Unter Zuhilfenahme der Moivre‘schen Formel finde man eine Darstellung fir die
Funktionen

2 2 . 3 4 . 4
cos” t, sin” t, c053 t,sin” t,cos €, sin t

als trigonometrische Polynome der Periode 2T.

Man zeige, dass die Exponentialfunktionen {e™ | keZ) ein Orthogonalsystem im

C-Vektorraum der komplexwertigen 27-periodischen stiickweise stetigen Funktionen
bilden, d.h.

<Emr -.ué'm>= I;E EHHEE A = J;H Er’kiewm dt = {2(-; ':'; i";

und leite daraus die Orthogonalitit von cos(mt) und sin(nt) fiir alle m,n € N her, d.h.

2

<c05 mt,sin m‘} — L cosmtsinnt dt =0.

Man zeige:

(a) Ist eine 27-periodische Funktion f(t) gerade, d.h. f(-t) = f(t), dann sind alle Fourier-

koeffizienten b, = 0 (n = 1). Ist f(t) hingegen ungerade, d.h. f(-t) = —f(t), dann sind alle
Koeffizienten a, = 0 (n =2 0).

(b) Zur Berechnung der Fourierkoeffizienten a,, b, bzw. ¢k einer 2n-periodischen Funk-

tion kann an Stelle des Intervalls [0, 2xt] auch jedes andere Intervall der Form [a, a + 2]
mit a € R als Integrationsintervall gewihlt werden.

Wie lautet das trigonometrische Polynom vom Grad N, welches die 2m-periodische
Funktion f mit f(t) = t’, =1 < t < Tt bestmdglich approximiert?

Man bestimme die reelle und die komplexe Fourierreihe der 2mn-periodischen Cosinus-
impuls-Funktion

f(t) = max{cost,0} = jlfz‘ (cost+|cos ).

Mit Hilfe des Resultats der vorhergehenden Aufgabe sowie geeigneter Rechenregeln fiir
Fourierreihen bestimme man die Fourierentwicklung fur den gleichgerichteten Cosinus

lcns tl und fiir den gleichgerichteten Sinus |sin t[ jeweils in Sinus-Cosinus-Form und in
Exponentialform.
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&

26.

27,

28.

29.

30.

Die Funktion f(t) = 1 —t fiir 0 < t < 1 soll auf dem Intervall (=1, +1) zu einer (a) geraden
bzw. (b) ungeraden Funktion erweitert und auBerhalb dieses Intervalls mit der Perioden-
linge 2 periodisch fortgesetzt werden. Man ermittle die beiden komplexen Fourierreihen.

Wie lautet die reelle Fourierreihe der Funktion f(t) = /m” fiir -t <t < mwund f(t + 27) =
f(t). Kénnen Sie aus dieser Darstellung die Giiltigkeit nachstehender Formeln ableiten?

Im Vektorraum V der komplexwertigen 27-periodischen stiickweise stetigen Funktionen
gebe man ein geeignetes Skalarprodukt (f, g) an, so dass die Exponentialfunktionen

(ux() = e | ke Z)

ein Orthonormalsystem in V bilden. Aus der allgemeinen Besselschen Ungleichung

> ) <A1

leite man dann die Besselsche Ungleichung fiir komplexe Fourierreihen her.
(Bemerkung: Streng genommen miissen Funktionen in V, welche fast tiberall gleich sind,
identifiziert werden, damit das Skalarprodukt positiv definit wird.)

Man gebe explizit die Fourier-Matrix F4 und deren Inverse F4 ' zur Diskreten Fourier-
Transformation mit N = 4 an. Insbesondere fithre man damit fiir den Vektor

7 =(10,2,4,16)'
die DFT und anschlieBend die iDFT durch.
Wie verlauft die Multiplikation der Polynome p(x) = 4 — 4x und q(x) = 6 + 2x mit Hilfe

der Diskreten Fourier-Transformation?

(Anleitung: Man représentiere p(x) und g(x) durch Vektoren in C* und berechne deren
Faltung mittels Diskreter Fourier-Transformation mit N = 4.)

Im Vektorraum V = C" gebe man ein geeignetes Skalarprodukt (f §> an, so dass die N

Vektoren
} 22y
i =| ¥ " j=0u Nl k=0,..,.N-1

eine Orthonormalbasis in V bilden. Aus der allgemeinen Parsevalschen Gleichung

> ) =1

leite man dann die Parsevalsche Gleichung fiir die DFT her.
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31. Man berechne die Fourier-Transformierte f(m} fiir den Abklingvorgang (einseitig ab-

fallender Impuls)
R 0 <0
e 420

Man zeige, dass f (®) (als Kurve mit dem Parameter ® 2= 0) einen Halbkreis in der
komplexen Ebene um den Mittelpunkt 1/(28) mit Radius 1/(20) beschreibt.

32. Man berechne die Spektralfunktion f(m) fiir den Dreiecksimpuls

C(l+%} T<t<0

f(r)=<C(l-%) 0<t<T .

0 sonst

33. Man bestimme die Laplace-Transformierten der folgenden Funktionen:
(a) f(t) = 1 + 2t + 37
(b) g(t) - E4+ S5t
(c) h(t) = &', hy(t) = cos(t), ha(t) = sin(wt)

34. Beweisen Sie die beiden Verschiebungssatze
£(e™ f(t)) = F(s+a) (s-Verschiebung)
und
£(f(t—a)o(t—a)) = e “ F(s) (t-Verschiebung)

(mit der Sprung- oder Heavisidefunktion G).

35. Man zeige mittels partieller Integration, dass

L(f' (1)) = s F(s) —1(0.)

gilt, wobei F(s) die Laplace-Transformierte von f(t) bezeichnet und f(0,) fiir den rechts-
seitigen Grenzwert steht. (Die Funktionen f(t) und f'(t) seien Laplace-transformierbar und
f(t) sei stetig auf R™.)

Durch vollstindige Induktion gewinne man daraus die entsprechende Regel fiir £(f™(1)).
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s ] . :
36. Zu welcher Funktion ist F(s)= Laplace-Transfﬂrmmrte? Man lose diese
(1+as)(1+bs)

Aufgabe sowohl mittels (a) Partialbruchzerlegung als auch mittels (b) Faltung.
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3T

38.

39.

40.

41.

42.

(a) Man stelle zu der Kurvenschar

J14+x2 +J1+y° =¢

mit dem Scharparameter ¢ eine Differentialgleichung auf, welche alle Funktionen der
Schar als Losungskurven besitzt.

(b) Man ermittle das Richtungsfeld der Differentialgleichung y = Y und iiberlege, ob es
X

durch jeden Punkt der (x,y)-Ebene genau eine Losung der Gleichung gibt.

Man bestimme die allgemeine Losung der folgenden Differentialgleichung (a) mit Hilfe
der Ansatzmethode und (b) mit Hilfe der Laplace-Transformation:

yv+3y =1-¢" (x20).

Gesucht ist die allgemeine Losung der linearen Differentialgleichung

v +2y +5y = 4
sowie die partikulire Losung zur Anfangsbedingung y(0) = 2, Y'(0) = 1. Man l6se die
Aufgabe mittels Laplace-Transformation.

Man bestimme die Losung des folgenden linearen Anfangswertproblems mittels Ansatz-
methode:

y” +y =5y +3y=6 sinh(2x), y(0) =y (0)=0,y"(0)=4.

Man bestimme die Losung des Anfangswertproblems in der vorhergehenden Aufgabe
auch mittels Laplace-Transformation.

Man ermittle alle Losungen der nichtlinearen Differentialgleichung

2
v Y
}F:

X

durch Trennung der Variablen und anschlieBende Partialbruchzerlegung.
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43.

44,

45.

46.

47.

48.

Man ermittle alle Losungen der exakten Differentialgleichung
e'y+(e"+2y)y'=0.

Wie lauten die partikuldren Losungen, welche durch y(0) = 1 bzw. y(0) = -2 festgelegt
sind?

Gesucht ist die allgemeine Losung der Differential gleichung

2
(%+2y&x]dx+(y+e")dy=0.

Hinweis: Die Gleichung kann mit Hilfe eines integrierenden Faktors in eine exakte
Gleichung transformiert werden.

Man lose die Bernoulli‘sche Differentialgleichung

xy'—4y—x*Jy =0.

Durch die Transformation y(x)=z(Inx) und Riickfithrung auf eine lineare Differential-

gleichung bestdtige man, dass die allgemeine Losung der nachstehenden Euler’schen
Differentialgleichung

x’y’—6y=12Inx
durch
C1

}’(K) =C1X3 'l'—2
X

—2InXx +1§, Ci,GCeR

gegeben ist. Wie lautet die partikulidre Losung zu den Anfangsbedingungen y(1) = 2/3,
y’'(1)=-17

Man berechne alle Gleichgewichtslagen der nichtlinearen Differentialgleichung
; 8
. S 3{—?— =¥ 1)
y+1

Fiir das modifizierte logistische Wachstumsmodell (Gordon-Schaefer-Modell)

und iiberpriife sie auf Stabilitat.

yfzw[l_%}_ey mitr, K>0unde € R

berechne man die moglichen Gleichgewichtslagen, deren Stabilitit und untersuche das
globale Losungsverhalten in der (y, y) — Phasenebene fire<0,0<e<rbzw.e>r.
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49.

50.

31,

A

s o

54.

Man lose die partielle Differentialgleichung auy + buy = 1 und zeige, dass die Losung (fur
a # 0) in der Form

1
u(x,y)=—x+c(y—2x)
d a

geschrieben werden kann, wo ¢ = c(t) eine beliebig gewihlte, differenzierbare Funktion
in einer Variablen ist. Wie lautet die Losung zur Anfangsbedingung u(x =0,y) = v +17

Man betrachte die lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung mit konstanten
Koeffizienten in drei Variablen

a uy + b uy + cu, = f(x,y,z) (a,b,c € R).
Man zeige, dass diese Gleichung mit Hilfe der Substitution
E=x, n=bx—ay, {=cx—az
allgemein gelost werden kann. Insbesondere finde man damit die allgemeine Losung der
Gleichung 2u, + 3uy + 4u, =¢* "’ !
Man finde die allgemeine Losung der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung
U = Uy + 2uy — Uz

Welche Losung erfiillt die Anfangsbedingung u(x,y,z,0) = X +v+ z*7

Eine Funktion u(x,y) hei3t homogen vom Grad n, falls
u(Ax,Ay) = A" u(x,y)

fiir alle A > O und alle x, y gilt. Man zeige: Falls u eine stetig differenzierbare Funktion
ist, geniigt sie der linearen partiellen Differential gleichung erster Ordnung

X Uy + Yy Uy =1nU.

Wie lautet die allgemeine Losung dieser Gleichung?

Wie lautet die Losung der Differentialgleichung
y uy — X uy + xyu =0,
welche die Parabel u = 3,2 in der (y,u)-Ebene enthalt.
Man bestimme die allgemeine Losung der folgenden quasilinearen Differentialgleichung
fiir u = u(x,y):
(X +u) ug + (y + wuy +u=0.

Hinweis: Die zugehorigen Phasen-Differentialgleichungen fiir x = x(u), ¥ = y(u) konnen
durch die Substitution v = x/u bzw. v = y/u implizit gelost werden.
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55,

E

=

58.

39,

60.

Mit Hilfe eines Produktansatzes bestimme man Losungen der folgenden partiellen
Differentialgleichung:

x> Uy + 3y°u = 0.

Man finde Losungen der Potentialgleichung Au = uxx + Uyy = 0 auf einer Kreisscheibe.
Dazu transformiere man die Gleichung auf Polarkoordinaten und bestimme Losungen der

transformierten Gleichung mittels eines Produktansatzes. (Anfangs- oder Rand-
bedingungen sind nicht zu beriicksichtigen.)

Man betrachte die Temperaturverteilung u(x, t) eines Stabes der Linge [, welche an der
Stelle 0 € x < zur Zeit t > 0 durch die homogene Wirmeleitungsgleichung

2
ut = ‘II uE;.;

(mit einer Konstanten o > 0) beschrieben werden kann. Man lose nun mit Hilfe des

Produktansatzes u(x, t) = X(x) T(t) das folgende Rand-Anfangswert-Problem (fir eine
vorgegebene Funktion (x)):

u(x, 0)=f(x) fir0sxs . uw0,t)=u(l,t)=0 firt=2 0.

Man diskutiere das Gleitkomma-System M(b = 10, n = 4, €min = -9, enax = 9): Zahlen-
darstellung, grofte Zahl, kleinste positive normalisierte/denormalisierte Zahl, absolute
Abstinde. Anzahl der Maschinenzahlen in M, relative Maschinengenauigkeit. Ferner

zeige man, dass die grofite darstellbare Zahl durch fortlaufende Addition von 1 in M nicht
erreicht werden kann.

In der Menge der Maschinenzahlen M ist die Multiplikation keine assoziative Operation.
Man belege diese Aussage durch ein Beispiel.

Mit Hilfe der Niherung

Af(x)  xf'(x) Ax
f(x) = f(x) X
fiir den relativen Fehler der Funktion f(x) finde man Fehlerschitzungen fiir die folgenden
Rechenoperationen f(x) = \/;L- f(x) =€, f(x) =In(x) und f(x) = sin X.
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61.

62.

63.

64.

63.

Man vergleiche die Losungen der beiden linearen Gleichungssysteme AX = b,, AX = b

mit
3.9 -10,7) - -290) - -201
A= oy = b, = ;
93 25,5 690 689

Was kann daraus geschlossen werden?

2

Man lose das lineare Gleichungssystem

0,13x, —45,26x, = —4500
39,16x, —64,32x, = 1400

mit Hilfe des GauB‘schen Eliminationsverfahrens (a) ohne Pivotisierung, (b) mit Pivo-
tisierung bei einer Rechengenauigkeit von 4 signifikanten Stellen.

Man bestimme die Losung des Gleichungssystems

—0,35x, +1,5x, +122.2x, = 126
105,7x, —4409x, -173]7x, = —1285
21,5x, -1018x, +334x, = -—229

mit Hilfe des GauB‘schen Eliminationsverfahrens mit Pivotisierung bei einer Rechen-
genauigkeit von 4 signifikanten Stellen.

Man l16se das lineare Gleichungssystem

-x, +5x, —-2x, = 3
x, +x, —4x; = -9
4x, -x, +2x, = 8

unter Anwendung des Gesamtschrittverfahrens von Jacobi sowie des Einzelschritt-
verfahrens von GauB-Seidel, wobei man zunichst die einzelnen Gleichungen derart
umordne, dass das entstehende System das Zeilensummenkriterium erfillt.

Man zeige: Die Anzahl der Punktoperationen zur Losung eines linearen Gleichungs-
systems mit n Gleichungen und n Unbekannten betragt

(a) (n* — 1)n! + n bei Anwendung der Cramerschen Regel
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66.

(Hinweis: Die Auswertung einer nxn-Determina

(n— 1)n! Multiplikationen.)

(b) (n/3)(n”* + 3n — 1) beim Eliminationsverfahren von Gaulb

nte erfordert, wie man zeigen kann,

(¢) n® pro Schritt fiir das Iterationsverfahren von Jacobi oder GauB-Seidel.

Die folgende Tabelle gibt die Entwicklung der Weltbevélkerung (in Milliarden) seit dem
Jahr 1950 wieder:

| Jahr t

1950 |

1960

1970

1980

1990

2000

2010

Bevolkerung f(t)

2,93

3,04

3,70

445

5,31

6,12

6,90

Man finde eine Trendfunktion der Form g(t)
zahl fiir das Jahr 2020.

(Hinweis: Man bestimme die Ausgleichsgerade fiir die Wertepaare (t, In g(t)) nach der
Methode der kleinsten Quadrate.)

— c-e™ und extrapoliere die Bevdlkerungs-




ANA2, 20178

Ubungsaufgaben zur Analysis 2 fiir Informatik

Blatt 12

67.

68.

69.

70.

Tl

T

Im Rahmen der Polynominterpolation spielt die Vandermonde’sche Matrix

{ n
I Xy o Xy )
I % wa B
V(Xgs Xysees Xg) =1 : '
I
1\1 xn xn J

eine wichtige Rolle. Man zeige, dass fur ihre Determinante gilt:

det(V) = lnl (x;—X,).
i_,j:_ﬂ
i<j

Der Gebrauchtwert einer Maschine betrage nach zwei J ahren noch 50%, nach vier Jahren
noch 25% des Anschaffungspreises. Man gebe ein Polynom p(t) 2. Grades als Funktion
der Nutzungsdauer t an, das mit diesen empirischen Daten iibereinstimmt und fiir t =0
den Wert 100 (Neuwert mit 100%) annimmt. Ferner vergleiche man die Erfahrungswerte

von 70% Gebrauchtwert nach einem Jahr und 35% nach drei Jahren mit den ent-
sprechenden p-Werten.

Man bestimme das Interpolationspolynom dritten Grades zu den Interpolationsstellen
(0, 180), (2, 240), (4, 320) und (6, 360) (a) durch Lagrange-Interpolation sowie (b) unter

Anwendung des Newton‘schen Interpolationsverfahrens. Wie lauten die Funktionswerte
des Interpolationspolynoms an den Stellen x = 1, 3, 57

Wie lautet die natiirliche kubische Splinefunktion, welche die Wertepaare aus der vor-

hergehenden Aufgabe interpoliert? Man vergleiche die Funktionswerte fiir x = 1, 3, 5 mit
denen des kubischen Interpolationspolynoms.

Mit Hilfe der (a) Sehnentrapezformel, (b) Simpsonschen Regel berechne man naherungs-
weise T aus der Gleichung

E_j dx
4 1:,1+:=-LE'

Dabei verwende man eine Unterteilung des Integrationsintervalls bei (a) in 2, 5 und 10
Teilintervalle, bei (b) in 10 Teilintervalle.

Mittels der Kepler’schen Fassregel kann das Volumen von Rotationskorpern (z.B. von
Fissern) niherungsweise berechnet werden. falls deren Querschnitt an drei Stellen (etwa
oben. in der Mitte und unten) bekannt 1st. Man zeige, dass man dabei im Fall eines
Zylinders oder eines Rotationsparaboloids das exakte Volumen erhalt.




