
 
Grundlagen

Logik
Negation Konjunktion Disjunktion Äquivalenz DeMorgan

prppqpnqpqpvqpotp.at
T F T T T T T T T T T nlp1 spurg
F T T F F T F T T F F

F T F F T T F T F nlp a Npmg
F F F F F F F F T

Tautologie Kontraliktion

Pnp pump

I E I
I PEP
F T F

Implikation konvern p q Ip a 1 Iq p
p q q sp

Inverse Kontraposition

up not not up

Inferenz



Prädikatenlogik

V E D Qu Negation 3 c D Qu

3 ED Qu Negation lt E D nach

Implikation Hx c D wenn Pu dann QQ
Kontroposition Ux c D wenn auch dann PK
Konverse Hx c D wenn 04 dann Pet

Inverse Hx cD wenn r Pen dann Qm

Mengen

Teilmenge A EB Vx wenn cAplanen c B

A B Ix wenn cA dann B

A c B 1 EB mindestens 1 cB istnichtin A

A B 1EB und BEA

Mengenoperationen

Vereinigung die Menge alter Elemente die zumindest in derMenge A
oder B liegen A v B

Schnitt die Menge alterElementedie in Aund B liegendie
A und B gemeinsam haben AM B

Differenz die Menge allerElemente die in A sind abernicht
in B A B oder ALB
Komplement die Menge alter Elemente dienichtin A liegen

A



V V V V

A B A B A B A B

A VB An B B A A

A ß
symmetrischeDifferenz die Menge alter Elemente

aus 1und B welche in ihrer Vereinigung aber

As ß
nicht ihrem Dyustmitt sind ASB LAUBIKANB

Kardinalität IAI die Anzahl an Elementen in A

Potenzmenge
Sei A eine Menge dann ist Pla die Menge

alter Teilmengen von A

PK y 90 Ey Ex y

kartesisches Produkt

Seien An A tn Mengen dann ist
das kautProduktArx1 zu An die Menge alter

geordneten n Tupel oh oh a IanCAnazttz
an CAn

An Az oh a lasctn.dz cAz

Zahlentheorie
µ 7L Q R

rationaleZahlen v ist rational 7 qb.cz v I.b to
Q1



RedeZahlen
IR Die Menge positiver undnegativenDerimalentwichtungen

ohne Periode 999 wird als die Menge IR
bezeichnet

KomplexeZahlen ih 1

G haben die Form z a iba.be
RaReolteil b Imaginärteil renz

im
42M

kartesische Form 2 a tib Ä g

Polar Form Iv e r Ll i 457

5 Re

v call D v sin e

di e avatars

Rechenregeln zntzz
_lantdzItifbntbzIZn.Zz

n

ibnICaztibD__v.Vz lzm.dk

E a its konjugiertkomplexeZahl

Er Ez
Zs Zs Ez
Zz Zz

II dlzm.dk
Satz von Moine kosexisine cos n e ti sin u e

ein cos x c i gin x



n te Wurzel w z

wj.EE E F jefo.im
quadratische Gleichung Z pz 19 0 Lz 7 tz z

zu Ei
D Zh Zz q Zs Zz

Fundamentalsetz d Algebra

Sei
4 du Z einPolynom neuen

akaQ

dann hatdas Polynomeine komplexeNullstelle

BeweisTechniken direkt sonst Gegenbeispiel sonstindirekt

direkten Beweis Wenn A B Bp Summe zwei
Annahme A geraderZahlen ist gerade
zeige B

Fallunterscheidung Wenn AoderB c Bsp nachfolgende
Annahme A natürliche Zeitenhaben
zeige C angelehnteParität
Annahme B
zeige C

indirekter Beweis A istwahr Bsp es gibtkeinegrötti
Widerspricht Annahme 1A natürliche Zahl

zeige B B
behaupte Unt PM istvalional PEP

A



KontrapositivenBeweis Wenn 1 B Bsp Wenn n gerade ist
direkterBeweis Annahme B ist it auchgeradenett

zeige A

Zahleneigenschaften

Pavität nachfolgende not Zahlen habenumgekehrt Parität
n istgerade n 2k

n ist ungerade ne 2k 1

n ist einePrim V v.se N wenn Ers dann

mussentweder u 9 1
oder s n 1gelten

Teilbarkeit n d t Z und d O ohh wenn er ein
Vielfaches von ol ist

b c Ht alb aEts

ab c Elf alb hll otc

k n e It u 1 pln.PEIP

Grundsatzd Arithmetik jede natürlicheZahl n 1 ist als Produkt

endlih vielen Primzahlen darstellbar
WurdendiePrinz d größenachgeordnet ist
die Darstellung eindeutig

ei EIN
n p PE p pm EP Ipickier



euklidischer Algorithmus
d q er n.qreH.de N

0ErEdndivdqnmodd r

Kongruenz Module 1 n los b
2 D bmodh

9 Is Kh KEK
4 M und b habennachDivisiondurchn denselbenRest
5 amodn bmodIn

Kongo modulo n isteine Äquivalenzrelation

Modu und b dmodu a.bg
E1t1labI ktdImodn

2 la H c d Modes
3 M b c d modu
4 am c modu imE

größtegemeinsameTeilen d e Kid ist eine Linearkombination venaundb
wenn es sund1gibtsodass

d s bat D

Wenn es b 0

881GB D

zB ggT 330,156

330 2.156 18 6 18 12
156 8.18 12 6 18 456 8118
18 1.12 6 6 9.18 156
12 2 6 0 6 913302.150 156

881330156 9.33019.1
6 9.330 19156

in Verse Modulen V a.no N wennygTlain 1

daua7seINsoda4sd s 1 modn

ModM ist lösbarfür wenn

II



geiler m Ic
ggT qm a s mit

xi ggii.im 5 4 Erik

Eu lids Satz Halb ein EIN wenn ggTlac 1 undalbe

dann alles

Induktion

Summen Produkte Ä Äbte

adktbuz.CImdk
uEmCdk3fIIauIII.bH

II aua

Inderverschiebung In j k hk.si 1

Ki 0 g 0 1 1

k 6 j 6 1 7
7

E.ir rj1

Beweis durch Induktion 1 Induktionsanfang
zeige Pla

2 Induktionsvoraussetzung
Annahme Plus für und

3Induktionsbehauptung
behaupte Posts

4 Induktionsschritt



zeige Pen Penn

Funktionen f X Y ist eine Relation von Knachy
1 jedes EX stehtmiteinemyetinRelation2 Kein c X stehtmitmehrals 1yd inRelation

injektiv I X 4

FIX Furz
Xs FIX FFM

jedes yet hat höchstens 1 Urbild

saujektiv F X 4

HyEY Ix c X Fix y

jedes yet hatmindestens 1Urbild

bijektiv F X y

Fist injektivundnicht
jeden y hatgenau 1 Urbild

Relationen

binäre Relation R E AxB

AH kaut Prod Glatt laut.be3

inverse Relation R b a laet.beB

homogene Relation R E Axt



Reflexivität V xe A.am ER

Symmetrie U yet wennHygerdann DER
Transitivität V x.az eA wenn 4 ERund

µ 2 ER dann ZIER

Äquivalenzreaktion R ist reflektivsymmetrish transitiv

eine Äquiv Relation teils eineMenge

in disjunkte Untermengen Äquivalenzklassen

Halb ordnung eine Relation R auf M.mitxie.z.eu
reflexiv

Rx
antisymmetrisch

Ry 1 y Rx y
trannitiv

fry my Rz Rz

Total ordnung Halbordnung mit
Ry v y Rx

zB y



diskrete Mathematik

Kombinatorik

Multiplikation vergeh Wenn einVorgang aus k Schritten besteht

dererste Schrittaus unMöglichkeitenbesteht
i

der KteSuhriltaus u Möglichkeitenbesteht abhänis
stattdavor

dann hatdergesamteVorgang

Uz Mv Möglichkeiten

Additionsregel Sei A eine endliche Menge aus K disjunkten

Mengen AnAn tk so ist

A An Azt An

Fakultät n n In 1 1 d 1

bin Koeffizient killin OEken

Inder 0,91 1,41 1

Permutation K h alleElementewerdenbetrachtet
jedesElement ist unterscheidbar

ohne Wdh die Anzahl an Permutationen einer

zB 10 Personen
dementigenMenge ist

n n 1
Möglichkeitenauf 10 Plätze
zu verteilen

10 3628800



mit Wdh Es gibteinAnordnungvon u Objekten
Kn ist vom selbenTyp nichtunterscheidbar

Bsp Permvon WETTER
WEETTR Ki ist vom selben Typ nichtunterscheidbar
z z n

n 1 2 2 1 6
falls n Knx Ki Yann istdie

6 720
4
180 Aus d möglichen Permutationen1 2 2 oh

n kath tkL
Kn kz Ki Ka kz Ki

Variation Ken Stichprobe von n

Reihenfolge wichtig

ohne Wdh Die möglichen Permutation einer geordneten

zB 10Plätze Möglichkeiten Auswahl von K aus u Elementen ist
1 2 3Platz zubelegen

m
1098 720 M K

mit Wdh Die Auswahl von K Objekten beidem

213Anordnung ABLinistellen jedesObjekt u Möglichkeiten hat int
3 ABodenC KK 2 1 2Stelle h
3 9

Kombination Ken Stichprobe
Reihenfolge egal

ohne Noth Es werden k aus u Objekten gewählt

zB 2Buchstaben aus AB l Jedes Objektdarf nur 1mal vorkommen

3Buchstaben VE 2Stellen
u3

421 2 n K K



mit Ndh Die Anzahl an mögliken Kombination von
K Objekten aus u Kategorien

zB 2Buchstaben aus ABel n
n 3 K 2 1Kat 2Kat aKategorie

Xx µ
Kiln

2 3 11 I II
3 1 ez G K Objekte

K in 1 1ktµ n K

Binomialsatz

Pascals Formel 4 a

E Hi
Binomialsatz sind ab EH und n c INgilt

Cab Äh a br

Anwendung at b 5 E a5k.ba

ä übt oih kloili kloib.IEbs
0,5 594kt 100,362 10 zb 5ab bei

Summe vereinfachen 1419 fällig K s 10



InklusionSIExthisions
Prinzip

2 Mengen IA VB I Htt1131 111131

3 Mengen 1A Bull Alt 43441
I 134 Hack Incl

Allgemein

If Ai
ÄHL s intity Antut

f 1 1AMAzs n Art

Schubfachprinzip

Definition Für eineFunktionF X Y.ktn.ly m o

Wenn n m dannlandetmin in 1Mengemehrals1Element

Wenn n cm dannhatmin 1MengeWeinElement

Graphentheorie

endMenged Knoten EendMenged Kanten
Graph G VIE

v
e

gerichtet alle KantensindgeordnetePaare e Kis
gerichteteGraphen habendenAnfangskantenv
und EndKnotenVz von e



ungerichtet alle Kanten sindungewohntPaare einVishnu

Schlinge Eine Kante e der Form Elvin
adjacent zu sichselbst

adjacent ZweiKnotensindadjazentwennsieduheine
Kante verbunden sind

e ähincident einzidiert mit v 4 wenn

isoliert Ein Knoten istisoliertwenn er zu keinem

Knoten adjacent ist

parallel konnten die zu dengleichen Knotenadjacent
MehrfachKante sind a er istparat wie

schlichtenGraph Ein Graph ohne SchlingenundparallelenKanten

Nachbar Ein Knotender zu einemgewissenKnotenadjacentist
Knotengrad Die Anzahl von Kantendiemit ueVimitieren

heißen Knotengrad
deg r

Nachfolger Ein Knotendernacheinemgewissen Knoten in
einemgerichteten Kantenfolgekommt

Vorgänger Ein Knotender vor einemgewissen Knoten in
einemgerichtKantenfolgekommt

Weggrad Die Anzahl wegführender Kanten voneinem
gewissen Knoten in einemgerichtetenGraphen

Hingrad Die Anzahl hinführenden Kanten voneinem
gewissen Knoten in einemgerichtetenGraphen

HandsklagTheorem In einem schlichten Graph h gilt
totaleKnotengrad vonG Gideon 2 E

dergesamteKnotengradistimmergerade

In einem angerichtetenGraph h gilt

fürdeglvt degID deg.lv
Weggrad Hingrad



Teil graph G'ist einTelegraph von G wenn E EEundV EV
DerTeilgraphG ist einGraphoderdurchTeilmengender
KantenundKnoten von Ggebildetwird

VollständigerGraph Ein Graphkm indemalle n Knotenverbundensind

bipartite Graph G ist bipartite wenn die Kanten V in die
12Partitionen Komponenten VA undUB eingeteiltwerdenkönnen

wobei jedes e EE dieForm hat Va Un

VtVa cV y
w z

vollst bipartGraph km m alle VmsindmitallenUn
Verbunden

n Esgibt m viele Knotendienicht
verbundensindund nvieleKnoten
die nicht verbunden sind

E man

Kantenfolge
offen Ein Sequenz aus Knoten undKantendie

2 Knoten verbindet
nlnvzlz.eulinks

geschlossen Wenn Anfangs Endkundengleich sind

Kantenzug Kantenfolge bei der keineKantewiederholtwird
Start Endphtkönnengleich sein

Weg Bahn kautenfolge bei der kein Knoten wiederholtwird

Kreis Eine Kantenfolge in einem angerichtetenGraph
mitgleichem Anfangs EndKnoten bei der
Weine anderenKnoten undkeineKontenwiederholt
werden

Zyklus Ein geschlossener Kantenweg



Adiazenzmatrix Für den gerichteten GraphG mit geordneten
Kanten vs Vz un istdieAdMatrix eine
ux u Matrix 1 oij sodass

Olij An d PfeilevonVinachVj iijitihi.is

u ähm es nö ö
en 4 0 11

en u 21

Anzahlder Kantenfolgender Länge n

A AA A

zusammenhängend Zwei Knoten4Wsind zusammenh wenn es eine
konntenfolge von vnach W gibt

Zusammenhangs Komponent H ist ein Zuse Kemp von C wenn

Hein Teilgraph von G ist
H zusammenhängend ist
kein zusamteilgraph von Gbeinhaltet11alsTeilgraph
undhatKantenoderKnotendienichtin Hsind

stark zusammenhängend Wenn in einemgerichtetenGraphjeder Knotenvon
jedem Knoten erreichbar ist

schwach zusammenhängend Wenn in einemgewicht Graphzumindest1
Knotennichtnen altenKnoten erreichtwerdenkann

Wald Ein schlichter ungerichteterGraphderkeine
Kreiseenthält

Et k k Komponenten

Baum Ein zusammenhängender Wald
Eth

azyklistenGraph Besitzt einenKnotenmit deiO und einen
Knoten unt deg D zBHasse Diagramm



Eulersche linie Eine Kantenfolgedie jeden Knotenundjde
KanuenthältdudeKanugenau einMal

offen Shut EndKnoten verschieden
geschlossen stat Endkneten gleich

Hamiltonshe linie Einekonntenfolgedie jeder KnotenlauterHarrend
genau 1 Mal enthält

Hamiltonaber Graph Graph der einen HamiltonsdenLiniebesitzt
Ist In ein than Graph hut heinTeilgraphHsv

H enthältjedenKnoten von h
H ist zusammenhängend
Esgilt für H i EI In
holen uEU degli 2
degli deg y Nl Xietv

planarleben GraphderaufeinerEbene dargestelltwerdenkann
ohne das sich dieKartenSchneiden zBKy

Eutern Polyederformula In einem planarenzusammenhängendenGraphgilt
V E F 2
do Ln taz 2

spannender Baum Ein schlichter ungerichteter zusammeln GraphH
der ein Teilgraphvon la ist jedenKnoten
in Cserreichtund ein Baum ist

spannender Wald W ist ein Waldderschlichten angerGraphen
mit Vw Vu und EwEEG und den
Komponenten von G

minimal spannend Ein zusammenhände Kantengerichteten angerichteten
Graph der alte KnotenerreichtohneKruseund
mitder minimalen Gesamtgenichtung



KuanKals Atoguthaus Input zusammengerichteteGraphG mitmounten

J OrdnedieKantennachGewichtseinemSetze E 0 j 1
3 Ist derGraph V EUse kreisfrei E E UK
4 istIEI 1111oder j m beende W VIE istminimal
sonst j ja1 wiederhole Schritt3

Output minin span Wald von 4

Dijkstra Aloyuithmus Input G einzusammeln eicheln pasgerichtetenGraph
es eine Zahl größerderSandlerKantengereichte

kürzester Weg wcu.ch Gerichtderkonnte 444
a StraitKnoten
2 EndKnoten

1 Tsah ein GraphohneKantenundmitKnotenssein
SeiVLTdieKnotenundEGdieKartenvon T

2 Sei Lka 0 alleanderenKnoten Leu
3 v a und diezubetrachtendenKnotenF ka
4 solange 2 C VLT
a F nochzubetrachtendenKnoten
b Vergleich jedenKnoten u mitadjazentenv dienichtin UK
wenn L r w via LLu Lu Lev wenn

Dm V
C Füge Knoten aus Fmitkleinsten4h zu Vlt
und füge Den zu EK

Output LCz KürzesterWeg von onnachz

AlgebraischeStrukturen
abstrakteAlgebra Guipptheorie

binäre Operation A 04 binOp o auf 1einAbbildungAxt

Gruppen
e a

OperationHaft e e a
a a e



A o
war ENpanoidwirdgefügt

Abgeschlossenheit

Caob EA

Assoziativität
ob o a d bOc

neutralesElement
E 001 a oe Ol

inversesElement

010al a 001 e

Kommutativgesetz

ob b 001

Untergruppe G o isteinGnappenichtleereTeilmenge VEG
isteine Untergruppewenn IVo eineGruppeist

Ko 44,0
linksnebenKlasse k o it Gruppe Vist Untergruppe

a o 4 do u l u EU

RechtnebenKlasse Von 4 no a l u EU

Index Aus linksAzechtsnebaklassen von Vinh 1hUI
Dvdnunung Ih Am d Elemente in k

Satz von Langrange G istendlicheGruppe VeinUntergruppevonh DieOrdnung
von h ist ein vielfachederOrdnung nen V

G
Ordnung h
OrdnungLU

unendlicheOrdnung in n EHallePotenzenunterscheidbar at GKo



endliche Ordnung a ein 0 n EH aeh 4,0

Novmalteiler Eine Untergruppe N beiderLinksRehknehmlissen
von G überein stimmen

KernevonGruppenhomomorphism
N G

Faktorgruppe N ist Normalteiler keineKuppe GINMengeder
NebenKlassen von G nach N Dannist

a o N o b o N ads o N

eineGruppenoperationaufGIN MdisteineFaktagnippe

Homomorphismus G H sind Gruppen Funktionf bildetf aufHab
F ist ein Homomorphismus esgilt

f ab f afcb
f e er

f a Hieß µ aeh

Kern Sei f G H ein Homomorphismus DerVennistdie
Menge K die durch f aufdasunt El von Habgebildet
wird

µ ehlfen

Bild B bcH 17 x EG flub

HomomorphieSatz f G H einHomoman ist FaklagrappeWulf
zumBildHk isomorph

Erker f E f G

Isomorphismus f In711 isteinebijektiveFunktionwofüralleaßengilt
f ab_Halfen

H



Vorzeicheneiner Permutation Ts ab c y ab be y

Nlb

Signum syn ti f 1 NM

Ringe und Körper

R t
ging

R t abelscheGruppe
a ob EA

Mob 0 010lb0C
l 001 Ol Ol 01
010al a 001 e
ob b 001

R Halbgruppe

CaobIEA
obIoc

_aoCb0cIoDistuibutiugeutzea.o

btc a b a c
b c a c b C

RinguntEinsehment Ring R eoa.ae 1

kommutativer Ring Ring.IR a ob boot

Körper Ein kommutativer RingmitEinselementindem
jedes Elementantun0 inentierbar ist

KAM



Verband

Verband M 1 u ist ein Verband wenn

N1 1 kommutative Halbgruppe
la ob EA

Mob 0 010lb0C
ob b 001

N1 V kommutative Halbgruppe
la ob EA

Mob 0 010lb0C
ob b 001

Verschmelzungenregeln

es 1 Laub
au anb

distributiveVerband Verband wo noch gilt
Distributiongesetze
1 bue hatb atc

au hr c taub n au

baulicheAlgebra Ein distributive Verband von.esgilt
M n und Mit sindMonoide

l 001 Ol Ol 0

jeder a hat ein Kompliment a
d U d 1 und 1 a 0



lineare Algebra

Vektoren Vetter in n dim komm

Spaltenrchter

Skalarkörper K f 0 Zz

Addition

KkalauMultiplikation

Nultucktor neutralesElement

additivinverseViktor inverses Element

Vektorraum KörperK oldGruppe 14
V 11K Vektorraum linearerRaum esgilt



Unterwww TeiLvomm Ist IV k Vektorraum nichtleere
Teilmenge von V ist IV k Vektorraum
U Teil raum von V

liegt in U
liegt in

Nebenraum Ist v Unterraum von V Xo VektorausV

N Xo U Exot Ulu EU
N ist Nebenraum Nebauklasse

Linearkombination CioUi viEV.ci EK

zB c v d w

trivial 1in komb mit ei 0 sonst

nicht trivial

lineare Hülle span 1in Hülle M ist nichtleere TeilmengeM
von V Jeder Vetter in M kanndurcheine
Lineeaumbenes Vettern von M gebildetwerden

Bsp Vektor a
lineareHülle a

lineareAbhängigkeit Bestimmung Kiwi viersindretten

linearunabhängig Eine Menge an Vektoren dessen LinKaub
hier den 0 Vektorergeben wenn alle ei Osind

zB d ist unabhängig
OVr D ht c0 vn D

linear abhängig Es gibteinelinkombdieden aktiv ergibt
z.B Kh HI C V Czkt Cnn D



Basis hin unabhängige Vektorendieein Lin HütteMIN
bildenalso aufspannen

Jede Basis hat gleichviele Elemente

Austauschlemma Steinitz Sei VVektorraumüberKörperK
B Gbs hn Basis von V

damitkanneineBasisersetztwerden w c weinLinKomb w 4h cibi.ci EK
eine BasismitbestimmtenVettoren konstruieren Ist k C 1 n sodass c 0dann

B Gbs bk 1 w bv.es ba aucheineBasisvonV

Anwendung E Genieren BasisvonIR w zeigeSweyesBasis

w 1 II 1.1 1 0.191 vCto

es ez w istVein Basis weil D w entez

Dimension DieAnzahlderVektoreneiner Basis
dim V 1131

Matrizen
eine mxn Matrix A laji

Definition Jim

TransponierteMatrix Ist A eine Matrix Ist At eine Matrix
diagonalgespiegelt diedie Spalten undZeilen von A vertauschthat

Symmetrische Eine quadu um Matrixbeidergilt

zB µ
AT A



Um AB zu multiple Wenn An Spaltenhat
muss Bn Zeiten habenMatrixProdukt

K Hä
mxncnxpt

cmxpsannzz.lk 1.1 2.2 3.3 14
du un 2.1 3.2 1.3 11
oh an 1.3 2.2 3.1 10
an µ 2.3 3.2 1.1 13

als er ln.nl
Einheitsmatrix sei uns

Sey cn bilden

kanonische Basis n

InvertierbareMatrix Eine quadsMatrixist invertierbar wenn
inverseMatrixA muss quadratisch sein

A A A 1 A In
detA FO

Spaltenrang Die Dimension der linearenHülle derSpalten
von A

vglt
IRIH.ve R 1

Zeilen auf Die Dimension derlinearen HüllederSpalten
von A

vgl Ä

Matrix Operationen 1 Spalten dürfenmit Skalenmultipliziertwerden
2 VielfachereinerSpalteaddieren
3 Spalten vertauschen



I
Gauß Jordan Elimination

A finden Menezes

untenrum
L

lineareAbbildungen
Ist f V Weine Abbildung 4WVektorraum

linear
ist f linear wenngilt
f v n f r f U v u c V

f c r c flu c c K

Fortsetzungssatz 4W Vektorräumeüber Kitas hnBasisuonVWnWnEW danngibtesgenaueineEu Abbildunglineare Fortsetzung
f w mitfcb wi tickt in

Anwendung Bildungeiner Abbildungsvorschrift

AB f IR IR

andere Darstellung finden

flütti D na HI
f III t.FI I K

Kern Ist f V W liuAbbildung IstKerndieMenge

Kerlf EV Ifm O

Bild
und Bild dieMenge

f V fix Ix EV



Defekt Dimension des Vernes

deflftdimlkall.tl

Rang Dimension des Bildes

HH dimHM

Rangfamel dim U vglf defff

lineare Gleichungssysteme
mir 1 aus Körperk
Oli j C K 1 Ei E m 1Eien

Aufbau bei c KUEI Em

9m41 y d Xu bei
921 Xs denXu bz A b

01msXs 49mmXu bus

sind Unbekannte
homogen bin bis D sonst
inhomogen

Satz von KroneckerCapelli bei AEK b e Km dann istAx b
Lösbarkeit lösbar wenn

vglA vglAb

Beispiel A Ab

vglA L vgl1b L



nautische Elimination

Für 4 4 analog mit uns
Prinzip spalten cnn.ge Nullenunter 1 Pivotelement

Spalte 2 erzeuge Nutten unter 2 Riedel
Spalte 3 erzeuge

b h aß xizy3ztuv.br

f zu frzb b zur b
b b v O

v O zbs.ybzzbz.ir

Lösungsfälle 1 vg Atb vg At

1 x b unlösbar

2 v im

A b eindeutig lösbar

3 rcm.gl b I vg t

IAxb mehrere Lösungen
l o o o O

Determinanten
Ist A einequad Matrix A taiji EK

VerzeichereinerPermDefinition
def A ftp.sgniT 0HhhdiCm idTlnImdieDetgibtanumwelchenFaktordie

FlächezwischendenkanonischenBasisvektorendarin MengealterPerm11 indieMatrixtransformationverändertwird

Beispiel A detA ad ab

H I
B detB aei dhctgbf

g.ec Abi auf



Eigenschaften Ist det1 0 ist A nichtinvertierbar

dat A B detA datB
Ist A invertierbar datA Heft
detAT detA

diff Y t.de f GeineReihemittmall.ir
detwirdamtmultip

def fand defff Tauschenvonspaltenden
ändertdasVorzeichen

det III an d detIf
Addierenvonspadentzeiten
ändertdetnicht

ddK deK88D

o.detlL0
det a delft ad Armformen

istoftgünstig

Kofaktor an an deft am dran 0kWh
zur Bestimmungderdet A anlanden and

an ohas and
Faktor

Kofaktoren

ddt I Hä Hä l
Formel defA dir in dieLizt Tain in

ij 1 tdetMig

amers Gesetz A b detA O

li l
Ei H
Mtz HEHN lamont



Eigenwerte Eigenvektoren
sei f V V hinAbbildung CEKNEVKO

Definition fort c v
Eigenwert Eingenvektor

Eigenvektor Ein Vektor der nachder LinAbbildungf den
gleichen Spann hatwiedavor

Eigenwert Der Faktor um den derEigenvektorskaliertwird
eictltce.it

Eigenvektor bei AEK EK C K 190fln t
A 2 Eigenwert

fan Av c vEigenwert e Heil
er frei Eigenvektor

Eigenvektor
Matrix µ sudq.veov

verktsveMatrix

Av er c II
A v c II v 4 II v VektorVektor

Ic Liter O

Eigenwertfinden A E o giltwenn

defft c 0

Beispiel defff f F c 3a 14

15 sc 5cal 14

b Fm axzm.ro 4 8 1 0
Za

4 3,87 CT 0,13

EI ii pxxq.no 2 7,87



Eigenvektor finden sind alle Eigenwert ei gefunden muss
fürjedes c

A CI v 0 gelöstwerden

Beispiel c 2

3 2
A berechnen Eigerbasisändern o z f f
B AB µ In I

1 a L
one

µ E L

Skalarprodukt
v Vektoren

K IR v w

Def E in Ü
Uw Vs Wr VzWzt Vu Um

Eigenschaften 4W Wir
LV wntwi LV.ws LKW
Vik w Ch w VzW

V W c CVP
µ c KW

LV 370 nienegativ
v.v 0 0

Länge eines Vektors µ cv.vT.it Ij Yu EEl
Norm von V vll 1 v ist normiertEinheitsvektor



Eigenschaften derLänge Hull 70 immerpositiv

IIVII D D

Heult Ich HUI

IN WII E KVII HWK Dreiecksungleichung

u V
u istdEinheitsvektorvonVXVII

SchwarzUngleichung v WE 0

v W
1141.11W case

derAusdruckwirdniegrößerals 1 oder

IVWI XVII 11Wh

Satz des Pythagoras 4W sindorthogonal Lkw D

114WIR Uli WIR

Orthogonalbasis Vektoren g qm sind orthonormalwenn

z.B in IR info j q.joj f0wenni jlorHo
aalVehta

1Wenni j Einheitsvektor

orthogonaleMatrix eineMatrixQmit athonormalen Spalten

ä Q I
Q Q

Beispiele Rotation
Q E lädervekteramedrehen

Permutation
ändertReihenfolge von y



fymmetrisch
Spektralsatz Ist 1 c IR AT A dann

alte Eigenwertreel
OrthonormalbasisausEigenvektoren

A Q A Q

positivdefinit Matrix aus IR GEG

eine symmetrischeMahn
G ist positivdefinit nenn

mitpos Eigenwerten VT G 0 C IR ISO
alleEigenwerte 0

negativdefinit VT G v 0 v C IR Yo
alteEigenwerte 0

Hompminorkrilerium S gilt es o.cz o

symMatrixaufposEigenutesten ff piiY.tdefiu.it
Test a a 0

ac b 0 G posdefinit
Bsp 11 Hauptminoven

A In
Pos.deinitlalleMinoren.a

a O 12

Ms factthedtabe
ac bz o z g

neg.deinA
dcd bbf aee

eydefinit abwechselndposingditA

Allgemein Ist G einepos.de
ninitelanhsymmdrisdeIMatuixLx
y7G xTGy



Lineare Differenzengleichungen

Beispiele
unvollständig

Anzahl d Zügen fü k 2 Scheiben

Türme von Hanoi mir 2mm 1

mF 1

BabylonischesWurzelziehen Annäherungan Tat durch
Heron Verfahren

Xu IHN In für n 0

Xo d
2

Für alle KH
Fibonacci Folge

Fu n Fk 2
Hasenproblem

Fo 1 FF 1

Ms 92 du EIN die Summevon in 1Rekursion bis n von ai ist dann

Ändert di d an n 1

Das Produkt von i 1 bisn von di istdenn

II a an IIIa i an n 1

partikuläre Lösung Jede Folge Kr beiderjeweils
KH aufeinanderfolgendeGliederdieGleichung

FG Xu Xun Xun D erfüllen

zBTürenvHanoi xn hxn.it 2 1



Xu 2 C 1 CHR
allgemeine Lösung Jede Folgedie für alleredenZahlen stimmt

Anfangswert Xo freiwählbar

Gleichgewichtslage Wie stabil eine Funktion auf Eingaben

recurrencerelation
reagiert

Differenzengleichungen Wie findetman eine explizit
1 Ordnung Formel zur Berührungeinerrekursiven

Iteration 1 Die Rekursion wirddurch iteriert
und es wirdnacheinemMustergesucht

2 Eine explizite Formel wirdendenund
überprüft
3 Beweis dark Induktion

arithmetischeFolge Eine Folge do anok mitKonstanted

du dk s d k

danngiltauch

du do d n n 0

geometrische Folge Eine Folge do an.az aufkonstanter
01k V du K

danngiltauch
du do r n 70

allgemeinehinDiffHg Eine Folgemit Koeffizienten ab

inhomogene Gleichung Xun du Xu bin und
duihn Vee k Folgen

bin Störfunktion inhomogenerAnteil



homogene Gleichung Eine lin.Diff.l.ly mit bn O

Xun du Xu n 0

Lösungsgesamtheit Ist für Xvi anXutbn gegebendurch

Xu

XP aufLösungd homogenen GIG
Xu 01h Xin

Xd einepautikLösungderinhomog.GG

Variation der konstanten die GG ner m kn hatdie
Ug Lösung

CITY Cn CHR

die Konstante wirdnun variiert

n 1

xd Cattani
i O

MethodedesunbestimmtenAnsatzes Es wird ein Ansatz abhängig von
der Störfunktion bn gewählt

Beispiel X net lernt34 1 no

xd n Ivand konstanten

da Cnn
n htt Cnn un 1341 un

Cuts n 3 auith Folge

3h



Differenzengleichungen
aß Konstanten b 0 alsERDvd I su möglicherweisevon n abhängigeIst Fkt

2Ordnungweil 2Vorgänger xn.in in
linearweil nenntundsiestehenseparat

Form 2 t d X 1T bin Sh in O

Sri 0,4N homogene Gleichung

sagt inhomogene Gleichung

Lösungsgesamtheit

XY auf Lösungd homogwg
XP pautik Lösung d inhomog.GG

Xi Lo
HDIXmiaxibxr.sn

o Knns.o XnztdXnn bxnO

Lösungsweg 1 ally Lsg d homog.GGbestimmen

2 einepartikLagxDDbestimmen

3 Lösungsgesamtheitnach xd ermitteln


