Ubungszettel 2
Wabhrscheinlichkeitstheorie und stochastische Prozesse (WS 2024)

Fiir eine Zufallsvariable X, definiert man die Verteilungsfunktion Fx : R —
[0,1] von X durch
Fx(z) =P(X < x).

Wir schreiben N = {1,2,3,...}.

1) Sei M eine Miinze mit Kopfwahrscheinlichkeit p = 1/3, X eine Binomial-
verteilte Variable mit Parametern p = 1/3 und n = 3, und Y eine geometrische
Zufallsvariable Y mit Paramter p = 1/2 (das bedeutet, dass py(n) = (1/2)"
fir n € N). Nehmen wir an, dass M, Xund Y unabhéngig sind (das bedeutet,
dass fiir jede m,z,y € N, die Ereignisse {M = m}, {X = z} und {Y = y}
unabhéngig sind). Definieren wir eine Zufallsvariable Z wie folgt: die Miinze
M wird geworfen. Wenn das Ergebnis Kopf ist, dann sei Z = Y. Wenn das
Ergebnis Zahl ist, dann sei Z = X. Bestimme die Verteilungsfunktion von Z.

2) Wir haben N Urnen und k Bélle. Jeder Ball wird in eine zufillig aus-
gewihlte Urne gelegt, und die Bélle werden unabhéngig von einander platziert.
Es sei F; das FEreignis, dass in der ersten Urne k; Bille sind und F», dass in

der zweiten Urne ko Balle sind, wobei k; und ko ganze Zahlen sind. Berechne
die Wahrscheinlichkeit

P(N, k‘, kl, kg) = P(El n Eg)
Sind die beiden Ereignisse unabhéngig?

3) In der gleichen Ausgangssitiuation wie in Aufgabe 3, sei k = p- N fiir ein
fixes p. (Einfachheitshalber nehmen wir an, dass pN eine ganze Zahl ist.) Was
is der Grenzwert von P(N, pN, k1, ks) wenn k1 und ks fix sind und N—oo? Was
kann man tiber die Unabhéngigkeit der beiden Ereignisse nun sagen?

4) In einer Gesamtbevolkerung hat jeder ein Lieblingspokemon A, B oder C.
Angenommen alle drei sind gleich beliebt, was ist die Wahrscheinlichkeit, dass
zwei uniform und unabhéngig ausgewéhlte Personen das gleiche Lieblingspoke-
mon haben? Angenommen stattdessen sind die Anteile an der Gesamtbevolkerung
pA,pB,und pc,was ist dann die Wahrscheinlichkeit?

Stelle eine Vermutung auf, wann diese Wahrscheinlichkeit am gréfiten, und
wann am kleinsten ist.

Bonusfrage (zum Kreuzen nicht notwendig): Beweise die Vermutung.

5) Es seien zwei Wahrscheinlichkeitsraiime (Q,P;) und (Q,P3). Betrachte
den Produktraum (2 x Q,P) wobei Q = {1,2,...,100} und

P({(n,m)}) = Py(n)Py(m),



und zeige, dass in diesem Raum die Ereignisse {(n,m) : n < 50} und {(n,m) :
m > 10} unabhéngig sind.

6) In der gleichen Ausgangssitiuation wie in Aufgabe 5, gib ein Beispiel
von Py und P, so dass die Ereignisse A = {(n,m) : n +m < 20} und B =
{(n,m) : m > 10} nicht trivial (das bedeutet, dass P(A4) und P(B) nicht 0 und
nicht 1 sind) und unabhéngig im Produktraum sind.

Hinweis: Es geniigt Py = 1(0x + 0;) und P, = (8 + dp) fiir passende
k, 1K' I € Q zu definieren. Hier, §;, is das Wahrscheinlichkeitsma8, das dx({w =
k}) =1 erfiillt.



