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Vorwort

Die folgende Aufgabensammlung bildet die Grundlage fiir die Ubung Statistik und
Wahrscheinlichkeitstheorie [107.369] im WS 2010|11. Sie orientiert sich in Aufbau und
Inhalt an der gleichnamigen Vorlesung [107.254]. Der tiberwiegende Teil der Aufgaben
illustriert die in der Vorlesung préasentierten Konzepte. Gelegentlich gibt es aber auch
Aufgaben, die sich mit Konzepten beschéftigen, die in der Vorlesung nicht oder nur
am Rande behandelt werden. Diese ergdnzenden Aufgaben werden nach Mafgabe der
verfiigbaren Zeit behandelt.

Fiir die statistische/graphische Aufbereitung und Auswertung von Datenséitzen und
fiir sonstige Berechnungen wird ein Statistikpaket benétigt. In dieser Ubung wird das
unter der GNU-Lizenz frei verfiigbare R verwendet (http://www.r-project.org).
Erfahrungsgeméfs bereitet dieses — im universitiren Bereich weit verbreitete — Paket
am Anfang einige Schwierigkeiten. Neben einer wachsenden Zahl von Lehrbiichern®
findet der/die Neueinsteiger/in im Internet zahlreiche Hilfestellungen. Uberdies sind
denjenigen Aufgaben, die mit Hilfe von R zu bearbeiten sind, entsprechende Skripts
oder Hinweise beigefiigt. Dazu empfiehlt sich die Installation eines auf die Verwen-
dung mit R abgestimmten Editors (z.B. Tinn-R). (Bem: Die Datensétze und Skripts
werden auf TISS zur Verfiigung gestellt.)

In Anhingen (zu den Kapiteln und am Schluf) finden sich Ergénzungen, ein paar Din-
ge aus der Mathematik und tibersichtsartige Darstellungen von diskreten und steti-
gen Verteilungen, von Konfidenzintervallen und Tests, sowie Wahrscheinlichkeitsnetze
und oft benotigte Tabellen.

Wien, September 2010 W. G.

*) Drei Empfehlungen:

Dalgaard, P. (2008), Introductory Statistics with R, 2nd Ed., Springer.
Grok, J. (2010), Grundlegende Statistik mit R, Vieweg/Teubner.
Verzani, J. (2005), Using R for Introductory Statistics, Chapman & Hall/CRC.
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1 Einleitung

1.1. [Kreisdiagramm| Von der ACEA (European Automobile Manufacturers’Association; waw .
acea.be) werden u.a. Daten iiber Neuzulassungen von Kraftfahrzeugen gesammelt. Fiir
das Jahr 2009 ergab sich fiir die PKW-Neuzulassungen das folgende Bild, aufgeschliisselt
nach Herstellergruppen (Zahlen fiir Westeuropa; Datenfile: pkw-neuzul09.dat):

GROUP TOTAL
ASTON MARTIN 2247
BMW 694712
CHINA 138
CRYSLER 52088
DAIMLER 671341
FIAT 1200252
FORD 1425086
GM 1213169
JAGUAR LAND ROVER 83914
JAPAN 1156928
KOREA 527267
PORSCHE 32560
PSA 1817517
RENAULT 1237527
TOYOTA 676739
VOLKSWAGEN 2854573
OTHER 19616

(Bem: Die Herstellergruppe JAPAN umfaft die Marken DATHATSU, HONDA, MAZDA,
MITSUBISHI, NISSAN, SUBARU, SUZUKI, und andere.)

Fassen Sie die Herstellergruppen mit einem Anteil von weniger als 3% mit der Gruppe
OTHER zusammen und erstellen Sie ein Kreisdiagramm (,Tortendiagramm®). Fiir eine
bessere Lesbarkeit des Diagramms empfiehlt sich eine Darstellung nach der Grofse der
geordneten Anteile.

R: Das Kreisdiagramm wird mittels pie gezeichnet. Fiir die Zusammenfassung bzw. Ord-
nung der Daten sind einige Vorbereitungen notig:

pkw <- read.table("pkw-neuzul09.dat", header=TRUE, sep=";")

TO <- sum(pkw$TOTAL)

pkw2 <- subset(pkw, subset=100* (pkw$TOTAL/TQ) > 3)

T02 <- sum(pkw2$TOTAL)

pkw2.other <- data.frame(GROUP="OTHER", TOTAL=T0-T02)

(pkw3 <- rbind(pkw2, pkw2.other))

# Der Grofle nach ordnen:

ra <- sort(pkw3$TOTAL, index.return=TRUE)

pie (pkw3$TOTAL [ra$ix], labels=pkw3$GROUP[ra$ix],
col=gray(seq(0.5,1.0,length=dim(pkw3) [1])),
main="PKW Neuzulassungen 2009 (Western Europe)")



1 EINLEITUNG

1.2. |Balkendiagramm| Die beliebtesten Gastlénder osterreichischer Erasmus—Studierender im
Studienjahr 2008,/09 waren wie folgt (Datenquelle: Beilage zum STANDARD vom Mérz 2010;
Datenfile: erasmus0809.dat):

Studium Praktikum

Deutschland 291 502
Spanien 677 71
Frankreich 493 32
Italien 395 20
Schweden 352 24
Grofibritannien 308 63
Finnland 265 7
Niederlande 220 30
Irland 132 12
Norwegen 131 7
Déanemark 124 4
Portugal 111 4
Belgien 87 22
Tschechien 72 19
Polen 57 14
Tiirkei 68 2
Ungarn 40 21
Griechenland 41 5
Estland 27 3
Island 25 1
Slowenien 24 1
Litauen 19 1
Ruménien 15 )
Slowakei 15 4
Lettland 14 2
Malta 14 1
Bulgarien 4 3
Liechtenstein 1 4
Luxemburg 0 2
Zypern 0 0

Erstellen Sie Balkendiagramme fiir (1) Studium, fiir (2) Praktikum und fiir die (3) Gessamt-
zahlen (Studium + Praktikum). Ordnen Sie die Lander jeweils nach Beliebtheit.

R: Balkendiagramme werden mittels barplot gezeichnet. Fiir ’Studium’ lauten entspre-
chende Commands z.B. wie folgt:

dat <- read.table("erasmus0809.dat", header=TRUE, skip=1)

Stud0809 <- dat$Stud

names (Stud0809) <- dat$Liander

ind.stud <- sort(Stud0809, decreasing=TRUE, index.return=TRUE)

barplot (Stud0809[ind.stud$ix], las=2, cex.names=0.7, axis.lty=1,
main="Beliebteste Gastlinder Osterreichischer Studierender\

Studium 2008/09")



1.3.

1.4.

1.5.

[Paretodiagramm| Eine Variante des Balkendiagramms ist das nach dem italienischen Oko-
nomen VILFREDO FEDERICO PARETO (1848 — 1932) benannte Diagramm. Es ist eine
graphische Umsetzung des in vielen Bereichen anwendbaren Paretoprinzips. (Recherchie-
ren Sie, was darunter zu verstehen ist!) Erstellen Sie Paretodiagramme fir die PKW-
Neuzulassungen von Aufgabe 1.1 und fiir die Erasmus—Studierenden von Aufgabe 1.2. In-
terpretieren Sie die Diagramme.

R: Das Paretodiagramm wird mittels pareto.chart erstellt. Dazu mufs zuerst das Package
gcc installiert und geladen werden:

install.packages("qcc")
library(qcc)

| Histogramm, Stem-and-Leaf-Plot] Der Datensatz alt.dat enthélt Messungen (Einheit:
Stunden) der Lebensdauer von 40 elektronischen Komponenten, die einem beschleunigten
Lebensdauertest (d.i. bei hoherer Temperatur als beim iiblichen Gebrauch) unterworfen
wurden.

(a) Konstruieren Sie ein flachentreues Histogramm (d.i. ein Histogramm, dessen Fléche
gleich 1 betragt).

R: Ein unstrukturierter Datensatz wird mittels scan eingelesen. Histogramme werden
mittels hist gezeichnet. Die Fliachentreue der Darstellung erreicht man mit der Option
freq=FALSE (oder prob=TRUE).

x <- scan("alt.dat")
hist.alt <- hist(x, freq=FALSE, xlab="Stunden", col="lightgrey")

(Wie lautet der Default fiir die Klasseneinteilung?)

(b) Erstellen Sie einen Stem-and-Leaf-Plot. Dies ist eine Art Strichliste und wird nur bei
kleineren Datensétzen, deren Elemente nur wenige Dezimalstellen aufweisen, ange-
wendet. Interpretieren Sie den Plot.

R: Die Funktion lautet stem.
[Summenpolygon, Empirische Verteilungsfunktion| Fortsetzung von Aufgabe 1.4:

(a) Zeichnen Sie das zu der von hist gewéhlten Klasseneinteilung passende Summenpo-
lygon der relativen Haufigkeiten.

R: In hist.alt (ein Objekt vom Typ list) steht die bendtigte Information:

n <- length(x)
plot (hist.alt$breaks, c(0,cumsum(hist.alt$counts))/n, type="o",
pch=19, 1lwd=2, xlab="Stunden", ylab="Kumul. rel. Hiufigkeiten")

(b) Zeichnen Sie die empirische Verteilungsfunktion.

R: Die emprische Verteilungsfunktion wird mittels ecdf bestimmt und mit plot ge-
zeichnet (dabei gibt es noch weitere Darstellungsoptionen):

plot(ecdf(x), verticals=TRUE, do.points=FALSE, xlab="Stunden",
main="Empirische Verteilungsfunktion")
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1.6. [Histogramm| Die Datensétze euroweight4.dat und euroweight6.dat enthalten Messun-
gen der Gewichte von jeweils 250 neuen 1€-Miinzen. (Bem.: Teil einer groferen Studie an
insgesamt 2000 belgischen 1€-Miinzen.) Aus Griinden, die spéter in der Vorlesung erldautert
werden, besteht die Vermutung, daf die Gewichte ndherungsweise einer Normalverteilung
(,Glockenkurve) folgen. Dies soll an den beiden Datensétzen néher untersucht werden.

(a) Betrachten Sie zunéchst Batch 4 und erstellen Sie ein flichentreues Histogramm (d.h.
ein Histogramm, dessen Fléache gleich 1 betriagt). Nehmen Sie dazu die folgende Klas-
seneinteilung:

[7.400, 7.410], (7.410,7.420], . . . , (7.640, 7.650]
R: Die folgenden Commands zeichnen das Histogramm:

euro4 <- read.table("euroweight4.dat", header=TRUE, skip=1)[,2]

brk <- seq(7.400, 7.650, by=0.010)

hist (euro4, breaks=brk, freq=FALSE, main=paste("Batch",4),
xlab="Gewicht [g]", col="lightgrey")

(b) Betrachten Sie nun Batch 6 und erstellen Sie ebenfalls ein flichentreues Histogramm.
Nehmen Sie dazu dieselbe Klasseneinteilung wie fiir Batch 4. Plazieren Sie beide Hi-
stogramme zum einfacheren Vergleich in eine Abbildung. Kommentieren Sie das Er-
gebnis.

R: Um die beiden Histogramme in ein 2 X 1-Array zu zeichnen, kann man die folgenden
Commands verwenden:

par (mfrow=c(2,1))
[Histogramm fiir Batch 4]
[Histogramm fiir Batch 6]
par (mfrow=c(1,1))

1.7. |Kerndichteschdatzung| Die Klassen eines Histogramms bilden gewissermafen Fenster, durch
die die Daten betrachtet werden. Diese Vorstellung lafst sich dahingehend verallgemeinern,
daft man nicht feste sondern gleitende Fenster betrachtet. Ist xq,...,x, der Datensatz und
K (z) eine stetige, symmetrische Kernfunktion mit den Eigenschaften:

K(z) >0, /OOK(z)dzzl

dann nennt man die Funktion:

—~ 1 <& T — T
= — E K R

einen Kerndichteschitzer mit der Bandbreite h. Letztere bestimmt die ,Glattheit der
Schitzung. Bebréauchliche Kerne sind der Normalkern (vgl. Kapitel 3), der Rechteckskern
(K(z) =1/2 fir |z] < 1, gleich 0 sonst) und der Epanechnikoff-Kern:

3
K(z) = 1 (1— 22), |z] <1 (gleich 0 sonst)

(a) Zeigen Sie, dafs die Epanechnikoff-Funktion eine Kernfunktion ist.



(b) Zeichnen Sie iiber die Histogramme von Aufgabe 1.6 die Kerndichteschitzungen. Neh-
men Sie dazu den Normalkern und experimentieren Sie mit verschiedenen Bandbrei-
ten.

R: Die Funktion density bestimmt die Kerndichteschitzung (Default ist der Nor-
malkern; mittels der Option bw laft sich die Bandbreite einstellen), einem bereits
bestehenden Plot (Histogramm) hinzugefiigt wird sie mittels lines:

[Commands fiir das Histogramm]
lines(density(euro4), 1lty=1, lwd=2)

1.8. [Lageparameter| Die folgenden Daten (ozon.dat) sind (der Grofe nach geordnete) Mefswer-
te der Ozonbelastung an 38 Mefstellen an zwei aufeinanderfolgenden Tagen. (Datenquelle:
BUNDESUMWELTAMT, www . umveltbundesamt . at; Mekwerte vom 4. und 5. Juli 2010, NOO)

pg/m®

Tag 1 | 122 123 124 124 126 126 127 127 127 127
128 128 1290 130 131 132 132 133 133 134
134 136 137 139 140 140 140 140 141 141
146 148 149 149 152 154 157 161

Tag 2 | 102 109 109 110 112 113 113 113 114 115
116 116 117 117 118 118 118 118 118 119
120 122 122 122 123 125 125 127 127 128
128 128 129 129 130 130 131 135

Berechnen Sie fiir beide Datensétze: Mittelwert, Median, die Quartile und die Hinges (Bem.:
Die Hinges sind die Mediane der unteren/oberen Halfte der geordneten Daten. Bei einer
ungeraden Anzahl von Werten gehort der mittlere Wert zu beiden Hélften. Die Hinges
entsprechen in etwa dem 1. und 3. Quartil.) Rechnen Sie ,mit der Hand*“ und mit R.

R: Die Funktionen lauten mean, median, quantile. Verwenden Sie auch die Funktionen
summary, fivenum sowie die (eigene) Funktion kennz.

Bem: Abgesehen vom Median sind empirische Quantile nicht einheitlich definiert. Prak-
tisch sind die Unterschiede aber meist nicht relevant. In R werden 9 Typen unterschieden.
Grundsétzlich kann man die Definitionen danach unterteilen, ob fiir Quantile nur Daten-
werte oder auch (interpolierte) Werte dazwischen in Frage kommen. Zu letzterer Gruppe
gehort auch die auf dem Summenpolygon basierende Definition der VO. (Vgl. fiir eine
R-Implementierung die eigene Funktion quant.vo).

1.9. [Streuungsparameter] Berechnen Sie fiir die Ozondaten von Aufgabe 1.8: Spannweite, Quar-
tilabstand /Hingeabstand, MAD, Varianz, Streuung und Variationskoeffizient. Rechnen Sie
,mit der Hand“ und mit R.

R: Die Funktionen lauten IQR, var, sd. Fiir andere Grofen kann man ganz einfach eigene
Funktionen schreiben (vgl. auch die eigene Funktion kennz). Verwenden Sie auch summary
und fivenum.

1.10. [Bozplot, Dotplot| Fortsetzung von Aufgabe 1.8:



1.11.

1.12.

1.13.

1 EINLEITUNG

(a) Zeichnen Sie fiir beide Datensétze einen Bozxplot. Letzterer (auch Box- Whisker—Plot
genannt) ist quasi eine graphische Darstellung von fivenum. (Vgl. fiir weitere De-
tails/Varianten z.B. WIKIPEDIA.)

R: Die Funktion lautet boxplot. Mittels des folgenden Commands werden die Boxplots
fiir beide Datensétze nebeneinander gezeichnet:

boxplot(0zon ~ Tag, data=dat, notch=TRUE, col="lightgrey")

(b) Zeichnen Sie fiir beide Datensétze einen Dotplot. Letzterer stellt die Werte einer quan-
titativen Variablen als Punkte auf einer Linie dar.

R: Die Funktion lautet stripchart. Mittels des folgenden Commands werden die
Dotplots fiir beide Datensétze iibereinander gezeichnet:

stripchart(0zon ~ Tag, data=dat, method="stack")

[Empirische Varianz| Zeigen Sie die folgende alternative Berechnungsmoglichkeit fiir die
empirische Varianz S2:

o 1 - 2 =2
S"_n—l izlxl n(T)

(Bem: Die obige Darstellung von S2 heifit auch (empirischer) Verschiebungssatz.)

[Normalanpassung] Wie in der VO angesprochen, versucht man in der schlieflenden Statis-
tik u.a. den empirisch gegebenen Verteilungen (Histogrammen) theoretische Verteilungen
(Dichten) anzupassen. Versuchen Sie dies fiir die EURO-Gewichte von Batch 4 und Batch 6
(Aufgabe 1.6) mit der Anpassung einer Normaldichte. Nehmen Sie fiir die beiden Parameter
dieser Verteilung (y, o) die entsprechenden empirischen Grofen (Z, s2).

R: Die folgenden Commands leisten das Gewiinschte (fiir Batch 4):

x <- read.table("euroweight4.dat", header=TRUE, skip=1)$weight

brk <- seq(7.400, 7.650, by=0.010)

hist.x <- hist(x, breaks=brk, plot=FALSE)

m <- mean(x); s <- sd(x)

z <- seq(m-4*s, m+4d*s, length=100)

yR <- range(0, hist.x$density, dnorm(0, 0, s))

hist(x, breaks=brk, prob=TRUE, col="lightgrey", ylim=yR,
xlab="Gewicht [g]", main="Normalanpassung: Batch 4")

lines(z, dnorm(z, m, s), lty=1, lwd=2)

[ Quantil-Quantil-Plot] Der QQ-Plot ist eine einfache graphische Methode, um herauszu-
finden, ob zwei Datensétze aus derselben Verteilung stammen. Dazu zeichnet man die der
Grofe nach geordneten Werte der kleineren Stichprobe (Grofe n) gegen die (i —1)/(n—1)-
Quantile (¢ = 1,...,n) der anderen Stichprobe. Liegen diese Punkte anniéhernd auf einer
Geraden, so ist dies ein Indiz dafiir, daf dieselbe Verteilung (abgesehen von méglichen
Lage— und Skalierungsunterschieden) zugrunde liegt. Zeichnen Sie den QQ-Plot fiir die
beiden Ozonmefsreihen von Aufgabe 1.8.

R: Die Funktion lautet qgplot.



1.14.

1.15.

1.16.

1.17.

[Kombinatorik] Eine Studentin mochte 10 Fachiicher in ein Regal einordnen. Von den 10
Biichern beschéftigen sich 4 mit Mathematik, 3 mit Chemie, 2 mit Geschichte und eines mit
Englisch. Die Studentin moéchte die Biicher so anordnen, daf Biicher zur selben Thematik
nebeneinander stehen. Wieviele verschiedene Anordnungen gibt es?

| Kombinatorik| Betrachten Sie das unten angegebene Gitter von Punkten. Sie starten im
Punkt A und méchten nach Punkt B. Dabei kdnnen Sie nur jeweils einen Schritt nach oben
oder nach rechts machen.

(a) Wieviele verschiedene Wege von A nach B gibt es?

(b) Wieviele verschiedene Wege von A nach B verlaufen durch den eingeringelten Punkt?

B

D
N\

[Kombinatorik| Zeigen Sie, dafs es (f:ll) verschiedene positive ganzzahlige Losungsvektoren
(r1,22,...,2,) der folgenden Gleichung gibt:

1 +z0+--+x,=n, x;,>0, 1=1,...,r

(Hinweis: Betrachten Sie n nichtunterscheidbare Symbole, die Sie in 7 nichtleere Gruppen
aufteilen mochten. Z.B lautet fiir n = 8 und r = 3 eine mdogliche Aufteilung 000/000/00.)
Wieviele verschiedene nichtnegative ganzzahlige Losungsvektoren (x1,xa,...,x,) hat die
obige Gleichung? Illustrieren Sie die Ergebnisse an einem einfachen Beispiel, etwa an den
Losungen von x1 4+ x9 = 3.

| Kombinatorik] Betrachten Sie ein Turnier an dem n Personen teilnehmen. Das Ergebnis
des Turniers besteht in einer Gruppierung der Teilnehmer derart, daf die erste Gruppe
aus den Personen besteht, die sich den ersten Platz teilen, die néchste Gruppe aus den
Personen, die sich den néchstbesten Platz teilen, usw. N(n) sei die Zahl der verschiedenen
moglichen Ergebnisse des Turniers. (Beispielsweise gilt N (2) = 3: Bei 2 Teilnehmern kann
Person 1 oder Person 2 den alleinigen ersten Platz einnehmen, oder beide teilen sich den
ersten Platz.)

(a) Wie lauten alle moglichen Ergebnisse fiir n =3 ?
(b) Zeigen Sie ohne Rechnung, daf (mit N(0) := 1):



1.18.

1.19.

1.20.

1.21.

1.22.

1.23.

1 EINLEITUNG

(c) Zeigen Sie, dafs N(n) auch wie folgt geschrieben werden kann:

N(n) = S (?)N(z’)

1=0
(d) Verwenden Sie die Rekursion zur Berechnung von N(3) und N (4).

[Klassische Wahrscheinlichkeit|] Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Ge-
winnréinge beim Joker. (Bem: Details zum Spiel finden Sie auf der Homepage der OSTER-
REICHISCHEN LOTTERIEN, www.win2day.at.)

[Klassische Wahrscheinlichkeit] Einem tiblichen Kartenpaket aus 52 Karten (4 Farben:
Kreuz, Herz, Pik, Karo) werden 10 Karten zufillig entnommen. Jede der gezogenen Karten
wird abhéngig von der Farbe auf einen Stapel gelegt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit umfaft
der hochste Stapel 4 Karten, der néachst hohere 3 Karten, der ndchst hohere 2 Karten und
der niedrigste 1 Karte?

[Klassische Wahrscheinlichkeit| Eine Lade enthélt 10 verschiedene Sockenpaare. Wenn 8
Socken zufillig entnommen werden, wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, daf (a) kein Paar,
(b) genau ein Paar darunter ist?

|Klassische Wahrscheinlichkeit| Ein Array der Lénge N wird auf zuféillige Weise mit Ele-
menten belegt.

(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit gibt es unter den ersten n Belegungen keine Kollision?
(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit kommt es bei der n—ten Belegung zur ersten Kollision?

(c) Betrachten Sie (a) und (b) konkret fiir den Fall N = 365. (Bem: Dieser Fall heifst auch
,Geburtstagsproblem®.) Wie grofs mufs » mindestens sein, sodafs die Wahrscheinlichkeit
von (a) kleiner als 1/2 ist?

| Klassische Wahrscheinlichkeit| Ein Behélter enthalte 20 rote und 10 blaue Kugeln. Die
Kugeln werden zufillig nacheinander ohne Zuriicklegen entnommen. Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit werden auf diese Weise alle rote Kugeln vor allen blauen Kugeln entnommen?
(Hinweis: Dies ist genau dann der Fall, wenn die letzte entnommene Kugel blau ist.)

[Runs| Betrachten Sie eine Binérfolge bestehend aus N Elementen, m der einen und n der
anderen Art (m +n = N). Ein Run ist eine Teilfolge aus identischen Elementen, begrenzt
auf beiden Seiten von einem Element der anderen Art (oder vom Anfang/Ende der Folge).
Beispielsweise gibt es in der Folge der Linge N =20 (m =11, n =19):

01100110111000001100

insgesamt neun Runs, fiinf 0-Runs und vier 1-Runs.

(a) Ist R die Gesamtzahl der Runs in einer zuféllig angeordneten Binérfolge der Lénge N,
mit m Elementen der einen und n Elementen der anderen Art, so bestimme man die
Wahrscheinlichkeit, daf (1) R = 2k (d.h., eine gerade Zahl) und daf (2) R =2k + 1
(d.h., eine ungerade Zahl) ist. (Hinweis: Losung u.a. auf WIKIPEDIA, Stichwort 'Run—
Test’; vgl. zum Verstindnis der Losung Aufgabe 1.16.)

(b) Bestimmen Sie speziell die Verteilung der Zahl der Runs fiir m = 2 und n = 5. Welche
Anzahl ist am wahrscheinlichsten?



1.24.

1.25.

1.26.

1.27.

1.28.

| Geometrische Wahrscheinlichkeil] Angenommen, zwei Signale erreichen (unabhéngig von-
einander) einen Empfianger zu einem beliebigen Zeitpunkt im Intervall [0, T"]. Der Empfan-
ger blockiert, wenn die Zeitdifferenz zwischen den Signalen kleiner als 7 ist. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit blockiert der Empfanger?

| Geometrische Wahrscheinlichkeit] Ein diinner Stab der Lange L = 200 mm wird zunéchst
an zwei willkiirlich gewéhlten Stellen z und y (0 < z,y < L) markiert und dann an diesen
Stellen durchgeségt, wodurch drei Stiicke entstehen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist
zumindest eines dieser Stiicke nicht langer als 10 mm 7

| Geometrische Wahrscheinlichkeit] Ein Satellit, dessen Orbit zwischen 60° nordlicher und
60° siidlicher Breite liegt, droht abzustiirzen. Wenn jeder Punkt auf dieser Erdkugelzone
mit gleicher Wahrscheinlichkeit als Absturzstelle in Frage kommt, mit welcher Wahrschein-
lichkeit wird der Satellit oberhalb 30° nordlicher Breite abstiirzen? (Hinweis: Die Fléche
einer Kugelzone ist A = 2wrh, h = Hohe der Zone.)

| Geometrische Wahrscheinlichkeit] Jemand verlaft zufillig zwischen 16 und 17 Uhr den
Arbeitsplatz und begibt sich zur U-Bahn. Die Mutter lebt in der Néhe der einen Endstation,
die/der Freund/in in der Néhe der anderen. Er/Sie will fair sein und nimmt jeweils diejenige
U-Bahn, welche als erste eintrifft. Nach einiger Zeit beklagt sich die Mutter dariiber, dafs
er/sie nur ganz selten zum Abendessen kommt, an den letzten 20 Arbeitstagen nur zweimal.
Kommt dieses Ungleichgewicht zufillig zustande oder gibt es eine andere Erklarung dafiir?
(Hinweis: Nehmen Sie an, daf die U-Bahn ganz regelméfig fahrt.)

[Empirisches GGZ] Ein Beispiel aus den Anfangen der modernen Wahrscheinlichkeitsrech-
nung: Der franzosische Offizier und Schriftsteller CHEVALIER DE MERE (1607 — 1684)
wandte sich im Jahre 1654 mit der folgenden Frage an BLAISE PASCAL (1623 — 1662): Was
ist vorteilhafter, beim Spiel mit einem Wiirfel auf das Eintreten mindestes eines Sechsers
in vier Wiirfen oder beim Spiel mit zwei Wiirfeln auf das Eintreten eines Doppelsechsers in
24 Wiirfen zu setzen? De Méré wufite aus Erfahrung, dafs die erste Wette fiir ihn vorteilhaft
ist. Bei der zweiten Wette, von der er annahm, dafs sie nur eine Variante der ersten sei,
gestalteten sich die Einnahmen aber nicht ganz nach seinen Vorstellungen.

Bearbeiten Sie das Problem zunéichst empirisch unter Verwendung der Funktion demere.
Bestimmen Sie anschliefsend die exakten Wahrscheinlichkeiten.

Anhang 1

A.1 Binomialkoeffizienten:
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—1 —1
1<r<mn: <n> = (n > + (n > (Pascal’sches Dreieck)
r r—1 r

A.2 Binomischer Lehrsatz:

A.3 Multinomialkoeffizienten:

< n > n!
N1,NY, ey Ny nilng! -+ - n,!

Spezialfall : ( " >: <n>
rn—7r r

n n—1 n—1
N1, N2y ey Ny ny — 1,no,...,n, ny,ne —1,...,n,
_|_
N1,y ey — 1

A.4 Multinomialsatz:

Z n
(@1 + 32+ -+ )" = <n1 ng n >$?1x32“'$?r
) AR (s

(n1y.eynr):
ni+-+nr=n

A.5 Kombinatorik: Anzahlen méglicher Anordnungen oder Auswahlen von unterscheidbaren
oder nicht unterscheidbaren Objekten mit oder ohne Beachtung der Reihenfolge.

1. Allgemeines Zéahlprinzip: Wenn eine Aufgabe durch eine Abfolge von k& Schritten be-
schrieben werden kann, und wenn Schritt 1 auf n; verschiedene Arten erledigt werden
kann, und wenn Schritt 2 — fiir jede Art der ersten Stufe — auf no verschiedene Ar-
ten erledigt werden kann, usf., dann ist die Zahl der verschiedenen Moglichkeiten, die
Aufgabe zu erledigen, gegeben durch:

n1n2 .. .nk

2. Permutationen: Anordnungen von n Objekten, wobei alle Objekte vorkommen, mit
Beachtung der Reihenfolge.

(a) Unterscheidbare Objekte: Die Zahl der Permutationen von n verschiedenen Ob-
jekten betrigt:

n!=n(n—1)(n—2)---(2)(1)
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(b) Objekte mehrerer Klassen: Die Zahl der Permutationen von n Objekten, die in k

Klassen zu je ni, no, ..., ng (Z?Zl ng = n) gleichen Objekten vorliegen, betrigt:

n! _< n >
nllng!---nk! ny,no, ..., Nk

Bsp: Wieviele verschiedene Barcodes aus vier dicken, drei mittleren und zwei
diinnen Linien gibt es?

9!
413! 2!
3. Variationen: Auswéhlen von Objekten mit Beachtung der Reihenfolge.

(a) Ohne Zuriicklegen: Die Zahl der Moglichkeiten aus n verschiedenen Objekten k (<
n) Objekte ohne Zuriicklegen und unter Beachtung der Reihenfolge auszuwéhlen,

betragt:
n! n
= = k!
== (1)

Bsp: Auf einer Platine gibt es acht verschiedene Stellen, an denen eine Komponen-
te plaziert werden kann. Wenn vier verschiedene Komponenten plaziert werden
sollen, wieviele verschiedene Designs gibt es?

= 1260

(8)1 = (B)T)(6)(5) = o = 1680

(b) Mit Zuriicklegen: Fiir die Auswahl von k Objekten aus n verschiedenen Objekten
mit Zuriicklegen und unter Beachtung der Reihenfolge gibt es n* Moglichkeiten.

4. Kombinationen: Auswéhlen von Objekten ohne Beachtung der Reihenfolge.

(a) Ohne Zuriicklegen: Die Zahl der Moglichkeiten aus n verschiedenen Objekten k (<
n) Objekte ohne Zuriicklegen und ohne Beachtung der Reihenfolge auszuwéhlen,

betragt:
n! _(n\ n
En—k)! \k) \n—-k

Bsp: Wieviele Moglichkeiten gibt es, aus den Zahlen von 1 bis 45 sechs Zahlen
ohne Zuriicklegen und ohne Beachtung der Reihenfolge auszuwéahlen?

4
< 65> = 8145060

(b) Mit Zuriicklegen: Die Zahl der Moglichkeiten aus n verschiedenen Objekten k& Ob-
jekte mit Zuriicklegen und ohne Beachtung der Reihenfolge auszuwéhlen, betrigt:

n+k—1
k
Bsp: Ein gefiillter Getrankeautomat bietet 15 verschiedene Softdrinks an. Wenn
Sie drei Flaschen entnehmen mdochten, wobei die Marke egal ist, wieviele Mog-

lichkeiten haben Sie?
154+3—-1 _ 17 680
3 3







Losungen/Bemerkungen zu ausgewihlten Aufgaben

1.3. Das Paretodiagramm fiir die PKW-Neuzulassungen 2009 (Originaldaten) bekommt man
wie folgt:

pkw <- read.table("pkw-neuzul(09.dat", header=TRUE, sep=";")
install.packages("qcc")

library(qgcc)

neuzul09 <- pkw$TOTAL

names (neuzul09) <- pkw$GROUP

pareto.chart(neuzul09, cex.names=0.8)

Pareto chart analysis for neuzul09

Frequency Cum.Freq. Percentage Cum.Percent.

VOLKSWAGEN 2854573 2854573 20.888636740 20.88864
PSA 1817517 4672090 13.299870903 34.18851
FORD 1425086 6097176 10.428215981 44.61672
RENAULT 1237527 7334703 9.055733365 53.67246
GM 1213169 8547872 8.877491150 62.54995
FIAT 1200252 9748124 8.782969651 71.33292
JAPAN 1156928 10905052 8.465941746 79.79886
BMW 694712 11599764 5.083627782 84.88249
TOYOTA 676739 12276503 4.952108473 89.83460
DAIMLER 671341 12947844 4.912608043 94.74720
KOREA 527267 13475111 3.858331466 98.60554
JAGUAR LAND ROVER 83914 13559025 0.614049479 99.21958
CRYSLER 52088 13611113 0.381159393 99.60074
PORSCHE 32560 13643673 0.238261208 99.83901
OTHER 19616 13663289 0.143542133 99.98255
ASTON MARTIN 2247 13665536 0.016442658 99.99899
CHINA 138 13665674 0.001009829 100.00000

Dem Output von pareto.chart und dem Diagramm kann man z.B. entnehmen, daf ca.
80% der Neuzulassungen auf das Konto der Herstellergruppen VOLKSWAGEN, PSA,
FORD, RENAULT, GM, FIAT und JAPAN gehen. Die anderen spielen bei den Neu-

zulassungen nur eine untergeordnete Rolle.

13
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Pareto Chart for neuzul09
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1.8. Bei mehreren Teildatensétzen kann man die Grofen auch mit einem Command berechnen,
beispielsweise:

dat <- read.table("ozon.dat", header=TRUE)
attach(dat)

by(0zon, Tag, summary)
Tag: 1

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
122.0 127.2 133.5 136.0 140.8 161.0

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
102.0 115.2 118.5 120.2 127.0 135.0

detach(dat)



Beispiel (alt.dat) fiir die Verwendung von quant.vo:

x <- scan("alt.dat")

n <- length(x)

par (mfrow=c(2,1))

hist.alt <- hist(x, plot=FALSE)

quant.vo(x, hist.alt$breaks, c(0.25,0.5,0.75))
[1] 122.500 126.875 135.000

Summenpolygon

115 120 125 130 135 140 145
| | | | | |

1.0

150
|

155
|

160

0.8
|

Kum. rel. Haufigkeiten
0.4

0.2

0.0

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0
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1.13. Der mittels qgplot gezeichnete QQ-Plot wird noch durch eine ,robuste* Ausgleichsgerade

(verlauft durch das 1. und 3. Quartil) und einen ,Scatterplotsmoother” ergénzt. (Bem: Die
Funktion qqline funktioniert nur zusammen mit qqnorm; vgl. Kapitel 6.)

dat <- read.table("ozon.dat", header=TRUE)
attach(dat)

ozonl <- Ozon[Tag == 1]

ozon2 <- Ozon[Tag == 2]

ans.qq <- qgplot(ozonl, ozon2)

abline(line(ans.qq$x, ans.qq$y))
lines(lowess(ans.qq$x, ans.qq$y), lty=2)
detach(dat)

# robuste Gerade
# Smoother
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1.17.

1.25.

1 EINLEITUNG

ozon2
120 125 130 135

115

110

105
|

Die deutliche Kriimmung im Diagramm zeigt, dafs die beiden Mefreihen aus verschiedenen
Verteilungen stammen.

Bem: Bei Datensétzen gleichen Umfangs werden beim QQ-Plot einfach die der Gréfse nach
geordneten Daten gegeneinander gezeichnet.

Die Darstellung (b) sieht man wie folgt: Es gibt (’Z) Moglichkeiten fiir die Auswahl von ¢
Personen, die sich den letzten Platz teilen. Fiir die restlichen n — ¢ Personen gibt es jeweils
N(n — i) mogliche Turnierergebnisse.

R: N(n) lat sich mittels einer rekursiven Funktion berechnen:

N.rek <- function(n) {
if (n == 0) return(l)
else if (n == 1) return(1l)
else { M <- 1
for (i in 1:(n-1)) {
M <- M + choose(n, i)*N.rek(i) }
return(M) }

Der folgende R-Code simuliert das Experiment B Mal und stellt die kumulierten relativen
Héufigkeiten fiir den Eintritt des fraglichen Ereignisses graphisch dar (Empirisches Gesetz
der Grofien Zahlen). Die waagrechte Linie entspricht der exakten Losung.



B <- 10000
M <- matrix(rep(0,3*B), ncol=3)
for (i in 1:B) {
u <- runif (2, min=0, max=200)
x <- ufl1]
y <- ul2]
M[i,1] <- ifelse(x <y, x, y)
M[i,2] <- ifelse(x <y, y-x, x-y)
M[1,3] <- ifelse(x <y, 200-y, 200-x)
}
H <- apply(M, 1, function(x) ifelse(min(x) > 10, 0, 1))
H.rel.cum <- cumsum(H)/(1:B)
plot(1:B, H.rel.cum, type="1", lty=1, log="x",
ylim=c(0,max(H.rel.cum)), xlab="Versuche",
ylab="Rel. Hiufigkeiten")
abline(h=1-(170/200)"2)

Ein Durchlauf mit B = 10000 ergibt:
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2 Stochastische Grundbegriffe

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

[DeMorgan’sche Regeln] Ay, As, ... seien Ereignisse aus einem Ereignisfeld £. Zeigen Sie:
o9 ¢ o9 0 ¢ 0
i=1 =1 i=1 i=1

[Boole’sche Ungleichung] Ay, As, ... seien Ereignisse aus einem Ereignisfeld €. Zeigen Sie:

i=1

() < S

(Hinweis: Stellen Sie | J;2; A; als Vereinigung von disjunkten Mengen dar.)

[ Bonferroni’sche Ungleichung| Ai, Ag, ..., A, seien Ereignisse aus einem Ereignisfeld £.
Zeigen Sie:

(Hinweis: Fiithren Sie die Ungleichung auf die Boole’sche Ungleichung von Aufgabe 2.2
zuriick.) Wie lautet die Ungleichung fiir eine unendliche Folge Aj, Ao, ... von Ereignissen?

[Borelmengen| Das Ereignisfeld B der Borelmengen in R ist definiert als das kleinste Er-
eignisfeld, das alle halboffenen Intervall der Form (a,b] (a < b, a,b € R) umfaft. Zeigen
Sie, daf (1) alle einpunktigen Mengen {a}, (2) alle offenen Intervalle (a,b) und (3) alle
abgeschlossenen Intervalle [a,b] Borelmengen sind.

[Additionstheorem| Formulieren und beweisen Sie das Additionstheorem fiir drei Ereignisse
A, B und C'. (Bem.: Geben Sie einen exakten Beweis, also nicht einen Beweis allein mittels
Venndiagramm.)

[Disjunkte Ereignisse]

(a) Ein Wiirfelpaar wird geworfen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit zeigt der zweite Wiirfel
eine hohere Augenzahl als der erste Wiirfel? (Bem.: Einer der beiden Wiirfel sei der
erste und der andere der zweite.)

(b) Ein Wiirfelpaar wird geworfen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit betrigt die Augen-
summe 7, 1 = 2,3,...,12 7

(c) Ein Wiirfelpaar wird solange geworfen, bis die Augensumme 5 oder 7 kommt. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit kommt 5 zuerst? (Hinweis: E,, sei das Ereignis, daft beim
n—ten Wurf 5 kommt, aber weder 5 noch 7 bei den ersten n — 1 Wiirfen. Berechnen
Sie P(E,) und argumentieren Sie, daf > >, P(E,) die gesuchte Wahrscheinlichkeit
ist.)

[Disjunkte Ereignisse] Betrachten Sie zwei disjunkte Ereignisse A und B (P(A4) > 0,
P(B) >0, P(A)+P(B) < 1), die bei einem Experiment eintreten kénnen. Das Experiment
werde solange unabhéngig wiederholt, bis A oder B eintritt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
kommt A vor B ? Zeigen Sie, dak letztere Wahrscheinlichkeit gegeben ist durch:

19
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2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

2 STOCHASTISCHE GRUNDBEGRIFFE

P(A)
P(A) + P(B)

(Hinweis: Dies laft sich analog zu Aufgabe 2.6(c) zeigen. Als Alternative kann man aber
auch durch das Ergebnis des ersten Experiments bedingen und den Satz von der vollstén-
digen Wahrscheinlichkeit verwenden. Bearbeiten Sie die Aufgabe mit beiden Methoden.)

[Disjunkte Ereignisse] Angenommen, n Punkte werden zufillig und unabhéngig auf einer
Kreislinie markiert. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, daf alle innerhalb eines Halbkreises
liegen. Anders fomuliert, mit welcher Wahrscheinlichkeit gibt es eine Gerade durch den
Mittelpunkt des Kreises, sodafs alle Punkte auf einer Seite der Geraden liegen?

Py,..., P, seien die n Punkte. A sei das Ereignis, dak alle Punkte in einem Halbkreis
liegen, und A; sei das Ereignis, daf alle Punkte im Halbkreis beginnend im Punkt P; und
weiter 180° im Uhrzeigersinn liegen, ¢ = 1,...,n. Driicken Sie A mit Hilfe der A; aus und

berechnen Sie P(A).

[ Multiplikationstheorem| Ein tibliches Kartenpaket (52 Karten; 4 Farben: Kreuz, Herz, Pik,
Karo; 13 Werte: 2-10, Bube (Jack), Dame (Queen), Konig, Ass) wird zufillig auf 4 Pakete
zu je 13 Karten aufgeteilt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit enthélt jedes Paket ein Ass?
(Hinweis: E; sei das Ereignis, dall das i—te Paket genau ein Ass enthélt. Berechnen Sie
P(N;; E;) mit Hilfe des Multiplikationstheorems.)

[Bayes’sche Formel| Ein Labortest entdeckt zu 95% eine bestimmte Erkrankung, wenn
sie tatsdchlich vorliegt. Der Test zeigt aber auch bei 1% der nicht erkrankten Personen
ein ,falsch positives® Ergebnis. Wenn man vermutet, daf ca. 0.5% der Bevolkerung die
Krankheit hat, wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dafs eine zuféllig ausgewéahlte Person,
deren Test positiv ist, die Krankheit hat? (Geben Sie eine anschauliche Erklarung fiir die
— unerwartet? — niedrige Wahrscheinlichkeit.)

[Bayes’sche Formel] Ein Flugzeug wird vermift und man geht davon aus, daf es sich
mit gleicher Wahrscheinlichkeit in einer von drei moglichen Regionen befindet. Sei 1 — ;,
1 = 1,2,3, die Wahrscheinlichkeit, dafs das Flugzeug bei einer Suche in der i—ten Region
gefunden wird, wenn es sich dort befindet. (Bem: Abhéngig von den geographischen und
sonstigen Gegebenheiten ist 3; die Wahrscheinlichkeit, dat das Flugzeug iibersehen wird.)
Bestimmen Sie die bedingte Wahrscheinlichkeit, daf sich das Flugzeug in der i—ten Region,
i =1,2,3, befindet, wenn die Suche in Region 1 erfolglos war.



2.12.

2.13.

2.14.

2.15.
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[Bayes’sche Formel| An einem bestimmten Punkt der Ermittlungen ist der Kommissar zu
60% davon iiberzeugt, daft der Hauptverdachtige der Téter ist. Ein neues Beweisstiick zeigt,
daft der Téter eine bestimmte Eigenart (Linkshénder, braune Haare, o. dgl.) hat. Wenn
20% der Bevolkerung diese Eigenart aufweist, wie tiberzeugt kann der Kommissar nun sein,
wenn sich herausstellt, dafs der Verdéchtige diese Eigenart hat?

[ Chancen| Die Chance (engl. odds) eines Ereignisses A ist definiert als:

P(A) _ _P(4)
P(A¢)  1— P(A)

Die Chance eines Ereignisses gibt an, um wieviel wahrscheinlicher der Eintritt gegeniiber
dem Nichteintritt des Ereignisses ist. Betrégt die Chance «, so sagt man iiblicherweise, dafs
die Chancen « : 1 zu Gunsten von A stehen.

(a) Angenommen, die Chancen fiir A stehen 2/3 : 1. Wie grof ist P(A) ?

(b) Eine Hypothese H treffe mit Wahrscheinlichkeit P(H) zu. Nun wird ein neuer ,Beweis*
E beobachtet. Zeigen Sie, dafs sich die Chance von H wie folgt transformiert:

P(H|E) _ P(H) P(E|H)

P(He|E)  P(H®) P(E|H)

[lustrieren Sie diese Formel an der Situation von Aufgabe 2.12.

(¢) Vergleicht man die Chancen von zwei Ereignissen A und B spricht man vom Chan-
cenverhdltnis (engl. odds ratio):

P(A)/P(A?) _ P(A)[L - P(B)]

P(B)/P(B°)  P(B)[1—P(A)]

Dieses Verhéltnis gibt an, um wieviel wahrscheinlicher der Eintritt von A gegeniiber
dem Eintritt von B ist. Analog zu (b) gilt nun:

P(H|E) P(H) P(E|H)

P(G|E) ~ P(G) P(E|G)
Wenn vor der Beobachtung von E die Hypothese H dreimal so wahrscheinlich wie die
Hypothese G ist, E aber unter G zweimal so wahrscheinlich wie unter H ist, welche
Hypothese ist nach der Beobachtung von E wahrscheinlicher?

[Bayes’sches Netzwerk| Ein (grob simplifiziertes) Beispiel fiir ein Bayes’sches Netzwerk: Ein
Druckerhersteller entnimmt seiner Datenbasis, daf i.W. drei Fehlertypen auftreten: Hard-
warefehler, Softwarefehler und ,Sonstige” (z.B. Anschluffehler), mit den Wahrscheinlichkei-
ten 0.1, 0.6 und 0.3. Gibt es ein Hardwareproblem, ist der Drucker mit Wahrscheinlichkeit
0.9 defekt, bei einem Softwareproblem mit 0.2, und bei sonstigen Problemen mit 0.5. Wenn
sich ein Kunde mit einem defekten Drucker an den Hersteller wendet, um welches Problem
handelt es sich mit grofter Wahrscheinlichkeit?

| Wahrscheinlichkeitsbaum| Halbleiterchips sind héufig durch Partikel kontaminiert. Je nach
Grad der Kontaminierung (hoch, mittel, niedrig) hat dies unterschiedliche Auswirkungen
auf die Funktionsfahigkeit der Chips. Der folgende Wahrscheinlichkeitsbaum zeigt die dies-
beziiglichen Wahrscheinlichkeiten.



22 2 STOCHASTISCHE GRUNDBEGRIFFE

Contamination
@

0.30
High Medium - Low

/N /N /N

P(Fail|High) P(Not Fail|High) P(Fail|Medium)  P(Not Fail|Medium) P(Fail|Low)  P(Not Fail|Low)

=0.10 =0.90 =0.01 =0.99 =0.001 =0.999

./ \. ./ \. 0/ \.
0.10(0.20) 0.90(0.20) 2 0.99(0.30)  0.001(0.50) 2
=0.02 =0.18 : =0.297 =0.0005 ‘

(a) Ergénzen Sie die fehlenden Eintrége (?) und bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit,
daf ein zufillig ausgewéahlter Chip aus dieser Produktion defekt ist.

(b) Wenn einer dieser Chips defekt ist, mit welcher Wahrscheinlichkeit ist sein Kontami-
nierungsgrad hoch?

2.16. |Unabhdngige Ereignisse] Das folgende System funktioniert nur, wenn es einen Pfad aus
funktionierenden Komponenten von links nach rechts gibt. Die angegebenen Werte sind
die Intaktwahrscheinlichkeiten der Komponenten. Man nehme an, dafs die Komponenten
unabhéngig voneinander funktionieren /ausfallen.

—1 0.9 |—
0.95
0.9 I__ ——} 0.99
L— 0.95 J
L— 0.9 |—

(a) Wie lautet ein passender Merkmalraum? Wieviele Elemente hat er? Wie lautet und
aus wievielen Elementen besteht das zugehorige Ereignisfeld?

(b) Beschreiben Sie auf Basis von (a) die Ereignisse {Komponente i funktioniert} und
{System funktioniert}.

(c) Berechnen Sie P({System funktioniert}).

2.17. |Unabhingige Ereignisse] Das folgende System funktioniert nur, wenn es einen Pfad aus
funktionierenden Komponenten von links nach rechts gibt. Die angegebenen Werte sind
die Defektwahrscheinlichkeiten der Komponenten. Man nehme an, daf die Komponenten
unabhéngig voneinander funktionieren/ausfallen.

0.01 0.01 0.1

0.1 0.1
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(a) Berechnen Sie P({System funktioniert}).

(b) Um die Funktionssicherheit des Systems zu erhohen, wird jede Komponente verdop-
pelt, d.h. durch ein Parallesystem aus zwei gleichartigen Komponenten ersetzt. Be-
rechnen Sie fiir dieses System die Intaktwahrscheinlichkeit.

[ Unabhdngige/Disjunkte Ereignisse] A und B seien Ereignisse mit P(A) > 0 und P(B) > 0.
Welche der folgenden Aussagen sind (i) wahr, (ii) falsch, oder (iii) moglicherweise wahr?

(a) Wenn A und B disjunkt sind, dann sind sie unabhéngig.
(b) Wenn A und B unabhéngig sind, dann sind sie disjunkt.
(¢) P(A) = P(B)=0.6, und A und B sind disjunkt.

(d) P(A) = P(B)=0.6, und A und B sind unabhéngig.

[Bernoulli Versuche] Unabhéngige Versuche, die mit Wahrscheinlichkeit p zu einem Erfolg
und mit Wahrscheinlichkeit 1—p zu einem Miferfolg fithren, nennt man Bernouilli Versuche.
Sei P, die Wahrscheinlichkeit, dafs es bei n derartigen Versuchen eine gerade Anzahl von
Erfolgen gibt (0 sei eine gerade Anzahl). Zeigen Sie:

Pn:p(l_Pnfl)‘i’(l_p)Pnfla n=>1 (PO::1)

Verwenden Sie diese Gleichung um zu zeigen (Induktion), daf:

1+ (1—2p)"

P, = 5

[ Unabhdngige Versuche] Ein Versuch habe m mogliche Ausgénge, wobei Ausgang i mit
Wabhrscheinlichkeit p; vorkommt, i = 1,2,...,m, >./"  p; = 1. Wenn zwei unabhéngige
Versuche beobachtet werden, mit welcher Wahrscheinlichkeit ist der Ausgang des zweiten
Versuchs grofer als der des ersten?

[ Unabhingige Versuche| Betrachten Sie die Situation von Aufgabe 2.20. Einfachheitshalber
werde hier angenommen, dafs py = ps = -+ = p,, = 1/m.

(a) Wenn m unabhéngige Versuche durchgefiihrt werden, wie grof ist die Wahrscheinlich-
keit, dafs jeder mogliche Ausgang vorkommt?

(b) Ej; sei das Ereignis, dafs unter den ersten n Versuchen der Ausgang i nicht vorkommt.
Bestimmen Sie P(E;).

(c) Bestimmen Sie P(|JiZ, E;). (Hinweis: Verwenden Sie das Additionstheorem.)

(d) Wenn m = 10, wieviele Versuche sind notig, sodaf mit einer Wahrscheinlichkeit von
mindestens 0.9 alle moglichen Ausgénge vorkommen?

[k-aus-n—Systeme| Ein aus n Komponenten bestehendes System ist ein k-aus-n—System
(1 <k < n), wenn das System genau dann funktioniert, wenn zumindest k£ der n Kom-
ponenten funktionieren. Man nehme an, daf die Komponenten unabhéngig voneinander
funktionieren/ausfallen.

(a) Wenn die Komponenten mit Wahrscheinlichkeit p; funktionieren, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit funktioniert ein 2-aus-4—System?

(b) Wiederholen Sie (a) fiir ein 3-aus-5-System.
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2.23.

2.24.

2.25.

2 STOCHASTISCHE GRUNDBEGRIFFE

(c) Wie lauten die Wahrscheinlichkeiten von (a) und (b), wenn alle Intaktwahrscheinlich-
keiten p; identisch gleich p sind?

| Bedingte Wahrscheinlichkeit] Betrachten Sie das 2-aus-4-Systeme von Aufgabe 2.22. Neh-
men Sie an, dak jede Komponente mit der identischen Wahrscheinlichkeit von p = 1/2
intakt ist. Bestimmen Sie die bedingte Wahrscheinlichkeit, daf Komponente 1 funktioniert,
wenn das System funktioniert.

| Diskrete stochastische Grifle] Ein Wiirfelpaar, wobei einer der Wiirfel der erste und der
andere der zweite ist, wird geworfen. Dieses Experiment wird durch den Merkmalraum
M ={w = (w1,w2) 1wy =1,...,6; wg = 1,...,6} beschrieben. Ereignisfeld? Wahrschein-
lichkeiten P({w}), w € M 7 Eine stochastische Grofe X sei gegeben durch X (w) = wiws.
Bestimmen Sie Mx und Px{X =k}, k € Mx.

[ Kontinuierliche stochastische Grifle] Ein Wahrscheinlichkeitsraum (M, E, W) sei gegeben
durch M = {w: 0 < w < 10} und fiir E € & sei P(E) = [, 15 dz. Begriinden Sie, warum
X (w) = w? eine stochastische Grofe ist. Bestimmen Sie My und Py{X < z} fiir x € R.

Anhang 2

2.1

2.2

Potenzmenge: Als Potenzmenge P(M) einer Menge M bezeichnet man die Menge aller
Teilmengen von M:

P(M)={E:EC M}

Bezeichnet |A| die Mdchtigkeit der Menge A, so gilt (fir M # ():

[P(M)] =2 > M|

Dies ist trivial fiir endliche Mengen, aber nicht fiir unendliche Mengen. Die allgemeine Kon-
tinuumshypothese besagt, dafs |P(M)| die nach | M| néchstgrofere Méchtigkeit ist. Speziell
heifst dies, dafs es keine Menge gibt, deren Mé&chtigkeit zwischen der Méchtigkeit der na-
tiirlichen Zahlen N und der Méchtigkeit der rellen Zahlen R liegt. Anders ausgedriickt:

PN =2 = R

Bem: Fin zentrales Resultat der Mengentheorie besagt, daf die Kontininuumshypothese
im Rahmen der Standardaxiome der Mengentheorie weder beweisbar noch widerlegbar ist,
also von den Standardaxiomen unabhéngig ist (P. COHEN, 1963).

Ereignisfelder: Ist der Merkmalraum M endlich oder abzdhlbar, nimmt man als Ereignis-
feld stets die Potenzmenge P(M). Letztere erfiillt trivialerweise alle Eigenschaften eines
Ereignisfeldes. Ist M diberabzihlbar (z.B.: (0,1), RT, ...) wird die Situation komplizier-
ter. Vereinfacht ausgedriickt, die Potenzmenge umfafst im iiberabzéhlbaren Fall ,zu viele*
Elemente (vgl. Anhang 2.1) als daf auf P(M) widerspruchsfrei eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung definiert werden konnte. Aus diesem Grund beschrankt man sich auf eine (echte)
Teilmenge von P(M), auf die Borelmengen (vgl. Aufgabe 2.4).
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Bem: Fiir den/die Praktiker/in sind diese Uberlegungen nur von untergeordneter Bedeu-
tung. Alle praktisch interessanten Ereignisse (z.B. Intervalle aller Art) sind Borelmengen.

Arithmetische Reihe: Fiir ap = a1 +d, k =2,3,..., d # 0, gilt:

Geometrische Reihe: Fiir a, = a1 ¢* ', k=2,3,..., ¢ # 0, gilt:

n

1_ n
Zak —a 1_q
k=1 q

o0
a
<1: =
lql ];ak e

Funktionen: Eine Funktion f ordnet jedem Element x einer Definitionsmenge D genau ein
Element y einer Zielmenge Z zu:

firxeD—yeZ
Das Bild (auch Wertebereich) einer Funktion ist die Menge der Bilder aller Elemente der
Definitionsmenge D:
J(D) = {f(2) :z€ D}y C 2
Das Urbild einer Teilmenge T' der Zielmenge ist die Menge aller Elemente des Definitions-
bereichs, deren Bild Element dieser Teilmenge ist:
fUT) :={zeD: flz)eT}

Eine Funktion f heifit umkehrbar, wenn es zu jedem y aus dem Bild von f genau ein z € D
mit y = f(x) gibt. Durch f~!(y) = 2 wird die Umkehrfunktion definiert.

Bem: Man verwechsle die Umkehrfunktion f~!(y) nicht mit [f(ac)]f1 =1/f(z).

Bsp: Das Bild der Funktion f(z) = z? mit D = R ist f(D) = R{. Das Urbild von
beispielsweise T = (0,2) ist f~1T) = (—v/2,v2) N {0}¢. Auf dem eingeschrinkten Defini-
tionsbereich Dy = Ry ist die Funktion umkehrbar: f~'(y) = /y, y € R].
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Losungen/Bemerkungen zu ausgewihlten Aufgaben

Die Vereinigung von beliebigen Ereignissen A;, i = 1,2,..., 1aft sich wie folgt als Vereini-
gung von paarweise disjunkten Ereignissen darstellen:

JAi=A410(4:nA5) U(A3nA§nA)U--
=1

Daf z.B. die offenen Intervalle (a,b) (a < b) Borelmengen sind, sieht man wie folgt. Fiir
a < b kann (a,b) als Vereinigung von halboffenen Intervallen dargestellt werden (dabei
gelte 1/ng < b—a):

[e.e]

_ T
(a,b)_num<,b n}

eB

Nach Definition ist die abzédhlbare Vereinigung von Elementen aus einem Ereignisfeld aber
wieder Element des Ereignisfeldes. Dies zeigt die Behauptung.

Bem: Die Behauptung gilt auch fiir offene Intervalle der Form (—oo,b) und (a,c0).)

Ist C das fragliche Ereignis und F; das Ereignis, daf beim ersten Experiment A eintritt,
FE> das Ereignis, daf beim ersten Experiment B eintritt und E3 das Ereignis, dafs beim
ersten Experiment weder A noch B eintritt, so gilt:

P(C) = P(C|Ey\)P(Ey) + P(C|E2)P(E2) + P(C|Es)P(E3)

Offensichtlich gilt P(C|E;) = 1 und P(C|E;) = 0. Eine kleine Uberlegung zeigt, daf
P(C|E3) = P(C).

Ist R; das Ereignis, daf sich das Flugzeug in Region ¢ befindet, und E das Ereignis, dafs
die Suche in Region 1 erfolglos ist, so gilt:

P(R|E) = — _ : ; -
S p@Erpr) OV THE )
=1

Die Gleichung (c) 1aft sich wie folgt interpretieren:

PH|E) P(H) P(E|H)
P(GIE) P(G) * P(E|G)
——— ——

a-post. odds ratio  a-priori odds ratio Likelihood ratio

Ein passender Merkmalraum besteht beispielsweise aus allen 6-Tupeln (z1,...,z¢), wobei
x; den Status (1 = intakt, 0 = defekt) der i~te Komponente angibt.

M = {(1,...,26) : 7, = 0 oder 1}, |M| =25 =64

27
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2.19.

2.20.

2.21.

2 STOCHASTISCHE GRUNDBEGRIFFE

Die Wahrscheinlichkeit eines Tupels ist gegeben durch (p; = Intaktwahrscheinlichkeit der
i—ten Komponente):

6
P({(xl, - ,x6)}) = pri(l _pi)lfmi
i=1

Wird eine Komponente mit Defektwahrscheinlichkeit ¢ parallelisiert, verringert sich die
Defektwahrscheinlichkeit auf ¢2.

Bedingen Sie durch den Ausgang des 1. Versuches und verwenden Sie den Satz von der
vollstindigen Wahrscheinlichkeit.

Ist A (B) das Ereignis, dat der Ausgang des ersten (zweiten) Versuchs grofer als der
Ausgang des zweiten (ersten) Versuchs ist, und E das Ereignis, daf beide Ausgénge gleich
sind, so gilt P(A) + P(B) + P(F) = 1.

Die Wahrscheinlichkeit, daf unter den ersten n Versuchen k bestimmte Ausgéinge nicht
vorkommen, ist gegeben durch:
m—k\"
m



3 Eindimensionale Verteilungen

3.1. [Verteilungsfunktion| Die Verteilungsfunktion einer stochastischen Groke X sei gegeben

durch:

0 fir <0
T
— fuir 0<z<1
2
2 N

F(x) = 3 fir 1<z<?2
1 fir 2<2<3
D ur <z
1 fir 3<z

(a) Stellen Sie die Funktion graphisch dar.

(b) Uberzeugen Sie sich davon, daf es sich um eine Verteilungsfunktion handelt. (Welche
Eigenschaften miissen erfiillt sein?)

(c) Wie lautet der Merkmalraum My ?
(d) Ist die Verteilung diskret, stetig oder gemischt?

(e) Bestimmen Sie die folgenden Wahrscheinlichkeiten: (a) P{X < 3}, (b) P{X =1}, (¢)
P{X >1/2}, (d) P{2 < X <4}.

3.2. [Brwartungswert] Eine Ubung wird in vier Gruppen mit 20, 25, 35 bzw. 40 Student /inn/en
abgehalten. Wenn von den insgesamt 120 Personen, die an der Ubung teilnehmen, eine
Person zuféllig ausgewéhlt wird und X die Grofe der Gruppe ist, aus der die Person
stammt, berechnen Sie E(X). Geben Sie eine anschauliche Erklérung dafiir, warum E(X)
grofer als die durchschnittliche Gruppengrofe (20 + 25 + 35 + 40)/4 = 30 ist.

3.3. |Geometrische Verteilung] Ein Behélter enthalte N weifse und M schwarze Kugeln. Die
Kugeln werden eine nach der anderen zufillig mit Zurilicklegen solange gezogen, bis man
eine schwarze Kugel bekommt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden dazu:

(a) genau n Ziehungen bendtigt?

(b) mindestens k Ziehungen benétigt?

3.4. |Geometrische Verteilung] Betrachten Sie einen Produktionsprozefs, bei dem jede Stunde
zuféllig 20 Elemente zur Priifung entnommen werden. X sei die Zahl der Elemente, die
sich dabei als defekt herausstellen. Man nehme an, dafs die Elemente beziiglich dieser
Eigenschaft (intakt/defekt) unabhéngig sind.

(a) Wenn der Defektanteil der Produktion 1% betrégt, mit welcher Wahrscheinlichkeit ist
die Stichprobe von Stunde 10 die erste Stichprobe mit X > 17

(b) Wie (a), aber mit Defektanteil 4%.

(c) Wenn der Defektanteil 4% betrigt, wieviele Stichproben muf man im Mittel entneh-
men, bis erstmals X > 17

29
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3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

3.10.

3.11.

3.12.

3.13.

3 EINDIMENSIONALE VERTEILUNGEN

|Geometrische Verteilung] Berechnen Sie den Erwartungswert E(X) einer geometrisch ver-
teilten ‘stochastischen Groke X ~ G),. (Hinweis: Schreiben Sie E(X) = Y i(l—p)iip=
Y= 1+ 1)1 —p)'p)

|Geometrische Verteilung] Berechnen Sie die Varianz E(X) einer geometrisch verteilten
stochastischen Grofe X ~ G,. (Hinweis: Schreiben Sie E(X?) = Y20, 43(1 — p)1p =
Y =1+ 121 =p)lp)

[Negative Binomialverteilung] Wenn unabhéngige Versuche, wobei jeder mit Wahrschein-
lichkeit p ein Erfolg und mit Wahrscheinlichkeit 1 — p ein Miferfolg ist, durchgefiihrt wer-
den, mit welcher Wahrscheinlichkeit kommen 7 Erfolge vor m Miferfolgen? (Hinweis: Man
iiberlege sich zuerst, daft das fragliche Ereignis genau dann eintritt, wenn der r—te Erfolg
spétestens beim (r + m — 1)-ten Versuch auftritt.)

[Poissonverteilung] Anfragen erreichen einen Server geméf einer Poissonverteilung mit ei-
nem Mittelwert von 10 pro Stunde. Bestimmen Sie die Lénge eines Zeitintervalls (in Sekun-
den), sodafs mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.90 wiahrend dieses Intervalls keine Anfrage
eintrifft.

[ Poissonverteilung] Angenommen, bei der Herstellung von optischen Speichermedien (CDs)
treten Verunreinigungen durch Staubteilchen geméfs einer Poissonverteilung mit einem Mit-
telwert von 0.0002 Teilchen pro cm? auf. Die CDs haben eine Fliche von 100 cm?.

(a) Wenn 50 CDs untersucht werden, wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, daf keine Teil-
chen entdeckt werden?

(b) Wieviele CDs miissen im Mittel untersucht werden, bevor ein Teilchen entdeckt wird?

(c) Wenn 50 CDs untersucht werden, wie groft ist die Wahrscheinlichkeit, daf es darunter
hochstens 2 CDs mit einem oder mehr Teilchen gibt?

[Poissonverteilung] Derzeit gibt es in O etwa 35000 EheschlieRungen im Jahr. Berechnen
Sie approximativ die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf bei zumindest einem der Paare:

(a) beide Partner am 30. April geboren sind.
(b) beide Partner am selben Tag geboren sind.

Welche Voraussetzungen liegen den Berechnungen zugrunde?

[ Binomialverteilung] Eine Kommunikationssystem bestehe aus n Komponenten, wobei jede
Komponente unabhingig mit Wahrscheinlichkeit p funktioniert. Das System funktioniert
nur, wenn zumindest die Hélfte der Komponenten funktioniert. Fiir welche Werte von p
ist ein 5—Komponentensystem einem 3-Komponentensystem vorzuziehen? (Hinweis: Die
Losung fiihrt auf eine Gleichung 3. Grades. Falls Sie diese Gleichung nicht explizit 16sen
konnen, losen Sie sie numerisch unter Verwendung der R—Funktion polyroot.)

[ Binomialverteilung] Zwei Freunde A und B werfen je zehn Freiwiirfe mit einem Basketball.
A ist bei jedem Wurf mit Wahrscheinlichkeit 0.80 erfolgreich, B mit Wahrscheinlichkeit
0.85. Mit welcher Wahrscheinlichkeit gewinnt (a) A, (b) B, (c¢) keiner von beiden? Welche
(Unabhéngigkeits—) Voraussetzungen liegen den Berechnungen zugrunde?

[ Poissonverteilung] Bestimmen Sie (a) den Mittelwert und (b) die Varianz einer poissonver-
teilten stochastischen Groke X ~ P,. (Hinweis: Berechnen Sie fiir (b) zuerst E[X (X —1)]
und verwenden Sie dann den Verschiebungssatz.)
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| Diskrete Gleichverteilung] Bestimmen Sie fiir eine allgemeine diskrete Gleichverteilung auf
Mx ={z1,29,...,xp} (x; # z; fiir i # j) (a) den Mittelwert und (b) die Varianz. Speziell
fiir My = {1,2,...,10}.

[Approzimationen| In der VO werden Bedingungen angegeben, unter denen die Approxima-
tion der hypergeometrische Verteilung Hy 4, durch die Binomialverteilung B,, 4/ bzw.
die Approximation der Binomialverteilung B, , durch die Poissonverteilung P,, zuldssig
ist. Diskutieren Sie die Bedingungen und geben Sie Beispiele fiir Situationen mit grob ver-
letzten, nur leicht verletzten bzw. erfiillten Bedingungen. Verwenden Sie dazu die (eigenen)
Funktionen hyper.binom und binom.pois.

[Poissonverteilung|] Die Zahl der Erkéltungen, die sich eine Person pro Jahr zuzieht, sei eine
poissonverteilte stochastische Grofe mit Parameter ;1 = 5. Ein neues Wundermittel kommt
auf den Markt, das den Poissonparameter fiir 75% der Bevolkerung auf pu = 3 senkt, auf
die anderen 25% hat das Mittel aber keine erkennbaren Auswirkungen. Wenn nun eine
Person dieses Mittel ein Jahr lang ausprobiert und in dieser Zeit 2 Erkaltungen hat, wie
wahrscheinlich ist es, dafs das Mittel einen positiven Effekt auf diese Person hat?

| Hypergeometrische Verteilung] Aus einer Gruppe bestehend aus 6 Mannern und 9 Frauen
soll ein Gremium aus 5 Personen gebildet werden. Das Gremium werde ganz zufallig gebil-
det und X sei die Zahl der Ménner im Gremium. Wie ist X verteilt? Bestimmen Sie den
Erwartungswert und die Varianz von X.

Zusatzfragel: Wie liefe sich die zuféllige Zusammenstellung des Gremiums mit Hilfe von R
praktisch realisieren? (Hinweis: sample.)

Zusatzfrage2: Angenommen, im Gremium gibt es 4 Ménner. Erfolgte die Auswahl rein
zufillig? (Hinweis: Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, daf bei zufélliger Auswahl X > 47)

| Hypergeometrische/Binomial/Poissonverteilung] Ein Produkt werde in Losen der Grofe
N = 500 geliefert. Zum Zwecke der Qualitatspriifung werden dem Los willkiirlich n = 50
Elemente ohne Zuriicklegen entnommen und gepriift. Gibt es unter den gepriiften Elemen-
ten mehr als ein defektes Element, wird das Los zuriickgewiesen. Angenommen, das Los
enthélt (1) 0.8%, (ii) 9% defekte Elemente. Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird das Los zu-
riickgewiesen? Rechnen Sie mit (a) der (exakten) hypergeometrischen Verteilung, (b) einer
passenden Binomialapproximation und (c) einer passenden Poissonapproximation. (Sind
die Approximationen hier zuléssig?)

Zusatz: Der Ausschufanteil betrage allgemein 100p%. Bestimmen Sie unter Verwendung
aller drei Verteilungen die Wahrscheinlichkeit mit der das Los angenommen wird und stellen
Sie die Wahrscheinlichkeiten als Funktion von p graphisch dar.

R: Die graphische Darstellung von mehreren Kurven auf einmal &£t sich mittels matplot
(= Matrixplot) einfach realisieren.

[Stetige Verteilung] Die Dichte einer sG X sei gegeben durch:

a + bx? 0<z<1
f(x)—{ 0 sonst

(a) Wenn E(X) = 3/5, bestimmen Sie a und b und stellen Sie f graphisch dar.
(b) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion F' und stellen Sie sie graphisch dar.

(c) Bestimmen Sie die Varianz von X.
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3.24.
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[Logistische Verteilung] Betrachten Sie die folgende Funktion:
xT

€

=1y ZTCR

F(x)

(a) Stellen Sie die Funktion graphisch dar.
(b) Zeigen Sie, daf F' die Verteilungsfunktion einer (stetigen) sG X ist.

(c) Ermitteln Sie allgemein einen Ausdruck fiir das p-Quantile z, und bestimmen Sie
konkret die drei Quartile (25%, 50%, 75%) der Verteilung.

(d) Bestimmen Sie die zugehorige Dichte f und stellen Sie sie graphisch dar.

| Uniforme Verteilung] Ein Linienbus verkehrt zwischen zwei 100 km voneinander entfernten
Orten A und B. Fiir die Reperatur von technischen Defekten gibt es in A, in B und in
der Mitte zwischen A und B eine Werkstatt. Ein/e Mitarbeiter/in des Busunternehmens
macht den Vorschlag, dafs es effizienter wére, die drei Werkstédtten nach 25, 50 und 75
km einzurichten. Wie beurteilen Sie diesen Vorschlag? (Hinweis: Gehen Sie fir die Stelle
eines moglichen Defekts von einer uniformen Verteilung aus. Verteilung des Abstands zur
néchsten Werkstétte? Mittlerer Abstand?)

i i |
A B
i i i
A B

[ Exponentialverteilung| Die Kilometerleistung einer Autobatterie sei exponentialverteilt mit
7 = 10000 km.

(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit 145t sich eine 5000 km lange Reise ohne Ersetzung der
Batterie absolvieren?

(b) Wie lang darf eine Reise hochstens sein, daf sie mit 90% Wahrscheinlichkeit ohne

Ersetzung der Batterie beendet werden kann?

(c) Bestimmen Sie den Median, den Mittelwert und die Streuung der Kilometerleistung
der Batterie.

| Exponentialverteilung| Zeigen Sie fiir eine exponentialverteilte sG X ~ Ex,:

P{X>z+y|lX >z} =P{X >y}, z,y>0

Was bedeutet diese Eigenschaft (,Gedéchtnislosigkeit”) in Worten? ( Hinweis: X sei z.B. die
Lebensdauer einer elektronischen Komponente, etwa eines Transistors.)

[Poisson—/Exponentialverteilung] Die Anzahl N; von bestimmten Ereignissen (z.B. Tele-
fonanrufe, Auftrige an einen Netzwerkdrucker, etc.) im Zeitintervall (0, ¢] sei eine nach Py
verteilte sG und T sei die Zeitspanne bis zum Auftreten des ersten Ereignisses. Bestimmen
Sie die Verteilung von T'. (Hinweis: Bestimmen Sie zundchst P{T > z}.)
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[ Normalverteilung] Die Lebensdauer eines Bildschirms sei eine normalverteilte sG mit Mit-
telwert p = 8.2 Jahre und Streuung o = 1.4 Jahre.

(a) Welcher Anteil solcher Bildschirme funktioniert langer als 10 Jahre, nicht langer als 5
Jahre, zwischen 5 und 10 Jahren?

(b) Bestimmen Sie das 10% und das 90% Quantile der Lebensdauer. Wie sind diese Werte
zu interpretieren?

(c) Sie kaufen einen 3 Jahre alten gebrauchten Bildschirm. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
funktioniert er noch linger als 5 Jahre?

[Normalverteilung] Angenommen, die Wegzeit von zu Hause zur TU ist normalverteilt mit
Mittelwert 40 Minuten und Standardabweichung 7 Minuten. Wenn Sie um 13 Uhr eine
Priifung haben und mit Wahrscheinlichkeit 0.95 nicht zu spidt kommen mochten, wann
spatestens miissen Sie aufbrechen?

[Logarithmische Normalverteilung] Angenommen, die Lebensdauer eines Halbleiterlasers
hat eine logarithmische Normalverteilung mit g = 10 Stunden und ¢ = 1.5 Stunden.

(a) Stellen Sie die Verteilungsfunktion und die Dichte der Lebensdauer graphisch dar.
(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit arbeitet der Laser langer als 10000 Stunden?
(c) Welche Lebensdauer wird von 99% der Laser iiberschritten?

)

(d) Bestimmen Sie den Median, den Mittelwert und die Streuung der Lebensdauer. (Hin-
weis: Vgl. Anhang A.2.4.)

[ Funktion einer sG] Die sG X habe eine Verteilung mit Dichte f(z) = e™*, 2 > 0. Bestim-
men Sie unter Verwendung des Transformationssatzes die Dichte (+ Zeichnung) von:
@) Y=X2 MmY=vVX (Y=IhX (@Y="

[Satz vom unbewufften Statistiker] Der Radius X eines Kreises sei eine sG mit der Dichte

f(@) = e " Iig,00) ().

(a) Zeigen Sie, dak E(X*) = k! fiir k € N.
(b) Berechnen Sie den Erwartungswert der Kreisfliche A = X 2.

(c) Berechnen Sie die Varianz der Kreisflache.
| Funktion einer sG] Die sG X habe eine Standardnormalverteilung N (0, 1).

(a) Bestimmen Sie E(|X|). (Hinweis: Satz vom unbewufiten Statistiker.)
(b) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion und (durch Ableiten) die Dichte von Y = | X|.

(Bem: Die Verteilung von |X| heifst auch Halbnormalverteilung. Warum?)

|Gemischte Verteilung] Die Griinphase (einschlieflich Blinkphase) bei einer Fufigdngeram-
pel betrage 25 Sekunden, die Rotphase 65 Sekunden. Sie kommen zu einem zufilligen
Zeitpunkt zu dieser Ampel und X sei die Wartezeit. Bestimmen Sie:

(a) die Verteilungsfunktion von X (+ Zeichnung).
(b) die Wahrscheinlichkeit, mit der Sie langer als 20 Sekunden warten.
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(c) die (bedingte) Wahrscheinlichkeit, mit der Sie noch mindestens weitere 20 Sekunden
warten, wenn Sie bereits 20 Sekunden gewartet haben.

(d) den Median, den Mittelwert und die Streuung von X.

[Gemischte Verteilung] Angenommen, Sie haben wiederholt mit einer Servicestelle zu tun,
bei der die Wartezeit eine exponentialverteilte sG X mit Mittelwert 20 Minuten ist. Sie
warten allerdings nicht unbegrenzt, nie ldnger als 30 Minuten.

(a) Bestimmen und zeichnen Sie die Verteilungsfunktion der Wartezeit.

(b) Wie lange warten Sie im Mittel?

[Zufallszahlen/Inversionsmethode] Entwickeln Sie — ausgehend von auf (0,1) uniform ver-
teilten Zufallszahlen — einen Algorithmus zur Simulation von Beobachtungen der sG X
von Aufgabe 3.19. Schreiben Sie dazu eine R-Funktion. Generieren Sie mit Hilfe dieser
Funktion 500 Beobachtungen von X und stellen Sie das Ergebnis in Form eines (Dichte-)
Histogramms graphisch dar.

R: Bei Verwendung der Inversionsmethode ist eine Gleichung 3. Grades zu l6sen. Verwenden
Sie dazu die Funktion uniroot.

[Zufallszahlen/Inversionsmethode] Entwickeln Sie — ausgehend von auf (0, 1) uniform ver-
teilten Zufallszahlen — einen Algorithmus zur Simulation von Beobachtungen der sG X
von Aufgabe 3.20. Schreiben Sie dazu eine R-Funktion. Generieren Sie mit Hilfe dieser
Funktion 500 Beobachtungen von X und stellen Sie das Ergebnis in Form eines (Dichte-)
Histogramms graphisch dar.

|Zufallszahlen/Inversionsmethode] Entwickeln Sie — ausgehend von auf (0,1) uniform ver-
teilten Zufallszahlen — einen Algorithmus zur Simulation der Wartezeiten bei der Ampel
von Aufgabe 3.31. Schreiben Sie dazu eine R-Funktion. (Bem: Die Funktion sollte Warte-
zeiten fiir eine beliebige Ampel mit r = Lénge der Rotphase und g = Lange der Griinphase
generieren. )

Anhang 3

3.1 Erwartungswert: Ist X eine diskrete sG auf Mx = Ny, so kann E(X) auch wie folgt

berechnet werden:

E(X) = iP{X > i}
=0

Bsp: Fiir eine geometrisch verteilte sG X gilt P{X > i} = (1 — p)’; daher:
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Erwartungswert: Ist X eine stetige sG auf Mx = R, so kann E(X) auch wie folgt berechnet
werden:

IE(X):/P{X>x}dx:/[1—FX(x)] dx
0 0

Bsp: Fiir eine exponentiell verteilte sG X gilt Fx (z) =1 — e~%/7; daher:

E(X) = /em/T drx = —7e~ /T
0

e}

=T

0

Erwartungswert: Nach Definition existiert allgemein der Erwartungswert von ¥ = ¢(X)
nur dann, wenn [%_|g(x)|fx(z)dz < oo. Dies ist nicht immer der Fall. Ein typisches
Beispiel ist die Cauchy-Verteilung mit Dichte fx(x) = 1/[r(1 + 22)] fiir —o0 < x < oo:

(e o] o0 (e o]

2 1 1 1
Y SRy SUN S
m(l+22) ) 1422 ) u s
0 1

— 00

e e}

= 0

1

(Dabei wurde die Substitution u = 1 + 22 verwendet.) D.h., E(X) existiert nicht. (Daraus
folgt, daf auch alle hoheren Momente — E(X?), E(X?), etc. - nicht existieren.) Man beachte
allerdings, daft der Median existiert: x5 = 0.

Mittelwert/Median: Die beiden wichtigsten Lageparameter erfiillen eine Minimumseigen-
schaft:

E(X) = Argcmin E[(X —¢)?], Med(X) = Argdmin E[|X —d]]

Momentenerzeugende Funktion: Eine Funktion mit vielfdltigen Anwendungen ist die mo-
mentenerzeugende Funktion einer sG X. Sie ist definiert durch:

mx(t) = E(etX)

Sie existiert zwar immer fiir t = 0 (mx(0) = 1), von Interesse ist sie aber nur, wenn sie fiir
t € (—h,h), fiir ein h > 0, existiert. In diesem Fall ist die Verteilung von X eindeutig durch
mx (t) festgelegt. Weiters gilt, daf die k—te Ableitung im Nullpunkt (sofern sie existiert)
gleich dem k-ten Moment von X ist:

k k
mP (1) =ExY
=0
Bsp: Vgl. Anhang A (Diskrete/Stetige Verteilungen) fiir Beispiele von momentenerzeugen-
den Funktionen. Beispielsweise ist die momentenerzeugende Funktion der Fx,—Verteilung
gegeben durch:

Fiir die 1.Ableitung gilt:
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T

3.6 Wichtige Integrationsregeln:
b , b
Partielle Integration: /f’(x)g(a:) dr = f(z)g(z)| — /f(x)g'(a:) dz
b 9(b)
Substitution: /f(g(x))g'(x) dx = / fly)dy (y=g(x))
a g(a)

3.7 Gammafunktion: Die Gammafunktion ist eine Erweiterung der Fakultatsfunktion auf nicht-

ganzzahlige Argumente:

[ee]
I'(z) = /txlet dt, x>0
0

I'(z+1)=2al'(z) (Fakultéitseigenschaft)

3.8 Exponentialfunktion:

k o\
, T €R, lim (1—|——> =€, z€R
! x

T—00

m&?

I
(]2
=&

B
I
o



Losungen/Bemerkungen zu ausgewihlten Aufgaben

3.3. Man benétigt mindestens k Ziehungen, wenn die ersten k — 1 Ziehungen alle weifs sind.
3.4. X ist binomialverteilt mit n = 20 und p = Defektanteil.

3.6. Mit ¢ =1 — p gilt:

i=1
=Y (i—1%¢p+) 201" 'p+> ¢ 'p
=1 i=1 =1
0 . s .
= FPPp+2> jdp+1
=0 =0

3.7 Ist X die Nummer des Versuchs mit dem r—ten Erfolg, so gilt:

—1

P{X =n)= (:‘_1

>p7"(1—p)"_r, n=rr+1,...

3.10. Vorausgesetzt wird, dafs (fiir jede Person) jeder Tag des Jahres mit gleicher Wahrschein-
lichkeit als Geburtstag in Frage kommt, und daf die Geburtstage (bei Hochzeitspaaren)

unabhéngig sind.
3.13. E(X?) =E[X(X — 1)] + E(X)

3.15. Vgl. fiir die Approximation von diskreten Verteilungen auch die Abbildung in Anhang A

(Diskrete Verteilungen).

3.16. Ist E das Ereignis, dafs die Person zu der Bevolkerungsgruppe gehort, fiir die das Mittel
eine positive Wirkung hat, und ist X die Zahl der Erkdltungen pro Jahr (und Person), so

ist P{F|X = 2} zu berechnen. Nehmen Sie dazu die Bayes’sche Formel.

3.17. Zusatzfrage2: Die Wahrscheinlichkeit P{X > 4} (berechnet unter der Annahme einer zufél-
ligen Auswahl des Gremiums) nennt man den p—Wert der (statistischen) Hypothese ,Zufal-
lige Auswahl des Gremiums®. Kleine p—Werte sprechen gegen die Giiltigkeit der Hypothese.

(Warum?)

37
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3.18. Abbildung fiir die Zusatzfrage:
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3.19. Verwenden Sie fiir die Varianzberechnung den Verschiebungssatz:

Var(X) = E(X?) — E*(X)

E(X?) berechnet man wie folgt:

1
E(X?) = /xQ(a+bﬂc2)dac
0

3.23. Diese Eigenschaft charakterisiert die Exponentialverteilung: Sei X eine sG auf RT mit
dieser Eigenschaft. Dann gilt mit G(x) := P{X > z}:

Gz +y)=G@)G(y), =z,ycR"

Fiir a € N folgt daraus:
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Weiter gilt:

Jede reelle Zahl x > 0 kann von rechts durch rationale Zahlen ¢, > 0 angenadhert werden:
qn — x. Wegen der Rechtsstetigkeit von G(z) = 1 — F(z) folgt:

G(z) = lim G(gn) = lim G(1)™ = G(1)*

Setzt man 7 := —1/InG(1) (d.h. G(1) = e~1/7), so gilt:

G(z) = P{X >z} =¢e/7
D.h., X ist exponentialverteilt:
Flz)=1-Gx)=1—e", >0

Das Ereignis {T' > z} ist dquivalent zu {N, = 0}.

Die Verteilungsfunktion ist gegeben durch
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Verteilungsfunktion
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3.28. Losung fiir (a):

dz 1 1

:2 e _—=— e 7\/§
y=a’, x \/@dy N fr () N ;>0

3.29. Punkt (a) zeigt man mittels (wiederholter) partieller Integration oder — einfacher — mit
Hilfe von Anhang 3.7.

3.30.

T a2 g 2 a2y
e T = e +C
/\/277 V2T
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Losung fiir (b):

30
E(X) = 30P{X =30} + / ;—O e~/ dy
0
B 30

30
=30e %2 4 | —ze ?/% —i—/em/20 dx
0

0

B 30
=30e %% + | —30e73/2 + (—20e—$/2°> ]
0

= —20e /2 1+ 20
= 15.54 [min]

Bem: Nach Anhang 3.2 1afst sich der Mittelwert auch wie folgt berechnen:

30
30
E(X) = /e—%/20 do = —20e /%] = —20(e™*?* —1) = 15.54

0
0

Bei der Inversionsmethode zur Generierung von Zufallszahlen ist die Verteilungsfunktion zu
intvertieren. Ist Fx die Verteilungsfunktion der sG X und sind w uniform U(0, 1) verteilte
Zufallszahlen (mit runif erzeugt), so bekommt man durch:

ur— Fy'(u)

simulierte Beobachtungen (,,Realisationen®) von X.

Bem: Dies gilt fiir stetige sGn, aber auch — nach entsprechender Erweiterung der Definition
der Inversen einer im strengen Sinn nicht invertierbaren Verteilungsfunktion — fiir diskrete
oder gemischte sGn. (Vgl. Aufgabe 3.35.)






4 Mehrdimensionale Verteilungen

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

| Zweidimensionale Intervalle] Der Merkmalraum des stochastischen Vektors (X,Y) sei R2.
Betrachten Sie die folgenden Ereignisse und ihre Wahrscheinlichkeiten:

A ={(z,y) :x <2,y <4}, P(A;)=17/8
Ay ={(z,y) :x <2,y <1}, P(A2)=4/8
As ={(z,y) :x <0,y <4}, P(A3)=3/8
Ay ={(z,y) 2 <0,y <1}, P(Ag) =2/8

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit von A5 = {(z,y) : 0 <z < 2,1 <y < 4}.

| Bivariate diskrete Verteilung| Die gemeinsamen Punktwahrscheinlichkeiten von X und Y
seien gegeben wie folgt:

i~

—~
—
—_

~—
I

p(1,2) =

g
—~
\'l\D
—_
~—
I

p(2’ 2) =

|~ 0ol =
DO | =] =

(a)

(b) Bestimmen Sie die bedingte Verteilung von X gegeben Y =i, i =1,2.
(¢) Sind X und Y unabhéngig?

(d) Berechnen Sie P{XY <3}, P{X +Y >2} P{X/Y > 1}.

Bestimmen Sie die Randverteilung von X und von Y.

| Bivariate diskrete Verteilung| Drei Kugeln werden zuféllig und ohne Zuriicklegen aus einem
Behilter bestehend aus 3 roten, 4 weiffen und 5 blauen Kugel entnommen, und X bzw. Y
sei die Zahl der roten bzw. weifen Kugeln in der Stichprobe.

a) Bestimmen Sie die gemeinsame Verteilung von X und Y.

(

(b
(c
(d

Bestimmen Sie die Randverteilung von X und von Y.

Sind X und Y unabhéingig?

~— ~— ~— ~—

Bestimmen Sie den Korrelationskoeffizienten von X und Y.

[Multivariate diskrete Verteilung| Die gemeinsamen Punktwahrscheinlichkeiten von X, Y
und Z seien gegeben wie folgt:

1
p(1,2,3) =p(2,1,1) = p(2,2,1) = p(2,3,2) = 1

Berechnen Sie (a) E(XY Z) und (b) E(XY + XZ +Y7Z).

| Bivariate uniforme Verteilung] Angenommen, C macht sich zwischen 8:00 und 8:30 auf
den Weg ins Biiro und bendtigt dazu zwischen 40 und 50 Minuten. X sei der Zeitpunkt
des Aufbruchs und Y die benétigte Zeitspanne. Wenn diese sGn unabhéngig und uniform
verteilt sind, bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, daf C vor 9:00 im Biiro eintrifft.

43
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4.6. |Bivariate stetige Verteilung] Die gemeinsame Dichte von X und Y sei gegeben durch:

6
f(x,y):?(xQ—k%), O<z<l, O0<y<?2

(a
(b

) Bestétigen Sie, dak es sich um eine Dichtefunktion handelt.

)
(c) Bestimmen Sie die Randdichte von Y.

)

)

)

Bestimmen Sie die Randdichte von X.

(d) Berechnen Sie P{X > Y}.
(e) Bestimmen Sie E(X).
(f) Bestimmen Sie E(Y).

4.7. |Bivariate stetige Verteilung] Die gemeinsame Dichte von (X,Y") sei f(z,y) = C(z +y) fir
(z,y) € (0,1) x (0,1) und f(x,y) = 0 sonst.

Welchen Wert hat die Konstante C' 7

Bestimmen Sie die Randdichte von X und von Y.

—~ o~
T o

A~~~
~— ~— ~— ~—

Bestimmen Sie die Kovarianz von X und Y.

Bestimmen Sie den Korrelationskoeffizienten von X und Y.

Sind X und Y unkorreliert /unabhéngig?

Bestimmen Sie die bedingte Dichte von X|Y =y und von Y|X = z.

—_—

Bestimmen Sie die Regressionsfunktion von X beziiglich Y und von Y beziiglich X,
d.h., bestimmen Sie E(X|Y = y) und E(Y|X = x).

—~
o

4.8. |Bivariate uniforme Verteilung] Ein Punkt (X,Y") wird zuféllig in einem Kreis (in Null-
punktslage) mit Radius 1 gewéhlt.

a) Wie lautet die gemeinsame Dichte von (X,Y) ?
Bestimmen (und zeichnen) Sie die Randdichte von X und von Y.
Sind X und Y unabhéngig?

Zeigen Sie, daf die Kovarianz (und daher auch der Korrelationskoeffizient) von X und
Y gleich Null ist.

(e) D =+X?+Y?seider Abstand des Zufallspunktes (X,Y’) vom Nullpunkt (0,0). Be-
stimmen Sie die Verteilungsfunktion/Dichte von D und berechnen Sie E(D). (Hinweis:
Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion mit Hilfe einer geometrischen Uberlegung.)

)
)
)
(d)

4.9. |Bivariate stetige Verteilung] Die gemeinsame Dichte von X und Y sei gegeben durch:

e (1Y) O<r<oo, 0<y<oo

Fz,y) = { 0 sonst

Bestimmen Sie die Dichte von Z = X/Y. (Hinweis: Bestimmen Sie zuerst die Verteilungs-
funktion von Z.)

4.10. |Bivariate stetige Verteilung] Der Input eines Programms sei eine stochastische Grofe X
mit Dichte fx(z) = e "l «)(z) (Ex1-Verteilung). Bedingt durch X = x sei die Aus-
fithrungszeit des Programms eine exponentialverteilte sG mit Mittelwert 1/z. Bestimmen
Sie die Dichte der Ausfithrungszeit Y des Programms. (Hinweis: Bestimmen Sie zuerst die
gemeinsame Dichte von (X,Y’) und anschliefend die Randdichte von Y.
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| Bivariate Normalverteilung| Zeigen Sie, daf bei einem bivariat normalverteilten stochasti-
schen Vektor (X,Y") die Unabhéngigkeit von X und Y dquivalent zur Unkorreliertheit von
X und Y ist.

| Bivariate Normalverteilung] X und Y seien bivariat normalverteilt mit den Parametern
pe = 5, py = 10, 02 = 1, O’Z =25und p > 0. Wenn P{4 <Y < 16|X = 5} = 0.954,
bestimmen Sie p.

| Bivariate Normalverteilung] In einem (amerikanischen) Lehrbuch findet sich die folgende
Aufgabe: Angenommen, der Korrelationskoeffizient zwischen der Kopergrofie des Mannes
und der Frau von verheirateten Paaren betrdgt 0.70, und die mittlere Képergrofe des
Mannes betréagt 5 ft. 10 in. mit der Standardabweichung 2 in., und die mittlere Képergrofe
der Frau betrdgt 5 ft. 4 in. mit der Standardabweichung 1% in. Wenn man von einer
bivariaten Normalverteilung ausgeht:

(a) Wie lautet die gemeinsame Verteilung der Korpergrofen in der Einheit cm? ( Hinweis:
1ft. = 12 in. = 30.48 cm, 1 in. = 2.54 cm)

(b) Was ist der beste Prognosewert fiir die Grofe einer Frau, deren Mann 6 ft. grofs ist?
Zusatz: Bestimmen Sie fiir die Grofse der Frau ein 95%-Prognoseintervall.

| Multivariate Normalverteilung] Der stochastische Vektor X = (X1, X, X3)" sei normal-
verteilt N3(0,Y), wobei:

™

Il
N W
_ NN
w — =

Bestimmen Sie die Verteilung von Y = X; — 2X5 + X3 und berechnen Sie P{Y? > 15.36}.

| Erwartungswert einer Funktion von sGn| Die Kantenlingen X, Y, Z eines Quaders seien
unabhéngige U(0,1) verteilte sGn. Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Varianz
des Volumens V = XY Z. (Hinweis: Verwenden Sie VO /Satz 18.7 und nehmen Sie fiir die

Varianzberechnung den Verschiebungssatz.)

| Erwartungswert einer Funktion von sGn| X und Y seien unabhéngige N(0,1)—verteilte
sGn. Wenn man (X, Y") als Zufallspunkt in der Ebene betrachtet, bestimmen Sie den mitt-
leren Abstand des Punktes vom Nullpunkt, d.h. bestimmen Sie E(\/ X%+ Yz). (Hinweis:
Transformieren Sie auf Polarkoordinaten; vgl. Anhang 4.5.)

|Additionstheorem/Normalverteilung] Ein U—férmiges Werkstiick bestehe aus den Teilen A,
B und C. Fiir die angegebenen Dimensionen gelte: A ist normalverteilt mit Mittelwert 10
mm und Standardabweichung 0.1 mm, B und C sind normalverteilt mit Mittelwert 2 mm
und Standardabweichung 0.05 mm. Alle Dimensionen seien unabhéngig.
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L1
< D
B o
A
| A |

Bestimmen Sie die Verteilung des Abstands D. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist D kleiner
als 5.9 mm 7

[ Minimum von sGn| Ein Seriensystem bestehe aus drei Komponenten mit unabhéngigen
exponentialverteilten Lebensdauern mit den Mittelwerten 100, 200 bzw. 300 Stunden. Be-
stimmen Sie die Verteilungsfunktion und die Dichte der Lebensdauer des Systems sowie
den Mittelwert und die Streuung. Zusatz: Betrachten Sie allgemein ein Seriensystem aus k
unabhéngigen Komponenten mit exponentialverteilten Lebensdauern mit den Mittelwerten
T, t=1,... k.

[ Minimum,/Mazimum von sGn| Die logische Struktur eines Systems bestehend aus drei
Komponenten sei gegeben wie folgt:

K3

Die Lebensdauern der Komponenten seien unabhéngig und identisch verteilt mit Dichte
f(z) = e [(p,x)(z). Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion und die Dichte der Lebens-
dauer des Systems sowie den Mittelwert.

[ Minimum,/Mazimum von sGn| Fiir die Komponenten des Systems von Aufgabe 2.16 gel-
te: Die Lebensdauern der Komponenten der ersten Parallegruppe sind exponentialverteilt
mit Mittelwert 1000 Stunden, die der zweiten Parallelgruppe sind exponentialverteilt mit
Mittelwert 3000 Stunden, und die Lebensdauer der letzten Serienkomponente ist exponen-
tialverteilt mit Mittelwert 5000 Stunden. Alle Lebensdauern seien unabhéngig.

(a) Bestimmen Sie einen Ausdruck fiir die Verteilungsfunktion der Systemlebensdauer.
(b) Simulieren Sie die Systemlebensdauer mehrere tausend Mal und stellen Sie das Er-
gebnis in Form eines (Dichte—) Histogramms dar.

R: Fine simulierte Lebensdauer fiir beispielsweise die erste Parallelgruppe laft sich
mittels max (rexp(3, rate=1/1000)) erzeugen. Nehmen Sie eine for Schleife.
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| Faltung/diskret] Drei Wiirfel werden geworfen. Die geworfenen Augenzahlen seien X1, X,
und X3. Bestimmen Sie mit Hilfe der Faltungsformel die Verteilung (d.h. die Punktwahr-
scheinlichkeiten) von X; + X9 und X + X2 + X3. Stellen Sie die Punktwahrscheinlichkeiten
graphisch dar.

R: convolve (mit type="open").

[ Faltung/diskret] Ein fehlertolerantes System fiir die Ausfithrung von Finanztransaktionen
besteht aus drei Computern. Fallt der arbeitende Computer aus, springt der zweite sofort
ein. Fallt auch dieser aus, springt der dritte Computer unverziiglich ein. Man nehme an, dafs
die Wahrscheinlichkeit fiir einen Computerausfall wihrend einer Transaktion 10~® betrigt
und daf die Transaktionen als unabhéngige Freignisse betrachtet werden kénnen. Wieviele
Transaktionen koénnen im Mittel vor dem Ausfall aller Computer durchgefithrt werden?
Varianz?

[Faltung/stetig] Zwei Punkte X und Y werden zuféllig auf einer Geraden der Lénge L so
gewahlt, daf X in der ersten Hélfte und Y in der zweiten Hélfte der Geraden liegt. (Mit
anderen Worten, X ist auf (0, L/2) uniform verteilt, Y auf (L/2,L).) Bestimmen Sie die
Dichte des Abstands Z =Y — X der beiden Punkte. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist
dieser Abstand grofer als L/3 ? (Hinweis: Schreiben Sie Z = (—=X) +Y. Wie ist X = —X
verteilt?)

[ Faltung/stetig] Die Lebensdauer X einer Komponente folge einer Exponentialverteilung
mit Mittelwert 5. Fallt die Komponente aus, wird sie sofort durch eine gleichartige Reser-
vekomponente (Lebensdauer Y) ersetzt.

(a) Bestimmen (und zeichnen) Sie die Dichte der Gesamtlebensdauer, d.h. bestimmen Sie
die Dichte von S = X 4+ Y.

(b) Bestimmen Sie den Mittelwert und die Streuung von S.

(c) Wiederholen Sie (a) und (b) unter der Annahme, daft die Reservekomponente eine
exponentialverteilte Lebensdauer mit Mittelwert 10 hat.

|Additionstheorem /Exponentialverteilung] An einem Schalter folgen die Servicezeiten einer
Exponentialverteilung mit Mittelwert 10 Minuten. Wie ist Thre Wartezeit verteilt, wenn
bei Ihrem Eintreffen drei Personen vor dem Schalter warten und eine Person bedient wird?
Mittelwert? Streuung? (Hinweis: Niitzen Sie die Gedédchtnislosigkeit der Exponentialver-
teilung; vgl. Aufgabe 3.23.)

[Streudiagramm/Bivariate Normalverteilung] Mit Hilfe der (eigenen) Funktion biv.rnorm
lassen sich bivariat normalverteilte Beobachtungen simulieren. Erzeugen Sie mit dieser
Funktion n = 500 Beobachtungen einer (a) N(0,0,1,1,0), (b) N(100,200,25,36,0.8) und
einer (c) N(100,200,25,36,—0.6) Verteilung und und stellen Sie die Beobachtungen mit-
tels Streudiagramm (oder Scatterplot) graphisch dar. Verwenden Sie auch die Funktionen
scatter.with.hist und scatter.with.box.

R: Beim Scatterplot interpretiert man die zusammengehdrigen Datenwerte als (kartesische)
Koordinaten von Punkten in der Ebene. Sind x und y die Datenvektoren, so kann man den
Scatterplot etwa wie folgt zeichnen:

plot(x, y, type="p", pch=19, xlab="Data x", ylab="Data y")
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4.27. [Mehrdimensionale Daten| Der Datensatz normtemp (Package: UsingR), umfalt Angaben

zu Korpertemperatur (temperature [°F|) und Ruhepuls (hr [Schlige pro Minute|) von 130
(gesunden) Personen beiderlei Geschlechts (gender).

R: Das Package UsingR mufs zuerst installiert und anschliefend geladen werden. Unter
Windows lafst sich dies u.a. iiber das Menii 'Pakete’ erledigen. Eine andere Moglichkeit
geht iiber die Funktion install.packages.

(a) Rechnen Sie zunéchst die Einheit °F in die Einheit °C um. (Bem: 2 °F = 5(x—32)/9°C)
R: Niitzen Sie dazu (z.B.) die Moglichkeiten der Funktion within.

(b) Bestimmen Sie fiir die beiden numerischen Variablen Lage— und Streuungsparameter.
Unterscheiden Sie dabei nach Geschlecht.
R: Eine Moglichkeit ist by (normtemp, gender, summary).

(c) Bereiten Sie den Datensatz graphisch auf (Histogramme, Boxplots, ...). Unterschei-
den Sie dabei nach Geschlecht.

(d) Stellen Sie die Variablen temperature und hr in Form eines Streudiagramms (Scatter-
plots) graphisch dar. Unterscheiden Sie dabei nach Geschlecht (durch unterschiedliche
Farben, Symbole, ...). Gibt es einen Zusammenhang? Wenn ja, welcher Art?

Anhang 4

4.1 Multinomialverteilung: Ein Experiment bestehe aus einer Folge von n identischen und

unabhéngigen Versuchen, wobei jeder Versuch mit den (konstanten) Wahrscheinlichkeiten
D1y Pk (Zle pi = 1) auf k Arten ausgehen kann. Ist X;, i« = 1,...,k, die Zahl der
Versuche, die auf die i—te Art ausgehen, so gilt:

n
— PIX| =21 .. X — _ @1 2 Tk o
p(w1,...,xp) {Xi=21,..., X =2} <m1’m’xk>p1 Py’ Pk, E T =n

Man beachte, daf es sich — entgegen der Schreibweise — nur um eine (k — 1)—dimensionale
Verteilung handelt. Die X; sind binomialverteilt, X; ~ B, ., ¢ = 1,...,k, aber nicht
unabhéngig.

Eigenschaften:

E(X;) = np;

COV(Xi7 X; ) nplp]7 1 7& ]

N
1—p; p_]

Spezialfille: Fiir k = 2 ergibt sich die Binomialverteilung, fir k = 3 spricht man von einer
Trinomialverteilung.




4.2

49

Bsp: Erfolgen die Ziehungen in Aufgabe 4.3 mit Zuriicklegen, so sind X, Y und Z =
3 — X — Y gemeinsam trinomialverteilt, wobei:

3 4 5

n =3, =15 P2=15 PB=1;

Der Korrelationskoeffizient von X und Y ist gegeben durch:

B 3/12 1121
Py =\ 1-sme\1-412 " %

(Etwas tiberraschend ergibt sich dieselbe Korrelation wie bei Ziehungen ohne Zuriicklegen.
Vgl. dazu den folgenden Punkt.)

Polyhypergeometrische Verteilung: Die Verallgemeinerung der Situation von Aufgabe 4.3
fithrt zur polyhypergeometrischen Verteilung. Unter N (gleichartigen) Objekten gebe es
A; Objekte der i—ten Art, i = 1,...k, 2?21 A; = N. Werden zufillig n Objekte ohne
Zuriicklegen gezogen und ist X;, ¢« = 1,...,k, die Zahl der dabei erhaltenen Objekte der
i—ten Art, so gilt:

o)) ()
PR k
x x x
p(ry,...,25) = P{X1=21,..., Xk =1} = ! <2N> K , in:n
=1
n

Man beachte, daf es sich — entgegen der Schreibweise — nur um eine (kK — 1)-dimensionale
Verteilung handelt. Die X; sind hypergeometrisch verteilt, X; ~ Hy a,n, @ = 1,...,k,
aber nicht unabhéngig.

Eigenschaften:
A
E(X;) = n =
(X)) =n5
Ai Al N —n
X)=n<i(1-2¢
Var(X;) ”N( N>N—1
A; A; N —n
X, X)) =-n—= ) ]
CovXe, X) =g Fy—1 77

A [ A
pXi,Xj__ N—Al N_A]7 Z#]

Bem: Der Korrekturfaktor (fiir endliche Grundgesamtheiten) (N — n)/(N — 1) kiirzt sich
im Ausdruck fiir p heraus.

Bsp: In Aufgabe 4.3 sind X, Y und Z = 3 — X — Y gemeinsam polyhypergeometrisch
verteilt, wobei:

N:12, A1:3, A2:4, A3:5, n=3

Der Korrelationskoeffizient von X und Y ist also gegeben durch:

B \/ 3 \/ 4 1
PXY="\1—3V12—4~ /6
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4.3

4.4

4.5

4 MEHRDIMENSIONALE VERTEILUNGEN

Kovarianzmatrix: Die Kovarianzmatrix 3 eines stochastischen Vektors X = (X1,..., X,,):

¥ = VCov(X) = [o4] = [Cov(X;, X;)]

ij=1,...n ij=1,...n

ist symmetrisch und positiv definit, d.h.:
»T=%, 2'Sz>0 firalle z#0, z€R"”

Zweidimensionale Integrale: Ist f : D — R eine (stiickweise) stetige Funktion und A ein
flichenhafter Integrationsbereich, dann existiert das Integral:

xo y2(x) y2 z2(Y)
zz/ﬂmwmz//fmw@mz//fmwmw
A 1 y1(x) Y1 z1(y)

Die schrittweise Integration erfolgt von innen nach aufsen. Die Reihenfolge der Variablen,
nach denen integriert wird, darf vertauscht werden. (Bem: Analoges gilt fiir mehrfache
Bereichsintegrale.)

Variablentransformation bei Doppelintegralen: Ist A der Integrationsbereich in der (x,y)-
Ebene und B der Bereich in der (u,v)-Ebene, so gilt:

Z}mwmmwzgf@WMWangjw)

Dabei ist:

ox(u,v) Jz(u,v)

8(1-’ y) _ 3u 8?}
Ow0) | dy(u,v)  Ay(u,v)
ou ov

die Funktionaldetermimante (oder Jacobi-Determinante).

Transformation in Polarkoordinaten: Ein wichtiger Spezialfall ist die Transformation in
Polarkoordinaten:

x=rcos(f), y=rsin@), 0<r<oo, 0<60<2r

Funktionaldeterminante:

cos() —rsin(f)
sin(f) rcos()

-
(Letzteres gilt wegen sin?(6) + cos?(f) = 1.) Somit gilt:

62 T2(0)

/f(a:,y)dxdy:/ / f(r,0)rdrdd

A 01 r1(0)



Losungen/Bemerkungen zu ausgewihlten Aufgaben

4.3. Vgl. fiir die gemeinsame Verteilung von X, Y und Z = 3 — X — Y Anhang 4.2. Aus der
Art der Stichprobenentnahme folgt, daft X und Y nicht unabhéngig sind; iiberpriifen Sie
dies aber auch formal. Verwenden Sie fiir die Kovarianzberechnung den Verschiebungssatz:

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

E(XY') berechnet man wie folgt:
E(XY) = zyp(z,y)
7y

4.5. Rechnet man in Minuten, so gilt X ~ U(0,30) und Y ~ U(40,50). Zu berechnen ist
P{X 4+Y <60}. Wenn X < 10, trifft die Person sicher vor 9 : 00 ein, wenn X > 20, sicher
nicht. Somit:

20 60—
1
10 40

4.6. Die folgende Abbildung zeigt die gemeinsame Dichte f(z,y):

o1
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4.7. Verwenden Sie fiir die Kovarianzberechnung den Verschiebungssatz:

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

E(XY') berechnet man wie folgt:

11
:C//xy x4+ y)drdy
0 0

4.8. Die Dichte einer uniformen Verteilung ist auf ihrem Trdger (= Bereich auf dem die Dichte
grofer als Null ist) konstant. Somit gilt:

1
— 2?2 +y? <1
T
flz,y) =
0 sonst

Um beispielsweise die Randdichte von X zu bestimmen, ist nach y zu integrieren. Vgl. fiir
die geometrischen Verhiltnisse die folgende Abbildung:

Berechnung von E(D) mittels SvuStat:

D)= [[ VaTri L dedy

z2492<1

Transformation auf Polarkoordinaten (vgl. Anhang 4.5):

21 21

1
1 1 2
//Vw+f—mwz—//ﬂmw_—/w:—
T s 3
0 0

x24+9y2<1
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4.9. Die folgende Abbildung zeigt die gemeinsame Dichte f(z,y):

X/Y gilt:

Fiir die Verteilungsfunktion von Z

e~ @) qdg dy

z/y<z

4.10. Bedingte Dichte von Y| X = x:

y>0

Flyla) = e

Gemeinsame Dichte von (X,Y):

z,y >0

)

ze—ty+D)

flz,y) = flylz) fx(x)

= 0 die Dichte der bivariaten Normalverteilung in einen nur von z

4.11. Zeigen Sie, dak fiir p

und in einen nur von y abhéngigen Faktor zerfallt.

!

!

4.13. Sind X, Y die Mafe in in., und X , Y die Mafle in cm, so gilt:

ol

| (

2.54
0

|

)

X/
Y
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4.14. Y ist eine Linearkombination der X;, ¢ =1,2,3:

4.16. Satz vom unbewufiten Statistiker:

E(R) = E(VX2+Y2) = / /\/Tye“y 12 dz dy

—00 —O0

2

Transformation auf Polarkoodinaten (vgl. Anhang 4.5):

oo 27 0o 27 0o

=5 //re” /2rd0dr——// 2€r2/2d6d7':/7“26r2/2d7“
T

0

Letzteres Integral lafst sich auf die Varianz einer N (0, 1)—Verteilung zuriickfiihren:

e 2 gy = —227T

E(R) = /r2 e T2 qr = —227T / r?

0

=4

Bem: Als Nebenprodukt der obigen Uberlegungen entnimmt man, daf die Dichte von R
gegeben ist durch (Rayleighverteilung):

4.18. Allgemein gilt:

Mit (harmomisches Mittel der 7;):

Th =

T
i=1 "t

lafst sich die Verteilungsfunktion/Dichte wie folgt schreiben:



4.19.

4.22.

4.23.

4.24.

Fon()=1—¢et/m >0

k
fmin(x) - Fr/mn(x) = _ e_lm/Th7 x>0
Th

Dies entspricht einer Exponentialverteilung mit Mittelwert /Streuung 7, /k.

Speziell fir 71 = ... =7 = 7 ist 7, = 7 und es gilt:
Fon(@)=1—¢e/" >0
k
fmin(x) = - e_k$/7—, X > 0

T

E(Xom) = /Var(Xom) = %

Fir die Verteilungsfunktion der Lebensdauer X des Systems gilt:

Fx(z) = P{X < 2} = P{max { min{X1, Xo}, X3} <z}

55

Die Zahl der Transaktionen bis zum Ausfall des 1. Computers ist geometrisch verteilt mit

p = 1078; ebenso fiir den 2. und 3. Computer.

Orientieren Sie sich am entsprechenden Beispiel der VO (Faltung zweier unabhéngiger

U(0,1)-Verteilungen).

Losung fiir (c):

S

1 1
Fs(s) = / £ eVl L v g
0

S

1

_ = —s/b y(1/5—1/10)

50 /e dy
0

S

1
_ —s/b y/10
50 /e dy

0

s

1 —5
= %e /5[1Oey/10]

0
1 —s/5(,s/10
— = 1
L emsfs 1o _ 1)
1 1
_36_8/10—36_8/5, s>0

4.25. Die Wartezeit X folgt einer Erlangverteilung Er410. (Beachten Sie, daf es als Folge der
Gedéchtnislosigkeit der Exponentialverteilung keine Rolle spielt, wie lange die Person am
Schalter bereits bedient wird, wenn Sie eintreffen. Die restliche Servicezeit dieser Person

ist unverdndert nach Fxq( verteilt.)
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4.27. (a) Laden und umrechnen:

require (UsingR)

data(normtemp)

normtemp2 <- within(normtemp, {
temperature <- 5*(temperature - 32)/9 1})

head (normtemp?2)
temperature gender hr
1 35.72222 170
2 35.94444 171
3 36.05556 174
4 36.11111 1 80
5 36.16667 173
6 36.16667 175

(b) Lage-/Streuungsparameter:

summary (normtemp?2)
temperature gender hr
Min. :35.72  Min. :1.0 Min. :57.00
1st Qu.:36.56 1st Qu.:1.0 1st Qu.:69.00
Median :36.83 Median :1.5 Median :74.00
Mean :36.81  Mean :1.5  Mean :73.76
3rd Qu.:37.06 3rd Qu.:2.0 3rd Qu.:79.00
Max. :38.22  Max. :2.0  Max. :89.00
attach(normtemp?2)
by (normtemp2, gender, summary)
gender: 1
temperature gender hr
Min. :35.72  Min. 11 Min. :58.00

1st Qu.:36.44 1st Qu.:1
Median :36.72 Median :1
Mean :36.72 Mean 01 Mean :73.37
3rd Qu.:37.00 3rd Qu.:1
01

Max. :37.50  Max. Max :86.00
gender: 2

temperature gender hr
Min. :35.78  Min. :2  Min. :57.00

1st Qu.:36.67 1st Qu.:2 1st Qu.:68.00
Median :36.89 Median :2 Median :76.00
Mean :36.89 Mean 12 Mean :74.15
3rd Qu.:37.11 3rd Qu.:2 3rd Qu.:80.00
Max. :38.22 Max. 2 Max. :89.00



(c) Boxplots:

38.0

375

37.0

36.5

36.0

Histogramme:

Density

Density

00 02 04 06 08 1.0

02 04 06 08

0.0

o= i

temperature
[¢]
_

'

:

J— .

' '

' |

' |

' '

' '
'
'
'

'

'

'

| |

' 1

' 1

' 1

' 1

' 1
'

. o
'

! o

_
T T
1 2

Male: temperature

[ T T 1
36.0 36.5 37.0 375

Female: temperature

355

36.5 375 38.5

Density

Density

65 70 75 80 85 90

60

0.02 0.04 0.06

0.00

0.02 0.04

0.00

hr

Male: hr

55 60

T T T T T 1
65 70 75 80 85 90

Female: hr

55 60

T T T T T 1
65 70 75 80 85 90

o7



4 MEHRDIMENSIONALE VERTEILUNGEN

(d) Scatterplot:
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5 Folgen stochastischer Grofien

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

[Starkes GgZ] X sei eine diskrete sG mit den folgenden Punktwahrscheinlichkeiten:

x o 1 2 3 4
P{X=2}]01 02 03 035 0.05

Wenn (X,,;n € N) eine UIV-Folge mit der obigen Verteilung ist, wie lautet das starke GgZ,
d.h., wogegen konvergiert X, = Y | X;/n fast sicher (fir — c0)?

[Starkes GgZ] Das starke GgZ besagt, daf — unter bestimmten Voraussetzungen — die suk-
zessiven arithmetischen Mittelwerte X, einer UIV-Folge von sGn fast sicher zum gemeinsa-
men Mittelwert p konvergieren. Wogegen konvergieren aber die sukzessiven geometrischen
Mittelwerte fast sicher?

n 1/n
<HX,~> £s0 5 (vs: x> 0)
=1

[Starkes GgZ] Die Zeit bis zum Ausfall einer bestimmten Komponente sei eine stochastische
Grdéfke mit Dichte:

flz)=2z, 0<z<l1

Féllt eine Komponente aus, wird sie sofort durch eine gleichartige neue Komponente ersetzt.
Bezeichnet X; die Lebensdauer der i-ten Komponente, so ist S, = Y " ; X; der Zeitpunkt
des n—ten Ausfalls. Die Rate mit der auf lange Sicht Ausfélle auftreten, ist definiert durch:

"= i S,

Wenn die sGn X, ¢ > 1, unabhéngig sind, bestimmen Sie 7.

[Starkes GgZ] Betrachten Sie ein Quadrat der Seitenldnge 2 (in Nullpunktslage) und den
eingeschriebenen Kreis. Wahlt man zuféllig einen Punkt (V7,V52) im Quadrat, so ist die

Wahrscheinlichkeit, daf der Punkt innerhalb des Kreises liegt, gleich 7/4. (Warum?) Si-
muliert man eine Folge von Punkten und definiert:

Y 1 wenn der i—te Punkt innerhalb des Kreises liegt
‘1 0 sonmst

so folgt, daf X;, i > 1, eine UIV-Folge mit E(X;) = m/4 ist. Nach dem starken GgZ gilt:

X1+ + X, fs.

—

NS

n

D.h., durch Simulation einer grofen Zahl von Punkten (Vi,Vs) lafst sich der Wert von 7
approximieren. Erzeugen Sie auf diese Weise n = 10000 Punkte und ermitteln Sie einen
Schétzwert fiir w. (Streuung des Schétzwerts?) Verwenden Sie auch die Funktion simpi3.

29
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5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

5.9.

5.10.

5.11.

5.12.

5 FOLGEN STOCHASTISCHER GROSSEN

[ZG VS /Binomialverteilung] Ein symmetrischer Wiirfel wird 1000 Mal geworfen. Berechnen
Sie approximativ die Wahrscheinlichkeit, daf die Augenzahl 6 zwischen 150 und 200 Mal
inklusive geworfen wird. Wenn die Augenzahl 6 exakt 200 Mal geworfen wird, berechnen
Sie approximativ die Wahrscheinlichkeit, daf die Augenzahl 5 weniger als 150 Mal geworfen
wird. (Rechnen Sie mit Stetigkeitskorrektur.)

[ZG VS /Binomialverteilung] Beim franzosischen Roulette gibt es 37 Felder, nummeriert mit
0,1, ..., 36. Wenn Sie 1€ auf eine bestimmte Zahl setzen, so gewinnen Sie entweder 35€,
wenn diese Zahl kommt, oder Sie verlieren den Einsatz, wenn die Zahl nicht kommt. Wenn
Sie kontinuierlich auf diese Weise spielen, mit welcher approximativen Wahrscheinlichkeit
sind Sie (a) nach 34 Spielen, (b) nach 1000 Spielen, (c) nach 100000 Spielen im Plus?
(Rechnen Sie mit Stetigkeitskorrektur.) Beim amerikanischen Roulette gibt es 38 Felder,
nummeriert mit 0, 00, 1, ..., 36. Wenn sonst alles gleich bleibt, sind die obigen Wahr-
scheinlichkeiten kleiner oder gréfser?

[ZG VS /Poissonverteilung] Ein Programm bestehe aus n = 100 Seiten Code und X; sei die
Zahl der Fehler auf der i—ten Seite. Wenn die X;’s unabhéngig und identisch poissonverteilt
mit Mittel ¢ = 0.8 sind, bestimmen Sie fiir die Gesamtzahl Y = >""" | X; der Fehler einen
approximativen Wert fiir P{75 <Y < 85}. (Rechnen Sie mit Stetigkeitskorrektur.)

|ZG VS /Poissonverteilung] Die Zahl X der Zugriffe auf eine Webseite folge einer Poisson-
verteilung mit einem Mittelwert von 10000 pro Tag. Bestimmen Sie approximativ:

Die Wahrscheinlichkit von mehr als 20000 Zugriffen pro Tag.
Die Wahrscheinlichkeit von weniger als 9900 Zugriffen pro Tag.
Einen Wert ¢ so, daf P{X > ¢} ~ 0.01.

Die zu erwartende Anzahl von Tagen in einem Jahr (365 Tage), an denen es mehr als
10200 Zugriffe gibt.

(e) Die Wahrscheinlichkeit, daf es in einem Jahr (365 Tage) mehr als 15 Tage mit jeweils
mehr als 10200 Zugriffen gibt.

a)
)
)
(d)

[ZGVS] Wenn 10 symmetrische Wiirfel geworfen werden, mit welcher (approximativen)
Wahrscheinlichkeit liegt die Augensumme zwischen 30 und 40 inklusive? (Rechnen Sie mit
Stetigkeitskorrektur.)

[ZGVS|] Angenommen, eine bestimmte Komponente ist kritisch fiir die Funktionsfahig-
keit eines Systems, und mufs nach Ausfall sofort ausgetauscht werden. Wenn die mittlere
Lebensdauer dieser Komponente 10 [h] und die Standardabweichung 30 [h] betragt, wie-
viele derartige Komponenten miissen vorrétig sein, sodaf die Funktion des Systems fiir die
néchsten 2000 Stunden mit einer Mindestwahrscheinlichkeit von 0.95 gewéhrleistet ist?

[ZGVS] A hat 20 Jobs zu erledigen, wobei die fir die Erledigung der Jobs bendtigten
Zeitspannen unabhéngige sGn mit Mittelwert 50 [min| und Standardabweichung 10 [min]|
sind. B hat ebenfalls 20 Jobs zu erledigen, wobei die fiir die Erledigung der Jobs bendtigten
Zeitspannen unabhéngige sGn mit Mittelwert 52 [min| und Standardabweichung 15 [min]|
sind. Mit welcher (approximativen) Wahrscheinlichkeit ist A vor B fertig?

[Empirische Verteilungsfunktion| Die folgenden 20 Beobachtungen (randex.dat) sind si-
mulierte Beobachtungen einer Ex9—Verteilung:

3.1 0.7 235 6.5 35 19 350 43 19 89
4.5 126 227 11.2 73 0.1 257 0.6 9.1 34



5.13.

5.14.

5.15.

5.16.
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Zeichnen Sie die empirische Verteilungsfunktion F3; und bestimmen Sie das Supremum des
Abstands zwischen F5; und der Verteilungsfunktion F' der Fx1p—Verteilung. Bestimmen
Sie dieses Supremum ,mit der Hand“, mit Hilfe der Funktion ks.test, und mit Hilfe der
(eigenen) Funktion dist.exp.

R: Ist x der Datenvektor, so lauten die R-Commands ks.test(x, pexp, rate=1/10) bzw.
dist.exp(x, tau=10).

| Empirische Verteilungsfunktion| Zeichnen Sie fiir die beiden Datensétze (euroweight4.dat,
euroweight6.dat) von Aufgabe 1.6 die empirische Verteilungsfunktion und bestimmen Sie
das Supremum des Abstands von der Verteilungsfunktion einer Normalverteilung N (i, 02).
Ersetzen Sie die (unbekannten) Parameter 4 und o2 durch die empirischen Gegenstiicke T
und s2. (Vgl. auch Aufgabe 1.12.) Nehmen Sie dazu die Funktion ks.test und die (eigene)
Funktion dist.norm.

R: Ist x der Datenvektor, so lauten die R-Commands ks.test(x, pnorm, mean=mean(x),
sd=sd(x)) bzw. dist.norm(x).

[Statistiken| X1, ..., X, sel eine Stichprobe aus einer Verteilung F' mit Mittelwert p und
Varianz o2. Welche der folgenden Gréfen sind Statistiken?

X, - 4
S,

(4) Vn (5) F(z), z € R (6) sup, |F;(z) — F(x)]

[Stichprobe| Eine exponentialverteilte stochastische Grofe, X ~ Ez., wird n Mal unabhén-
gig beobachtet, Xi,...,X,,.

(a) Wie lautet der Merkmalraum, der Parameterraum, der Stichprobenraum?
(b) Ermitteln Sie die gemeinsame Dichtefunktion der Stichprobe.

(c) Wie lautet eine passende Schétzfunktion fiir 77

[Stichprobe] X1, ..., X, sei eine Stichprobe aus einer stetigen Verteilung mit Dichte:

f(@;0) = 02" g 1y(x), 6>0

(a) Wie lautet der Merkmalraum, der Parameterraum, der Stichprobenraum?
(b) Ermitteln Sie die gemeinsame Dichtefunktion der Stichprobe.

(c) Wie lautet eine passende Schétzfunktion fiir 67

Anhang 5

5.1 Markoff’sche Ungleichung: Ist X eine nichtnegative sG, deren Mittelwert E(X) existiert,

so gilt fiir jedes a > 0:

E(X)

P{X >a} <
a
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5.2

5.3

5 FOLGEN STOCHASTISCHER GROSSEN

Bsp: Angenommen, die Zahl der Einheiten, die in einer Fabrik in einer Woche erzeugt
werden, ist eine sG mit Mittelwert 50. Was lafst sich iiber die Wahrscheinlichkeit sagen,
mit der die Wochenproduktion 75 Einheiten iibersteigt?

E(X) 50 2
PIX>7hB} < —=—=-
{ b 75 73
Tschebyscheff’sche Ungleichung: X sei eine sG mit existierendem Mittelwert p und exis-
tierender Varianz o2, dann gilt fiir jedes k > 0:

2
P{X —pl 2k} < 55

Beml: Die Tschebyscheff’sche Ungleichung folgt aus der Markoff’schen Ungleichung, denn
(X — p)? ist eine nichtnegative sG mit E[(X — p)?] = Var(X).

Bem?2: Als Folge der nur geringen Voraussetzungen sind Abschétzungen auf Basis der Tsche-
byscheff’sche Ungleichung meist nur grob. An Hand von Beispielen kann man aber de-
monstrieren, dafs die Ungleichung scharf ist, womit gemeint ist, dafl sie ohne zusétzliche
Voraussetzungen nicht verbessert (,verschérft”) werden kann.

Bsp: Wenn die Streuung der Wochenproduktion im Bsp von Anhang 5.1 gleich 5 ist, was
&Rt sich iiber die Wahrscheinlichkeit sagen, mit der die Wochenproduktion zwischen 40
und 60 Einheiten liegt?

P{|X =50/ > 10} < o 1
- — 102 4
Damit folgt:

13
P{IX =50 <10} >1 -7 =1

Schwaches GgZ: X1, Xo,... sei eine UIV-Folge von sGn mit existierendem Mittelwert
E(X;) = p. Dann gilt fiir jedes ¢ > 0:

Jlim P{Xy, —pf >} =0

Diese Form der Konvergenz nennt man Konvergenz in der Wahrscheinlichkeit (oder sto-
chastische Konvergenz) und schreibt:

X, 2w

Beml1: Der Beweis des schwachen GgZ in der obigen Form ist nicht ganz einfach. Unter der
zusitzlichen Voraussetzung einer existierenden endlichen Varianz o? ist das Gesetz aber
eine unmittelbare Folgerung aus der Tschebyscheff’schen Ungleichung. Dariiberhinaus folgt
das schwache GgZ aus dem starken Gesetz.

Bem2: Worin besteht der wesentliche Unterschied zwischen dem starken und dem schwachen
Gesetz? Das schwache Gesetz besagt, dak sich fiir groes n das arithmetische Mittel X, mit
hoher Wahrscheinlichkeit in der Niahe von p authéalt, nicht aber, dafs es dort auch bleibt.
Das starke Gesetz hingegen besagt, daf |X,, — | mit Wahrscheinlichkeit 1 nur endlich oft
grofker als ein beliebiges € > 0 sein kann.
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5.4 Stetigkeitskorrektur: Die Approximation einer diskreten Verteilung durch eine stetige Ver-
teilung (insbesondere Normalverteilung) lafst sich meist durch die Stetigkeitskorrektur ver-
bessern. (Gelegentlich kann es auch zu einer Verschlechterung kommen.) Ist X die diskrete
und Y die stetige Grofie, und besteht der Merkmalraum von X aus einer kontinuierlichen
Folge von ganzen Zahlen, lautet die Approximation unter Anwendung der Stetigkeitskor-

rektur wie folgt:

1 1
P{aéXéb}%P{a—§§Y§b+§}

Bsp: Angenommen, man mochte fiir X ~ Bjgo,0.1 die Wahrscheinlichkeit von 5 < X <15

mit Hilfe der Normalapproximation X ~ N (np,np(1 —p)) = N(10,9) berechnen:

15 -10 5—10
ohne Korrektur: P{5 < X <15} ~ & < 3 > - <T> = 0.9044

15.5 - 10 4.5 —10
mit Korrektur: P{5 < X <15} ~ @ <T) - <T> = 0.9332

exakt: P{5 < X <15} =0.9364

Die folgende Abbildung zeigt die geometrischen Verhéltnisse (die stérker schraffierten Be-
reiche entsprechen der Stetigkeitskorrektur):

Stetigkeitskorrektur

px(x)
0.06 0.08 0.10 0.12
I I I |

0.04
|

0.02
|

0.00







Losungen/Bemerkungen zu ausgewihlten Aufgaben

5.2. Nach dem starken GgZ gilt fiir den Logarithmus:

n 1/n n
In <HXZ> :%ZID(XZ') fs, E[In(X)]
i=1 i=1

Dabher:

n 1/n
<H Xz-> fs. Emx)]
i=1

5.4. Ein Aufruf von simpi3 ergab das folgende Bild:

n =10000
-1.0 -0.5 0.0
o
I
Te]
o
=
L0
o
[
o
7
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1.0

0.5

0.0

-0.5
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5.5.

5.6.

5.7.

5.9.

5 FOLGEN STOCHASTISCHER GROSSEN

35

34

3.3
|

3.2

simpi

3.1

2.9

2.8

I I I I I
0 2000 4000 6000 8000 10000

1n

Normalapproxiamtion der Binomialverteilung (n grof):

Bn,p ~ N(np, np(l —p))

Die Approximation erfolgt so, dafs die beiden Mittelwerte und Varianzen {ibereinstimmen.
Sie gilt als zuldssig, wenn np(1 — p) > 9 (,Faustregel).

Ist X die Zahl der gewonnenen Spiele bei insgesamt n Spielen, so betriagt der Nettogewinn
nach n Spielen G = 35X — (n — X) = 36X — n. Gesucht ist P{G > 0}.

Normalapproxiamtion der Poissonverteilung (n grof):

Py~ N(p, p)

Die Approximation erfolgt so, dafs die beiden Mittelwerte und Varianzen {ibereinstimmen.

Sie gilt als zuléssig, wenn p > 9 (,,Faustregel®).

X; = Augenzahl des i—ten Wiirfels, i =1,...,10:

10
7 35 . 70 350
E(X;) =5, Var(Xy) =3, Y XiAN <7, E)
i=1
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5.12.

5.14.

5.16.
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Die Losung fiihrt auf eine quadratische (Un—) Gleichung fiir n. Letztere 1dft sich mit Hilfe
von R auch einfach durch Probieren l6sen.

Erstellen Sie fiir die rechnerische Bestimmung von D = sup, |F*(z) — F(x)|, mit F(z) =
1 —e /10 2 >0, eine Tabelle der folgenden Form:

i@ i/n (=D/n Flzw) |[Flre)—i/n| |[Flrg) =@ =1)/n]
1/01 005 000  0.0100 0.0400 0.0100
2|06 010 005  0.0582 0.0418 0.0082

3

0.7 0.15 0.10 0.0676 0.0824 0.0324

Bem: Die Funktion ks.test implementiert den — in der VO/UE nicht behandelten —
Kolmogoroff-Smirnoff-Test. Dieser verwendet D als Testgroffe. (Naheres zu statistischen
Tests im folgenden Kapitel.)

Statistiken sind (,meRbare”) Funktionen der Stichprobe (allein).

Wie man sofort zeigt, gilt E(X) = 6/(60+1). Einen verniinftigen Schétzer fiir  konnte man
also wie folgt bestimmen:

— ~ X
— =X, = 0=—C
o+1 1-X,

Einen auf diese Weise bestimmten Schitzer nennt man einen Momentenschdtzer. Es gibt
allerdings noch andere Mdglichkeiten (vgl. das folgende Kapitel).






6 Klassische schliefiende Statistik

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

| Unverzerrtheit] Zeigen Sie, daf fiir eine Stichprobe Xj,...,X,, aus einer Verteilung mit
dem Mittelwert p und der Varianz o2 der Stichprobenmittelwert X,, und die Stichproben-
varianz S2:

— 1 1 —
Xo=0D Xin  Si=omg ) (X Xn)?
i=1 i=1
unverzerrte Schiitzer fiir u bzw. o2 sind. (Hinweis: Verwenden Sie fiir den Nachweis der
Unverzerrtheit von S2 fiir 2 die Darstellung von Aufgabe 1.11.)

| Unverzerrtheit/Effizienz] X1, ..., X7 sei eine Stichprobe aus einer Verteilung mit Mittel-
wert ;1 und Varianz o2, Betrachten Sie die folgenden (linearen) Schiitzer von pu:

X1+ + Xy 02X - Xe+ Xy
—— = 5

f1 =

Sind die Schétzer unverzerrt? Welcher ist effizienter (d.h., hat die kleinere Varianz)? Wie
lautet der lineare effiziente Schétzer von p?

| Unverzerrtheit /Effizienz] X1, ..., X, sei eine Stichprobe aus einer uniformen U (0, #)—Ver-
teilung, wobei 6 > 0. Zwei Schétzer stehen zur Auswahl:

~

(/9\1 - 277“ 02 - max{XZ}
i

(a) Zeigen Sie, daf 6, ein unverzerrter Schiitzer fiir 0 ist. Varianz des Schiitzers?

(b) Zeigen Sie, daf By nicht unverzerrt fiir 6 ist. (Hinweis: Bestimmen Sie zuerst die Dichte
— vgl. Kapitel 5 — und dann den Erwartungswert von 65.)

(c) Bestimmen Sie die Konstante ¢ so, daf B ein unverzerrter Schitzer fiir 6 ist.

(d) Wie lautet der lineare effiziente Schétzer von 6?7

| Unverzerrtheit /Effizienz] Ein Parameter p wird nach zwei Methoden gemessen: Xy, ..., X,
sind (ua.) Messungen nach der ersten, Yi,...,Y,, sind (ua.) Messungen nach der zweiten
Methode. Beide MeRmethoden sind unverzerrt, fiir die Varianzen gilt aber 03 = ac?. Be-
trachten Sie den folgenden kombinierten (oder gewichteten) Schétzer fir p:

=aXy, +(1-a)Y,,, 0<a<l

(a) Zeigen Sie, dak f fiir jedes « ein unverzerrter Schétzer fiir p ist. Varianz/Standardab-
weichung des Schétzers?

(b) Wie ist v zu wihlen, sodaf die Varianz des Schétzers minimal ist? Wie grofs ist dann
die minimale Varianz?

(c) Angenommen, a = 4 und n; = 2ny. Welcher Wert von « ist optimal?
[Konsistenz] Zeigen Sie, dak fiir eine Stichprobe Xj,..., X,, aus einer Verteilung mit Mit-

telwert p und Varianz o2 der Stichprobenmittelwert X, und die Stichprobenvarianz S2
(stark) konsistente Schiitzer fiir y bzw. o2 sind.

69
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6.6.

6.7.

6.8.

6.9.

6.10.

6.11.

6.12.

6.13.

6.14.

6 KLASSISCHE SCHLIESSENDE STATISTIK

[Plausible Schatzung/Alternativverteilung] Angenommen, bei der Herstellung von ICs mit-
tels Photolithographie stellt sich heraus, daf von 300 zuféllig ausgewdhlten 1Cs 13 defekt
sind. Bestimmen Sie — inklusive Herleitung — den plausiblen Schétzer/Schéatzwert des De-
fektanteils p bei dieser Produktionsmethode.

[ Plausible Schitzung/Poissonverteilung| Bei der optischen Priifung von 20 zuféllig herausge-
griffenen Autoblechen wurden die folgenden Anzahlen von Lackfehlern pro Blech gefunden:

1 713 25 285 465 46 2 45 2 36

Bestimmen Sie — inklusive Herleitung — den plausiblen Schétzer /Schéatzwert fiir die mittlere
Lackfehleranzahl p pro Blech.

[Plausible Schdtzung/Normalverteilung| Einer groferen Lieferung von Kondensatoren wer-
den probeweise 15 Stiick zuféllig entnommen und ihre Kapazitéit gemessen. Dabei ergaben
sich die folgenden Werte (in pF):

492 512 502 487 500 483 490 498 489 503
497 494 508 506 497

Wenn man davon ausgeht, daf es sich um Beobachtungen aus einer N (ju,o?)Verteilung
handelt, bestimmen Sie — inklusive Herleitung (vgl. dazu die VO) — die plausiblen Schét-
zer /Schiitzwerte von (a) p, (b) o2 und (c) o.

| Plausible Schitzung/Exponentialverteilung] Werden (herkommliche) Gliithlampen (60 W)
unter normalen Bedingungen (230 V, Glithfadentemperatur: 2700 K) vom Einschalten bis
zum Ausfall beobachtet, so folgt die Brenndauer ndherungsweise einer Exponentialver-
teilung. Angenommen, bei 25 Glithlampen ergibt sich eine mittlere Brenndauer von 976
Stunden. Bestimmen Sie — inklusive Herleitung — den plausiblen Schétzer /Schatzwert (a)
fiir den Mittelwert und (b) fiir den Median der Brenndauer, sowie (c) fiir die Wahrschein-
lichkeit, daf eine Glithlampe ldnger als 2000 Stunden brennt. (Hinweis: Beachten Sie fiir
(b) und (c) Anhang 6.1.)

[ Plausible Schitzung/ Uniforme Verteilung| Zeigen Sie, dak fiir die Situation von Aufgabe
6.3 der Schétzer 0y der plausible Schitzer von 6 ist.

[ Plausible Schdtzung| Die folgenden Beobachtungen stammen aus einer Verteilung mit der

Dichte f(z;60) von Aufgabe 5.16:

094 0.74 049 0.76 0.59 0.75 0.60 0.58

Bestimmen Sie den plausiblen Schétzer /Schéitzwert von 6.

| Konfidenzintervall/Normalverteilung] Bestimmen Sie ein (zweiseitiges) (a) 90%—, (b) 95%—
und (c) 99%Konfidenzintervall fiir fiir die mittlere Kapazitét p von Aufgabe 6.8.

| Konfidenzintervall/Normalverteilung] Bestimmen Sie ein (zweiseitiges) 95%-Konfidenzintervall

fiir (a) die Varianz o2 und fiir (b) die Streuung o der Kapazitiiten von Aufgabe 6.8.

| Konfidenzintervall/Ezponentialverteilung] Entwickeln Sie unter Berufung auf den ZGVS
ein (approximatives) 95%—-Konfidenzintervall fiir die mittlere Brenndauer der Glithlampen
von Aufgabe 6.9.
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6.15. [Konfidenzintervall/Alternativverteilung] Xi,...,X, seil eine Stichprobe aus einer Alter-
nativverteilung A,. Begriinden Sie, warum die folgende Grofe eine approximative Pivot—
Grofe ist:

X, —p
V/Xn(1—=X,)/n

(a) Entwickeln Sie auf Basis von Z,, ein approximatives 100(1 — «)%-Konfidenzintervall
fiir den Parameter p. (Vgl. auch Anhang B.4.)

(b) Ermitteln Sie ein 95%Konfidenzintervall fiir den Defektanteil p von Aufgabe 6.6.

Zy = ~ N(0,1)

6.16. [Konfidenzintervall/Poissonverteilung] X1, ..., X, sel eine Stichprobe aus einer Poisson-
verteilung P,. Begriinden Sie, warum die folgende Gréfse eine approximative Pivot-Grofke
ist:

X, —
Z, = =l O N(0,1)

\/ X, /n

(a) Entwickeln Sie auf Basis von Z,, ein approximatives 100(1 — «)%—Konfidenzintervall
fiir den Parameter p. (Vgl. auch Anhang B.6.)

(b) Ermitteln Sie ein 95%Konfidenzintervall fiir die mittlere Fehlerzahl p pro Blech von
Aufgabe 6.7.

6.17. [Normalverteilungsnetz| Priifen Sie mittels Wahrscheinlichkeitsnetz, ob die Daten von Auf-
gabe 6.8 aus einer Normalverteilung stammen. Nehmen Sie dazu das vorgefertigte Netz aus
Anhang D und zeichnen Sie die Punkte (m(i), 100(i —1/2)/n%), i =1,...,n, ein. Wie kann
man dem Netz gegebenenfalls Schiatzwerte fiir g und o entnehmen?

R: Ist x der Datenvektor, so bekommt man die Punkte mittels qgnorm(x, datax=TRUE) und
die ,Ausgleichsgerade” mittels qqline (x, datax=TRUE).(Wie wird die Gerade gezeichnet?)

6.18. [Normalverteilungsnetz] Priifen Sie mittels Wahrscheinlichkeitsnetz, ob die beiden Daten-
sitze von Aufgabe 1.6 (euroweight4.dat, euroweight6.dat) aus einer Normalverteilung
stammen. Nehmen Sie dazu qgnorm und qqline (vgl. Aufgabe 6.17) oder die (eigene)
Funktion net.normal2. Bei letzterer miissen die Daten als Objekt vom Typ list iiberge-
ben werden, beispielsweise net.normal2(list(datl, dat2)).

6.19. [Testproblem| Ein Produzent behauptet, daf hochstens 1% seiner Produkte fehlerhaft ist.
Zur Priifung dieser Behauptung entnehmen Sie — ohne Zuriicklegen — aus einem Los der
Grofe N = 1000 zufallig 55 Einheiten, und beschliefsen, das Los nur dann zu akzeptieren,
wenn die Stichprobe nicht mehr als 1 fehlerhafte Einheit enthélt.

(a) Formulieren Sie die Null- und Alternativhypothese.
(b) Wie grof ist bei diesem Test die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art?

(c) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 2. Art, wenn der Defektanteil tat-
séchlich 5% (10%) betragt?

(Hinweis: Rechnen Sie mit der Binomialverteilung.)
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6.20.

6.21.

6.22.

6.23.

6.24.

6.25.

6 KLASSISCHE SCHLIESSENDE STATISTIK

[Test fir den Mittelwert/Normalverteilung/Varianz bekannt] Fiir eine normalverteilte sto-
chastische Gréfe X, deren Varianz mit 0 = 4 bekannt ist, méchten wir Ho : g = 100
gegen Hy : p # 100 auf Basis einer Stichprobe der Grofse n = 9 testen.

(a) Wenn der Annahmeraum durch 98.5 <7 < 101.5 gegeben ist, wie grof ist die Wahr-
scheinlichkeit eines Fehlers 1. Art?

(b) Wenn der tatséchliche Mittelwert gleich 103 ist, wie grof ist die Wahrscheinlichkeit
eines Fehlers 2. Art?

|Test fir den Mittelwert/Normalverteilung/Varianz unbekannt| Testen Sie auf Basis der
Daten von Aufgabe 6.8 die Hypothese Hy : 1 = 500 gegen H; : p # 500. Die Fehlerwahr-
scheinlichkeit 1. Art des Test soll & = 0.05 betragen. (Gibt es einen Zusammenhang mit
den in Aufgabe 6.12 bestimmten Konfidenzintervallen? Vgl. Anhang 6.3.)

[Test fiir die Varianz/Normalverteilung] Bei 15 unabhingigen Messungen des Gewichts
von einem Blatt Papier ergibt sich eine Stichprobenstreuung von s = 0.0083 g. Wenn die
Mefswerte normalverteilt sind, testen Sie Hp : 0 = 0.01 gegen Hy : o # 0.01 mit a = 5%.
Wie grof ist der p-~Wert? (Vgl. Anhang 6.2.)

[ Zwei-Stichproben—Tests/Normalverteilung| Die Zeit fiir die Ausfithrung eines (standardi-
sierten) Programms wurde auf zwei verschiedenen Computersystemen gemessen. Die Stich-
probengrofien waren n, = 10 bzw. n, = 20; fiir die Stichprobenmittel und die Stichpro-
benvarianzen ergab sich:

T=104[s|], y=114 s
s2=290 [s%], s =510 [s%

(a) Testen Sie unter der Annahme normalverteilter Beobachtungen (mit gleicher Varianz),
ob die mittleren Ausfithrungszeiten auf beiden Systemen gleich sind, d.h. testen Sie
Ho @ pa = py gegen Ha @ pig # py. (@ = 5%)

(b) Ermitteln Sie ein 95%Konfidenzintervall fiir die Differenz 6 = p,— 1, der Mittelwerte.
Gibt es einen Zusammenhang mit (a)? (Hinweis: Vgl. fiir eine passende Pivotgrofe
VO/Abschnitt 28.3.)

(b) Testen Sie, ob die beiden Varianzen als gleich angesehen werden konnen, d.h. testen
Sie Ho : 02 = o gegen Hi : 0 # o5 (o = 10%)

[ Chiquadrat—Anpassungstest/einfach] Ein Wiirfel wird 100 Mal geworfen, mit dem Ergebnis:

Augenzahl‘ 1 2 3 4 5 6
Héufigkeit | 13 17 9 17 18 26

Ist der Wiirfel ausbalanciert? (o = 5%).

[ Chiquadrat—Anpassungstest/einfach| Die folgenden 30 Zufallszahlen wurden mittels des
R—Commands round (sort (runif (30)),4) erzeugt:

0.0920 0.1469 0.1696 0.1903 0.2304 0.2415 0.2550 0.2917 0.2949 0.3201
0.3300 0.3474 0.3690 0.4259 0.4725 0.4749 0.5155 0.5820 0.5959  0.6509
0.6829 0.6950 0.7144 0.7415 0.8392 0.8459 0.8678 0.8853 0.9005 0.9640

Prufen Sie mit o = 5%, ob die Werte als Beobachtungen einer nach U(0, 1) verteilten sG an-
gesehen werden konnen. Nehmen Sie dazu die Klasseneinteilung [0, 0.2),[0.2,0.4),...,[0.8,1].
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[ Chiquadrat—Anpassungstest/zusammengesetzt] Eine sG X wurde 100 Mal beobachtet, mit
dem folgenden Ergebnis:

Wert |0 1 2 3 4
Héufigkeit | 24 30 31 11 4

Ist eine Poissonverteilung ein geeignetes Modell (a = 5%)7 Wie grof ist der p—Wert?
(Hinweis: Bestimmen Sie zuerst den plausiblen Schéitzwert fiir den Parameter p der Pois-
sonverteilung. Achten Sie auf die Einhaltung der Faustregel nw > 5.)

| Chiquadrat—Anpassungstest/zusammengesetzt] Der Datensatz lifetimes.dat umfaft 24
Beobachtungen der Ausfallzeit einer elektronischen Komponente. Priifen Sie mit o = 5%,
ob die Exponentialverteilung ein geeignetes Modell ist. Wie grof ist der p~Wert? ( Hinweis:
Bestimmen Sie zuerst den plausiblen Schatzwert fiir den Parameter 7 der Exponentialver-
teilung. Klassieren Sie die Daten z.B. wie folgt: (0, 44], (44, 106], (106, 212], (212, 00).)

R: Nehmen Sie die (eigene) Funktion chi2.exp mit nk=4 (Klassen). (Wie erfolgt bei
chi2.exp die Klasseneinteilung?)

[ Chiquadrat—Anpassungstest/zusammengesetzt| Priifen Sie, ob die beiden Datensétze von
Aufgabe 1.6 (euroweight4.dat, euroweight6.dat) aus einer Normalverteilung stammen.
Dazu miissen zuerst die beiden Parameter p und o (plausibel) geschitzt werden. Anschlie-
fend sind die Daten zu klassieren. Nicht untblich ist es, die Klassen so zu wahlen, dafs die
zu erwartenden Klassenhdufigkeiten e; = nw; alle gleich sind. (Dadurch 14£t sich auch die
Einhaltung der Faustregel e; > 5 auf einfache Weise kontrollieren.)

R: Nehmen Sie die (eigene) Funktion chi2.normal mit nk=20 (Klassen).

[Einfache lineare Regression| Betrachten Sie die folgenden Datenpaare (xy.dat):

Beob. Y x Beob. Y x
1 16.68 7 14 19.75 6
2 11.50 3 15 24.00 9
3 12.03 3 16 29.00 10
4 1488 4 17 1535 6
5 13.75 6 18 19.00 7
6 1811 7 19 9.50 3
7 8.00 2 20  35.10 17
8 1783 7 21 17.90 10
9 79.24 30 22 52.32 26
10 2150 5 23 1875 9
11 40.33 16 24 1983 8
12 21.00 10 25 1075 4
13 1350 4

(a) Stellen Sie die Datenpaare graphisch dar (Streudiagramm). Besteht ein (annahernder)
linearer Zusammenhang?

(b) Bestimmen Sie nach den in der VO angegebenen Formeln Schéitzwerte fiir die Koeffi-
zienten « und [ einer Regressionsgeraden:

Y,=a+ Bz + U,
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(c) Wenn Var(U,) = o2 (konstant), bestimmen Sie einen Schitzwert fiir 2.

(d) Fiihren Sie die Berechnungen auf Basis von R durch. (Hinweis: Die zentrale Funktion
fiir die Anpassung von linearen Modellen verschiedenster Art ist 1m. Im vorliegenden
Fall lauten entsprechende Commands mod <- Im(y ~ x) und summary(mod).)

6.30. [Polynomiale Regression| Der Datensatz bremsweg.dat umfaft 62 Messungen des Brems-
weges eines PKW bei verschiedenen Geschwindigkeiten (unter gleichen Bedingungen hin-
sichtlich Strafenbelag, Witterung, ...).

(a) Stellen Sie die Daten graphisch dar (Streudiagramm von weg gegen v). Besteht ein
linearer Zusammenhang?

(b) Bestimmen Sie die Koeffizienten des folgenden quadratischen Modells:

weg = o+ v + v v? + Fehler

R: mod <- 1lm(weg ~ v + I(v~2), data=bremsweg) und summary (mod).

Anhang 6

6.1 Plausible Schéatzung: Der plausible Schitzer hat eine bemerkenswerte Invarianzeigenschaft:
Sei Xi,...,X, eine Stichprobe von X ~ f(x;0), # € ©, und n = g(f) eine Funktion des
Parameters. Ist 6 der plausible Schétzer von 6, dann ist 7 = g(@\) der plausible Schétzer
von 7). (Dies gilt fiir ein— und mehrdimensionale Parameter.)

Bsp: Die Invarianz der plausiblen Schétzung erspart eine Menge an Rechenarbeit. Bei-
spielsweise ist der plausible Schiitzer von o? auf Basis einer Stichprobe Xji,...,X,, aus
einer Normalverteilung N (i, 0?) gegeben durch (vgl. die VO und Aufgabe 6.8):

—~ n-—1 1 —
o2 = SZ: —Z(Xz_Xn)Q

n n <
i=1

Ohne weitere Rechnung gilt auf Grund der Invarianz, dafs der plausible Schétzer beispiels-
weise fiir die Streuung o (= Vo2) gegeben ist durch:

— 1 _
G=\o2= |- (Xi—X,)?
n

i=1

6.2 p-Wert: Praktisch alle Statistikpakete (auch R) verfolgen beim Testen von Hypothesen nicht
die in der VO dargestellte ,klassische”* Vorgangsweise, sondern berechnen statt dessen den
p—Wert. Der p—Wert (auch beobachtetes Signifikanzniveau, engl. p—value) einer Hy entspricht
der Wahrscheinlichkeit, bei Zutreffen von Hy den beobachteten Wert der Teststatistik oder
einen extremeren zu bekommen. Was unter ,extremer* zu verstehen ist, hdngt von der
Gegenhypothese (oder dem kritischen Bereich) ab. Testet man beispielsweise:

Ho:0 <60y gegen Hi:0 >0
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und ist 7" =t der Wert der Teststatistik, so ist der p—Wert wie folgt zu berechnen:

p-Wert = Py (T > t)

Die Beziehung zum klassischen Testen ergibt sich dadurch, daf eine Hy, deren p—Wert
kleiner als « ist, auf dem Niveau « verworfen wird. Die Beurteilung von Hypothesen mittels
p-Wert hat (u.a.) den Vorteil, dak man auf Basis einer Zahl fir alle Werte von « die
Testentscheidung unmittelbar ablesen kann. Anders ausgedriickt:

Der p—Wert der Hy ist der grifste Wert von «, fiir den die Hy nicht verworfen wird.
Bei der Beurteilung von p—Werten hélt man sich meist an das folgende Schema:

p—Wert ‘ Signifikanz

< 0.01 sehr hoch  (sehr starke Einwénde gegen Hy)
0.01 — 0.05 | hoch (starke Einwénde gegen Hy)
0.05 — 0.10 | schwach (schwache Einwénde gegen Hy)
> 0.10 keine (sehr schwache/keine Einwénde gegen Hy)

Bem: Die obige Sprechweise von der ,Signifikanz* eines Tests ist zwar weit verbreitet aber
mit einer gewissen Vorsicht zu gebrauchen. Fin Test ist ,signifikant”, wenn er die Nullhy-
pothese verwirft. Das ist eine formale Aussage, die von den Hypothesen, vom verwendeten
Test, von der Stichprobengrofse und von « abhéngt. Diese statistische Signifikanz sollte
nicht mit der praktischen Signifikanz verwechselt werden. Abhéngig vom sachlichen Hinter-
gund mag ein formal signifikantes Ergebnis von groffer oder nur von geringer praktischer
Bedeutung sein.

Dualitédt von Tests und Konfidenzintervallen: Es gibt eine enge Beziehung zwischen Tests
und Konfidenzintervallen. Dies soll an einem Beispiel verdeutlicht werden. Angenommen,
man méchte fiir eine Stichprobe X1,..., X, aus einer N(u,o?) Verteilung die folgenden
Hypothesen auf dem Niveau « gegeneinander testen:

Ho:p=po gegen Hi:p# po

Dazu kann man den iiblichen ¢—Test nehmen und H verwerfen, falls:

Yn — Mo
Sn/v/n

Oder man bestimmt zuerst ein 100(1 — )% Konfidenzintervall fiir p:

’T‘ = > tn—l;l—a/Q

- Sn < Sn
(U(X),0(X)) = <Xn - tn—l;l—a/2%7 Xn+ tn—l;l—a/Q%)

und entscheidet sich wie folgt:

po € (U(X),0(X)) —  Ho nicht verwerfen
po ¢ (U(X),0(X)) — Hp verwerfen

Bem: Die Dualitéit besteht in analoger Weise auch zwischen einseitigen Tests und einseitigen
Konfidenzintervallen. (Vgl. Anhang B und C.)






6.1.

6.3.

6.5.

6.9.

Losungen/Bemerkungen zu ausgewihlten Beispielen

Nach dem (theoretischen) Verschiebungssatz gilt:

E(X7) = Var(X;) + E*(X;) = 0® + 2
2
E(X,) = Var(X,) + E*(Xn) = = + 4

Ein anschauliches Argument dafiir, warum 52 nicht unverzerrt fiir 6 ist, lautet wie folgt:
Der Erwartungswert einer sG ist ein Durchschnittswert. Da es aber keine Beobachtungen
groker als # geben kann, mufl der Erwartungswert des Maximums von n Beoachtungen
(echt) kleiner als 6 sein.

Formal: Die Verteilungsfunktion/Dichte von 0, ist gegeben durch:

Fa@) = (3) = @) = Fol) =2 (2)" 0<a<d

Damit 14kt sich E(6) einfach berechnen.

Die (starke) Konsistenz von X, ist dquivalent zum starken GgZ:
1 f
Xp==> X; =% E(X)=up
[t
Ebenfalls nach dem starken GgZ gilt:
I £
S3OXE IS (X =0 4
i=1

Damit folgt:

Dies zeigt die (starke) Konsistenz von S2.

(a) Plausibilitdtsfunktion:

1 1 -
l _ I | . — | | —zi/T _ —NTn /T
(T,:C) P f(x ’T) Py T Tn ¢
Log—Plausibilitatsfunktion:
"(r52) = —nln(r) — Ion
-
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Ableiten und Nullsetzen:
ol*(r;x) n NI,
or T T

Plausibler Schétzer:

Plausibler Schatzwert:

T = Tg5 = 976 [Stunden]

(b) Plausibler Schatzer:

Tos = —7In(0.5) = —X,, In(0.5)

Plausibler Schatzwert:

Zos = —9761n(0.5) = 676.5 [Stunden]

(c) Plausibler Schéitzer:
13{X > 2000} = o—2000/7 _ efzooo/fn
Plausibler Schatzwert:
P{X > 2000} = ¢2000/976 = 1283

6.10. Zeigen Sie zunéchst, dafs sich die Plausibilitdtsfunktion wie folgt schreiben 1afst:

1
l(aai) = 9_n I(max{ati},oo) (9)

6.14. Nach dem ZGVS gilt fiir eine (grofse) Stichprobe X1, ..., X,, aus einer Fx,—Verteilung:

n

ZXi—m' o
7 :izl :Xn_T'\.J
" nr2 T/Vn

D.h., Z, ist eine approximative Pivot—Grofse.

N(0,1)

Bem: Vgl. fiir ein ezaktes 100(1 — «)%—Intervall fiir 7 Anhang B.3.

6.15. Die Begriindung dafiir, dafs Z,, eine approximative Pivotgrofe ist, liegt im ZGVS, und
darin, dak X, (1 — X,,) ein konsistenter Schiitzer von p(1 — p) ist.

6.16. Die Begriindung dafiir, dafs Z, eine approximative Pivotgrofe ist, liegt im ZGVS, und
darin, dafs X,, ein konsistenter Schatzer von p ist.
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6.19.

6.22.

6.23.

6.25.

6.26.

6.27.
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Vorbereitungen:

x <- c(492,512,502,487,500,483,490,498,489,503,
497,494,508,506,497)
sort (x)
[1] 483 487 489 490 492 494 497 497 498 500 502 503 506 508 512
round((1:15 - 1/2)/15%100)
[1] 3 10 17 23 30 37 43 50 57 63 70 77 83 90 97

Als Nullhypothese wihlt man in der Regel diejenige Behauptung, die den ,Normalfall“ (oder
den ,Status quo“) repésentiert. Als Alternativhypothese wiahlt man diejenige Behauptung,
deren Zutreffen ein bestimmtes Handeln erfordert oder die gravierenderen Konsequenzen
hat. (Ein hoher Defektanteil fithrt zu hoheren Kosten, ...).

Ist ¢ der Wert der Teststatistik, so ist der p—-Wert gegeben durch:

p-Wert = 2P{x3, <c}

Zum I'-Test: Da es keine Rolle spielt, welche Stichprobe X und welche Y ist, wéihlt man die
Reihenfolge zweckméRigerweise so, dak 7' = S?/ S; grofer als 1 ist. In diesem Fall gentigt
der Vergleich mit der oberen Grenze des Annahmebereichs (die untere Grenze ist kleiner
als 1 und mufs dann nicht mehr tiberpriift werden).

Erstellen Sie eine Tabelle der folgenden Form:

Klasse | H | w | e=30w | (H —e)?/e
0,02) | 4 |02 6 /6
9

0.2, 0.4) 0.2 6 9/6

Ist 1 der plausible Schatzwert von p (vgl. Aufgabe 6.7), so werden die Punktwahrschein-
lichkeiten der Poissonverteilung wie folgt geschétzt:

Zur Priifung auf Exponentialverteilung kann man auch ein entsprechend konstruiertes W—
Netz verwenden (vgl. Anhang D). Dazu zeichnet man die Punkte (x;), 100(i — 1/2)/n%),
i = 1,...,n, im Netz ein und versucht, sie durch eine Gerade (durch den Nullpunkt)
auszugleichen.
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Exponential Probability Plot

300 400 500

Data

6.29. Die folgende Abbildung zeigt das Streudiagramm und die geschatzte Kleinste-Quadrate—
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6.30. Die folgende Abbildung zeigt das Streudiagramm und die geschétzte Kleinste-Quadrate—
Parabel:

weg
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7 Elemente der Bayes—Statistik

7.1.

7.2.

7.3.

7.4.

7.5.

7.6.

7.7.

[A-posteriori—Verteilung)l Man nehme an, dafs der Defektanteil 6 in einem grofen Los ent-
weder 0.1 oder 0.2 ist, und dafs a-priori gilt:

7(0.1) =0.7, w(0.2) =0.3

Wenn 8 Einheiten zuféllig aus dem Los entnommen werden und davon genau 2 defekt sind,
wie lautet die A-posteriori—Verteilung von 67

[A-posteriori—Verteilung| Die Zahl der (unerwiinschten) Bléschen auf einer Glasscheibe folge
einer Poissonverteilung, deren Mittelwert pu entweder gleich 1.0 oder gleich 1.5 ist. Wenn
a-priori gilt:

m(1.0) =04, m(15)=0.6

und bei einer zuféllig ausgewdhlten Glasscheibe 3 Blédschen gefunden werden, wie lautet
die A-posteriori—Verteilung von p ?

[A-priori—Verteilung] Die A-priori-Verteilung eines Parameters 6 sei eine Gammavertei-
lung mit dem Mittelwert 10 und der Varianz 5. Bestimmen Sie die A-priori—Dichte von 6.
(Hinweis: Anhang A.2.5.)

[A-priori—Verteilung] Die A-priori-Verteilung eines Parameters 6 sei eine Betaverteilung
mit dem Mittelwert 1/3 und der Varianz 1/45. Bestimmen Sie die A-priori-Dichte von 6.
(Hinweis: Anhang A.2.9.)

[A-posteriori—Verteilung/Bayes—Schdtzer] Der Defektanteil 6 in einem grofen Los sei unbe-
kannt. A-priori gelte (a) w(0) = I(g1)(0), (b) () = 2(1 — 0)(0,1)(¢). Wenn von 8 zufillig
ausgewahlten Einheiten genau 3 defekt sind, wie lautet die A-posteriori—Verteilung? Bayes—
Schétzer?

|A-posteriori—Verteilung/Bayes—-Schitzer/HPD-Bereich| Die Zeit (in Minuten), die eine
Person in der Friih auf den Bus warten muf, sei auf dem Intervall (0,6) uniform verteilt,
wobei # > 0 unbekannt ist. Die A-priori—Verteilung sei gegeben wie folgt:

192

% fiir 0 >4
m(0) =

0 sonst

Wenn an drei aufeinanderfolgenden Tagen die Wartezeiten 5, 3 und 8 Minuten betragen,
bestimmen Sie (a) die A-posteriori—Verteilung, (b) den Bayes—Schétzer und (c) den 95%
HPD-Bereich fiir 6.

| Bayes—Schitzer/Bayes—Intervall/Bayes—Test| Die folgende Stichprobe der Grofe 20 stam-
me aus einer Poissonverteilung mit Parameter pu:

11 7 11 6 5 9 14 10 9 5
§ 10 8 10 12 9 3 12 14 4

Wir vermuten, dafs p etwa 12 ist, aber wir sind nicht sicher. Daher wihlen wir eine
Gam(10,1.2) als A-priori-Verteilung fiir p.

83
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7.8.

7.9.

7.10.

7 ELEMENTE DER BAYES-STATISTIK

a) Bestimmen Sie die A-posteriori—Verteilung von p.

(a)
(b)
()
(d) Bestimmen Sie ein 95% (a-posteriori) Bayes—Intervall fiir p, d.h., bestimmen Sie ein
Intervall (a,b), sodak:

Wie lautet der Bayes—Schétzer von p 7
Wie lautet der Bayes—Schétzer von u beziiglich der Verlustfunktion L(u, i1) = |u—p| ?

P{a <p<bD}=0.95

(e) Wir mochten die folgenden Hypothesen testen:

Ho:0 <10 gegen Hi:6>10

Bestimmen Sie die relative Plausibilitat aq/ag der Hypothesen.

(Hinweis: Anhang A.2.5.)

| Bayes—Schitzer/HPD-Intervall] X sei normalverteilt mit unbekanntem Mittelwert p und
bekannter Varianz o = 9. A-priori sei y normalverteilt mit o = 4 und o3 = 1. Eine
Stichprobe des Umfangs n = 25 ergibt einen Stichprobenmittelwert von T = 4.85.

(a) Bestimmen Sie die A-posteriori—Verteilung von .
(b) Wie lautet der Bayes—Schétzer von p? (Vergleichen Sie mit dem plausiblen Schétzer.)
(c) Wie lautet der Bayes—Schétzer von p beztiglich der Verlustfunktion L(u, 1) = |p—pi| ?
(d) Bestimmen Sie das 95% HPD-Intervall fiir p.

)

(e) Beantworten Sie die vorhergehenden Fragen, wenn fiir p eine nichtinformative A-
priori—Verteilung der Form 7(u) o ¢ gewahlt wird.

(Hinweis: Anhang 7.2.)

|A-posteriori-Varianz] Eine Normalverteilung mit unbekanntem Mittelwert x4 und bekann-
ter Varianz o2 = 2 wird n Mal beobachtet. A-priori sei p normalverteilt mit 03 = 4.
Wie grofs mufs n mindestens sein, sodafs die A-posteriori—Varianz nicht grofer als 0.01 ist?
(Hinweis: Anhang 7.2.)

[Bayes’sche Entscheidung] Angenommen, bei einer groferen Lieferung von Friichten gibt es
flir den Anteil 6 an beschiadigten Friichten nur die drei Moglichkeiten 0.1, 0.3 und 0.5, und
drei mogliche Entscheidungen dy, do und ds, deren Verluste sich wie folgt beziffern lassen:

di do ds
f=01]0 1 3
f=03]2 0 2
f=05|3 1 0

Wenn a-priori 7(0.1) = 0.5, 7(0.3) = 0.3 und 7(0.5) = 0.2, und die Zahl Y von beschédigten
Friichten in einer Stichprobe der Grofe 20 als Grundlage fiir die Entscheidung herangezogen
wird, wie lautet die Bayes—Entscheidung?
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Anhang 7

7.1

7.2

A-priori—Verteilung: In den meisten Féllen hat man ein mehr oder weniger genaues Vorwis-
sen iiber den in Frage stehenden Parameter. So kann man beispielsweise bei einer Meinungs-
befragung zu einem Thema (,dafiir/ ,dagegen) auf dhnlich gelagerte (frithere) Umfragen
oder auf die eigene Erfahrung zuriickgreifen. Das gesamte Vorwissen wird (idealerweise)
in der A-priori—Verteilung modelliert. Fiir die Praxis sind insbesondere zwei Klassen von
A-priori—Verteilungen von Bedeutung.

Konjugierte A-priori—Verteilungen: Eine Klasse von A-priori—Verteilungen fiir eine Familie
von Verteilungen mit Dichten f(x|0), 6 € O, ist eine konjugierte Familie von Verteilungen,
wenn die A-posteriori—Verteilung von 6 zur gleichen Verteilungsfamilie gehort wie die A-
priori—Verteilung.

Bsp: Vgl. die Aufgaben 7.5 (konj. Fam.: Betaverteilungen), 7.6 (konj. Fam.: Paretovertei-
lungen; vgl. Anhang 7.3) und 7.7 (konj. Fam.: Gammaverteilungen).

Nichtinformative A-priori—Verteilungen: Wenn man sich ,objektiv verhalten méchte, oder
wenn man keine Vorstellung von der A-priori—Verteilung hat, greift man auf nichtinfor-
mative A-priori—Verteilungen zuriick. Dabei handelt es sich um Verteilungen, die jeden
moglichen Parameterwert gleich gewichten. Im Falle des obigen Beispiels wére dies fiir den
Anteil der Befiirworter etwa eine uniforme Verteilung auf (0,1). Haufig fiihrt die Forde-
rung nach Objektivitdt zu uneigentlichen Dichten, d.h. zu Dichten, deren Integral nicht
endlich ist. Als Beispiel denke man an den Mittelwert u einer Normalverteilung N (u, 02).
Eine nichtinformative A-priori—Verteilung ist hier durch eine konstante Dichte auf ganz
R, m(u) x ¢, gegeben (vgl. Anhang 7.2). (Bem: Die Verwendung derartiger Verteilungen
verursacht in weiterer Folge keine Probleme, solange die A-posteriori—Verteilung wieder
eigentlich ist.)

Bem: Die Wahl einer nichtinformativen A—priori—Verteilung ist nicht ganz so einfach, wie
man auf den ersten Blick vermuten konnte. Im obigen Beispiel der Meinungsbefragung
scheint eine U(0, 1)—Verteilung fiir den Anteil 6 der Befiirworter die richtige Wahl zu sein.
Was aber, wenn man an Stelle von 6 beispielsweise 7 = 62 als Parameter nimmt? Mit dem
Transformationssatz fiir Dichten folgt, dafs die A-priori—Verteilung von 1 nicht uniform ist:

1 1
5= =5 ~1loy
NG NG]

Uber 6 gibt es keine Information, iiber #2 aber schon? Zur Uberwindung dieser Problematik
gibt es mehrere Vorschlige, auf die hier aber nicht eingegangen werden kann.

m(0) =Ip1(0) = 7(n)=Io1(Vn) ()

Normalverteilung: X1, ..., X, sei eine Stichprobe aus einer N (u,o?)Verteilung, wobei p
unbekannt und o? bekannt sei. A-priori sei u nach N(ug,03) verteilt. (Die Hyperpara-
meter jp und of seien bekannt.) Dann ist die A-posteriori-Verteilung von p wieder eine
Normalverteilung mit den folgenden Parametern (D = {x1,...,z,}):

2 2=
~ oo + nojT
:uafpost - E(/’[/’D) = —On

nog + o2
2 2
~ an0
szpost = Var(lu’|D) = !

nag + 02
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7.3

7 ELEMENTE DER BAYES-STATISTIK

Man beachte, dafs g, ..« (= A-posteriori-Bayes—Schétzer) ein gewichteter Mittelwert aus
dem A-priori-Mittelwert pg und dem Datenmittelwert z,, ist:

o2 N nog
» = —5——=5 Mo —= X
Hapost nag + o2 H nag +o2°"

Fiir grofse Stichproben gilt 11, po =~ T, (= plausibler Schéitzwert). Fiir eine nichtinformative
(uneigentliche) A-priori-Verteilung der Form m(u) o ¢ gilt a-posteriori:

2
ilD ~ N (fng—>
n

Dieses Ergebnis erhdlt man auch, wenn man in der A-priori—Verteilung N (uo, 08) die Va-
rianz o} gegen oo gehen liRt, d.h. wenn die A-priori-Verteilung immer flacher wird.

Bsp: Vgl. die Aufgaben 7.8 und 7.9.

Paretoverteilung: Eine fiir viele Anwendungen wichtige Verteilung ist die Paretoverteilung.
Ihre Dichte ist gegeben durch:

g >
Falzna) =4 = °
0 sonst
Verteilungsfunktion:
1 (xo)a >
—\— xT )
F(x|zg, o) = v
0 sonst
Mittelwert und Varianz:
oz owcg
E(X) = ] (Vs:a>1) Var(X) = RS (Vs.: oo > 2)

Bem: Vgl. Aufgabe 7.6 fiir eine Anwendung der Paretoverteilung in der Bayes—Statistik .



Losungen/Bemerkungen zu ausgewihlten Aufgaben

7.3. Nach Anhang A.2.5 gilt fiir X ~ Gam(a, ):

= a=20, g=

N |

Var(X) = af%? =5
7.5. Losung fir (a):

(01X =3) x 0°(1 — 6)° I 91)(9) ... Be(4,6)
(0] X = 3) =5040%(1 — 0)° I9.1)(0)

2
== (Bayes—Schétzer)

7.6. (a) A-posteriori mufs 6 groRer als 5, 3, 8 (Beobachtungen) und 4 (A-priori—Verteilung)
sein, also grofser als 8:

1
m(0|D) o ﬁf(s,oo)(a)
Die normierende Konstante ¢ ergibt sich wie folgt:

,TEE — oTO

o0
1 c
8
Die A-posteriori-Dichte lautet also wie folgt:

(6)(8%)

fir 6 > 8
x@D)={ ¥

o

sonst

(b) Bayes—Schétzer:

E(4|D) = / (6);56) do = % — 9.6 [Minuten]
8

(c) Der HPD-Bereich lautet (8,b), wobei b so zu bestimmen ist, daf:

b
6)(8°) 8\° 8 .
/ 07 do =1 A =095 — b_(0'05)1/6_13.18
8

(M.a.W.; b ist das 95%—Quantil der A-posteriori—Verteilung.)

87



88 7 ELEMENTE DER BAYES-STATISTIK

— prior
—— posterior

0.7

7.7. Die Abbildung zeigt die A-priori— und A-posteriori—Verteilung (und die Wahrscheinlichkeit
von Hyp):

© .
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Die A-posteriori—Verteilung findet man wie folgt:

Y2 @i, —20u Oe=H/12

12 2it9 ,—p(20+1/1.2)

m(p|D) o p
=
Dies entspricht einer Gam/(a*, 5*)—Verteilung mit:

20
af = in +10=177+10 =187, p3*
=1

B 1 _ 12 0os
S 20+1/1.2 25

7.8. Die Abbildung zeigt die A-priori— und A-posteriori-Verteilung (und das 95% HPD-Intervall):

0.8
|

prior
—— posterior
©
g
<
o
N
N
o
[S) T T T 1
0 2 4 6 8

7.10. Y0 = 6 ist binomialverteilt:

2
1) = (2 )or -0y =010

A-posteriori-Wahrscheinlichkeiten:

(0.1]y) = p(y|0 = 0.1)(0.5)

’ p(yl6 = 0.1)(0.5) + p(y|d = 0.3)(0.3) + p(y|6 = 0.5)(0.2)
(0.3]y) = p(yl0 = 0.3)(0.3)

' p(yl0 = 0.1)(0.5) + p(y|0 = 0.3)(0.3) + p(y|0 = 0.5)(0.2)

m(0.5ly) =1 —m(0.1y) — 7(0.3]y)
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A-posteriori zu erwartende Verluste (Risiken):

di : 27(0.3|y) + 37(0.5]y)
dy : 7(0.1|y) + 7(0.5]y)
ds . 3m(0.1]y) + 27(0.3]y)

Alle diese Grolen lassen sich mit R einfach berechnen:

n <- 20
thet <- ¢(0.1,0.3,0.5)
prior <- ¢(0.5,0.3,0.2)
nen <- dbinom(O:n, n, thet[1])*prior[1] +
dbinom(0:n, n, thet[2])*prior[2] +
dbinom(0:n, n, thet[3])*prior[3]
p0.1y <- dbinom(O:n, n, thet[1])*prior[1] /nen
p0.3y <- dbinom(O:n, n, thet[2])*prior[2] /nen
p0.5y <- dbinom(O:n, n, thet[3])*prior[3] /nen
post <- data.frame(p0.1y=p0.1ly, p0.3y=p0.3y, p0.5y=p0.5y)
risk <- data.frame(rhol=2%p0.3y+3*p0.5y, rho2=1%p0.1y+1*p0.5y,
rho3=3%p0.1y+2*p0. 3y)
rownames (post) <- rownames(risk) <- 0:20

round(post,5)
p0.1ly p0.3y pO.b5y

0 0.99607 0.00392 0.00000
1 0.98501 0.01496 0.00003
2 0.94443 0.05533 0.00024
3 0.81416 0.18398 0.00186
4 0.52848 0.46064 0.01088
5 0.21991 0.73934 0.04075
6 0.06396 0.82939 0.10665
7 0.01515 0.75755 0.22730
8 0.00304 0.58641 0.41055
9 0.00051 0.37952 0.61997
10 0.00007 0.20781 0.79211
11 0.00001 0.10107 0.89892
12 0.00000 0.04597 0.95403
13 0.00000 0.02023 0.97977
14 0.00000 0.00877 0.99123
15 0.00000 0.00378 0.99622
16 0.00000 0.00162 0.99838
17 0.00000 0.00070 0.99930
18 0.00000 0.00030 0.99970
19 0.00000 0.00013 0.99987
20 0.00000 0.00005 0.99995



round(risk, 5)
rhol rho2 rho3

0 0.00785 0.99608 2.99607
1 0.03001 0.98504 2.98496
2 0.11138 0.94467 2.94395
3 0.37354 0.81602 2.81043
4 0.95391 0.53936 2.50673
5 1.60092 0.26066 2.13842
6 1.97873 0.17061 1.85066
7 2.19701 0.24245 1.56055
8 2.40447 0.41359 1.18194
9 2.61895 0.62048 0.76057
10 2.79197 0.79219 0.41584
11 2.89890 0.89893 0.20217
12 2.95402 0.95403 0.09195
13 2.97977 0.97977 0.04047
14 2.99123 0.99123 0.01755
15 2.99622 0.99622 0.00756
16 2.99838 0.99838 0.00325
17 2.99930 0.99930 0.00139
18 2.99970 0.99970 0.00060
19 2.99987 0.99987 0.00026
20 2.99995 0.99995 0.00011

Aus der letzten Tabelle kann man die Bayes—Entscheidung ablesen:

dy wenn y =0,1,2,3
dy) =< do wenn y = 4,5,6,7,8,9
ds wenn y = 10,11,...,20






A Verteilungen

A.1 Diskrete Verteilungen
A.1.1 Diracverteilung (Kausalverteilung)

Bezeichnung: X ~ 6,
Parameter: ¢ € R (Lageparameter)
Merkmalraum: My = {c}

Wahrscheinlichkeitsfunktion:

P{X =2} = I (z)

Mittelwert:

E(X)=c
Varianz:

Var(X) =0
Momente:

Momentenerzeugende Funktion:

W{X=x} F(x)

93
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A.1.2 Uniforme Verteilung (Gleichverteilung)

Bezeichnung: X ~ Dy, D(N)
Parameter: N € N
Merkmalraum: Mx = {1,2,..., N}

Wahrscheinlichkeitsfunktion:

1
P{X =z} = NI{LQ,...,N}(CU)

Mittelwert:
N +1
E(X):—+
2
Varianz:
N?2 -1
V p—
ar(X) D
Hohere Momente:
N(N +1)?
N +1)2N +1)(3N?2 +3N -1
gty = (V4 DEN + 1EN? 45—

Momentenerzeugende Funktion:

L
m(t) = NZetk, teR
k=1

Verallgemeinerung: Diskrete uniforme Verteilung auf Mx = {z1,x2,...,2n}: X ~ Dy,

1
P{X = .TJ} = NI{$17$27...,1'N}($)

1 & 1 &
E(X):N E T =T, Var(X):N g (zp — )2
k=1 k=1

R-Funktionen: Zwei Beispiele zur Erzeugung von diskret uniform verteilten Zufallszahlen:

x <- sample(x=10, size=5, replace=TRUE) # N=10
x <- sample(x=c(-1,0,1,2,3,4,5,10,20), size=5, replace=TRUE) # Verallg.



A.1 Diskrete Verteilungen

D(10): W{X=x} D(10): F(x)

0.1

0 1 (C s S N L N N
0O 2 4 6 8 10 0O 2 4 6 8 10
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A.1.3 Alternativverteilung (Bernoulliverteilung)

Bezeichnung: X ~ A, A(p)
Parameter: p € (0,1) (Formparameter), g :=1 —p
Merkmalraum: Mx = {0,1}

Wahrscheinlichkeitsfunktion:

P{X =a}=p"(1-p' " =p""" x=01

Mittelwert:
E(X)=p
Varianz:
Var(X) = p(1 —p) = pq
Momente:

Momentenerzeugende Funktion:

m(t)=1—p+pe' =q+pe', teR

Modus:

LTmod =

Additionstheorem: X; ~ A,, ¢ =1,...,n, ua.

n
Z Xz ~ Bn,p
i=1

A  VERTEILUNGEN

ZGVS: X; ~ Ay, i =1,...,n, ua,; fir np(1 — p) > 9 gilt in guter Naherung:

> Xi & N(np,np(1 - p))
=1



A.1 Diskrete Verteilungen

R-Funktionen: prob=p

dbinom(x, size=1, prob, log = FALSE)

pbinom(q, size=1, prob, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
gbinom(p, size=1, prob, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
rbinom(n, size=1, prob)
Alternative zu rbinom:
x <- sample(0:1, size, replace=TRUE, prob)
W{X=x} F(x)
14 14
p
1-p
0.5 0.5
1-p
p
| T 1 | |
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A.1.4 Binomialverteilung

Bezeichnung: X ~ B, ,, B(n,p)
Parameter: n € N, p € (0,1) (Formparameter), ¢ :=1—p
Merkmalraum: Mx = {0,1,...,n}

Wahrscheinlichkeitsfunktion:

P{X =z} = (Z)p"”(l —-p)"t = <n>p”““q”:”, r=0,1,...,n

Mittelwert:

E(X) =np

Varianz:

Var(X) = np(1 — p) = npq

Hohere zentrale Momente:

E[X —E(X)]* = npg(q - p)
E[X —E(X)]" = 3n%p?¢? + npg(1 — 6pq)

Momentenerzeugende Funktion:

m(t) = (1—p+pe)* = (¢ +pe')", teR

Modus:

[(n+1)p] (n+1)pgN

m+1p—1, (n+1)p (n+1)peN

Spezialfall: By, = A,

Additionstheorem: X, ~ By, »,, k=1,2,... K, ua.

K K
E Xp~DBp, n= g ng
k=1 k=1
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Poissonapproximation: Fiir n > 50, p < 1/10, np < 10 gilt in guter Ndherung:

pwre
Bn, =~ P,, p=np: P{X=z} =

!

ZGVS: Fiir np(1 — p) > 9 gilt in guter Naherung (a,b,z € {0,1,...,n}, a < b):

PX =2} ~ @ (:U+O.5—np> % (x—0.5—np>
np(1 —p) np(1 —p)

Pla<X <b} =~ @<w>_¢<w>

np(1 —p) np(1 —p)
R-Funktionen: size =n, prob=p

choose(n, k) # Binomialkoeff.
dbinom(x, size, prob, log = FALSE)

pbinom(q, size, prob, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
gbinom(p, size, prob, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
rbinom(n, size, prob)
n=5,p=0.2 n=5,p=05 n=5,p=0.8
S 8 3
@ ™
[S] 2 S
N ° N
o o o
- = o
o © | S
o
g T T T ! T 1 g T T T T T ! g T T ! T T 1
1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
n=10,p=0.2 n=10,p=0.5 n=10,p=0.8
8 3
o o o
N
8 ° ]
o o
o
=} bl =]
l S] bl
o o
. . . . |
S 1 1 1 t T 1 3 S 1 T t 1 1 1
2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
n=50, p=0.2 n=50,p=0.5 n=50,p=0.8
S o
o @ o
S
8 ° 8
o o
<
< o <
< S} <
o o
8 8 . . uf s, . . 8
o o o
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40

50
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A.1.5 Hypergeometrische Verteilung

Bezeichnung: X ~ Hy an, H(N,A,n)
Parameter: N, A,n € N (Formparameter), A< N, n< N,p:=A/N,q:=1—p
Merkmalraum: Mx = {aq,...,a2}, a3 = max{0,n — (N — A)}, ag = min{n, A}

Wahrscheinlichkeitsfunktion:

r=ai,...,0a2

Mittelwert:

Varianz:

Faktorielle Momente:

E[X(X 1) (X —k+1)] :k!w keN

Modus:
A+1 A+1
Lmod —
A+1 A+1 A+1

Binomialapproximation: Fiir A, N —n grofs und n/N < 0.05 gilt in guter Néherung:

n AN® ANTE
o< e = (3 (-2




A.1 Diskrete Verteilungen

R-Funktionen:

dhyper(x, m,
phyper(q, m,
ghyper(p, m,

n=A n=N-A k=n

n, k, log = FALSE)

n, k, lower.tail = TRUE, log.p
n, k, lower.tail = TRUE, log.p

rhyper(nn, m, n, k)

0.2 0.3 0.4

0.1

0.0

0.10 0.20

0.00

N=120, A=10,n=10

N=120,A=20,n=20

10

20

0.10 0.20 0.30

0.00

0.05 0.10 0.15 0.20

0.00

FALSE)
FALSE)

N=120, A=20,n=10

N=120,A=40,n=20

‘ll.
T
10

T 1
15 20
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A.1.6 Poissonverteilung

Bezeichnung: X ~ P,, P(u)
Parameter: u € RT (Formparameter)
Merkmalraum: Mx =Ny ={0,1,2,...}

Wahrscheinlichkeitsfunktion:

Pﬂsz}:lﬁzw, r=0,1,2,...
Mittelwert:
E(X) =p
Varianz:
Var(X) = p

Hohere zentrale Momente:

Momentenerzeugende Funktion:

m(t) =exp [p(e —1)], teR

Modus:

4] pEN

xmod —
p—1,pu peN

Additionstheorem: Xj ~ k=1,2,... K, ua.

s

K K
ZXICNP;M /’L:Z/j/k
k=1 k=1

A  VERTEILUNGEN
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ZGVS: Fiir p > 9 gilt in guter Naherung (a, b,z € Ny, a < b):

= = o (F22552) o (2252

Pla< X <b} ~ @(%)%%)

R-Funktionen: lambda =

dpois(x, lambda, log = FALSE)

ppois(q, lambda, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
gpois(p, lambda, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
rpois(n, lambda)

00 0.1 0.2 03 04 05 06

0.00

O) —f—
-

=5 n=25

0.08
|

0.15
|
0.06
1

0.04
1

0.00 0.05
|
e =
[S)
0.00 0.02
l 1
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Zusatz: Die folgende Ubersicht (aus D.C. MONTGOMERY: Introduction to Statistical Quality
Control, 5e, 2005) zeigt einige wichtige Approximationen von diskreten Verteilungen und ihre
Bedingungen. Dabei werden die folgenden Bezeichnungen verwendet:

H = Hypergeometrische Verteilung
B = Binomialverteilung
P = Poissonverteilung (A = p)

N = Normalverteilung

—————————
) -
o)
2w
= &
! T
Qch
| & 5
—~ B
= 8
o @
= o
o8 2
o £~
o =
a
o
A
=¥

-
—

[7]
= ax
c = [«3]
maa 0
NUa) _GCJ
T 9 =
5 £ 7
E = 2
w5 ©
[ JeTi] (o))
R o o
= S —
o N
i
o

\1;15
i

np > 10
0.1<p<0.9
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A.1.7 Geometrische Verteilung (Pascalverteilung)

Bezeichnung: X ~ G, G(p)
Parameter: p € (0,1), ¢:=1—p
Merkmalraum: Mx = N (1. Version); M+ = Ny (2. Version)

Wahrscheinlichkeitsfunktion:

1. Version: X = Zahl der Versuche bis zum ersten Erfolg

P{X ==z} =p(1 —p):"“*1 :pqul, r=12...

2. Version: X' = X — 1 = Zahl der Mifserfolge vor dem ersten Erfolg

P{X' =a}=p(l—p)" =p¢*, ©=0,1,2,...

Mittelwert:
1 / 1-—
E(X)=-, EX)=EX)-1=—2=1
p p p
Varianz:
Var(X) = Var(X') = ! —2p = %
p p
Momentenerzeugende Funktion:
(t) = -2 SRR
m = —1In
X 1_ qet’ q
my (t) = P t<—Ing
X 1 — qet’
Modus:
X: Tpoa=1, X :az,,=0
Additionstheorem: Xj, ~ Gp, k=1,2,..., K, ua.
K
> Xy ~ NBg,

k=1
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Gedéchtnislosigkeit:

P{X >a+bX >a} =P{X >b}, a,beN

R~Funktionen: Die Funktionengruppe geom entspricht der 2. Version der geometrischen Vertei-
lung.

dgeom(x, prob, log = FALSE)

pgeom(q, prob, lower.tail = TRUE, log.p
ggeom(p, prob, lower.tail = TRUE, log.p
rgeom(n, prob)

FALSE)
FALSE)

1. Version

p=0.75
©
o
s
o
o
. |
o [] .
c 1 T T T t t t T 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8
p=0.5
<
o
N
o
. | \ .
c 1 T T T T T T t 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8
p=0.25

0.20

0.00 0.10
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2. Version

p=0.75

©

o

<

o

o

: |

o [] .

c T T T t t t T T 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8

p=0.5

<

o

o~

o

o l [] . .

c T T T T T T t t 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8

p=0.25

o

N

=}

o

=

=)

3 I | | |

= T T T 1
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A.1.8 Negative Binomialverterteilung

Bezeichnung: X ~ NB,,, NB(r,p)
Parameter: p € (0,1), ¢ := 1 — p, r € N (Formparameter)
Merkmalraum: Mx = {r,r +1,...} (1. Version); M, = Ny (2. Version)

Wahrscheinlichkeitsfunktion:

1. Version: X = Zahl der Versuche bis zum r—ten Erfolg

1

P@X:x}:<f:1

>prq$_7", r=rr+1,...

2. Version: X' = X — r = Zahl der Miferfolge vor dem r—ten Erfolg

/ —1
P{X :x}:<r;‘:f1 )prqx, x=0,1,...

Mittelwert:

Varianz:

Var(X) = Var(X/) = Ll —p) _

Momentenerzeugende Funktion:

t r
mX(t):< pe , t<-—Ing

1— get
p T
(t) = t —1
m o (t) <1—q€t> , t<—Ing
Modus:
-1 -1
V J+1 T ¢gN
p p
X: Lmod — (T>1)
-1 -1 -1
L S I PSS
b p b
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Spezialfall: NB; , = G),

Additionstheorem: Xy, ~ NB,, ,,, k=1,2,..., K, ua.

K

K
Y Xy~ NBrp, m=) 1

k=1 k=1

Beziehung zur Binomialverteilung: Fiir X ~ NB, , (1. Version) und Y ~ B, p,, z € N, gilt:

P{X >z} =P{Y <r}

R—Funktionen: Die Funktionengruppe nbinom entspricht der 2. Version der negativen Binomial-
verteilung.

size =r, mu =r(1 — p)/p = Mittelwert (alternative Parametrisierung)
dnbinom(x, size, prob, mu, log = FALSE)

pnbinom(q, size, prob, mu, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
gnbinom(p, size, prob, mu, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
rnbinom(n, size, prob, mu)

2. Version

(r,p)=(2,0.5)

Y
T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

0.00 0.15
]
t—
t—
t—

—f—

f—

-

(r,p)=(5,0.5)

0.00 0.08
el L1111

f—

f—

I||I|.
T

T T T T T ? T T T T T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

(r.p)=(10,0.5)

0.00 0.06

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

(r.p)=(5,03)

0.00 0.05

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25



A.2 Stetige Verteilungen
A.2.1 Uniforme Verteilung (Gleichverteilung)

Bezeichnung: X ~ Uy, U(a,b)
Parameter: a,b € R, a < b

Merkmalraum: Mx = (a,b), Mx = [a, D]

Dichte:
1
f(z) = m—’(a,b)(ﬂf)
Verteilungsfunktion:
Tr—a
F(z) = mf(a,b)(x) + 1jp,00)(7)
Mittelwert:
E(X) = a+b
2
Varianz:
(b—a)?
X) =
Var(X) D
Zentrale Momente:
0 k=1,3,
k
E[X —-E(X)]" = (b a)®
k=24
2k(k +1) T
Momentenerzeugende Funktion:
ebt _ eat
t) = teR =1
m(t) = G tER [m(0) =1

Quantile:

zp=a+(b—ap, 0<p<l

110
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Integraltransformation: Ist F'x die Verteilungsfunktion einer stetigen sG X, so gilt:

U=Fx(X) ~ U
R-Funktionen: min = a, max = b

dunif (x, min=0, max=1, log = FALSE)

punif(q, min=0, max=1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
qunif (p, min=0, max=1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
runif(n, min=0, max=1)

Verteilungsfunktion

1 -
x
L
0 | | |
0 a b
X
Dichte
l/(b_a) — r 1
| |
| |
| |
— 1 1
R 1 1
| |
| |
| |
| |
| |
| |
0 f f |
0 a b
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A.2.2 Exponentialverteilung

Bezeichnung: X ~ Ex,, Ex(7), Exy, Ex()\)
Parameter: 7 > 0 (Skalierungsparameter), A := 1/7 (Ausfallrate)

Merkmalraum: Mx = (0,00), Mx = [0, 0)

Dichte:

1 —x/T -z

fla) =~ g,00) () = A" (0,00)(2)
Verteilungsfunktion:
F(a) = (1—e M) g0)(2) = (1 = e ) L9 0o)(@)
Mittelwert:
1
Varianz:
2 1
Var(X) =7° = v

Momente:

k ko k!

E(X") =7 k.:ﬁ, k=12,
Momentenerzeugende Funktion:
1 A
t) = =—, t<A
mt) =gy T
Quantile:
In(1 —
zp=—7ln(l —p)=— n( \ p)’ O0<p<l1

Additionsthorem: X; ~ Ex,, 1 =1,2,...,n, ua.:

n
Z X; ~ Er,; (Erlangverteilung)
i=1
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R-Funktionen:

dexp(x,
pexp(q,

qexp(p,
rexp(n,

rate
rate
rate
rate

FO)

f(x)

rate = \

2.0

15

1.0

0.5

0.0

log = FALSE)

lower.
lower.

tail
tail

TRUE, log.p
TRUE, log.p

I

FALSE)
FALSE)

Verteilungsfunktion

0 1 2
X
Dichte
7 — 1=05
— 1=1
h — 1=2
T T
0 1 2
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A.2.3 Normalverteilung (Gauftverteilung)

Bezeichnung: X ~ N (u,0?)
Parameter: p € R (Lageparameter), o > 0 (Skalierungsparameter)

Merkmalraum: My = R

Dichte:

N(0,1) (ﬂv)—ie_gﬁ/2 zeR

7 “)0 \/ﬂ 7
1 T — U 1 )2 /902
N(u,c?): r)=— = e~ (@=p)?/20%

(o?)s 1) =1p(T21) = —
Verteilungsfunktion:

NO.1): o) / Waue -1 [ g

, T) = u)du = — e u,
7 V2T
N(p,0?): F(a) _q><x_”>, zeR
o
Mittelwert:
E(X) = p
Varianz:
Var(X) = o2
Zentrale Momente:
0 k=1,3,
k
E[X - E(X)] = k! ok

(k/2)! 2k/2 k=24

Momentenerzeugende Funktion:

m(t) = Mt e R

A  VERTEILUNGEN
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Quantile:

N(0,1): wu, [hiufig auch z,]
N(p,0%): xp=p+ou,

Additionstheorem: X; ~ N (i, 02),i=1,2,...,n, ua; ¢; € R:

n n n
Z ¢ X;~N (Z Ci i Z c?a?)
i=1 i=1 i=1

R-Funktionen: mean = p, sd = o

dnorm(x, mean=0, sd=1, log = FALSE)

pnorm(q, mean=0, sd=1, lower.tail = TRUE, log.p
gnorm(p, mean=0, sd=1, lower.tail = TRUE, log.p
rnorm(n, mean=0, sd=1)

FALSE)
FALSE)

Verteilungsfunktion (0=1)

1—/

—_ p=-2

5 —_— p=-1
— u=0

—_— p:]_

n=2

Dichte (0=1)
4
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Verteilungsfunktion (u=0)

1_

— 0=05
— o0=1
— 0=2
— 0=3
T T T T T T T T T T T 1
-6 -5 -4 -3 -2 -1 O 1 2 3 4 6
X

Dichte (p=0)

0.9 0=05
o=1
o=2
o=3

f T T T T T T T T T T 1
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Zusatz: Die folgende Ubersicht (aus D. BISSELL: Statistical Methods for SPC and TQM, 1994)
zeigt eine Reihe von haufig benotigten Wahrscheinlichkeiten im Zusammenhang mit der Normal-
verteilung.

>} 0.135% >

»le— 2.28%

O\O
™
-
R X <
™ < ™
N o< o
o w o2
o O ep)
Ly
<t
™

-<— 15.87% —fe— 68.26% —>le— 15.87%

28% —fe

K

-<—0.135%|<
- 2
X) .

0.135%
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A.2.4 Logarithmische Normalverteilung (Log—Normalverteilung)

Bezeichnung: X ~ LN (u,02), L(u,o?)
Parameter: p € R (e# Skalierungsparameter), o > 0 (Formparameter)

Merkmalraum: My = RT

Dichte:
1 - N2 2
f(CC) _ e (Inz—p)? /20 . x>0
To 2T
Verteilungsfunktion:
Inr —
F(x)_cb<m ”), z>0
o
Mittelwert:
E(X) = er+o/2
Varianz:
Var(X) = 2t [602 —1]
Momente:
E(XF) = fnth?o®/2  p— 12 .
Quantile:
z, =l 0<p<1
Modus:

2
—0
Lmoa = e/»‘

Produkttheorem: X; ~ LN (p;,02),i=1,2,...,n, ua.:

n n n
[Ix:~LN (Z i, Za§>
i=1 i=1 i=1
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Beziehung zur Normalverteilung:

X ~ LN(,0%)

— Y =InX ~ N(u,o%)

Y ~ N(u,0?) = X =¢" ~ LN(u,0?)

R-Funktionen: meanlog = p, sdlog = o

dlnorm(x, meanlog = 0, sdlog =
plnorm(q, meanlog = 0, sdlog =
glnorm(p, meanlog = 0, sdlog =
rlnorm(n, meanlog = 0, sdlog =

1.0

F()
=)
o1

|

1, log = FALSE)

1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

1)

Verteilungsfunktion (u=0)

0=0.5
0=0.8
o=1

o=15

0.0

15

1.0 —

f(x)

X

Dichte (u=0)

0.0
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A.2.5 Gammaverteilung

Bezeichnung: X ~ v(a, ), Gam(a, 3)
Parameter: o > 0 (Formparameter), 5 > 0 (Skalierungsparameter)
Merkmalraum: My = RT

Gammafunktion:

o0
I'(z) = /txlet dt, x>0
0

I(z+1)=2l(z), neN:T(n)=(nm-1), ['(1/2) =7

Dichte:
po—le—z/B
flx)=———, x>0
= Ty
Verteilungsfunktion:
1 xr
F(x) = / e B, x>0 unvollstindige Gammafunktion
@ = Fa 5 | : |
0
Mittelwert:
E(X) =ap
Varianz:
Var(X) = af?
Momente:
an
Exty = 2ROtk gy
I'(a)

Momentenerzeugende Funktion:
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Modus:

Additionstheorem: X; ~ (o, 3), 1 =1,2,...,n, ua.

S~ (Zﬁ)

i=1 i=1
Spezialfalle:

a=1: v(1,8) = Exs (Exponential)
a=keN: ~y(k, () = Er,p (Erlang)
a=n/2 (neN), B3=2: v(n/2,2) = x> (Chiquadrat)

Beziehung zur Betaverteilung:

X
X+Y

X ~ (o, 8), Y ~ y(ae, ), na. =

Beziehung zur Poissonverteilung: Fiir X ~ ~(k,3), k € N, und Y ~ P, gilt:

P{X > uf} = P{Y <k—1}
R-Funktionen: shape = «, rate = 1/f3, scale = f3

gamma(x) # Gammafunktion

dgamma (x, shape, rate = 1, scale
pgamma(q, shape, rate = 1, scale
qgamma (p, shape, rate = 1, scale
rgamma(n, shape, rate = 1, scale

1/rate, log = FALSE)

1/rate)

~ Be(ay,a9)

1/rate, lower.tail = TRUE,log.p
1/rate, lower.tail = TRUE,log.p

FALSE)
FALSE)
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Verteilungsfunktion (f=1)

1.0
X 05 4
S — a=0.8
— a=1
— a=2
— a=3
0.0 T T T |
0 1 2 3 4
X
Dichte ($=1)
1.5
1.0 —
= — a=0.8
T — a=1
— a=2
05 - — q:3
\'-
0.0 T T T |
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A.2.6 Chiquadratverteilung (y?>—Verteilung)

Bezeichnung: X ~ x2, x%(n)
Parameter: n € N (Freiheitsgrade, Formparameter)

Merkmalraum: My = RT

Dichte:

xn/2flefm/2

== >0
1@ = Tomar ©
Mittelwert:
E(X)=n

Varianz:

Var(X) = 2n
Momente:

26T (n/2 + k)

BN = tm

Momentenerzeugende Funktion:

Modus:

xmod:n_za 77‘22

Spezialfall: x5 = Exg

Additionstheorem: X; ~ ng i=1,2,..., K, ua.

K K

2
g Xi ~ Xp, n= g n;
i=1 i=1

k=1,2,...

123
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Operative Definition:

X ~ N0,1) = X?*~x\i
R-Funktionen: df = n

dchisq(x, df, ncp=0, log = FALSE)

pchisq(q, df, ncp=0, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
qchisq(p, df, ncp=0, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
rchisq(n, df, ncp=0)

A  VERTEILUNGEN

Dichte
™
25
— n=1
— n=2
— n=5
o~ — n=10
o 7 n=30
=
—
2
o S~
o T T T T 1
0 10 20 30 40

50
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A.2.7 {—Verteilung (Studentverteilung)

Bezeichnung: X ~ t,, t(n)
Parameter: n € N (Freiheitsgrade, Formparameter)

Merkmalraum: My = R

Dichte:

I'((n+1)/2

fa) = (m+D2) g
Vi L(n/2)(1 + 22 /n)(n+1)/2
Mittelwert:
E(X)=0, n>1
Varianz:
n
Var(X) = 2
ar(X) — N>

(Zentrale) Momente:

0 n >k, k ungerade

E(X*) = n*2B((k+1)/2,(n — k)/2)

n >k, k gerade

B(1/2,n/2)
B(z,y) = % (Betafunktion)

Quantile:

th;p = —Tn1—ps 0<px<l1

Spezialfall: t; = C'(0,1) (Cauchy—Verteilung)

Beziehung zur Normalverteilung: f(z|n) = Dichte der ¢,—Verteilung

Jm f(aln) = ole) = <= e

lim t,.,=u, (0<p<1)

n—oo
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Operative Definition:

Z ~ N(0,1), V ~ x% va. —

R-Funktionen: df = n

beta(a, b) # Betafunktion
dt(x, df, ncp = 0, log = FALSE)

pt(q, df, ncp = 0, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
qt(p, df, ncp = 0, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
0)

rt(n, df, ncp

Dichte

<
o)
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A.2.8 F—Verteilung (Fisher—Verteilung)

Bezeichnung: X ~ F, ,,, F'(m,n)
Parameter: m,n € N (Freiheitsgrade, Formparameter)

Merkmalraum: My = RT

Dichte:
T'((m+n)/2 mm2pn/2,m/2-1
fla) = Sm T )/2) R
I'(m/2)T(n/2)(max + n)m+n)/2
Mittelwert:
n
E(X) = 2
(X)=——, n>
Varianz:
2n%(m +n — 2)
Var(X) = 4
ar(X) m(n—2)%2(n —4)’ "=
Momente:
kT 24+ k)'(n/2 -k
Bty - (1) D2 T2 =)
m I'(m/2)I'(n/2) 2
Quantile:
F, = ! 0<p<l1
m,"n; p Frmi1—p ) p
Modus:
Lmoa = n(m_2)7 m_2
m(n + 2)
Symmetrie:
1
X ~ Fm,n <~ } ~ Fn,m
Operative Definition:
Vl/Vl

2 2
Vl ~ Xuvis ‘/’2 ~ Xyyy Ua. -
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R-Funktionen: df1 = m, df2 = n

df (x, df1, df2, log = FALSE)

pf(q, df1l, df2, ncp = 0, lower.tail
qf (p, df1l, df2, ncp = 0, lower.tail
rf(n, dfl, df2, ncp = 0)

FALSE)
FALSE)

TRUE, log.p
TRUE, log.p

Dichte (n=10)

0.8

0.6 —

f(x)

0.4

I n
N B2 01w

3333
oo

0.2 —

Dichte (m=10)

0.6 —

f(x)

o

N

|
nnnn
N B 01w
oo

5 3 3 5

0.2 —

0.0 T T T T

o
-
N
w
SN
0-|J
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A.2.9 Betaverteilung

Bezeichnung: X ~ Be(a,b), 5(a,b)
Parameter: a,b > 0 (Formparameter)

Merkmalraum: Mx = (0,1)

Betafunktion:
1
B(z,y) = /tx_l(l — v tdt, x,y>0
0
L(z)C(y
B(z,y) = B(y,x), B(x,y)=
(z,y) = B(y,z), B(z,y) T+ 1)
Dichte:
1 a—1 b—1
@) = gy 2 =0 Lo (@
f(x\a, b) = f(l - .%"b, a)
Verteilungsfunktion:
1 x
F(x) = Blab) /tal(l — t)bi1 dt, =z € (0,1) [unvollstdndige Betafunktion]
a?
0
F(z|a,b) =1—F(1 — z|b,a)
Mittelwert:
a
E(X) =
(X) a+b
Varianz:
Var(X) = ab

(a+b+1)(a+b)?

129
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Momente:
E(X*) B(a+k,b) keN
-~ B(a,b) ’
Quantile:
Be(a,b; p) =1— Be(b,a; 1 —p), 0<p<l1
Modus:
a—1
= — b>1
Lmod a + b . 27 a, >
Symmetrie:

X ~ Be(a,b) <= 1—X ~ Be(b.a)
Spezialfall: Be(1,1) = Uy

Beziehung zur F—Verteilung: Fiir m,n € N gilt:

X
X ~ Be(m,n) <— _X/m _ ~ Fomon

(1-X)/n

Beziehung zur Binomialverteilung: Fiir X ~ Be(k,n —k+1), k =1,2,

Y ~ By, gilt:

P{X >p}=P{Y <k—1}
R-Funktionen: shapel = a, shape2 = b

beta(a, b) # Betafunktion
dbeta(x, shapel, shape2, ncp
pbeta(q, shapel, shape2, ncp = 0, lower.tail = TRUE, log.p
gbeta(p, shapel, shape2, ncp = 0, lower.tail = TRUE, log.p
rbeta(n, shapel, shape2, ncp = 0)

0, log = FALSE)

A  VERTEILUNGEN

...,n, mit n € N, und

FALSE)
FALSE)
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(a,b)=(0.5,0.5)

1 C

o

0.5

[

(a,b)=(1,0.5)

L

0 0.5

[

(a,b)=(2,0.5)

N

0 0.5

[

(a,b)=(3,0.5)

N

o

0.5

[

(a,b)=(0.5,1)

.

0 0.5 1

(ab)=(1,1)

N
|

0 05 1
(ab)=(2.1)
2
1
0
0 05 1
(ab)=(3.1)
2
1
0
0 05 1

Dichte

(a,b)=(0.5,2)

~
~

o
o
o
=

(ab)=(1.2)

e
-~

o
o
o
=

(ab)=(2.2)

D

o
o
o
=

(ab)=(3.2)

>

o
o
o
=

(a,b)=(0.5,3)

o
o
o
-

(a,b)=(1.3)

o
o
o
-

(ab)=(2.3)

o [ N

o
o
o
=

(ab)=(3.3)

o [ N

o
o
o
=
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B Konfidenzintervalle

B.1 X,,...

, X ~ N(u,0?), ua.

Parameter | Voraussetzung Typ 100(1 — )% Intervall
bekannt iseiti X+ ?
o bekann zweiseiti U _q /2 ——=
K g 1—a/2 NG
b X+ 2
oberes —00 Ul —=
) 11—« \/ﬁ
¢ X 7
unteres — U —=, OO
-« \/ﬁ’
Lo = S
o unbekannt | zweiseitig Xttty 1.1-a/2 %
oberes <—oo, X4ty 11—
) \/_
S
unteres X —th—1;1-a %, 00

132




Parameter | Voraussetzung Typ 100(1 — a)% Intervall
—1)52 —1)5?
o? p unbekannt | zweiseitig ( (;l ) , (n2 ) )
Xn—l;l—a/Q Xn—l;a/Q
—1)52
oberes 0, (?227)
anl;a
(n —1)82
unteres 5, ®
Xn—l; 11—«
o vn—158 vn—18
o p unbekannt | zweiseitig - , -
\/Xn—l;l—a/Q \/Xn—l;a/Q
vn—158
oberes 0, —/——
\/ X?L—l;a
vn—18
unteres ——

133
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B.2 Xl,...,an NN(,U,l,O'%), Yl,...

B KONFIDENZINTERVALLE

7Yn2 ~ N(/’L27U%)> ua.

Parameter | Voraussetzung Typ 100(1 — a)% Intervall
2 2
Do 91 , 93
1 — 2 01,09 bekannt zweiseitig X =Y tu_gp\—+—=
n1 no
o 2 52
oberes —00, X =Y 4 uj_g/ L+ 2
1 N2
2 2
unteres X—-Y —u_, i + 72 )
ny no
S = = 1 1
o1, 09 unbekannt | zweiseitig X =Y+t ny21-ap25%\ —+—
’ ny N2
01 =02
it g2 = (M= DSE+(ne —1)S
p ny+ng — 2
— 1 1
oberes —00, X =Y + 1ty 4np—21-aSpy/ — + —
ni N2
. 1 1
unteres X =Y —tpi4ne—21—aSpy/ — + —, @
ni N2
2 2 2
g7 . Sl 1 Sl
— 11, o unbekannt | zweiseitig (— y o Fna—1n1—1:1-a/2
o3 3 Foytma-ti1-as2 53 27T
52
oberes (0> S_éFnzfl,nlfl; 1a>
2
. ( S? 1 >
unteres —_
522 Fnl—l,nz—l; -




B.3 Xy,....X, ~ Ez,, ua.
Parameter Typ 100(1 — )% Intervall
C 2n X o2n X
T zwelseltlg 5 y 5
Xon;1—a/2 Xon;a/2
2n X
oberes 0, Z—
X2n;a
2n X
unteres 3 , 00
X2n; 11—«
B4 Xi,...,X, ~ A, ua.
Parameter Typ (approx.) 100(1 — )% Intervall (n grof)
. p(1—p
P zweiseitig pPrui_qop u
n
mit p=X
~ 1-p
oberes (0, D+ Ui—q ( p)>
n
~1_7
unteres (p — Ul—q u, 1)
n

135



136 B KONFIDENZINTERVALLE
B.5 Xl,.. . ,an ~ APl? Yl,.. . 7Yn2 ~ Ap2 ua.
Parameter Typ (approx.) 100(1 — )% Intervall (ny,ng grof)
-1 _5 ~1_5
p1—p2 | zweiseitig P1— P2t Ui o) \/m( 2 + Pl = 2)
ny n2
mit ]/9\1 = 7, ]/9\2 = ?
~1_5 ~1_5
oberes 1, P — Dot g \/Pl( p1) + p2(1 —P2)
ny n
~1_5 ~1_5
unteres BL— P — Ula \/Pl( p1) + 2 P2)7 1
ni no
B.6 Xi,...,X, ~ P,, ua.
Parameter Typ (approx.) 100(1 — «)% Intervall (n grof)
N . 0
" zweiseitig =R \/j
n
mit =X
oberes (0, O+ u_q \/E>
n
unteres U —Uuj—q\/ —, 00
n




C Parametertests

C.1 Xy,...,X, ~ N(pu,0?), ua.

Ho H1 ‘Hg verwerfen, falls:
o bekannt
[ X — ol

= >
K= Ho I F o o//n Zl—a/2
p< > p Xopo

>~ MO 0 O’/\/ﬁ 11—«

X — o

> < < —2z1_

K= Ko < Ho O'/\/ﬁ Al-a
o unbekannt

= # [X = o] > ¢
K= Ho K 7= Ho S/ n—1;1-a/2

>~ MO 0 S/\/ﬁ n—1;1—a
o> p p<p Xopo oy

1 unbekannt
(n— 1)52 2 2
0 = 0g o # 0o T g Xn—1;a/2> Xn—1;1—a/2
0
(n—1)8° 2
g é o)) o > (o) -5 > Xn—l;l—oc
90
o >0y o <o — 5 < Xn-l.a
90
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C.2 Xl,. .. ,an ~ N(,ul,a%), Yl,. .. 7Yn2 ~ N(/},Q,O’%), ua.

Ho H ‘Hg verwerfen, falls:

01, 09 bekannt

) X7
B = p2 B1 7F p2 > Z1—a/2
\/a%/nl—i—ag/ng o/
- - X-Y -
H1 = 2 H1 > 2 21—
\/a%/nl—i—ag/ng “
X-Y

1 = 2 p1 < 2 < —Zl-a
\/U%/nl +J§/n2

01, 09 unbekannt: o1 = o9

# | ‘ > t _ —
1= M2 1 ST )
o i M 12 Sp 1/n1 1/n2 ni+nz—2;1—a/2

(n1 — 1)5% + (TLQ — 1)5%
ny+no — 2

mit Sg =

/“Ll — 2 2 1+ 27‘3 o
— J—

12> M2 1< H2 < -t 21—
H H K K Spv/L/ns + Lz ni+n2 a
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Ho Hi Ho verwerfen, falls:
o1, 09 unbekannt: oy # o9 (approx. Tests)
# W _ ?‘ >t
1 = i 1 # iz vil-a/2
VSt /n1 + Sa/ny o/
. (S%/n1+S§/n2)2
mit v = 5 5 5
(S3/n1)"/(n1 — 1) 4 (S5 /n2)"/(na — 1)
< > Xy >t
H1 > f2 M1 > 2 i1—
\/S%/nl—FSQ/TLQ Y “
> < Xy < —t
M1 = 2 H1 < p2 —ly;1—
\/S%/ny + Sa/ns “
141, po unbekannt
S2 1
o1 =09 o1 # 09 5 & s B —1mo—1;1—
S2 Fryimi—1i1-a2 2=l 1-o/2
SQ
1
o1 < 09 o1 > 09 2 > Foy—1ns—1;1-a
2
S? 1
o1 > 09 o1 < 09 — <

2
SQ anfl,nlfl;lfa




140 C PARAMETERTESTS
C.3 Xi,..., X, ~ Ap, ua.
Ho Hq Ho verwerfen, falls:
n grof
P—po
P =Dpo P # Do Bl 1 > 21_a/2
po(1 —po)/n
mit p=X
P < Do P > Po Lol > Zl—a
po(1 —po)/n
P = Do P < Po b1 < —Zi-a
po(1 —po)/n
C.4 Xl,. . . ,an ~ APl? Yl,. . . 7Yn2 ~ Ap2 ua.
Ho H1 ‘Hg verwerfen, falls:
n, m grof
p1— D2
p1 = D2 p1 # D2 = |A | > Z1_a/2
V=) (1) + 1/ns)
mit Z/)\l :77 1/7\2 :?7 1/)\: mn +n2p2
n1 + no
P1 < p2 D1 > P2 = fl P2 > 21-a
\/P(l — D) (1/n1 +1/n2)
P1 = P2 p1 < p2 = fl 2 < —Zl-a
VB =5) (1/m +1/na)




D Wahrscheinlichkeitsnetze

e Normalnetz
e Lognormalnetz

e Exponentialnetz

141
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Lognormal—-Netz
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E Tabellen

Tabelle 1: Verteilungsfunktion ®(z) der Standardnormalverteilung N (0,1)

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4

0.5000
0.5398
0.5793
0.6179
0.6554

0.5040
0.5438
0.5832
0.6217
0.6591

0.5080
0.5478
0.5871
0.6255
0.6628

0.5120
0.5517
0.5910
0.6293
0.6664

0.5160
0.5557
0.5948
0.6331
0.6700

0.5199
0.5596
0.5987
0.6368
0.6736

0.5239
0.5636
0.6026
0.6406
0.6772

0.5279
0.5675
0.6064
0.6443
0.6808

0.5319
0.5714
0.6103
0.6480
0.6844

0.5359
0.5753
0.6141
0.6517
0.6879

0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

0.6915
0.7257
0.7580
0.7881
0.8159

0.6950
0.7291
0.7611
0.7910
0.8186

0.6985
0.7324
0.7642
0.7939
0.8212

0.7019
0.7357
0.7673
0.7967
0.8238

0.7054
0.7389
0.7704
0.7995
0.8264

0.7088
0.7422
0.7734
0.8023
0.8289

0.7123
0.7454
0.7764
0.8051
0.8315

0.7157
0.7486
0.7794
0.8078
0.8340

0.7190
0.7517
0.7823
0.8106
0.8365

0.7224
0.7549
0.7852
0.8133
0.8389

1.0
1.1
1.2
1.3
14

0.8413
0.8643
0.8849
0.9032
0.9192

0.8438
0.8665
0.8869
0.9049
0.9207

0.8461
0.8686
0.8888
0.9066
0.9222

0.8485
0.8708
0.8907
0.9082
0.9236

0.8508
0.8729
0.8925
0.9099
0.9251

0.8531
0.8749
0.8944
0.9115
0.9265

0.8554
0.8770
0.8962
0.9131
0.9279

0.8577
0.8790
0.8980
0.9147
0.9292

0.8599
0.8810
0.8997
0.9162
0.9306

0.8621
0.8830
0.9015
0.9177
0.9319

1.5
1.6
1.7
1.8
1.9

0.9332
0.9452
0.9554
0.9641
0.9713

0.9345
0.9463
0.9564
0.9649
0.9719

0.9357
0.9474
0.9573
0.9656
0.9726

0.9370
0.9484
0.9582
0.9664
0.9732

0.9382
0.9495
0.9591
0.9671
0.9738

0.9394
0.9505
0.9599
0.9678
0.9744

0.9406
0.9515
0.9608
0.9686
0.9750

0.9418
0.9525
0.9616
0.9693
0.9756

0.9429
0.9535
0.9625
0.9699
0.9761

0.9441
0.9545
0.9633
0.9706
0.9767

2.0
2.1
2.2
2.3
24

0.9772
0.9821
0.9861
0.9893
0.9918

0.9778
0.9826
0.9864
0.9896
0.9920

0.9783
0.9830
0.9868
0.9898
0.9922

0.9788
0.9834
0.9871
0.9901
0.9925

0.9793
0.9838
0.9875
0.9904
0.9927

0.9798
0.9842
0.9878
0.9906
0.9929

0.9803
0.9846
0.9881
0.9909
0.9931

0.9808
0.9850
0.9884
0.9911
0.9932

0.9812
0.9854
0.9887
0.9913
0.9934

0.9817
0.9857
0.9890
0.9916
0.9936

2.5
2.6
2.7
2.8
2.9

0.9938
0.9953
0.9965
0.9974
0.9981

0.9940
0.9955
0.9966
0.9975
0.9982

0.9941
0.9956
0.9967
0.9976
0.9982

0.9943
0.9957
0.9968
0.9977
0.9983

0.9945
0.9959
0.9969
0.9977
0.9984

0.9946
0.9960
0.9970
0.9978
0.9984

0.9948
0.9961
0.9971
0.9979
0.9985

0.9949
0.9962
0.9972
0.9979
0.9985

0.9951
0.9963
0.9973
0.9980
0.9986

0.9952
0.9964
0.9974
0.9981
0.9986

3.0
3.1
3.2
3.3
3.4

0.9987
0.9990
0.9993
0.9995
0.9997

0.9987
0.9991
0.9993
0.9995
0.9997

0.9987
0.9991
0.9994
0.9995
0.9997

0.9988
0.9991
0.9994
0.9996
0.9997

0.9988
0.9992
0.9994
0.9996
0.9997

0.9989
0.9992
0.9994
0.9996
0.9997

0.9989
0.9992
0.9994
0.9996
0.9997

0.9989
0.9992
0.9995
0.9996
0.9997

0.9990
0.9993
0.9995
0.9996
0.9997

0.9990
0.9993
0.9995
0.9997
0.9998

Tabelle 2: Quantile z, der N(0,1)
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Tabelle 3: Quantile ¢,., der ¢t—Verteilung

E TABELLEN

p
v| 075 080 08 090 095 0.975 0.99  0.995 0.999
1] 1.000 1.376 1963 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 318.309
210816 1.061 1.386 1.886 2920 4.303 6.965 9.925  22.327
310765 0978 1.250 1.638 2.353  3.182  4.541  5.841 10.215
410741 0941 1.190 1.533 2.132  2.776  3.747  4.604 7.173
510727 0.920 1.156 1.476 2.015 2.571  3.365  4.032 5.893
6 0718 0906 1.134 1.440 1.943  2.447 3.143  3.707 5.208
710711 0.896 1.119 1.415 1.895 2365 2.998  3.499 4.785
810706 0.889 1.108 1.397 1.860 2.306 2.896  3.355 4.501
910703 0.883 1.100 1.383 1.833 2.262 2.821  3.250 4.297
10 | 0.700 0.879 1.093 1.372 1.812 2228 2.764  3.169 4.144
11| 0.697 0.876 1.088 1.363 1.796 2201 2718  3.106 4.025
121 0.695 0.873 1.083 1356 1.782 2179  2.681  3.055 3.930
131 0.694 0.870 1.079 1.350 1.771  2.160  2.650  3.012 3.852
14 | 0.692 0.868 1.076 1.345 1.761  2.145  2.624  2.977 3.787
151 0.691 0.866 1.074 1.341 1.753  2.131  2.602  2.947 3.733
16 | 0.690 0.865 1.071 1.337 1.746  2.120 2.583  2.921 3.686
171 0.689 0.863 1.069 1333 1.740 2110 2.567  2.898 3.646
18 | 0.688 0.862 1.067 1.330 1.734 2101  2.552  2.878 3.610
19 | 0.688 0.861 1.066 1.328 1.729  2.093  2.539  2.861 3.579
20 | 0.687 0.860 1.064 1.325 1.725  2.086  2.528  2.845 3.552
21 | 0.686 0.859 1.063 1.323 1.721  2.080 2.518  2.831 3.527
22 |1 0.686 0.858 1.061 1.321 1.717 2.074  2.508  2.819 3.505
23 | 0.685 0.858 1.060 1.319 1.714 2.069  2.500  2.807 3.485
24 |1 0.685 0.857 1.059 1.318 1.711  2.064 2492  2.797 3.467
25| 0.684 0.856 1.058 1.316 1.708  2.060  2.485  2.787 3.450
26 | 0.684 0.856 1.0568 1.315 1.706  2.056  2.479  2.779 3.435
27 1 0.684 0.855 1.067 1.314 1.703  2.052 2473  2.771 3.421
28 | 0.683 0.855 1.056 1.313 1.701  2.048  2.467  2.763 3.408
29 | 0.683 0.854 1.055 1.311 1.699 2.045 2.462  2.756 3.396
30 | 0.683 0.854 1.055 1.310 1.697 2.042 2457  2.750 3.385
31| 0.682 0.853 1.0564 1.309 1.696 2.040 2453 2.744 3.375
32 | 0.682 0.853 1.0564 1.309 1.694 2.037 2449  2.738 3.365
33 | 0.682 0.853 1.053 1.308 1.692  2.035 2445  2.733 3.356
341 0682 0.852 1.052 1.307 1.691  2.032 2441  2.728 3.348
35| 0.682 0.852 1.052 1.306 1.690 2.030 2438 2.724 3.340
36 | 0.681 0.852 1.052 1.306 1.688  2.028 2434  2.719 3.333
37 1 0.681 0.851 1.0561 1.305 1.687 2.026 2431  2.715 3.326
38 | 0.681 0.851 1.051 1.304 1.686 2.024 2429  2.712 3.319
39 | 0.681 0.851 1.050 1.304 1.685 2.023 2426  2.708 3.313
40 1 0.681 0.851 1.050 1.303 1.684 2.021 2423 2.704 3.307
50 | 0.679 0.849 1.047 1.299 1.676 2.009 2403  2.678 3.261
60 | 0.679 0.848 1.045 1.296 1.671  2.000 2.390  2.660 3.232
70 | 0.678 0.847 1.044 1.294 1.667 1.994 2381  2.648 3.211
80 | 0.678 0.846 1.043 1.292 1.664 1.990 2374  2.639 3.195
90 | 0.677 0.846 1.042 1.291 1.662 1.987 2368  2.632 3.183
100 | 0.677 0.845 1.042 1.290 1.660 1.984 2.364  2.626 3.174
1000 | 0.675 0.842 1.037 1.282 1.646 1962 2330  2.581 3.098
oo | 0.674 0.842 1.036 1.282 1.645 1.960 2.326  2.576 3.090

Bem: In der letzten Zeile stehen die entsprechenden Quantile der N(0,1) (vgl. Tabelle 2).



Tabelle 4: Quantile X,%; » der Chiquadratverteilung

p
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0.000
0.010
0.072
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1.344
1.735
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0.297
0.554
0.872
1.239
1.646
2.088
2.558

0.001
0.051
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0.831
1.237
1.690
2.180
2.700
3.247

0.004
0.103
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0.711
1.145
1.635
2.167
2.733
3.325
3.940

0.016
0.211
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1.064
1.610
2.204
2.833
3.490
4.168
4.865

2.706
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6.251
7.779
9.236
10.645
12.017
13.362
14.684
15.987

3.841
5.991
7.815
9.488
11.070
12.592
14.067
15.507
16.919
18.307

5.024

7.378

9.348
11.143
12.833
14.449
16.013
17.535
19.023
20.483
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9.210
11.345
13.277
15.086
16.812
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2.603
3.074
3.565
4.075
4.601
5.142
5.697
6.265
6.844
7.434

3.053
3.571
4.107
4.660
5.229
5.812
6.408
7.015
7.633
8.260

3.816
4.404
5.009
5.629
6.262
6.908
7.564
8.231
8.907
9.591

4.575
5.226
5.892
6.571
7.261
7.962
8.672
9.390
10.117
10.851

5.578
6.304
7.042
7.790
8.547
9.312
10.085
10.865
11.651
12.443

17.275
18.549
19.812
21.064
22.307
23.542
24.769
25.989
27.204
28.412

19.675
21.026
22.362
23.685
24.996
26.296
27.587
28.869
30.144
31.410

21.920
23.337
24.736
26.119
27.488
28.845
30.191
31.526
32.852
34.170

24.725
26.217
27.688
29.141
30.578
32.000
33.409
34.805
36.191
37.566
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28.300
29.819
31.319
32.801
34.267
35.718
37.156
38.582
39.997
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8.034
8.643
9.260
9.886
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13.121
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9.542
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11.524
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14.256
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10.283
10.982
11.689
12.401
13.120
13.844
14.573
15.308
16.047
16.791

11.591
12.338
13.091
13.848
14.611
15.379
16.151
16.928
17.708
18.493

13.240
14.041
14.848
15.659
16.473
17.292
18.114
18.939
19.768
20.599

29.615
30.813
32.007
33.196
34.382
35.563
36.741
37.916
39.087
40.256

32.671
33.924
35.172
36.415
37.652
38.885
40.113
41.337
42.557
43.773

35.479
36.781
38.076
39.364
40.646
41.923
43.195
44.461
45.722
46.979

38.932
40.289
41.638
42.980
44.314
45.642
46.963
48.278
49.588
50.892

41.401
42.796
44.181
45.559
46.928
48.290
49.645
50.993
52.336
53.672
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14.458
15.134
15.815
16.501
17.192
17.887
18.586
19.289
19.996
20.707

15.655
16.362
17.074
17.789
18.509
19.233
19.960
20.691
21.426
22.164

17.539
18.291
19.047
19.806
20.569
21.336
22.106
22.878
23.654
24.433

19.281
20.072
20.867
21.664
22.465
23.269
24.075
24.884
25.695
26.509

21.434
22.271
23.110
23.952
24.797
25.643
26.492
27.343
28.196
29.051

41.422
42.585
43.745
44.903
46.059
47.212
48.363
49.513
50.660
51.805

44.985
46.194
47.400
48.602
49.802
50.998
52.192
53.384
54.572
55.758

48.232
49.480
50.725
51.966
53.203
54.437
55.668
56.896
58.120
59.342

52.191
53.486
54.776
56.061
57.342
58.619
59.892
61.162
62.428
63.691

55.003
56.328
57.648
58.964
60.275
61.581
62.883
64.181
65.476
66.766
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21.421
22.138
22.859
23.584
24.311
25.041
25.775
26.511
27.249
27.991

22.906
23.650
24.398
25.148
25.901
26.657
27.416
28.177
28.941
29.707

25.215
25.999
26.785
27.575
28.366
29.160
29.956
30.755
31.555
32.357

27.326
28.144
28.965
29.787
30.612
31.439
32.268
33.098
33.930
34.764

29.907
30.765
31.625
32.487
33.350
34.215
35.081
35.949
36.818
37.689

52.949
54.090
55.230
56.369
57.505
58.641
99.774
60.907
62.038
63.167

56.942
58.124
59.304
60.481
61.656
62.830
64.001
65.171
66.339
67.505

60.561
61.777
62.990
64.201
65.410
66.617
67.821
69.023
70.222
71.420

64.950
66.206
67.459
68.710
69.957
71.201
72.443
73.683
74.919
76.154

68.053
69.336
70.616
71.893
73.166
74.437
75.704
76.969
78.231
79.490
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Tabelle 5: Quantile F,, ,,., der F'—Verteilung
V1

D vy 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15

0.95 111614 199.5 2157 224.6 230.2 234.0 236.8 2389 240.5 241.9 2439 2459
0.975 647.8 799.5 864.2 899.6 921.8 937.1 9482 956.7 963.3 968.6 976.7 984.9
0.99 4052 4999 5403 5625 5764 5859 5928 5981 6022 6056 6106 6157
0.95 2| 1851 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.38 19.40 19.41 19.43
0.975 38.51 39.00 39.17 39.25 39.30 39.33 39.36 39.37 39.39 39.40 39.42 39.43
0.99 98.50 99.00 99.17 99.25 99.30 99.33 99.36 99.37 99.39 99.40 99.42 99.43
0.95 3| 10.13 9.552 9.277 9.117 9.013 8.941 8.887 8.845 8.812 8.786 8.745 8.703
0.975 17.44 16.04 1544 15.10 14.88 14.73 14.62 14.54 14.47 1442 14.34 14.25
0.99 34.12 30.82 29.46 28.71 28.24 2791 27.67 27.49 2735 27.23 27.05 26.87
0.95 417709 6.944 6.591 6.388 6.256 6.163 6.094 6.041 5.999 5964 5912 5.858
0.975 12.22  10.65 9.979 9.605 9.364 9.197 9.074 8.980 8.905 8.844 8.751 8.657
0.99 21.20 18.00 16.69 1598 15.52 15.21 14.98 14.80 14.66 14.55 14.37 14.20
0.95 51 6.608 5.786 5.409 5.192 5.050 4.950 4.876 4.818 4.772 4.735 4.678 4.619
0.975 10.01 8.434 7.764 7.388 7.146 6.978 6.853 6.757 6.681 6.619 6.525 6.428
0.99 16.26 13.27 12.06 11.39 10.97 10.67 10.46 10.29 10.16 10.05 9.888 9.722
0.95 6 | 5.987 5.143 4.757 4.534 4.387 4.284 4.207 4.147 4.099 4.060 4.000 3.938
0.975 8.813 7.260 6.599 6.227 5.988 5.820 5.695 5.600 5.523 5.461 5.366 5.269
0.99 13.75 1092 9.780 9.148 8.746 8.466 8.260 8.102 7.976 7.874 7.718 7.559
0.95 715591 4.737 4347 4.120 3.972 3.866 3.787 3.726 3.677 3.637 3.575 3.511
0.975 8.073 6.542 5.890 5.523 5.285 5.119 4.995 4.899 4.823 4.761 4.666 4.568
0.99 12.25 9.547 8.451 7.847 7.460 7.191 6.993 6.840 6.719 6.620 6.469 6.314
0.95 8 | 5.318 4.459 4.066 3.838 3.687 3.581 3.500 3.438 3.388 3.347 3.284 3.218
0.975 7.571 6.059 5.416 5.0563 4.817 4.652 4.529 4.433 4.357 4.295 4.200 4.101
0.99 11.26 8.649 7.591 7.006 6.632 6.371 6.178 6.029 5911 5814 5.667 5.515
0.95 9| 5117 4.256 3.863 3.633 3.482 3.374 3.293 3.230 3.179 3.137 3.073 3.006
0.975 7.209 5.715 5.078 4.718 4.484 4.320 4.197 4.102 4.026 3.964 3.868 3.769
0.99 10.56  8.022 6.992 6.422 6.057 5.802 5.613 5.467 5.351 5.257 5.111 4.962
0.95 10 | 4965 4.103 3.708 3.478 3.326 3.217 3.135 3.072 3.020 2.978 2913 2.845
0.975 6.937 5456 4.826 4.468 4.236 4.072 3.950 3.855 3.779 3.717 3.621 3.522
0.99 10.04 7.559 6.552 5.994 5.636 5.386 5.200 5.057 4.942 4.849 4.706 4.558
0.95 12 | 4.747 3.885 3.490 3.259 3.106 2996 2.913 2.849 2796 2.753 2.687 2.617
0.975 6.554 5.096 4.474 4.121 3.891 3.728 3.607 3.5612 3.436 3.374 3.277 3.177
0.99 9.330 6.927 5.953 5412 5.064 4.821 4.640 4.499 4.388 4.296 4.155 4.010
0.95 15 | 4.543 3.682 3.287 3.056 2.901 2.790 2.707 2.641 2.588 2.544 2.475 2.403
0.975 6.200 4.765 4.153 3.804 3.576 3.415 3.293 3.199 3.123 3.060 2.963 2.862
0.99 8.683 6.359 5417 4.893 4.556 4.318 4.142 4.004 3.895 3.805 3.666 3.522
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