Runde 8, Beispiel 50

LVA 118.181, Ubungsrunde 8, 15.12.
Markus Nemetz, markus.nemetzQtuwien.ac.at, TU Wien, 08.12.2006

1 Angabe

Unter Zuhilfenahme der Potenzreihenentwicklung des cosh z:

z 2n

e“+e” z
hz = —F——= —, eC
cosh z 5 Z @nl) z
n>0
bestimme man den Wert der folgenden trigonometrischen Reihe:

i cos 2nt
(2n!)

n>0

cos 2nt-+i sin 2nt

@n) auf.

Anmerkung: Man fasse die Reihe als Realteil von ZZOZO

2 Theoretische Grundlagen: Darstellung trigonometrischer
Polynome und Reihen

2.1 Trigonometrische Polynome

2.1.1 Aligemeines

Trigonometrisches Polynom (eine Trigonometrische Summe) ist ein Polynom, welches
trigonometrische Ausdriicke erhélt. Es hat also folgende Form:

n
f(z) = % + Z(ak cos kwz + by sin kwz)
k=1
wobei a, by, € R.
n bezeichnet man als den Grad des Polynoms und w = 2%, wobei T' die Periode von f
ist.
2.1.2 Periodische Funktionen - Rechenregeln

Es gilt fiir Funktionen mit der Periode T"

ft+T)=f(t), VteR



Wichtige Rechenregeln:
1. Mit T ist auch nT fiir alle n = 1,2, 3,... eine Periode.
2. Mit f und g ist auch af + Bg (o, 8 € C) T-periodisch
3. Ist f T-periodisch, gilt fiir alle a € R:

/:JrTf(t)dt:/on(t)dt

4. Die Reduktion auf die Periode 27 erfolgt {iber die Substitution

27Tt y it 2
T:= —t=wt mt w=—
T T

Ist f(t) T-periodisch, so ist F'(z) := f(Z) = f(t) 2m-periodisch.

2.1.3 Periodische Funktionen - Periodische Fortsetzung

Ist eine Funktion g nur auf [0,7] erkléart, so kann man drei Fortsetzungsformen unter-
scheiden:

e Direkte Fortsetzung (7T-periodisch): R wird in Intervalle [, := [nT,(n +
1)T),n € Z zerlegt und f auf R definiert durch

f(t):=g(t—nT), tel,

Geometrisch veranschaulicht:

e Gerade Fortsetzung (27-periodisch): R wird in Intervalle (2n —1)T, (2n+1)T
(Breite 27T") zerlegt und setzt zundchst g durch Spiegelung auf der y-Achse auf
[—T,T) fort:

)gt), 0<t<T
ft) = {g(—t% —-T<T<0

Nun wie bei direkter Fortsetzung 27-periodisch fortgesetzt:
f(t) :== f(t —2nt), Cn-1T<t<(@n+1)T,necZ



Geometrisch veranschaulicht:

I\

e Ungerade Fortsetzung (27-periodisch): g wird zuerst durch Spiegelung am
Nullpunkt auf [-7.T) forgesetzt:

Ft) = {g(t), 0<t<T

—g(-t), -T<T<O0
Nun wie bei gerader Fortsetzung 27 -periodisch fortgesetzt:
f(t) := f(t —2nt), Cn—-1T<t<@n+1)T,necZ
Geometrisch veranschaulicht:

[e

2.1.4 Darstellung in Sinus-Cosinus-Form oder komplex

Meistens betrachtet man aber nur 27-periodische Funktionen (w = 2%) und erhalt dann

(Sinus-Cosinus-Form):

flx :@—i— ag cos kx + by sin kx
2
k=1

Alternativ zu der obigen Darstellung existiert noch eine komplexe Darstellung, die sich
oft als rechentechnisch giinstig erweist:



fiir die Koeffizienten € C, (erhilt man mit der Euler-Formel ¢ = cos ¢ + i sin ¢)

o= 90 _ (ap —iby) . _ (ak +ibg)
0 27 k 2 s C—k 2

ag = 2¢g, ap = Cp + C—py by = i(cn — c—p)

Bei geraden Fortsetzungen der Periode spricht man von der Fourier-Cosinus-Reihe -
in diesem Fall ist b, = 0.

Bei ungeraden Fortsetzungen der Periode spricht man von der Fourier-Sinus-Reihe -
in diesem Fall ist a,, = 0.

Mit z = cosx + i - sinz = €@ erhilt man:

N ON +1, z=2nm,ne’
Z e =14+2cosx+---+2Ncosx = sin(N+1)z
ke N W, sonst.

2.1.5 Orthogonalitdtsrelationen

Aus den trigonometrischen Identitdten

sin(max) sin(nx) = %[cos(m —n)x — cos(m + n)z]
sin(max) cos(nx) = %[sin(m + n)z + sin(m — n)z]

cos(mx) cos(nx) = %[cos(m + n)x + cos(m — n)x]

folgen die wichtigen Orthogonalitdtsrelationen der Sinus- und Cosinus-Funktion (m,n >
0,m,n € Z):

or 0, m=n=
/ sin(ma)sin(nz)dz =<0, m#m
0
™, m=n%#0
o 2r, m=n=20
/ cos(mz)cos(nx)dex =4¢0, m#m
0

T, m=n#0

2w
/ sin(mx) cos(nx)dz =0
0

Weil die Orthogonalitéitsrelationen (s.o.) gelten, lassen sich die Koeffizienten eines
trigonometrischen Polynoms iiber Integrale bestimmen:

_/ plhwt | gikwt _ ’ " (n, ke Z)
T Jo 0, k#n



2.1.6 Hilfreiches zum Umgang mit trigonometrischen Polynomen

Wichtig fiir den Umgang mit trigonometrischen Polynomen f vom Grad N ist:
1. f hat in [0,T") hochstens 2N Nullstellen
2. Koeffizientenvergleich: f(t) =0,t e R < ¢, =0,—-N <k <N

3. f ist eine reelle Funktion, d.h. f(t) € R,t € R < ¢, = ¢_,0 < k < N. Das
Poylnom kann dann wie folgt dargestellt werden (ay,, b, € R):

f( Z lN _ Zb —mwt]

4. Formeln von Euler-Fourier. Fiir —N <k < N,0<n < N ist

1 [T :
cL = f/0 f(t)e t*r dt,

=z " fOoostnt) dt, ay = 2 / " f(®ysin(net) dt

5. f(t)eREER & f(t)—f(t) = teR < SN (crpetht — cpei) = 0.t € R

6. [y FH)e ™t dt =3 yop [y emetoeimt At =, T

2.2 Trigonometrische Reihen (einfiihrend)

Analog zum Begriff eines trigonometrischen Polynoms kann man auch den Begriff der
trigonometrischen Reihe definieren:

oo
?D + Z ay, cos kwx + by, sin kwx)
k=1
bzw. in der komplexen Darstellung:

k=00

fa)= 3 et

k=—o00



3 Losung des Beispiels

. cos(2nt) B 2. cos(2nt) + isin(2nt) B > ei2nt B
n;) Qn)l Re(ﬂ; (2n)! )= Re(ﬂ; ot~
1 et —eyy = 1 cos(t) | ,isin(t) —cos(t) | ,—isin(t)\) _
Re(5(e”_+e ) =Re(5(e e e e ) =

cosh(e??)

Re(%(ecos(t) (cos(sin(t)) + isint + e~ " (cos(sin(t))) + isint)))) =

1
E(COS(SiD(t)) . (ecost +e” cost)



Runde 8, Beispiel 51

LVA 118.181, Ubungsrunde 8, 15.12.
Markus Nemetz, markus.nemetzQtuwien.ac.at, TU Wien, 08.12.2006

1 Angabe

Man zeige die in der Vorlesung besprochene Orthogonalitétsrelation fiir die folgende
Menge von T-periodischen Funktionen: {fx(t) := e**!|k € Z}, wobei w := ZX. Es gilt
namlich fir k,l € Z

T - 0 k#1
/Ofk(t)fz(t) dt:{l b

Anmerkung:

ekt — cos(kwt) + i sin(kwt) = cos(kwt) — i sin(kwt) = ekt
2 Theoretische Grundlagen: Orthogonalitatsrelationen und

Bestimmung der Koeffizienten

Weil die Orthogonalitétsrelationen (s. Bsp. 50) gelten, lassen sich die Koeffizienten
eines trigonometrischen Polynoms iiber Integrale bestimmen:

U (T et r =
_/ ezkwt . ezkwt _ 1, k=n (n, ke Z)
T Jo 0, k#n

3 Losung des Beispiels

T T
k::l:>/ elkwt.elkwtdt:/ dt=T
o T 0

k#1= / gt gt _ / emtlng L [eiwt-(e=0]T
0 0 iw- (k=1 :
= [cos(wt(k — 1)) + i - sin(wt(k — 1)) = cos(wT'(k — 1)) +i - sin(wT (k — 1)) — cos(0) — i - sin(0) = 0
=10 =0
27

O cos(wT'(k — 1)) = 1 durch Einsetzen von -



Runde 8, Beispiel 52

LVA 118.181, Ubungsrunde 8, 15.12.
Markus Nemetz, markus.nemetzQtuwien.ac.at, TU Wien, 08.12.2006

1 Angabe

Man bestimme die (reelle und komplexe) Fourier-Reihe folgender 27-periodischer Funk-
tion "f(t)”:

f(t) =t, 0<t<2m, 27 — periodisch fortgesetzt

Anmerkung: Selbstversténdlich ist wahlweise die reelle oder die komplexe Fourier-Reihe
zu bestimmen, wodurch dann mit den Beziehungen a,, = ¢, + ¢_p, b, = (¢, — c—p,) die
andere ebenfalls erhalten wird.

2 Theoretische Grundlagen: Fourier-Reihen (27-Periode)

f(z) sei eine Funktion mit der Periode 27 und durch eine Reihe darstellbar, dann kann
man transformieren zu der Fourier-Reihe:

f(z) = % + Z(an cos(nx) + by, sin(nz))

n=1

Die Fourier-Koeflizienten kann man wie folgt berechnen:

1 s
— - d
ap = — qf(”f) z,
1 ™
ap = — f(z) cos(nz)dz,
™ —T
1 [7 .
b, = — f(x)sin(nz)dz,
™ —T

Die komplexe Darstellung;:

k=n
f(l') _ Z Ckeikwx

k=—n
fiir die Koeffizienten € C, (erhilt man mit der Euler-Formel ¢/? = cos ¢ + i sin ¢)

o= B0 _ (ap —iby) . _ (ax +iby)
0 27 k 92 s C—k 92

ag = 2¢g, ap = Cp + C_p, by = i(cn — c_p)



3 Losung des Beispiels

1 /2 1.2 1 472
== tdt = —[=]]F" = = (=) =2
a0 7r/0 7r[2] 7r(2) "

Anmerkung zu a, : ungerade Funktion, daher 0 (testweise berechnet) v

27
ap = —/ tcos(nt)dt =
0

T
sin(nt)

u=tu =1; v =cos(nt),r =
n

1, tsin(nt), o 2T sin(nt)
- | ar) =

=
1, tsin(nt)

— —((

s n

g+ (2 em — 0

™

1 2m
by, = —/ tsin(nt)dt =
0

cos(nt)

u=tu =1; v =sin(nt),r = —

cos(n 27 cos(n
- Lttty [T et gy

n
=1
1, —2rcos(2mn) sin(nt) 2
— T COS( 2T simi(n m
—( + (g ==
s n n n
=0

f(x)=n+ Z 0 cos(nt) — %sin(nt)
n=1

1 >, sin(nt)
Cn=i-— = SF(t):w—2207n
-

vV Funktion nicht direkt ungerade (wird erst durch Verschiebung ersichtlich).



Runde 8, Beispiel 53

LVA 118.181, Ubungsrunde 8, 15.12.
Markus Nemetz, markus.nemetzQtuwien.ac.at, TU Wien, 08.12.2006

1 Angabe
Man bestimme die Fourier-Reihe folgender 27-periodischer Funktion f(¢):

f(t) =2, 0<t<2m, 27 — periodisch fortgesetzt

2 Theoretische Grundlagen: Fourier-Reihen (27-Periode)

f(z) sei eine Funktion mit der Periode 27 und durch eine Reihe darstellbar, dann kann

man transformieren zu der Fourier-Reihe:

f(z) = % + Z(an cos(nz) + by sin(nx))

n=1

Die Fourier-Koeffizienten kann man wie folgt berechnen:

1 s
ap = — f(.fL') dz,
m —T
1 ™
an = — f(z) cos(nz)dzx,
™ —T
1 [ .
b, = — f(x)sin(nz)dz,
™ —T

Die komplexe Darstellung:
k=n '
f(IL’) — Z Ckezkwa:
k=—n
fiir die Koeffizienten € C, (erhilt man mit der Euler-Formel e?¥ = cos ¢ + i sin ¢)

c :@C :(ak—ibk)c :(ak+ibk)
0 271@ 2 y C—k 2

ag = 2co,ap = Cp + Cp, by = i(cn - c—n)



3 Losung des Beispiels

1 27 ) 47].2
= — t°dt = —
a0 27r/0 3

1 27
ap = —/ t? cos(nt)dt =
T Jo
a=t*ad =2t; b = cos(nt),b= sm(nt)’ /ab’ =ab— /ba’
n
1 in(nt i t
_ _(tQSln(n ) 2 _2/tsm(n ) dt) =
T n n
=0
1 2m
_n(_2 tsin(nt)dt) =
™ 0
c=t,d =1; d =sin(nt),d = _cos(nt)’ /cd' =cd — /c’d
n

1 ,_.cos(n) o,

2w
—(2t————=|5" — 2/ cos(nt)dt) =
n 0

™n

1 t in(nt
(ztcos(n ) 2r _ 2sm(n ) 2my _
™m n n
—_—
=0

1 4
— (4w cos(2nm)) = —
™ —_—— n

=1
b, nur verkiirzt dargstellt, analog wie oben zu rechnen:

1 ™
by, = —/ t?sin(nt) dt =
v

—T

1
— (—t? cos(nt) |2 + 2/tcos(nt) dt) =
™
1 2 pr . o 2m 4m
5 (—t"ncos(nt)[g" + 2tsin(nt)[g" — 2cos(nt)[g") = ——
™

4
- (1—i-
Cn n2( i-n)

— 4 4
Sr(t) = — + Z 2 cos(nt) — % sin(nt)

n=0



Runde 8, Beispiel 54

LVA 118.181, Ubungsrunde 8, 15.12.
Markus Nemetz, markus.nemetzQtuwien.ac.at, TU Wien, 19.12.2006
Vielen Dank an Michael BIRSAK fiir seine Aufzeichnungen!

1 Angabe

Man bestimme die Fourier-Reihe folgender 27-periodischer Funktion f(t):

f(t) = cost + | cost|

2 Theoretische Grundlagen: Fourier-Reihen (27-Periode)

f(z) sei eine Funktion mit der Periode 27 und durch eine Reihe darstellbar, dann kann
man transformieren zu der Fourier-Reihe:

f(x)=ao+ Z(an cos(nx) + by, sin(nz))

n=1

Die Fourier-Koeffizienten kann man wie folgt berechnen:

1 ™
CL():—/ f(x)dx7
2 J_,
1

an = — f(z) cos(nz)dx,
™ —T
1 [ )
b, = — f(x)sin(nz)dz,
™ —T
Die komplexe Darstellung:
k=n '
f($) — Z ckezkwx
k=—n

fiir die Koeffizienten € C, (erhélt man mit der Euler-Formel €% = cos ¢ + i sin )

oo (e —iby) o (ag +iby)
0= 55k 5k 5

ag = 2co,an = Cp + Cp, by = Z'(Cn - Cfn)



3 Losung des Beispiels

Zunéchst betrachten wie den Graphen der Funktion f(t) = cost + | cost|:

2

18-

16

14r

1.2

1t

0.8

0.6

04r

0.2

0 ) ! ! ! /
~2'pi -3l -pi -pil2 0 pil2 pi 32 2%pi

Wir koénnen f(¢) also im Intervall [0, 27| anschreiben als (27-periodisch fortgesetzt):

0 <cos(t) < §
f(t) S Z <cos(t) <3
3 < cos(t) < 2

ag ist zu berechnen und ergibt sich aus:

2
a0 = o5 ; cos(t) + | cos(t)|d t

Wir betrachten (da Linearkombination), die Summanden fiir sich:

1 [ 1 [ 1 1 4
= t)dt + — H|dt=—4+ —4=—
W= o 0 cos(t)dt + 27r/0 | cos(?)] 2m + 27 0



Wir berechnen nun a,, (Beachte mittleres Intervall ist 0):

2cos(t), 0<7m<7Z
f(t) =140, I<t< ¥
2cos(t), <t<2m

1 z 27
an = —(2/2 cos(t) - cos(nt)dt + 2/ cos(t) - cos(nt) dt)
™ 0 3771'

1 1
/cos(t) cos(t) dt = —sin(nt) cos(t) + —sin(¢) sin(t)t = 4
U v r )

1

u = cos(t),du = —sin(t)dt; dv = cos(nt)dt,v = — sin(nt)
n
1

x =sin(t),dy = cos(t)dt; d <=sin(nt)dt,v = - cos(nt)

¢ = %sin(nt) cos(t) + %(—% sin(t) cos(nt) + % /cos(t) cos(nt) dt) | -

( / cos(t) cos(nt) d1)(1 — —) = L sin(nt) cos(t) — = cos(nt) sin(t)

n2 n n?2
N 2( ( 7[') 1
an = —(— cos(n=) —
"o 21 2”7  n2?—1lcos(n?F)
0, n ungerade
= ap = %-nil:—w(nﬁil), n = 0mod4
(§ E n = 2mod4
3 27
2/ cos? dt+2/ cos’(t)dt =1
0 ¥
4
Sf(t)z——i—cos —i—Z— cos(nt)

an




Runde 8, Beispiel 55

LVA 118.181, Ubungsrunde 8, 15.12.
Markus Nemetz, markus.nemetzQtuwien.ac.at, TU Wien, 14.12.2006

1 Angabe

Zeige, dass eine gerade T-periodische Funktion (f(t) = f(—t)) in ihrer reellen Fourier-
entwicklung (= Sinus-Cosinus-Form) keine Sinus-Ausdriicke enthalten kann.

2 Theoretische Grundlagen: Fourier-Reihen (7- bzw.
L-Periode)

f(z) sei eine Funktion mit der Periode 2L und durch eine Reihe darstellbar, dann kann
man transformieren zu der Fourier-Reihe:

f(z) = % +3 (an cos(%x) + by sin(%x))
n=1

Die Fourier-Koeffizienten kann man wie folgt berechnen:

1 L
ao:f/Lf@)dx,
1 L nmwT

| r@eos(*da

ol

Die komplexe Darstellung:

k=n

f(l’) — Z ckeikw:p

k=—n
fiir die Koeffizienten € C, (erhilt man mit der Euler-Formel ¢ = cos ¢ + i sin ¢)

oo (e —iby) o (ag +iby)
0= 55 Ck 5k 5

ag = 2co,an = Cp +C_p, by = Z.(Cn - Cfn)



3 Losung des Beispiels

In unserem Beispiel ist die Periode T' bzw. L (Unterschied ist nur in den Integrations-

grenzen).
Wenn bei f(t) = f(—t) keine Sinus-Ausdriicke enthalten soll, so muss der Fourier-
Koeflizient b, = 0 sein. Somit kénnen wir schrieben:

2 (T 2 [T
= t) -sin(nt)dt = = —t) -sin(nt)dt
7 | @ sinar= 2 [ 0 -sinu)
Weil f(t) = f(—t) ist und sin(—nt) = —sin(nt) ist, konnen wir schreiben und weiter

ausfiihren (Durch die Umformung des Sinus-Terms und die Indexveschiebung von f(t) =
f(—t) ersetzen):

T T
7 | s singuar= =2 [ re)-singne)a

T
%/0 f(t)-sin(nt)dt =0 = by, Vv



Runde 8, Beispiel 56

LVA 118.181, Ubungsrunde 8, 15.12.
Markus Nemetz, markus.nemetzQtuwien.ac.at, TU Wien, 19.12.2006
Vielen Dank an Michael BIRSAK fiir seine Aufzeichnungen!

1 Angabe
Man entwickle die Funktion
g(t) = e, 0<t<T

in eine reine Cosinusreihe, das heisst man bestimme die (gewohnliche) Fourier-Reihe der
2T - periodischen Funktion h(t), welche die gerade, 27-periodische Fortsetzung von ¢(t)
darstellt:

_Jgt) 0<t<T B
h(t) = {g(t) T et<p’ h(t +2T) = h(t)

2 Theoretische Grundlagen: Fourier-Reihen (7- bzw.
L-Periode)

f(z) sei eine Funktion mit der Periode 2L und durch eine Reihe darstellbar, dann kann
man transformieren zu der Fourier-Reihe:

o
f(z) = % + ;(an cos(n%a:)x + by, sin(n%x))
Die Fourier-Koeffizienten kann man wie folgt berechnen:
1 L
a0 = f/_Lﬂm)dm,
1 L

nnr

/ fa)eos("F)

il

Die komplexe Darstellung;:

k=n
fla) =Y et

k=—n
fiir die Koeffizienten € C, (erhélt man mit der Euler-Formel €% = cos ¢ + i sin )

o= 20, _ (a —iby) . _ (ax +iby)
0 27 k 2 s C—k 2

ag = 2¢q, Gp = Cp + C—p, by = i(cp, — c—p)



3 Losung des Beispiels

27 2T T

YETETor T T
t

1 [ T
an = —(/ e~ cos(nwt) (d)t +/ e’ cos(nwt) (d)t)
T\ ¢ ;
1 1 wn ) T
1
W22 + 1 cos(—nm)e’ + 7w2:2n+ 7 sin(nm)el +
T wn . 1
g osnmel — a7 sin(0) - )
1 2 2 T
= T(_wznz 1 + 21 cos(nm)e
= o0 — +(— o1 — omae’),  n ungerade
n =
%(_w2n22+1 + w2n22+16t)’ n gerade
0

Se(t) = %(GT —-1)+ Z ay, cos(nwT)

n=1
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