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Lésung A

Aufgabe 1

(a) [10 Punkte] Wir definieren das folgende Entscheidungsproblem:

HELLOWORLD
Instanz: Programm IT und ein Input String I.
Frage: Gibt Programm II bei Aufruf mit Input I den String “Hello World” aus?

Beweisen Sie mittels Reduktion vom HALTEPROBLEM, dass das HELLOWORLD Problem
unentscheidbar ist. Zeigen Sie auflerdem eine Richtung des Korrektheitsbeweises fiir die
von Thnen vorgeschlagene Reduktion R, ndmlich: Wenn z eine positive Instanz des HAL-
TEPROBLEMS ist, dann ist R(z) eine positive Instanz des HELLOWORLD Problems.

Losung

Problemreduktion: Sei (II, I') eine beliebige Instanz des HALTEPROBLEMs. Wir definieren
daraus eine Instanz (II',1’) des HELLOWORLD Problems mit I’ = I und folgendem
Programm IT'.

String I (String I") {
call TI(I");
return “Hello World”; }

Das heifit: Das Programm I’ nimmt I’ als Input, ruft das Programm IT mit eben diesem
Input auf und, wenn die Kontrolle vom Aufruf von II zuriickkommt, gibt II" den String
“Hello World” aus.

Korrektheitsbeweis der Reduktion (eine Richtung): Sei (II,1) eine positive Instanz des
HALTEPROBLEMs. Wir miissen zeigen, dass dann (I1', I") eine positive Instanz des HEL-
LOWORLD Problems ist.

Wir betrachten das Verhalten des Programms II’ beim Aufruf mit Input [I’: II' ruft
zundchst II mit Input I’ auf. Laut Problemreduktion gilt I’ = I. Laut Annahme ist
(IL, I) eine positive Instanz des HALTEPROBLEM. Das bedeutet, dass II beim Aufruf mit
Input I terminiert. Daher wird das return-Statement am Ende von Programm II" aus-
gefiihrt und IT" gibt den String “Hello World” aus. Das heifit, (IT', I’) ist eine positive
Instanz von HELLOWORLD.

(b) [2 Punkte] Betrachten Sie folgende Aussage: “Aus der Reduktion vom HALTE-
PROBLEM auf das HELLOWORLD Problem folgt, dass das HELLOWORLD Problem semi-
entscheidbar ist und dass das co-HELLOWORLD Problem nicht semi-entscheidbar ist.”

Ist diese Aussage korrekt? Begriinden Sie Ihre Antwort kurz (maximal zwei Sétze). Punkte
gibt es nur fiir eine hinreichend begriindete Antwort. Sie diirfen folgende Eigenschaften
des HALTEPROBLEMs (die in der Vorlesung gezeigt wurden) als bekannt voraussetzen:



Das HALTEPROBLEM ist semi-entscheidbar und das co-HALTEPROBLEM ist nicht semi-
entscheidbar.

Losung

Nein, diese Aussage ist inkorrekt.

Begriindung: Aus der Reduktion vom HALTEPROBLEM auf das HELLOWORLD Problem
folgt nicht, dass das HELLOWORLD Problem semi-entscheidbar ist. Dazu wiirden wir eine
Reduktion in der umgekehrten Richtung benotigen.

Bemerkung: Allgemein gilt: Aus einer Reduktion von Problem A auf Problem B folgt,
dass Problem B “mindestens so schwer” wie Problem A ist. Das heifit: Aus der Reduk-
tion vom HALTEPROBLEM auf HELLOWORLD folgt, dass sich die Unentscheidbarkeit
des HALTEPROBLEMs auf das HELLOWORLD Problem iibertrédgt, und ebenso, dass sich
die Nicht-Semi-Entscheidbarkeit des co-HALTEPROBLEMs auf das co-HELLOWORLD Pro-
blem iibertrigt. Aulerdem, wenn wir wiissten, dass das HELLOWORLD Problem semi-
entscheidbar ist, dann wiirde sich diese Eigenschaft auf das HALTEPROBLEM iibertragen.
Aber nicht umgekehrt. Dafiir brauchten wir eine Reduktion vom HELLOWORLD Problem
auf das HALTEPROBLEM.

Aufgabe 2
Sei G = ({S},{a,b,c}, P,S), wobei

P ={S — bacS | cab} U{zy —» yx | x,y € {a,b,c}}.

(a) [4 Punkte] Ist die Grammatik G regulédr, kontextfrei, monoton, kontextsensitiv
und/oder unbeschrankt? Begriinden Sie Thre Antwort.

Ja Nein
regulér O O
kontextfrei O O
monoton O Ol
kontextsensitiv [ O
unbeschrankt O O

Losung

G ist unbeschrankt und monoton, da fiir alle Produktionen o« — f3 gilt: |a| < |5]. Wegen
z.B. ab — ba ist G weder regulédr, noch kontextfrei, noch kontextsensitiv.

(b) [2 Punkte] Geben Sie die von G erzeugte Sprache L = L(G) an.
Losung
L(G) = {w € {a,b,¢}" [ |wla = w]y = |wl}

(c) [4 Punkte] Ist L(G) regulir, kontextfrei, kontextsensitiv und/oder rekursiv aufzéhlbar?
Begriinden Sie Thre Antwort.

Ja Nein
regulér U Il
kontextirei O O
kontextsensitiv ] ]
rekursiv aufzéhlbar O O



Losung

L(G) ist weder reguldr noch kontextfrei. Nachdem G aber monoton ist, ist L(G) ent-
sprechend kontextsensitiv und damit, aufgrund der Chomsky Hierarchie, auch rekursiv
aufzahlbar.

(d) [2 Punkte] Kann L, also das Komplement von L, von einer Turingmaschine akzep-
tiert werden? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Losung

Ja. L ist kontextsensitiv, und kontextsensitive Sprachen sind unter Komplementbildung
abgeschlossen. Dementsprechend ist L auch kontextsensitiv, und somit auch rekursiv
aufzdhlbar. Fiir jede rekursiv aufzdhlbare Sprache gibt es eine Turingmaschine, die sie
akzeptiert.

Aufgabe 3
Die Funktion f vom Typ N? — N sei definiert durch f = Pr(C3,+ o (P, P3)).
(a) [4 Punkte] Werten Sie f fiir die Eingabewerte (0,2), (1,2), (2,2) und (3,2) aus.

Losung

f(0,2) =C5(2) =3

f(1,2) = 40 (P3, P§)(0, f(0,2),2) = +0(3,2) =3 +2 =
f(2,2) =+ 0o (P, PJ)(1, f(1,2),2) = +0(5,2) =5+2 =
f(3,2) =+ o (P}, P§)(2,f(2,2),2) = +0(7,2) =T+2=

(b) [2 Punkte] Welche Funktion wird durch f dargestellt?

Losung

fz,y) =2y +3
(c) [2 Punkte] Welche Funktion wird durch pof (alte Schreibweise: pf) dargestellt?

Losung

(ko.f)(x) = miny>o[f (y, 2) = 0] = miny>o[yz + 3 = 0].
Da xy + 3 fiir alle z,y € N grofer als 0 ist, ist uf die 1-stellige Funktion, deren Wert fiir
alle Eingabewerte undefiniert ist.

(d) [2 Punkte] Welche Funktion wird durch 7f dargestellt?
Hinweis: Die addquate Darstellung benotigt eine dreifache Fallunterscheidung.

Losung

(af)(x1, xo) = mingso[f(y, z2) = 1] = min,>o[yzs + 3 = x4].
Es gilt daher

0 falls 1 = 3,
nf(xy,xg) = % falls 1 > 3 und x5 ein Teiler von x; — 3 ist,

undefiniert sonst.



(e) [2 Punkte] Ist es entscheidbar, ob eine gegebene Turingmaschine M die Funktion
f berechnet? Begriinden Sie Ihre Antwort kurz.
Anmerkung: Punkte gibt es nur fiir eine hinreichend begriindete Antwort.

Losung

Die Menge {f} ist eine (extensionale) nicht-triviale Funktions-Figenschaft. Daher ist der
Satz von Rice fiir Funktionen anwendbar. Das Problem ist folglich unentscheidbar.

Aufgabe 4

Wir haben vier Entscheidungsprobleme gegeben: Py, P, Ps, P;. Wir wissen, dass P, € P,
P; € NP und P, NP-hart ist (iiber P, ist nichts bekannt). Welche zusdtzlichen Aussagen
iiber P;, P,, P; und P konnen wir bzgl. der Komplexitétsklassen P und NP treffen wenn
jeweils folgende polynomielle many-one Reduktionen gelten:

(a) [3 Punkte] P, <z P, und P3 <gp P,
Losung

P,eP:. PcP.

(b) [3 Punkte] P, <gr P, und P, <g P
Losung

P, € NP.

(c) [3 Punkte] P, <g P;und P; <g P,
Losung

P, € NP.

(d) [3 Punkte] P, <p P;und P; <g P,
Losung

P ist NP-hart; P3 ist NP-vollstandig.

Aufgabe 5 [12 Punkte]

Zeigen Sie mit Hilfe der Annotierungsregeln, dass die folgende Korrektheitsaussage wahr
hinsichtlich totaler Korrektheit ist. Verwenden Sie zxm < n < yxm Am > 0 als Invariante
und y—x als Variante.

Einige Annotierungsregeln:

(Flu=e w {Fv=e{(F[2] Av=e["])}

if e then {F'}--- else {G} +— {(e D F)A(—=e D G)}if e then {F} - else {G}
{F}if e then --- else +» {F}if e then {F Ae}--- else {F A —e}
whileedo--- + {Inv}while e do {InvAeAt=ty}---{InvA(e D 0<t<ty)}{InvA—e}



{m>0An>0}

{
z=0;
y=n+1};
while x + 1 # y do {
z=(x+y)/2;
if z*%m > n then
Y=z
else
T =z
// end if
1}

{zxm<n<(z+1)*xm}

Losung

Sei Inv =axm <n <ym A m >0 und t = y—x, wie in der Angabe vorgeschlagen. Die
Regeln koénnen in verschiedenen Reihenfolgen angewendet werden. Die Nummerierung

der Formeln gibt eine mogliche an.

{Pre:m>0An>0}
{Fo: Ino[")'][7] }

{F: Inv}

while z+1 # y do
{Fy:Invha+l#yAt=ty}
z = (z+y)/2;

{Fii: Invha+l1#yNt=to Nz = (z+y)/2}

if zxm > n then

{Fio: InvANz+1#yAt=togANz=(z+y)/2Nzm >n}

{Fo: (Inv A0 <t <to)[]}

Y=z

{Fs: Ino NO <t <ty}
else

{Fis: InvhNa+l1#yANt=toNz= (z+y)/2Nzm <n}

{Fo: (Inu A0 <t <t)[]]}
ri=z
{F7I Im)/\OSt<t0}
// end if
{F: Inu N0 <t <ty}
1}
{Fy:Inuha+1l =y}
{Post: am <n < (z+1)m }

Wir miissen zeigen, dass die Implikationen Pre D Fy, Fio D Fig, Fi13 D Fy und Fy D Post

giiltige Formeln sind.



Pre D Fg
m>O/\nZODInv[”Zl] [g]
m>0An>0D0-m<n<(n+tl)mAm>0

Konklusion ... ist giiltig wegen ...

0-m<n dquivalent zur Pramisse n > 0

n < (n+1)m Fir jede Zahl n gilt n < n+1. Wegen der Pramissen n > 0 und
m > 0 sind n+1 und m positive Zahlen > 1, daher gilt n+1 <
(n+1)m, woraus die Behauptung folgt.

m >0 Pramisse
Fi3 D Fip
InvANz+l#yAt=toNz=(z+y)/2Nzm >n D (Inv N0 <t < to)m
Inv ANz+1#yANt=tgNz=(z+y)/2Azm>nDam<n<zmAm>0AN0<z—x <t
Konklusion ... ist giiltig wegen ...
xm <n Pramisse (Teil von Inv)
n < zm Pramisse zm > n
m >0 Prémisse (Teil von Inv)
0< z—2x Aus den Pramissen xm < n und n < zm erhalten wir zm < zm.

Wegen m > 0 konnen wir kiirzen und erhalten x < 2, was gleich-
bedeutend mit 0 < z—x ist. Daraus folgt 0 < z—=z.

z—x < 1y Aus zm < ym und m > 0 (beides Teil von Inv) erhalten wir z < y
bzw. z+1 < y. Wegen der Pramisse x+1 # y gilt sogar z+2 <
y. Durch Addition von y, Division durch 2 und Subtraktion von
x ergibt sich daraus (z+y)/2—z+1 < y—z. Mit den Prémissen
y—x = to und z = (z+y)/2 ergibt sich die gesuchte Bedingung.

Anmerkung: Da wir ganzzahlig dividieren, miissen wir sicherstellen, dass entweder
kein Divisionsrest entsteht (wie bei der Umformung von xm < zm auf x < 2),
oder wir miissen < anstelle von < verwenden, da die Relation < im Gegensatz zu
< bei Division erhalten bleibt. Um das Problem zu veranschaulichen: Aus 4 < 5
erhélt man bei reeller Division durch 2 die wahre Aussage 2 < 2.5, bei ganzzahliger
Division ergibt sich aber die falsche Ausage 2 < 2. Die Relation < bleibt aber
erhalten: Aus 4 < 5 folgt bei ganzzahliger Division durch 2 die wahre Aussage
2 < 2.

Fi3 D Fy analog zu Fis D Fip

F, D Post
zm<n<ymAm>0Az+l=yDam <n< (z+1)m
Konklusion ... ist giiltig wegen ...
zm <n Préamisse

n < (x+1)m Pramissen n < ym und z+1 =y



