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5. Übung 

Aufgabe 2.9: 

Sie sollen ein zeitdiskretes System untersuchen, von dem die Beziehung zwischen 

Eingangssignal 𝒙[𝒏] und Ausgangssignal 𝒚[𝒏] gegeben ist: 

𝒚[𝒏] = ∑ (𝒙[𝒌 + 𝟏] − 𝒙[𝒌] + 𝒙[𝒌 − 𝟏])

𝒏+𝟏

𝒌=𝒏−𝟏

 

 

a) Prüfen Sie (mit Beweis), ob das System die folgenden Eigenschaften besitzt: 

Linearität 

𝒙[𝒏] = 𝒂 · 𝒙𝟏[𝒏] + 𝒃 · 𝒙𝟐[𝒏] 

↓ 

𝒚[𝒏] = 𝒂 · 𝒚𝟏[𝒏] + 𝒃 · 𝒚𝟐[𝒏] 

 

Kausalität 

𝒚[𝒏] = ⋯+ 𝒙[𝒏 + 𝒌] · … , 𝒌 ≤ 𝟎 

 

Stabilität 

( |𝒙[𝒏]| < 𝑴 < ∞ ) 

|𝒚[𝒏]| < 𝑪 · 𝑴 < ∞ 

 

Zeitinvarianz 

𝒙[𝒏 + 𝒏𝟎] → 𝒚[𝒏 + 𝒏𝟎] 

 

 

𝑦[𝑛] = ∑ (𝑥[𝑘 + 1] − 𝑥[𝑘] + 𝑥[𝑘 − 1])

𝑛+1

𝑘=𝑛−1

 

= 𝑥[(𝑛 − 1) + 1] − 𝑥[𝑛 − 1] + 𝑥[(𝑛 − 1) − 1] + 𝑥[𝑛 + 1] − 𝑥[𝑛] + 𝑥[𝑛 − 1]

+ 𝑥[(𝑛 + 1) + 1] − 𝑥[𝑛 + 1] + 𝑥[(𝑛 + 1) − 1] 

= 𝑥[𝑛] − 𝑥[𝑛 − 1] + 𝑥[𝑛 − 2] + 𝑥[𝑛 + 1] − 𝑥[𝑛] + 𝑥[𝑛 − 1] + 𝑥[𝑛 + 2] − 𝑥[𝑛 + 1] + 𝑥[𝑛] 

= 𝑥[𝑛 + 2] + 𝑥[𝑛] + 𝑥[𝑛 − 2] 

 

Linearität 

𝑦[𝑛] = (𝑎 · 𝑥1[𝑛 + 2] + 𝑏 · 𝑥2[𝑛 + 2]) + (𝑎 · 𝑥1[𝑛] + 𝑏 · 𝑥2[𝑛]) + (𝑎 · 𝑥1[𝑛 − 2] + 𝑏 · 𝑥2[𝑛 − 2]) 

= 𝑎 · (𝑥1[𝑛 + 2] + 𝑥1[𝑛] + 𝑥1[𝑛 − 2]) + 𝑏 · (𝑥2[𝑛 + 2] + 𝑥2[𝑛] + 𝑥2[𝑛 − 2]) 

= 𝑎 · 𝑦1[𝑛] + 𝑏 · 𝑦2[𝑛] 

→ linear 

 



  Gernot Polivka | 12009686 |_____ 
 

Kausalität 

𝑦[𝑛] = 𝑥[𝑛 + 2] + 𝑥[𝑛] + 𝑥[𝑛 − 2] 

→ akausal 

 

Stabilität 

𝑦[𝑛] = 𝑥[𝑛 + 2] + 𝑥[𝑛] + 𝑥[𝑛 − 2] 

𝑦[𝑛] < 3 · 𝑀 

→ stabil 

 

Zeitinvarianz 

𝑦[𝑛 + 𝑛0] = 𝑥[(𝑛 + 𝑛0) + 2] + 𝑥[𝑛 + 𝑛0] + 𝑥[(𝑛 + 𝑛0) − 2] 

(𝑛′ = 𝑛 + 𝑛0) 

𝑦[𝑛′] = 𝑥[𝑛′ + 2] + 𝑥[𝑛′] + 𝑥[𝑛′ − 2] 

→ zeitinvariant 

 

b) Berechnen und skizzieren Sie die Impulsantwort und die Übertragungsfunktion des 

Systems. 

𝑦[𝑛] = 𝑥[𝑛 + 2] + 𝑥[𝑛] + 𝑥[𝑛 − 2] 

↓ 

ℎ[𝑛] = 𝛿[𝑛 + 2] + 𝛿[𝑛] + 𝛿[𝑛 − 2] 

↓ 

Formelsammlung 

𝛿[𝑛 − 𝑁0] ↔ 𝑒−𝑗𝜃𝑁0  

Herleitung der Formel: 

𝑋(𝑒𝑗𝜃) = ∑ 𝑥[𝑛] · 𝑒−𝑗𝜃𝑛
∞

𝑛=−∞

 

= ∑ 𝛿[𝑛 − 𝑁0] · 𝑒
−𝑗𝜃𝑛

∞

𝑛=−∞

 

= 𝑒−𝑗𝜃𝑁0  

↓ 

𝐻(𝑒𝑗𝜃) = 𝑒𝑗𝜃·2 + 𝑒−𝑗𝜃·0 + 𝑒−𝑗𝜃·2 

= 1 + 2 · cos(2𝜃) 
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c) Welches Ausgangssignal liefert das System für 𝒙[𝒏] = (−𝟏)𝒏     ∀𝒏 ? 

𝑦[𝑛] = 𝑥[𝑛 + 2] + 𝑥[𝑛] + 𝑥[𝑛 − 2] 

= 3 · (−1)𝑛 

 

d) Nun wird das System mit dem Signal 𝒙[𝒏] = 𝝀𝒏 angeregt. Wie ist 𝝀 zu wählen, 

damit 𝒚[𝒏] ≡ 𝟎 ist? 

𝑦[𝑛] = 𝑥[𝑛 + 2] + 𝑥[𝑛] + 𝑥[𝑛 − 2] 

= 𝜆𝑛+2 + 𝜆𝑛 + 𝜆𝑛−2 

↓ 

𝜆𝑛+2 + 𝜆𝑛 + 𝜆𝑛−2 = 0 

(𝜆2 + 𝜆0 + 𝜆−2) · 𝜆𝑛 = 0 

𝜆2 + 𝜆0 + 𝜆−2 = 0 

𝜆4 + 𝜆2 + 1 = 0 

(𝑥 = 𝜆2) 

𝑥2 + 𝑥 + 1 = 0 

𝑥1,2 = −
1

2
± √

1

4
− 1 

= −
1

2
± 𝑗 ·

√3

2
 

𝜆1,2,3,4 = ±√−
1

2
± 𝑗 ·

√3

2
 

 

e) Geben Sie eine Realisierung des Systems an. 

𝑦[𝑛] = 𝑥[𝑛 + 2] + 𝑥[𝑛] + 𝑥[𝑛 − 2] 
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Aufgabe 3.1: 

Berechnen Sie die Fouriertransformation 𝑿(𝒆𝒋𝜽) der folgenden Signale: 

 

a) 𝒙[𝒏] = 𝜶𝒏 · 𝒔𝒊𝒏(𝜽𝟎 · 𝒏) · 𝝈[𝒏]     für |𝜶| < 𝟏 

 

𝑋(𝑒𝑗𝜃) = ∑ 𝑥[𝑛] · 𝑒−𝑗𝜃𝑛
∞

𝑛=−∞

 

= ∑ 𝛼𝑛 · 𝑠𝑖𝑛(𝜃0 · 𝑛) · 𝜎[𝑛] · 𝑒
−𝑗𝜃𝑛

∞

𝑛=−∞

 

=∑𝛼𝑛 · 𝑠𝑖𝑛(𝜃0 · 𝑛) · 𝑒
−𝑗𝜃𝑛

∞

𝑛=0

 

(sin(𝑥) =
𝑒𝑗𝑥 − 𝑒−𝑗𝑥

2𝑗
) 

=
1

2𝑗
· ∑𝛼𝑛 · (𝑒𝑗𝜃0𝑛 − 𝑒−𝑗𝜃0𝑛) · 𝑒−𝑗𝜃𝑛
∞

𝑛=0

 

=
1

2𝑗
· (∑𝛼𝑛 · 𝑒𝑗𝜃0𝑛 · 𝑒−𝑗𝜃𝑛

∞

𝑛=0

−∑𝛼𝑛 · 𝑒−𝑗𝜃0𝑛 · 𝑒−𝑗𝜃𝑛
∞

𝑛=0

) 

=
1

2𝑗
· (∑𝛼𝑛 · 𝑒𝑗(𝜃0−𝜃)𝑛

∞

𝑛=0

−∑𝛼𝑛 · 𝑒−𝑗(𝜃0+𝜃)𝑛
∞

𝑛=0

) 

=
1

2𝑗
· (∑(𝛼 · 𝑒𝑗(𝜃0−𝜃))

𝑛
∞

𝑛=0

−∑(𝛼 · 𝑒−𝑗(𝜃0+𝜃))

∞

𝑛=0

) 

↓ 

Geometrische Summenformel: 

∑𝑞𝑛
𝑁

𝑛=0

=
1 − 𝑞𝑁+1

1 − 𝑞
 

↓ 

=
1

2𝑗
· (
1 − (𝛼 · 𝑒𝑗(𝜃0−𝜃))

∞

1 − (𝛼 · 𝑒𝑗(𝜃0−𝜃))
−
1 − (𝛼 · 𝑒−𝑗(𝜃0+𝜃))

∞

1 − (𝛼 · 𝑒−𝑗(𝜃0+𝜃))
) 

(|𝛼| < 1) 

=
1

2𝑗
· (

1

1 − 𝛼 · 𝑒𝑗(𝜃0−𝜃)
−

1

1 − 𝛼 · 𝑒−𝑗(𝜃0+𝜃)
) 

=
1

2𝑗
· (

1 − 𝛼 · 𝑒−𝑗(𝜃0+𝜃) − 1 + 𝛼 · 𝑒𝑗(𝜃0−𝜃)

(1 − 𝛼 · 𝑒𝑗(𝜃0−𝜃)) · (1 − 𝛼 · 𝑒−𝑗(𝜃0+𝜃))
) 
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=
𝛼 · 𝑒−𝑗𝜃 ·

𝑒𝑗𝜃0 − 𝑒−𝑗𝜃0

2𝑗

(1 − 𝛼 · 𝑒𝑗(𝜃0−𝜃)) · (1 − 𝛼 · 𝑒−𝑗(𝜃0+𝜃))
 

=
𝛼 · 𝑒−𝑗𝜃 · sin(𝜃0)

1 − 𝛼 · 𝑒𝑗(𝜃0−𝜃) − 𝛼 · 𝑒−𝑗(𝜃0+𝜃) + 𝛼 · 𝑒𝑗(𝜃0−𝜃) · 𝛼 · 𝑒−𝑗(𝜃0+𝜃)
 

=
𝛼 · 𝑒−𝑗𝜃 · sin(𝜃0)

1 − 𝛼 · 𝑒𝑗(𝜃0−𝜃) − 𝛼 · 𝑒−𝑗(𝜃0+𝜃) + 𝛼2 · 𝑒−2𝑗𝜃
 

=
𝛼 · 𝑒−𝑗𝜃 · sin(𝜃0)

1 − 𝛼 · 𝑒−𝑗𝜃 · (𝑒𝑗𝜃0 + 𝑒−𝑗𝜃0) + 𝛼2 · 𝑒−2𝑗𝜃
 

=
𝛼 · 𝑒−𝑗𝜃 · sin(𝜃0)

1 + 𝛼2 · 𝑒−2𝑗𝜃 − 2𝛼 · 𝑒−𝑗𝜃 · cos(𝜃0)
 

 

b) 𝒙[𝒏] = 𝟐𝒏 · 𝝈[−𝒏] 

 

𝑋(𝑒𝑗𝜃) = ∑ 𝑥[𝑛] · 𝑒−𝑗𝜃𝑛
∞

𝑛=−∞

 

= ∑ 2𝑛 · 𝜎[−𝑛] · 𝑒−𝑗𝜃𝑛
∞

𝑛=−∞

 

= ∑ 2𝑛 · 𝑒−𝑗𝜃𝑛
0

𝑛=−∞

 

= ∑2−𝑛 · 𝑒𝑗𝜃𝑛
∞

𝑛=0

 

= ∑(
𝑒𝑗𝜃

2
)

𝑛∞

𝑛=0

 

↓ 

Geometrische Summenformel: 

∑𝑞𝑛
𝑁

𝑛=0

=
1 − 𝑞𝑁+1

1 − 𝑞
 

↓ 

=
1 − (

𝑒𝑗𝜃

2
)
∞

1 − (
𝑒𝑗𝜃

2
)

 

=
1

1 −
1
2 · 𝑒

𝑗𝜃
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c) 𝒙[𝒏] =
𝒔𝒊𝒏(

𝝅

𝟐
·𝒏)

𝝅𝒏
·
𝒔𝒊𝒏(

𝝅

𝟒
·𝒏)

𝝅𝒏
 

 

Formelsammlung 

𝑥[𝑛] · 𝑦[𝑛] ↔
1

2𝜋
· (𝑋 ∗ 𝑌) · 𝑒𝑗𝜃 

sin(𝛼𝑛)

𝜋𝑛
↔ 𝑋(𝑒𝑗𝜃) = {

1
0
     
0 ≤ |𝜃| ≤ 𝛼
𝛼 < |𝜃| < 𝜋

 

↓ 

𝑋(𝑒𝑗𝜃) =
1

2𝜋
· ([−

𝜋

2
;
𝜋

2
] ∗ [−

𝜋

4
;
𝜋

4
]) 

 

Grafisch Falten 

𝑟𝑒𝑐𝑡 (
𝜃

𝜋
) ∗ 𝑟𝑒𝑐𝑡 (

2𝜃

𝜋
) 

 

𝑋(𝑒𝑗𝜃) =
1

2𝜋
·

{
  
 

  
 
𝜋 2⁄

𝜋 2⁄
· 𝜃 +

3𝜋

4
𝜋

2

−
𝜋 2⁄

𝜋 2⁄
· 𝜃 +

3𝜋

4
0

    

−
3𝜋

4
< 𝜃 < −

𝜋

4

−
𝜋

4
< 𝜃 <

𝜋

4
  

     
𝜋

4
< 𝜃 <

3𝜋

4
𝑠𝑜𝑛𝑠𝑡

 

=

{
  
 

  
 

1

2𝜋
· (𝜃 +

3𝜋

4
)

1

4

−
1

2𝜋
· (𝜃 −

3𝜋

4
)

0

    

−
3𝜋

4
< 𝜃 < −

𝜋

4

−
𝜋

4
< 𝜃 <

𝜋

4
  

     
𝜋

4
< 𝜃 <

3𝜋

4
𝑠𝑜𝑛𝑠𝑡
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d) 𝒙[𝒏] = (
𝟏

𝟐
)
|𝒏|

 

 

𝑋(𝑒𝑗𝜃) = ∑ 𝑥[𝑛] · 𝑒−𝑗𝜃𝑛
∞

𝑛=−∞

 

= ∑ (
1

2
)
|𝑛|

· 𝑒−𝑗𝜃𝑛
∞

𝑛=−∞

 

= ∑ ((
1

2
)
−𝑛

· 𝑒−𝑗𝜃𝑛)

−1

𝑛=−∞

+ 1 +∑((
1

2
)
𝑛

· 𝑒−𝑗𝜃𝑛)

∞

𝑛=1

 

= ∑ (
𝑒𝑗𝜃

2
)

−𝑛−1

𝑛=−∞

+∑(
𝑒−𝑗𝜃

2
)

𝑛∞

𝑛=1

+ 1 

= ∑ (
𝑒𝑗𝜃

2
)

𝑛1

𝑛=∞

+∑(
𝑒−𝑗𝜃

2
)

𝑛∞

𝑛=1

+ 1 

=∑(
𝑒𝑗𝜃

2
)

𝑛∞

𝑛=1

+∑(
𝑒−𝑗𝜃

2
)

𝑛∞

𝑛=1

+ 1 

=∑(
𝑒𝑗𝜃

2
)

𝑛∞

𝑛=0

+∑(
𝑒−𝑗𝜃

2
)

𝑛∞

𝑛=0

− 1 

↓ 

Geometrische Summenformel: 

∑𝑞𝑛
𝑁

𝑛=0

=
1 − 𝑞𝑁+1

1 − 𝑞
 

↓ 

=
1 − (

𝑒𝑗𝜃

2
)
∞

1 − (
𝑒𝑗𝜃

2
)

+
1 − (

𝑒−𝑗𝜃

2
)
∞

1 − (
𝑒−𝑗𝜃

2
)

− 1 

=
1

1 −
𝑒𝑗𝜃

2

+
1

1 −
𝑒−𝑗𝜃

2

− 1 

=
1 −

𝑒−𝑗𝜃

2 + 1 −
𝑒𝑗𝜃

2

(1 −
𝑒𝑗𝜃

2
) · (1 −

𝑒−𝑗𝜃

2
)

− 1 



  Gernot Polivka | 12009686 |_____ 
 

=
2 −

𝑒𝑗𝜃 + 𝑒−𝑗𝜃

2

1 −
𝑒𝑗𝜃

2 −
𝑒−𝑗𝜃

2 +
1
4

− 1 

=
2 − cos(𝜃)

5
4 −

𝑒𝑗𝜃 + 𝑒−𝑗𝜃

2

− 1 

=
2 − cos(𝜃)

5
4 − cos

(𝜃)
− 1 

=
8 − 4 · cos(𝜃)

5 − 4 · cos(𝜃)
− 1 

=
8 − 4 · cos(𝜃) − 5 + 4 · cos(𝜃)

5 − 4 · cos(𝜃)
 

=
3

5 − 4 · cos(𝜃)
 

 

e) 𝒙[𝒏] = 𝒏 · (
𝟏

𝟐
)
|𝒏|

 

 

Formelsammlung 

𝑛 · 𝑥[𝑛] ↔ 𝑗 ·
𝑑𝑋(𝑒𝑗𝜃)

𝑑𝜃
 

↓ 

𝑦[𝑛] = 𝑛 · 𝑥[𝑛] 

𝑥[𝑛] = (
1

2
)
|𝑛|

 

𝑋(𝑒𝑗𝜃) =
3

5 − 4 · cos(𝜃)
 

↓ 

𝑌(𝑒𝑗𝜃) = 𝑗 ·
𝑑𝑋(𝑒𝑗𝜃)

𝑑𝜃
 

= 𝑗 ·
0 · (5 − 4 · cos(𝜃)) − 3 · (−4 · (− sin(𝜃)))

(5 − 4 · cos(𝜃))2
 

= −𝑗 ·
12 · sin(𝜃)

(5 − 4 · cos(𝜃))2
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f) 𝒙[𝒏] = (−𝟏)𝒏 

 

𝑥[𝑛] = (−1)𝑛 

= 𝑒𝑗𝜋𝑛 

↓ 

Formelsammlung 

𝑒𝑗𝜃0𝑛 ↔ 2𝜋 · 𝛿2𝜋 · (𝜃 − 𝜃0) 

↓ 

𝑋(𝑒𝑗𝜃) = 2𝜋 · 𝛿2𝜋 · (𝜃 − 𝜋) 

 

g)  

 

 
Λ(t) = 𝑟𝑒𝑐𝑡(𝑡) ∗ 𝑟𝑒𝑐𝑡(𝑡) 

 

 

𝑘 · Λ (
𝑡

𝑘
) = 𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝑡

𝑘
) ∗ 𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝑡

𝑘
) 

10 · Λ (
𝑡

10
) = 𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝑡

10
) ∗ 𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝑡

10
) 
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𝑥[𝑛] = Λ (
𝑡

10
) 

=
1

10
· (𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝑡

10
) ∗ 𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝑡

10
)) 

= (
1

√10
· 𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝑡

10
)) ∗ (

1

√10
· 𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝑡

10
)) 

 

Formelsammlung 

𝛿[𝑛 − 𝑁0] ↔ 𝑒−𝑗𝜃𝑁0  

𝑥[𝑛 − 𝑁0] ↔ 𝑒−𝑗𝜃𝑁0 · 𝑋(𝑒𝑗𝜃) 

↓ 

𝑟𝑒𝑐𝑡 (
𝑡

10
) = 𝑒𝑗𝜃·

9
2 · ℱ (∑𝛿[𝑛 − 𝑁0]

9

𝑛=0

) 

= 𝑒𝑗𝜃·4.5 · ∑ 𝑒−𝑗𝜃𝑛
9

𝑛=0
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(𝑥 ∗ 𝑦)[𝑛] ↔ 𝑋(𝑒𝑗𝜃) · 𝑌(𝑒𝑗𝜃) 

𝑥[𝑛] = {
1
0
     
|𝑛| ≤ 𝑁1
|𝑛| > 𝑁1

↔

sin ((2𝑁1 + 1) ·
𝜃
2)

sin (
𝜃
2
)

 

↓ 

(𝑁1 = 4.5) 

𝑋(𝑒𝑗𝜃) =

(

 
 1

√10
·

sin ((2 · 4.5 + 1) ·
𝜃
2)

sin (
𝜃
2)

)

 
 

2

 

=
1

10
· (
sin(5𝜃)

sin (
𝜃
2)
)

2

 


