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9. Übung 

Aufgabe 4.6: 

Für jede der angegebenen Differenzengleichungen mit zugehöriger Anfangsbedingung für 

𝒚[−𝟏] und dem Anregungssignal 𝒙[𝒏] berechne man mit Hilfe der 𝓩-Transformation das 

Signal 𝒚[𝒏]. 

 

a) 𝒚[𝒏] + 𝟑 · 𝒚[𝒏 − 𝟏] = 𝒙[𝒏], 𝒚[−𝟏] = 𝟏, 𝒙[𝒏] = (
𝟏

𝟐
)

𝒏

· 𝝈[𝒏] 

 

Formelsammlung 

𝑥[𝑛 + 𝑛0] ↔ 𝑧𝑛0 · 𝑋(𝑧), 𝑅𝑥−
< |𝑧| < 𝑅𝑥+

 

𝛼𝑛 · 𝜎[𝑛] ↔
𝑧

𝑧 − 𝛼
, |𝑧| > |𝛼| 

 

𝑥[𝑛 − 1] ↔ 𝑥[−1] + 𝑧−1 · 𝑋(𝑧) 

 

𝑋(𝑧) = 𝑌(𝑧) + 3 · (𝑧−1 · 𝑌(𝑧) + 𝑦[−1]) 

𝑧

𝑧 −
1
2

= 𝑌(𝑧) + 3 · (𝑧−1 · 𝑌(𝑧) + 1) 

𝑧

𝑧 −
1
2

= 𝑌(𝑧) · (1 + 3 · 𝑧−1) + 3 

𝑌(𝑧) = ( 
𝑧

𝑧 −
1
2

− 3) ·
1

1 + 3 · 𝑧−1
 

=
𝑧

𝑧 −
1
2

·
𝑧

𝑧 + 3
− 3 ·

𝑧

𝑧 + 3
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𝑧

𝑧 −
1
2

·
𝑧

𝑧 + 3
=

𝐴 · 𝑧

𝑧 −
1
2

+
𝐵 · 𝑧

𝑧 + 3
 

𝑧 = 𝐴 · (𝑧 + 3) + 𝐵 · (𝑧 −
1

2
) 

 

(𝑧 =
1

2
) 

1

2
= 𝐴 · (

1

2
+ 3) 

𝐴 =
1

7
 

 

(𝑧 = −3) 

−3 = 𝐵 · (−3 −
1

2
) 

𝐵 =
6

7
 

 

𝑌(𝑧) =
1

7
·

𝑧

𝑧 −
1
2

+ (
6

7
− 3) ·

𝑧

𝑧 + 3
 

𝑦[𝑛] = (
1

7
· (

1

2
)

𝑛

−
15

7
· (−3)𝑛) · 𝜎[𝑛] 

 

b) 𝒚[𝒏] −
𝟏

𝟐
· 𝒚[𝒏 − 𝟏] = 𝒙[𝒏] −

𝟏

𝟐
· 𝒙[𝒏 − 𝟏], 𝒚[−𝟏] = 𝟎, 𝒙[𝒏] = 𝝈[𝒏] 

 

Formelsammlung 

𝑥[𝑛 + 𝑛0] ↔ 𝑧𝑛0 · 𝑋(𝑧), 𝑅𝑥−
< |𝑧| < 𝑅𝑥+

 

𝛼𝑛 · 𝜎[𝑛] ↔
𝑧

𝑧 − 𝛼
, |𝑧| > |𝛼| 

𝑥[𝑛 − 1] ↔ 𝑥[−1] + 𝑧−1 · 𝑋(𝑧) 

 

𝑌(𝑧) −
1

2
· (𝑦[−1] + 𝑧−1 · 𝑌(𝑧)) = 𝑋(𝑧) −

1

2
· (𝑥[−1] + 𝑧−1 · 𝑋(𝑧)) 

𝑌(𝑧) · (1 −
1

2
· 𝑧−1) = 𝑋(𝑧) · (1 −

1

2
· 𝑧−1) 

𝑌(𝑧) = 𝑋(𝑧) 

𝑦[𝑛] = 𝑥[𝑛] = 𝜎[𝑛] 
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c) 𝒚[𝒏] −
𝟏

𝟐
· 𝒚[𝒏 − 𝟏] = 𝒙[𝒏] −

𝟏

𝟐
· 𝒙[𝒏 − 𝟏], 𝒚[−𝟏] = 𝟏, 𝒙[𝒏] = 𝝈[𝒏] 

 

Formelsammlung 

𝜎[𝑛] ↔
𝑧

𝑧 − 1
, |𝑧| > 1 

 

𝑌(𝑧) −
1

2
· (𝑦[−1] + 𝑧−1 · 𝑌(𝑧)) = 𝑋(𝑧) −

1

2
· (𝑥[−1] + 𝑧−1 · 𝑋(𝑧)) 

𝑌(𝑧) −
1

2
· (1 + 𝑧−1 · 𝑌(𝑧)) = 𝑋(𝑧) · (1 −

1

2
· 𝑧−1) 

𝑌(𝑧) · (1 −
1

2
· 𝑧−1) −

1

2
= 𝑋(𝑧) · (1 −

1

2
· 𝑧−1) 

𝑌(𝑧) =

𝑧
𝑧 − 1 · (1 −

1
2 · 𝑧−1) +

1
2

1 −
1
2 · 𝑧−1

 

=

𝑧
𝑧 − 1 ·

2𝑧 − 1
2𝑧

2𝑧 − 1
2𝑧

+

1
2

1 −
1
2 · 𝑧−1

 

=
𝑧

𝑧 − 1
+

𝑧

2𝑧 − 1
 

=
𝑧

𝑧 − 1
+

1

2
·

𝑧

𝑧 −
1
2

 

↓ 

𝑦[𝑛] = 𝜎[𝑛] +
1

2
· (

1

2
)

𝑛

· 𝜎[𝑛] 

= (1 + (
1

2
)

𝑛+1

) · 𝜎[𝑛] 
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Aufgabe 4.7: 

Verwenden Sie die 𝓩-Transformation zur Berechnung von Impuls- und Sprungantwort des 

folgenden kausalen Systems: 

𝒚[𝒏] − 𝟐𝝆 · 𝒄𝒐𝒔(𝝋) · 𝒚[𝒏 − 𝟏] + 𝝆𝟐 · 𝒚[𝒏 − 𝟐] = 𝒙[𝒏] 

 

𝑌(𝑧) − 2𝜌 · cos(𝜑) · 𝑧−1 · 𝑌(𝑧) + 𝜌2 · 𝑧−2 · 𝑌(𝑧) = 𝑋(𝑧) 

𝑌(𝑧) · (1 − 2𝜌 · cos(𝜑) · 𝑧−1 + 𝜌2 · 𝑧−2) = 𝑋(𝑧) 

 

𝐻(𝑧) =
𝑌(𝑧)

𝑋(𝑧)
 

=
1

1 − 2𝜌 · cos(𝜑) · 𝑧−1 + 𝜌2 · 𝑧−2
 

=
𝑧2

𝑧2 − 2𝜌𝑧 · cos(𝜑) + 𝜌2
 

 

Formelsammlung 

𝜌𝑛 · sin(𝛼𝑛) · 𝜎[𝑛] ↔
𝜌𝑧 · sin(𝛼)

𝑧2 − 2𝜌𝑧 · cos(𝛼) + 𝜌2
 

 

𝑧

𝑧2 − 2𝜌𝑧 · cos(𝜑) + 𝜌2
=

𝐴 · 𝜌𝑧 · sin(𝜑)

𝑧2 − 2𝜌𝑧 · cos(𝜑) + 𝜌2
 

𝐴 =
1

𝜌 · sin(𝛼)
 

 

ℎ[𝑛 − 1] =
1

𝜌 · sin(𝜑)
· 𝜌𝑛 · sin(𝜑𝑛) · 𝜎[𝑛] 

ℎ[𝑛] =
1

𝜌 · sin(𝜑)
· 𝜌𝑛+1 · sin(𝜑 · (𝑛 + 1)) · 𝜎[𝑛 + 1] 

= 𝜌𝑛 ·
sin(𝜑 · (𝑛 + 1))

sin(𝜑)
· 𝜎[𝑛 + 1] 

↓ 1 

= 𝜌𝑛 ·
sin(𝜑 · (𝑛 + 1))

sin(𝜑)
· 𝜎[𝑛] 

  

 
1 Für Kausalität ℎ[𝑛 < 0] = 0 
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𝑎[𝑛] = ℎ[𝑛] ∗ 𝜎[𝑛] 

= ∑ ℎ[𝑘] · 𝜎[𝑛 − 𝑘]

∞

𝑘=−∞

 

= ∑ 𝜌𝑛 ·
sin(𝜑 · (𝑛 + 1))

sin(𝜑)
· 𝜎[𝑛] · 𝜎[𝑛 − 𝑘]

∞

𝑘=−∞

 

=
1

sin(𝜑)
· ∑ 𝜌𝑛 · sin(𝜑 · (𝑛 + 1)) · 𝜎[𝑛 − 𝑘]

∞

𝑘=0

 

=
1

sin(𝜑)
· 𝜎[𝑛] · ∑ 𝜌𝑛 · sin(𝜑 · (𝑛 + 1))

𝑛

𝑘=0

 

=
1

sin(𝜑)
· 𝜎[𝑛] · ∑ 𝜌𝑛 ·

𝑒𝑗𝜑·(𝑛+1) − 𝑒−𝑗𝜑·(𝑛+1)

2𝑗

𝑛

𝑘=0

 

=
1

sin(𝜑)
· 𝜎[𝑛] ·

1

2𝑗
· (𝑒𝑗𝜑 · ∑(𝜌 · 𝑒𝑗𝜑)

𝑛
𝑛

𝑘=0

− 𝑒−𝑗𝜑 · ∑(𝜌 · 𝑒−𝑗𝜑)
𝑛

𝑛

𝑘=0

) 

(∑ 𝑞𝑘

𝑁

𝑘=0

=
1 − 𝑞𝑁+1

1 − 𝑞
) 

=
1

sin(𝜑)
· 𝜎[𝑛] ·

1

2𝑗
· (𝑒𝑗𝜑 ·

1 − (𝜌 · 𝑒𝑗𝜑)
𝑛+1

1 − 𝜌 · 𝑒𝑗𝜑
− 𝑒−𝑗𝜑 ·

1 − (𝜌 · 𝑒−𝑗𝜑)
𝑛+1

1 − 𝜌 · 𝑒−𝑗𝜑
) 

= ⋯ · (
𝑒𝑗𝜑 − 𝜌𝑛+1 · 𝑒𝑗𝜑·(𝑛+2)

1 − 𝜌 · 𝑒𝑗𝜑
−

𝑒−𝑗𝜑 − 𝜌𝑛+1 · 𝑒−𝑗𝜑·(𝑛+2)

1 − 𝜌 · 𝑒−𝑗𝜑
) 

= ⋯ · (
(𝑒𝑗𝜑 − 𝜌𝑛+1 · 𝑒𝑗𝜑·(𝑛+2)) · (1 − 𝜌 · 𝑒−𝑗𝜑) − (𝑒−𝑗𝜑 − 𝜌𝑛+1 · 𝑒−𝑗𝜑·(𝑛+2)) · (1 − 𝜌 · 𝑒𝑗𝜑)

1 − 𝜌 · 𝑒𝑗𝜑 − 𝜌 · 𝑒−𝑗𝜑 + 𝜌2
) 

= ⋯ · (
𝑒𝑗𝜑 − 𝜌𝑛+1 · 𝑒𝑗𝜑·(𝑛+2) − 𝜌 + 𝜌𝑛+2 · 𝑒𝑗𝜑·(𝑛+1) − (𝑒−𝑗𝜑 − 𝜌𝑛+1 · 𝑒−𝑗𝜑·(𝑛+2) − 𝜌 + 𝜌𝑛+2 · 𝑒−𝑗𝜑·(𝑛+1))

1 − 𝜌 · (𝑒𝑗𝜑 + 𝑒−𝑗𝜑) + 𝜌2
) 

= ⋯ · (
𝑒𝑗𝜑 − 𝜌𝑛+1 · 𝑒𝑗𝜑·(𝑛+2) − 𝜌 + 𝜌𝑛+2 · 𝑒𝑗𝜑·(𝑛+1) − 𝑒−𝑗𝜑 + 𝜌𝑛+1 · 𝑒−𝑗𝜑·(𝑛+2) + 𝜌 − 𝜌𝑛+2 · 𝑒−𝑗𝜑·(𝑛+1)

1 − 2𝜌 · cos(𝜑) + 𝜌2
) 

= ⋯ · (
(𝑒𝑗𝜑 − 𝑒−𝑗𝜑) + 𝜌𝑛+2 · (𝑒𝑗𝜑·(𝑛+1) − 𝑒−𝑗𝜑·(𝑛+1)) − 𝜌𝑛+1 · (𝑒𝑗𝜑·(𝑛+2) − 𝑒−𝑗𝜑·(𝑛+2))

1 − 2𝜌 · cos(𝜑) + 𝜌2
) 

=
1

sin(𝜑)
· 𝜎[𝑛] ·

1

2𝑗
· (

2𝑗 · sin(𝜑) + 𝜌𝑛+2 · 2𝑗 · sin(𝜑 · (𝑛 + 1)) − 𝜌𝑛+1 · 2𝑗 · sin(𝜑 · (𝑛 + 2))

1 − 2𝜌 · cos(𝜑) + 𝜌2 ) 

=
1

sin(𝜑)
· 𝜎[𝑛] · (

sin(𝜑) + 𝜌𝑛+2 · sin(𝜑 · (𝑛 + 1)) − 𝜌𝑛+1 · sin(𝜑 · (𝑛 + 2))

1 − 2𝜌 · cos(𝜑) + 𝜌2
) 

=
1

1 − 2𝜌 · cos(𝜑) + 𝜌2
· (1 −

𝜌𝑛+1 · sin(𝜑 · (𝑛 + 2)) − 𝜌𝑛+2 · sin(𝜑 · (𝑛 + 1))

sin(𝜑)
) · 𝜎[𝑛] 
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Aufgabe 4.9: 

Ein FIR-Filter habe die Impulsantwort 

𝒉[𝒏] = {
𝜶𝒏

𝟎
     

𝒏 = 𝟎, … , 𝑵 − 𝟏
𝒔𝒐𝒏𝒔𝒕

 

mit reellwertigem 𝜶. Filter mit einer Impulsantwort endlicher Dauer, werden 

üblicherweise mit nichtrekursiven Strukturen (z.B. Transversalfilter) implementiert. 

 

a) Berechnen Sie die Übertragungsfunktion 𝑯(𝒛) und das Pol-/Nullstellendiagramm 

für das gegebene Filter. Für welche Werte 𝜶 ist das Filter stabil? 

 

Formelsammlung 

𝛼𝑛 · 𝜎[𝑛] ↔
𝑧

𝑧 − 𝛼
, |𝑧| > |𝛼| 

𝑥[𝑛 + 𝑛0] ↔ 𝑧𝑛0 · 𝑋(𝑧), 𝑅𝑥−
< |𝑧| < 𝑅𝑥+

 

 

ℎ[𝑛] = 𝛼𝑛 · (𝜎[𝑛] − 𝜎[𝑛 − 𝑁]) 

= 𝛼𝑛 · 𝜎[𝑛] − 𝛼𝑁 · 𝛼𝑛−𝑁 · 𝜎[𝑛 − 𝑁] 

 

𝐻(𝑧) =
𝑧

𝑧 − 𝛼
− 𝛼𝑁 · 𝑧−𝑁 ·

𝑧

𝑧 − 𝛼
 

= 𝑧 ·
1 − 𝛼𝑁 · 𝑧−𝑁

𝑧 − 𝛼
 

=
𝑧

𝑧𝑁
·

𝑧𝑁 − 𝛼𝑁

𝑧 − 𝛼
 

=
1

𝑧𝑁−1
·

𝑧𝑁 − 𝛼𝑁

𝑧 − 𝛼
 

 

𝑁 = 𝛼 · 𝑒𝑗·
2𝜋𝑘

𝑁  mit 𝑘 ∈ [1; 𝑁 − 1], 𝑃 = 0 

 

 

Stabil für alle 𝛼 < ∞ 
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b) Skizzieren Sie eine nichtrekursive Filterstruktur (Transversalfilter) mit der die 

gegebene Impulsantwort realisiert werden kann.2 

 

 

 

c) Wie viele Additionen, Multiplikationen und Speicherelemente benötigt diese 

Struktur in Abhängigkeit von 𝑵? 

 

𝑁 − 1 Stück von allem. 

 

d) Zeigen Sie, dass die gegebene Impulsantwort endlicher Dauer auch mit folgendem 

rekursiven System erzeugt werden kann. Bestimmen Sie dazu die beiden mit „?“ 

gekennzeichneten (linearen und zeitinvarianten) Teilfilter. 

 
𝑌(𝑧) = 𝐻1(𝑧) · 𝑋(𝑧) + 𝑌(𝑧) · 𝛼 · 𝐻2(𝑧) 

𝐻(𝑧) =
𝑌(𝑧)

𝑋(𝑧)
=

𝐻1(𝑧)

1 − 𝛼 · 𝐻2(𝑧)
 

1

𝑧𝑁−1
·

𝑧𝑁 − 𝛼𝑁

𝑧 − 𝛼
=

𝐻1(𝑧)

1 − 𝛼 · 𝐻2(𝑧)
 

𝐻1(𝑧)

1 − 𝛼 · 𝐻2(𝑧)
=

𝑧𝑁 − 𝛼𝑁

𝑧𝑁 − 𝛼 · 𝑧𝑁−1
 

=
1 − 𝛼𝑁 · 𝑧−𝑁

1 − 𝛼 · 𝑧−1
 

 

𝐻1(𝑧) = 1 − 𝛼𝑁 · 𝑧−𝑁, 𝐻2(𝑧) = 𝑧−1 

 

 
2 aus Lösung übernommen 
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e) Für welche Werte von 𝜶 ist das rekursive Filter stabil? 

 

1

𝐻(𝑧)
=

1 − 𝛼 · 𝑧−1

1 − 𝛼𝑁 · 𝑧−𝑁
= 0 

0 = 1 − 𝛼 · 𝑧−1 

𝑧 = 𝛼 

Stabil für |𝛼| < 1 

 

f) Vergleichen Sie die Komplexität (Anzahl Additionen, Multiplikationen und 

Speicherelemente) mit jener des Transversalfilters. 

 

 

2 Additionen, 2 Multiplikationen, 𝑁 + 1 Speicherelemente 


