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9. Ubung
Aufgabe 4.6:

Fiir jede der angegebenen Differenzengleichungen mit zugehoriger Anfangsbedingung fiir
y[—1] und dem Anregungssignal x[n] berechne man mit Hilfe der Z-Transformation das
Signal y[n].

a) yln]+3-yln—1]=x[n], y[-1] =1, x[n] = (2)" - aln]

Formelsammlung

x[n+ny] & z™ - X(2), Ry <|z| <Ry,

z
ofnl o ——, 121> al

Losung von Differenzengleichungen mit der ZT
M

N
VI +3 ayln =K =~ byxln — K]
k=0

k=1
Natiirlich gilt Y(z) = ZT1{y[n]} und X(z) = ZT1{x[n]}
Anwendung der einseitigen ZT auf die Signale y[n — k]:
k
ZTi{yln— K} =z7% Z y[-mlz™ + 27k Y (z2)

m=1

L A —
Anfangsbedingungen

Anwendung der einseitigen ZT auf die Signale x[n — k]:

k
ZTi{x[n— K} =z x[-m|z" +z7*X(2)
m=1

Anfangsbedingungen

52

x[n—1] o x[-1]+z71- X(2)

X@)=Y@+3- ("' Y@ +y[-1])

=Y2)+3-(z7'-Y(2)+1)

_1
272
z
1=Y(z)-(1+3-z_1)+3
£72
z 1
V@O=\ 173 153
Z—_
2
_z z z
B z+3 z+3

_1
2



Gernot Polivka | 12009686 |

Z z _A'Z+B'Z
;1 Z+3_Z_1 z+3
2 2

Z=A'(Z+3)+B'<Z—%)

e
(z=-3)
senfa-
Y(Z):;'Zi1+(g_3) zis
2
i =(7-(3) -5 ar)-oa

b) yln] —3-yln—1] = x[n] — 1 - x[n - 1], y[1] = 0, x[n] = o[n]

Formelsammlung

x[n+ny] o z™ - X(2), Ry <|z| <Ry,

VA

-a[n] & || > |al

7 —
x[n—1] o x[-1]+z71- X(2)

1 1
Y(z) - > (y[—l] +z1. Y(z)) =X(2) - o (x[—l] +z1 -X(z))

Y(2) - (1 —%'Z_l) =X(2) - (1 —%'Z_1>
Y(z) =X(2)
y[nl = x[n] = o[n]
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Formelsammlung

|z] > 1

o[n] o

Y(2) — % (y[-11+z7-Y(2) = X(2) — % (x[-1]1+ 271 X(2))

Y(2) —%' (1 +z71. Y(Z)) =X(2)- (1 _%,2—1)

Y(2) (1 1 —1) ' _xw (1 ! —1)
Z 2 VA 2— Z 2 Z
V4 1 4 1
A +_
1—7 Z_1
VA .22—1 1
z—1 2z 2
2z -1 +1_1. -1
27 z
_ VA VA
T z—1 2z—-1
_z +1 z
z-1 2 1
2
l
1 /1\"
yln) = olnl +3-(3) - o)
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Aufgabe 4.7:

Verwenden Sie die Z-Transformation zur Berechnung von Impuls- und Sprungantwort des
folgenden kausalen Systems:

y[n] —2p - cos(p) - y[n— 1] + p* - y[n — 2] = x[n]

Y(z) —2p-cos(p) -z Y(2)+p?-z72-Y(2) = X(2)
Y(z)-(1—2p-cos(p)-z71+p?-272) = X(2)

“1- 2p -cos(p) -z 1+ p?-z72

z%2 — 2pz - cos(@) + p?

Formelsammlung

pz - sin(a)

n., o .
p sm(an) O'[Tl] < 72 — sz . COS(Q) + pz

7 3 A - pz - sin(e)
22 —2pz - cos(@) + p?2  z2 — 2pz - cos(¢) + p?
1
A= p - sin(a)
hin—1] = m - p™ - sin(en) - a[n]
h — 1 n+1 : 1 1
[Tl]—mp -sm(q)-(n+ ))'O'[Tl+ ]
" Sin(iiﬁ((r;; D o+ 1
11
n sin(<p -(n+ 1))
TR

L Fiir Kausalitit h[n < 0] = 0
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= > hik]-ofn— k]
K=—o0
(o] . . 1
S S
k=—o0
1 (o]
= — - > p"-sin(p-(n+1))-o[n—k]
1 - _
= o) -o[n] - kzzop . sm(<p -(n+ 1))
1 " pJ9-(n+1) _ p—jo-(n+1)
=50 o[n] .kzzop . >
1 1 - n n
= sin(<p)'6 n] Z (eﬂp.Z(p . eﬂp) —eJo Z(p e—m) )
k=0 k=0
N 1— qN+1>
q“ =
1 1 1= (p . ej‘p)n+1 1= (p . e‘fl“")n-Irl
_sin(w)'a[n]'z_j(eﬂp' T—pev ¢ T e )

eJ? — pntl. io-(nt2)  ojo _ Al p—jo-(n+2)
_< 1—p-el¥ 1—p-eJe )
~ <(ej<p — pHL. eJ# (D) L (1 = . g7IP) — (e7I0 — pnt1. =i (4D)) . (1 p. ej«p))
1—p-el®—p-e i + p2

<ej<p _ pn+1 . ej(p-(n+2) —p +pn+2 . ej<p~(n+1) _ (e—j(p _ pn+1 . e—j(p~(n+2) —-p+ pn+2 . e—j<p~(n+1))>

1—p-(eJ? +ei?) + p2

B elo — pn+1 . ej(p-(n+2) —-p+ pn+2 . ej(p‘(n+1) —eJe + pn+1 . e—j(p‘(n+2) +p - pn+2 . e—j<p~(n+1)
- 1—2p - cos(p) + p?

(ej(P — e—jw) + pnt2. (ej<p-(n+1) — e—j<p-(n+1)) —pntt. (ej<p-(n+2) — e—j<p-(n+2))
_< 1—2p - cos(e) + p? )
1 1 (2j-sin(p) +p™*2-2j-sin(ep-(n+1))—p™*1-2j-sin(p- (n+2))

~ sin(e) oin 2j 1—2p - cos(e) + p?

1 sin(p) + p™*2 - sin(gp - (n + 1)) — p™** - sin(¢ - (n + 2))
~ sin(gp) woln]- ( 1—2p - cos(ep) + p? )

3 1 . p™tt-sin(p - (n+2)) — p™*2-sin(p - (n+ 1)) oln]
~ 1—2p - cos(p) + p2 sin(¢) oin




Gernot Polivka | 12009686 |

Aufgabe 4.9:

Ein FIR-Filter habe die Impulsantwort
a®* n=0,.,N—-1
h[n] = { T
(] 0 sonst
mit reellwertigem «. Filter mit einer Impulsantwort endlicher Dauer, werden

iblicherweise mit nichtrekursiven Strukturen (z.B. Transversalfilter) implementiert.

a) Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion H(z) und das Pol-/Nullstellendiagramm
fiir das gegebene Filter. Fiir welche Werte « ist das Filter stabil?

Formelsammlung

-o[n] & , ozl > el
Z—a

x[n+ng] & z™ - X(2), Ry <|z| <Ry,

h[n] = a™ - (o[n] — o[n — N])

=a"-o[n]—a"-a®"N.og[n-N]

z z
H(z) = —aN.z7N.
z—a z—a
1—alV.z7VN
=7
zZ—a

z zN —aVN
zZN 72—«

1 zZN -V

. 2wk

N=a-e/ ¥ mitke[;N—-1], P=0

Eigenschaft Pole a , der Ubertragungsfunktion

Asymptotisch stabiles System Alle Pole a , besitzen einen Betrag |a , | < 1

Alle L6sungen d , besitzen einen Betrag |[a 5| < 1,

Grenzstabiles System zusétzlich liegt mindestens eine einfache Lésung mit
Betrag [an| =1 vor

Es existiert mindestens eine L8sung a ,, mit einem
Instabiles System Betrag |a , | > 1 oder eine mehrfache L&sung mit

Betrag |a | =1

Stabil fur alle a < o
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b) Skizzieren Sie eine nichtrekursive Filterstruktur (Transversalfilter) mit der die

gegebene Impulsantwort realisiert werden kann.?

x[n]

o T T I
aé% a2
W, - - -

~ &

c) Wie viele Additionen, Multiplikationen und Speicherelemente benétigt diese
Struktur in Abhangigkeit von N?

N — 1 Stuck von allem.

d) Zeigen Sie, dass die gegebene Impulsantwort endlicher Dauer auch mit folgendem
rekursiven System erzeugt werden kann. Bestimmen Sie dazu die beiden mit ,,?“
gekennzeichneten (linearen und zeitinvarianten) Teilfilter.

i, g yln

e

Y(2) = Hi(2) - X(2) +Y(2) - a - H(2)

Y(z H(z
I (O 1O
X(z) 1—a-H,(2)
1 zV-ad¥  H(2)
ZN-1 z—a  1-—a-H,(2)
Hi(z)  zV-a"
1—a-Hy(z) zN—a-zN-1
AR
C1-—aq-z1

HE@)=1-aV-z7V, Hy(z) =z71

2 aus Losung ibernommen
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e) Fiir welche Werte von «a ist das rekursive Filter stabil?
Eigenschaft Pole a , der Ubertragungsfunktion
Asymptotisch stabiles System Alle Pole a , besitzen einen Betrag |a | < 1

Alle Lésungen a , besitzen einen Betrag [a 5| < 1,

Grenzstabiles System zusatzlich liegt mindestens eine einfache Losung mit
Betrag [an| =1 vor

Es existiert mindestens eine Ldsung a ,, mit einem

Instabiles System Betrag |a , | > 1 oder eine mehrfache L&sung mit
Betrag [a | = 1
1 1-a- z71 ~ 0o
H(z) 1—aN-z7N
0=1—-a-zt
Z=a

Stabil fur |a| < 1

f) Vergleichen Sie die Komplexitat (Anzahl Additionen, Multiplikationen und
Speicherelemente) mit jener des Transversalfilters.

x[n] yln|

)
O
NT

-a

¥
<

[T} «

2 Additionen, 2 Multiplikationen, N 4+ 1 Speicherelemente



