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6.5. Ubung
Aufgabe 1.9:
Das nicht exakt bandbegrenzte analoge Signal
xu(t) == €T o(0)

soll abgetastet (Abtastfrequenz f; = %) und nach dem Abtasttheorem wieder

rekonstruiert werden.

a) Berechnen Sie das Spektrum X, (jw).

Formelsammlung

dX(jw)
t-x(t) & 1o
—at |
¢ o(®) < a+jw

X,(jw) = % - F(t - x(t))

dF <e‘§ - a(t))

—1 4
_‘L'] dw
1 d 1
:_.]._
T dw %+ja)

o d 1

-/ @(1 +jwt)
_jT

(1+ jwr)?
T

~ (1 +jwr)?

=j-
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b) Skizzieren Sie Betrags- und Phasenverlauf von X,(jw).!

Magnitude

Frequency (rad/s)

j ; i
107 10” 10° 10
Frequency (rad/s)

c) Berechnen Sie das Spektrum X(eje) des zeitdiskreten Signals x[n], das durch den

Abtastvorgang entsteht.?

1 - 0 + 2k
K =g 2, %l =)

k=—o0

i 1
B :m(lﬂ.m.f)z

- T

d) Skizzieren Sie Betrags- und Phasenverlauf von X(eje).
Plot fir: = = 5, k = —1,0,1

X’(ef9)=5-< ! A ! 2)
(1+j-5-(0-2m)° Q+j-50% (14.5.(6+2m))

1 1 1
X'l =|5- + , + _
X ((1+j~5~(9—2n))2 (1+-56)? (1+j-5-(9+2n))>‘

1 1 1
XI —_ 5 . + . +
el = are ((1 +j-5-(0—2m)" (A+J-50) (14).5.(0+ 2”))2>

1 Grafik aus Lésung tibernommen (1 = 1)
2 Folien ,Fouriertransformation fiir zeitdiskrete Signale und Systeme: AnmerkungenS.3
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e) Wie hoch muss die Abtastfrequenz f ¢ gewahlt werden, damit der
Amplitudenfehler, der durch die Rekonstruktion mit einem idealen Tiefpassfilter
entsteht, nicht gréRer als eine gegebene Schranke € wird? Das bedeutet
|x,(t) — x,-(t)| < €, Vt = 0. Dabei ist x,.(t) das aus den Abtastwerten x[n]
rekonstruierte bandbegrenzte Analogsignal. Bei der Berechnung des
Amplitudenfehlers kénnen Sie voraussetzen, dass sich im Spektrum X(e/%) nur
benachbarte Binder iiberlappen, bzw. f - T > 1 ist.3

L T
Xa(jw) = (1+ jwr)?
< 2k
X.Go) = 6Gw) - Y Xq <,- (o —T))
k=—00
(k = —1,0,1)

crea(21). (Xa (1 (0-37)) + %00 + 1 (0 +2?”))>

3 Mit gréRtem Dank an Georg Pichler!
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f (1 +jwr)? dw+nf Aoz @Y [T (X"<]'(“’_?>>+Xa<1'(w+?)))-e1 t
T T
(1)
_r
! T - et
.f (1+jwr)? +](UT)2 f |1+w 272
(L=l wen
14x2 7 x%’ x
_r
T
1
<7 jwzrz
_ _r
T
— 1 . f -2 dw
T
_ T
m
(2)
r T - et
7[ 1+ jwr)? T
T

Gernot Polivka | 12009686 |

|f(t)| < |xa(t) - xr(t)l

dw

dw

7))

)
/
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(3)

2 w—z?n)>+Xa<j‘<w+2Tn)>>-ej“’t
(O

dw
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>
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L L
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|(w-) 2 |(w+7F)
T ) T )
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=— _L(a)—T) da)+_JE(w+T) dw
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=3 =
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Fur den Fall, dass k € [—o0, 0] ist

2k ] 2k .
) + X, ]-((»+T) el dw

3

>

Q

~.
—

S

|
a

e

T
T T
T T
/ 1 1
- f 21k 2 dw+[ N
_ Lk 2 <Ntk 2
\ 2 [1+ (o225 21+ (o4 228
T T
f 1 f 1
<7 f . dw+f . dw
_LnRY 2 itk 2
-7 (“’ T) -7 (w+ T)
s T
T T
1/ 2mk\~? 2mky\~” \
=—- f(a)——) da)+f(w+—) dw
R /
_r _r
T T
_1( T T N T T )
1t 2nmk—m 2mk+m 2mk—m 2mk+m

f) Welche Abtastfrequenz f ergibt sich fiir t = 10 msund e = 1073 ?

5
fs >

3mlet
> 16887 Hz
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Aufgabe 2.8:

Ein zeitdiskretes System sei durch den folgenden Zusammenhang zwischen den
Fouriertransformationen des Eingangs- und Ausgangssignals charakterisiert:

y(eiﬂ) =j- M

deo
mit X(e/%) & x[n] und Y(e/®) & y[n].

a) Berechnen Sie allgemein den Zusammenhang zwischen Eingangssignal x[n] und
Ausgangssignal y[n] des gegebenen Systems.

Formelsammlung

6
rvﬂﬂ*ﬁé%;l
y[n] =n-x[n]

b) Berechnen Sie die Antworten des Systems auf folgende Signale:
a. x[n]=8[n—Ny|, NgEN

y[n] =n-68[n — Noj

= N,
b. x[n] = a[n]
y[n] =n-on]
__sin(8gn)
c. x[n]= —
_ sin(fyn)
- T
c) Prifen Sie ob das System
a. reell- oder komplexwertig,
y[n] =n-x[n]

- reell
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b. linear,
n-(a-x;[n]+b-x;[n))
=a-(n-xq[n])+b-(n-x,[n])
a-yi[n]+b - y,[n]

- linear

c. zeitinvariant,
yln=5]=m—-5) -x[n—5] #n-x[n—-75]

— zeitvariant

d. stabil ist.
z.B.
x[n] = a[n]
lim(y[n]) = lim(n-o[n]) = »
n—-oo n—oo
— instabil
Aufgabe 3.3:
Gegeben sei ein LTI-System mit der Impulsantwort
sin (% . n)
hin] =——
mn

Berechnen Sie das Ausgangssignal dieses Systems fiir folgende Eingangssignale:

Formelsammlung
(x*y)[nl & X(e/?) - Y(e)

sin(an) 6 1
o rect (— . —)
mn 2 «a

. 6 3
0\ — .=
H(ef )—rect(z )

y[n] = x[n] * h[n]
v(e)?) =x(e?) - ()



2.
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x[n] = Z 8[n — 8k]

k=—o

Formelsammlung

5 LN 21 i 6(9 2nk>
[n IR N N

k=—o0 k=—o0

e/0" 21 - 8,,.[0 — 6,]

M= o0

k=—0o0

Y(e?) = X(e’?) - H(e”)

=%.<5(9—%)+6(9)+5(9+%)>
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b)

x[n] = xg[n — 2] + x4[n — 1] + x4[n] + x4[n + 1] + x4 [n + 2]
[Tl] = ya[n - 2] +ya[n - 1] +ya[n] +ya[n + 1] +ya[n + 2]

y
51 T [ [ s T
—§+Z-<cos<z-(n—2)>+cos(z-(n+2))+cos<Z-(n—1)>+cos(Z-(n+1))+cos(z-n)>

(cos(x+ a) + cos(x —a) = 2 - cos(x) - cos(a) )

=E+1-cos(g-n)-(2-cos(§)+2-cos(g)+1)

8 4
=g+\/§4+1-cos(%-n)
i
St
5 sin(—) T
=§+4.Sin{zg)-cos(z-n)

x[n] = é6[n+ 1]+ é[n—1]

Faltung mit Dirac-Impuls

x[n] *8[n—T] = x[n—T]

y[n] = x[n] * hin]

, (T
sm(

mn

.n)

wl

=(6[n+ 1]+ 8[n—1]) *
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*sin(%-n) N 6[n_1]*sin(%-n)
m

=| 8[n+ 1] p—

sin (% (n+ 1)) sin (% (n— 1))
- m-(n+1) + m-(n—1)

d)

Formelsammlung

sin(an) 6 1
o rect (— . —)

mn 2«

) 6 4

joY — _._
X(e ) rect(z n)

Y(e?) = X(e’?) - H(e”)

_ t(@ 4) t(@ 3)
=rec > rec 5

Formelsammlung
6 1

tl—-
< reet(57g)

sin(an)
mn
c0s(8y 1) © 1+ (822(0 — 8) + 822(6 + 6y))

xln - yln] & o (t+ V) (&)
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- 2 + 2
6—:% 4 9+%Tn 4
== recty, > . ; + recty, > . E
_1 T T
=5 ([ +[-=-3])
Y(e/?) = x(e’9) - H(e’?)
3 3
H—T” 4 0+Tn 4 6 3
= = rectm > . E + T'€Ct2n- ) . g ‘rect (E . E)
1 T T T
=5 (5 +[=-3) -3
=0
y[n] =0

Aufgabe 3.8:

Das abgebildete System soll im Zeit- und im Frequenzbereich untersucht werden, wobei
das mittlere Teilsystem folgende Eingangs-/Ausgangsbeziehung aufweist.

x[n] = {x1 [;] n gerade

0 n ungerade
z[n] x1[n] n xo[n] y[n)
————— TiefpaBl n— ) Tiefpal
HTP(CJU) HTp[t”',ju)
|
1
Hyrp ((’J 0)
0 ' ! J
—27 —TT —-70 7 T 2
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a) Berechnen und skizzieren Sie die Impulsantwort hyp[n] des Tiefpassfilters.

Formelsammlung

sin(an) . 1 00|«
joY) =
m <—>X(e ) {0 a<l|l|l<m

Hrp(el?) = rect,, (g : %)
o
hrpln] = %)
0.2} 17
_C& 005 (\ | [‘ |

M
o
%]
=}
=Y
=2}
-
o
o
0 O P
[}
—
=
s
(5]
%]
o
M
o

b) Berechnen Sie die Antwort y[n] = h[n, k] des Gesamtsystems auf den
zeitverschobenen Impuls x[n] = §[n — k].

Faltung mit Dirac-Impuls

x[n] *8[n—T] = x[n—T]

x1[n] = x[n] * hrp[n]

sin (% n)

= 6[n—k] * p—

sin (% (n—k))
T n-(n—k
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sin (% (% - k)) n gerade
xz[n] = T[-(E—k)

2 n ungerade
0
. (T
sin (§ -(n— Zk)) n gerade
2.
T (g — 2k) n ungerade
. (T ok ,
_, sin g-(n— ) e 41
- - (n—2k) 2
sin (% -(n— Zk)) '
— . jn 1
- (n—2k) (e + )

sin(z:n
x[n + 2k] = % (ejn-(n+2k) + 1)

. T
W . (efml + 1)

Formelsammlung

x[n] - yln] = o (X = V)(e)

sin(an) . 1 0<|0|<a
jey = = =
mm <—>X(e ) {O a<l|ll<m

e/ & 21+ 8,.(0 — 6,)

x[n — No] = e/ . x(e/9)

. 6 8 1 6 8
Xoniak(€7?) =rect (— . —) +—- (rect (E : ;) * 210 + 85, (0 — n))

2 1 2T
_ t(@ 8)+ t(@—n 8)
=rec 5T rec > -

. , 0 8 06—m 8
j0Y — ,—jO2k | R . —
X5 (e ) e (rect (2 n) + rect ( > ))

T
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Y(e’?) = X,(e/?) - H(e’?)

__je2k t(e 8)+ t(@—n 8) . (9 4)

=e rect|5-—)+rec > rectyn (5~

. 6 8
= e /%% . rect (— : —)
2 m

sin (% -(n— 2k)>
ylnl = - (n—2k)

c) Berechnen Sie allgemein den Zusammenhang zwischen den Spektren X(eja) und
Y(efo). Verwenden Sie diese Beziehung zur Kontrolle Ihres Ergebnisses aus Punkt
(b).

X1(e7%) = X(e99) - Hyp(e/)

. 6 4
= X(e/%) - rectyy (E : ;)

Zwischenrechnung

(o]

(o5 o5 e

— 00

< t—t du 1
u= =

a ' dt a

= J x(u) . e_jw'(a'u+t0) -a- du

— 00

, dt=a-du)

[0e]

=Qq- e_j(‘-’to . f x(u) . ejw'a'u -a- du

—o0
=a-X(jaw) - e /@b

3

x [g] o a-X(el9)
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Formelsammlung

> st 23 55 -2

k=—0o0 k=—c0
l
N=1:

(0]

1o 2m- Z 6(6 — 2mk)

k:—OO

X,(e/) = F <x1 [g] . ejm;+ 1)

_ % (7—" (s, [g]) 7 (ejnnz+ 1))

= % <2 - X, (e729) % : (.‘F(ef’m) + ?(1)))

= % <X1(ej29) * <2n 8,,(0 — ) + 2 - z 5(0 — 27‘[k))>

k=—o0

l4—
= % (Xl(ejze) * (271 -6(0 —m) + 21 - 6(9)))

= X, (e/200=™) + X, (e/29)

Y(e/?) = X,(e/?) - Hrp(e'%)

. . 0 4
= (Xl(efz'(e‘”)) + Xl(efze)) ‘rectyy (— : ;)

2
: 2-(0—-m) 4 . 20 4 o 4
= <X(e]2(9—77—')) . rectzn_ (% . ;> + X(ejze) . rectzn (7 . ;>> . ‘rectzn_ <E . E)
; 6 8
= X ]26 . t (_ . _)
(e729) - rect,, >
0 T
v(e/?) = {X(e’ ) 191 <3
0 sonst in [—m, 7]

4 Frequenzbereich ist 2-periodisch
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d) Ist das Gesamtsystem

a. Linear?
Y(e/?) = X(e/?%) - rect (0 8)
2T 2 T
l
. . 0 8
(a - X,(e729) + b - Xz(efz‘g)) ‘Tectyy, (E : E)

| 6 8 0.8
= a- X, (e/29) - recty, (2 )+b X (e129) recty, (2 ;)

— linear

b. Zeitinvariant?
Formelsammlung
(x*y)nl & X(e/?) - Y(e?)

sm(an) X( 19) {1 0<|8|<«
0 a<l|l|<m

x [E] o a-X(el*)

o (x(0) recan(5-)

mn

— zeitvariant

c. Kausal?
T
yl=6l =E‘X[7]*W
y[—6] = x[-3] * ...

— akausal®

5 Zum Zeitpunkt n = —6 ist das Signal vom Zeitpunkt n = —3 noch nicht bekannt.
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d. Stabil?
. T
1 my Sin (g-n)
ylnl =5 x 5] —
l6
1
ofn] =~ = ~loge ()
l

1
Jim (—1og. (~+))
= lim (~(log(~1) — log.(n)))
= Tlli_r)xgo(loge(n)) —j

— instabil

e. Reell- oder Komplexwertig?

- reell

Aufgabe 3.10:

In vielen Bereichen der Signalanalyse ist haufig die Ermittlung der Signalenergie
notwendig. Theoretisch ist die Signalenergie — sofern sie existiert — eine Konstante, da sich
die Berechnung iiber ein unendlich langes Zeitintervall erstreckt. In der Praxis kénnen
jedoch nur Zeitintervalle endlicher Dauer fiir die Berechnung herangezogen werden, so
dass stets nur eine zeitabhédngige Kurzzeitenergie des Signals gemessen werden kann. Eine
mogliche Form der Kurzzeitenergie eines Signals x[n] ist

ednl= ) 2kl

k=n—-N+1
wobei N die Dauer des Messintervalls ist.

6Abschéitzung:iist egal, sin(x)| < 1
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a) Entwerfen Sie ein System bestehend aus einem Quadrierer und einem linearen
Filter, so dass das Ausgangssignal dieses Systems die Kurzzeitenergie e,[n] des
Eingangssignals x[n] ist.”

z[n] y[n]

—H@—» hn]
-

_ Z x2[k] - (o[k = (n = N + D] — o[k — (n + D)

k=—o0
l
N-1
Breee=n—(n—-N+1)=N-1, Prect:n_T
l
N k—P 2
= z x?[k] rect[ rect ]
k=—0co 2 Brect
e N-—1
= z x?[k] - rect ‘ ( 2 )
2 N-1
k=—o0
o N-1
= xz[k]-rect( 2 )_k. 2
£ 2 N-1

[ +N—1 _ i 2[k] t[n—k 2 ]
e, |n > = X rec > N1

k:—OO

n 2
) -
—x[n]*rect2 N1

7 Grafik aus Lésungen iibernommen
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Formelsammlung

x[n — No] & e /N0 . x(e9)

sin ((2N1 +1) %)

x[n] = {1 In| <N, o
0 In|>N; : (0
Sin 7)
h’[ +N—1 _ t[n 2
SR Il VA

sin<(2-NT_1+1)-g>

L0
2
_ sin (N . %)
- sin (g)
N-1
h[n] =h' [Tl - T

. 0
ey =20 2) e

b) Berechnen Sie allgemein die Fouriertransformation Ex(eje) der Kurzzeitenergie in
Abhiangigkeit vom Eingangssignalspektrum X(eje) und der Messdauer N.
Formelsammlung

x[n] - yln] & o (X +V)()

E.(e/?) = F(x[n]?) - H(e’?)

= % (X *X)(e’%) - H(e'?)
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c) Wie ist die Messdauer N fiir ein Signal der Form x[n] = A - cos(0 - n) zu wihlen,
damit e, [n] in diesem speziellen Fall konstant, d.h. zeitunabhangig ist?

x[n] =A-cos(6,-n)

x%[n] = A? - cos?(8, - n)

1
= A% . E (14 COS(ZHO ‘n))

k=n—-N+1
n
1 1
= Z <A2-§+A2-E-cos(200-k)>
k=n—-N+1
A2 $
=7-(N+ Z cos(260-k)>
k=n—-N+1
l
N
Z (2 7 k)—k t
cos|2m N = onst.
k=0
l

k
21T =26, - k

2 Z—ZH
T[N— 0

(Die Messdauer kann nicht von einer Laufvariable abhdngen, weil sich die Messdauer sonst

standig andern wiirde. Wrsl. steht das k in der Losung fiir eine beliebige ganze Zahl Z = k)
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Aufgabe 3.11:

Gegeben sei ein zeitdiskretes Bandpasssignal x[n] mit dem abgebildeten Spektrum

X(efe). Dieses Signal wird mit einem Puls p[n] bestehend aus dquidistanten Einsimpulsen
multipliziert. Danach erfolgt eine ideale Tiefpassfilterung.

z[n] . z[n] y[n)
C £ x} Tiefpal +—— 0
+OOJ) H{e?)
pln| = Z d[n — kN]
e X (e
/\ J( 1 /\
. f : } f } } y il
—m 0 0, 6, 0, T
H(e?)
N
—}?T -0, 0 6, % ’
0,=M-1)-%, e0,=mM-Z, e,=mMm+1)-=, o,==
1= N’ 0= N 2= N’ 97N

M<N-1, M gerade

a) Berechnen und skizzieren Sie die Spektren Z(e/?) und Y (e/%) der Signale z[n] und
y[n].
Formelsammlung

x[nl - ylnl = 5 (X = V)()

D, st 37 o(o- )

k=—o0 k=—o0

2(e1%) = o (= P)(e?)

-5 (1 3, 5(0-50)

8 Frequenzbereich ist 2-periodisch



Gernot Polivka | 12009686 |

1 - 21k
. T
A CODXICEE)
N ( P N
1 s ( an)
——. X(ej'g‘T)

N k=0
0 —0,
X(el? —A( )
(") =25, =%,
T
= A S
T T
M+1)-E-m-T
T
o-M-Z
_ N
=A E
N

) 6 1
H(e/%) = N -rect <E : g)

6 N

o
rec 5T

Y(e/) = H(el?) - Z(e/?)

() & Sin (o)

° M gerade
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b) Berechnen Sie das Ausgangssignal y[n] des Systems.

V() = 2 A<%>
N

l
k(i) = reet () «rece ()
E =rec E *xrec E

0 2N t 2N t 2N
2-A g =?- rect(z-?>*rect(z-?>

Formelsammlung
1 .
x[n] - y[n] = - (X = )(e)

sin(an) 6 1
e reet(8-1)
mn 2 a




