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6. Übung 

Aufgabe 3.2: 

Berechnen Sie das Zeitsignal 𝒙[𝒏] für folgende Spektren: 

 

a) 𝑿(𝒆𝒋𝜽) = 𝐜𝐨𝐬𝟐(𝜽) 

 

𝑋(𝑒𝑗𝜃) = cos2(𝜃) 

=
1

2
· (1 + cos(2𝜃)) 

=
1

2
· (1 +

𝑒𝑗2𝜃 + 𝑒−𝑗2𝜃

2
) 

↓ 

𝑥[𝑛] =
1

2
· (ℱ−1(1) +

1

2
· (ℱ−1(𝑒𝑗2𝜃) + ℱ−1(𝑒−𝑗2𝜃))) 

 

Formelsammlung 

𝛿[𝑛] ↔ 1 

𝛿[𝑛 − 𝑁0] ↔ 𝑒−𝑗𝜃𝑁0  

↓ 

𝑥[𝑛] =
1

2
· (𝛿[𝑛] +

1

2
· (𝛿[𝑛 + 2] + 𝛿[𝑛 − 2])) 

=
1

2
· 𝛿[𝑛] +

1

4
· 𝛿[𝑛 + 2] +

1

4
· 𝛿[𝑛 − 2] 

 

b)  

 
 

𝑋(𝑒𝑗𝜃) = Λ(
𝜃

𝜃𝑔
) 

= (
1

√𝜃𝑔
· 𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝜃

𝜃𝑔
)) ∗ (

1

√𝜃𝑔
· 𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝜃

𝜃𝑔
)) 



  Gernot Polivka | 12009686 |_____ 
 

Formelsammlung 

𝑥[𝑛] · 𝑦[𝑛] ↔
1

2𝜋
· (𝑋 ∗ 𝑌)(𝑒𝑗𝜃) 

sin(𝛼𝑛)

𝜋𝑛
↔ 𝑋(𝑒𝑗𝜃) = {

1
0
     
0 ≤ |𝜃| ≤ 𝛼
𝛼 < |𝜃| < 𝜋

 

↓ 

sin (
𝜃𝑔
2 𝑛

)

𝜋𝑛
↔ 𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝜃

𝜃𝑔
) 

 

𝑥[𝑛] = 2𝜋 · ℱ−1(
1

√𝜃𝑔
· 𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝜃

𝜃𝑔
))

2

 

=
2𝜋

𝜃𝑔
· (
sin (

𝜃𝑔
2 𝑛

)

𝜋𝑛
)

2

 

 

c)  

 
 

𝑥[𝑛] =
1

2𝜋
· ∫ 𝑋(𝑒𝑗𝜃) · 𝑒𝑗𝜃𝑛 𝑑𝜃

𝜋

−𝜋

 

=
1

2𝜋
· ( ∫−

𝜃

𝜋
· 𝑒𝑗𝜃𝑛 𝑑𝜃

0

−𝜋

+∫ (1 −
𝜃

𝜋
) · 𝑒𝑗𝜃𝑛 𝑑𝜃

𝜋

0

) 

=
1

2𝜋
· (−

1

𝜋
· ∫𝜃 · 𝑒𝑗𝜃𝑛 𝑑𝜃

0

−𝜋

+∫ 𝑒𝑗𝜃𝑛 𝑑𝜃

𝜋

0

−
1

𝜋
· ∫ 𝜃 · 𝑒𝑗𝜃𝑛 𝑑𝜃

𝜋

0

) 

=
1

2𝜋
· (−

1

𝜋
· ∫ 𝜃 · 𝑒𝑗𝜃𝑛 𝑑𝜃

𝜋

−𝜋

+∫ 𝑒𝑗𝜃𝑛 𝑑𝜃

𝜋

0

) 
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=
1

2𝜋
· (−

1

𝜋
· ∫ 𝜃 · 𝑒𝑗𝜃𝑛 𝑑𝜃

𝜋

−𝜋

+ (
𝑒𝑗𝜃𝑛

𝑗𝑛
 
𝜋
|
0
)) 

=
1

2𝜋
· (−

1

𝜋
· ∫ 𝜃 · 𝑒𝑗𝜃𝑛 𝑑𝜃

𝜋

−𝜋

+ (
𝑒𝑗𝜋𝑛

𝑗𝑛
−
1

𝑗𝑛
)) 

=
1

2𝜋
· (−

1

𝜋
· ∫ 𝜃 · 𝑒𝑗𝜃𝑛 𝑑𝜃

𝜋

−𝜋

+
(−1)𝑛 − 1

𝑗𝑛
) 

↓ 

∫𝑓′𝑔 = 𝑓𝑔 − ∫𝑓𝑔′ 

∫𝑒𝑗𝜃𝑛 · 𝜃 𝑑𝜃 =
𝑒𝑗𝜃𝑛

𝑗𝑛
· 𝜃 − ∫

𝑒𝑗𝜃𝑛

𝑗𝑛
 𝑑𝜃 

=
𝑒𝑗𝜃𝑛

𝑗𝑛
· 𝜃 −

1

𝑗𝑛
∫𝑒𝑗𝜃𝑛  𝑑𝜃 

=
𝑒𝑗𝜃𝑛

𝑗𝑛
· 𝜃 −

1

𝑗𝑛
·
𝑒𝑗𝜃𝑛

𝑗𝑛
 

=
𝑒𝑗𝜃𝑛

𝑗𝑛
· 𝜃 +

𝑒𝑗𝜃𝑛

𝑛2
 

=
𝑒𝑗𝜃𝑛

𝑛2
· (
𝑛 · 𝜃

𝑗
+ 1) 

=
𝑒𝑗𝜃𝑛

𝑛2
· (1 − 𝑗𝑛𝜃) 

↓ 

=
1

2𝜋
· (−

1

𝜋
· (
𝑒𝑗𝜃𝑛

𝑛2
· (1 − 𝑗𝑛𝜃))

𝜋
|
−𝜋

+
(−1)𝑛 − 1

𝑗𝑛
) 

=
1

2𝜋
· (−

1

𝜋
· (
𝑒𝑗𝜋𝑛

𝑛2
· (1 − 𝑗𝑛𝜋) −

𝑒−𝑗𝜋𝑛

𝑛2
· (1 + 𝑗𝑛𝜋)) +

(−1)𝑛 − 1

𝑗𝑛
) 

=
1

2𝜋
· (−

1

𝜋
· (
(−1)𝑛

𝑛2
· (1 − 𝑗𝑛𝜋) −

(−1)−𝑛

𝑛2
· (1 + 𝑗𝑛𝜋)) +

(−1)𝑛 − 1

𝑗𝑛
) 

↓ 1 

=
1

2𝜋
· (−

1

𝜋
·
(−1)𝑛

𝑛2
· (−𝑗2𝜋𝑛) +

(−1)𝑛 − 1

𝑗𝑛
) 

 
1 (−1)𝑛 = (−1)−𝑛, ∀𝑛 ∈ ℤ 
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=
1

2𝜋𝑛
· (−2 ·

(−1)𝑛

𝑗
+
(−1)𝑛 − 1

𝑗
) 

=
−2 · (−1)𝑛 + (−1)𝑛 − 1

𝑗2𝜋𝑛
 

= −
1 + (−1)𝑛

𝑗2𝜋𝑛
 

 

Wenn 𝑛 = 0 

=
1

2𝜋
· ( ∫−

𝜃

𝜋
 𝑑𝜃

0

−𝜋

+∫1 −
𝜃

𝜋
 𝑑𝜃

𝜋

0

) 

=
1

2𝜋
· (−

1

𝜋
· ∫ 𝜃 𝑑𝜃

𝜋

−𝜋

+∫1 𝑑𝜃

𝜋

0

) 

=
1

2𝜋
· (−

1

𝜋
· (
𝜋2

2
−
𝜋2

2
) + (𝜋)) 

=
1

2
 

 

𝑥[𝑛] =

{
 

 −
1 + (−1)𝑛

𝑗2𝜋𝑛
1

2

     
𝑛 ≠ 0
 

𝑛 = 0
 

 

d) 𝑿(𝒆𝒋𝜽) =
𝒆−𝒋𝜽

𝟏+
𝟏

𝟔
·𝒆−𝒋𝜽−

𝟏

𝟔
·𝒆−𝒋𝟐𝜽

 

Formelsammlung 

𝑎𝑛 · 𝜎[𝑛] ↔
1

1 − 𝑎 · 𝑒−𝑗𝜃
, |𝑎| < 1 

↓2 

𝐴

1 − 𝑎 · 𝑒−𝑗𝜃
−

𝐵

1 − 𝑏 · 𝑒−𝑗𝜃
=

𝐴 − 𝐴𝑏𝑒−𝑗𝜃 − 𝐵 + 𝐵𝑎𝑒−𝑗𝜃

1 − 𝑏𝑒−𝑗𝜃 − 𝑎𝑒−𝑗𝜃 + 𝑎𝑏𝑒−𝑗2𝜃
 

 

𝐴 − 𝐵 = 0, 𝑎𝑏 = −
1

6
, −𝑎 − 𝑏 =

1

6
, 𝐵𝑎 − 𝐴𝑏 = 1 

↓ 

 
2 Danke @Nico! 
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𝐴 = 𝐵 

 

𝑏 = −
1

6𝑎
 

 

−𝑎 +
1

6𝑎
=
1

6
 

6𝑎2 + 𝑎 − 1 = 0 

𝑎 =
1

3
 

 

𝑏 = −
3

6
 

= −
1

2
 

 

𝐴

3
+
𝐴

2
= 1 

𝐴 = 𝐵 =
6

5
 

 

𝑥[𝑛] = ℱ−1 (
𝐴

1 − 𝑎 · 𝑒−𝑗𝜃
−

𝐵

1 − 𝑏 · 𝑒−𝑗𝜃
) 

= 𝐴 · ℱ−1 (
1

1 − 𝑎 · 𝑒−𝑗𝜃
) − 𝐵 · ℱ−1 (

1

1 − 𝑏 · 𝑒−𝑗𝜃
) 

=
6

5
((
1

3
)
𝑛

− (−
1

2
)
𝑛

) · 𝜎[𝑛] 
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Aufgabe 3.4: 

Von einem zeitdiskreten System sei die Beziehung zwischen dem Spektrum 𝑿(𝒆𝒋𝜽) des 

Eingangssignals 𝒙[𝒏] und dem Spektrum 𝒀(𝒆𝒋𝜽) des Ausgangssignals 𝒚[𝒏] bekannt: 

 

𝒀(𝒆𝒋𝜽) = ∫ 𝑿(𝒆𝒋𝛀) 𝒅𝛀

𝜽+
𝝅
𝟒

𝜽−
𝝅
𝟒

 

 

a) Berechnen Sie den Zusammenhang zwischen 𝒙[𝒏] und 𝒚[𝒏]. 

 

𝑌(𝑒𝑗𝜃) = ∫ 𝑋(𝑒𝑗Ω) 𝑑Ω

𝜃+
𝜋
4

𝜃−
𝜋
4

 

= ∫ 𝑋(𝑒𝑗Ω) · 𝑟𝑒𝑐𝑡 (
(Ω − 𝜃)

2
·
4

𝜋
)  𝑑Ω

∞

∞

 

= ∫ 𝑋(𝑒𝑗Ω) · 𝑟𝑒𝑐𝑡 (
(𝜃 − Ω)

2
·
4

𝜋
)  𝑑Ω

∞

∞

 

= 𝑋(𝑒𝑗Ω) ∗ 𝑟𝑒𝑐𝑡 (
𝜃

2
·
4

𝜋
) 

 

Formelsammlung 

𝑥[𝑛] · 𝑦[𝑛] ↔
1

2𝜋
· (𝑋 ∗ 𝑌)(𝑒𝑗𝜃) 

sin(𝛼𝑛)

𝜋𝑛
↔ 𝑋(𝑒𝑗𝜃) = {

1
0
     
0 ≤ |𝜃| ≤ 𝛼
𝛼 < |𝜃| < 𝜋

 

 

𝑦[𝑛] = 2𝜋 · 𝑥[𝑛] · ℱ−1 (𝑟𝑒𝑐𝑡 (
𝜃

2
·
4

𝜋
)) 

(𝛼 =
𝜋

4
) 

= 2𝜋 · 𝑥[𝑛] ·
sin (

𝜋
4 · 𝑛)

𝜋𝑛
 

= 2 ·
sin (

𝜋
4 · 𝑛)

𝑛
· 𝑥[𝑛] 
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b) Prüfen Sie ob das System3 

a. linear, 

𝑦[𝑛] = 2 ·
sin (

𝜋
4 · 𝑛)

𝑛
· 𝑥[𝑛] 

↓ 

2 ·
sin (

𝜋
4 · 𝑛)

𝑛
· (𝑎 · 𝑥1[𝑛] + 𝑏 · 𝑥2[𝑛]) 

= 𝑎 · 𝑦1[𝑛] + 𝑏 · 𝑦2[𝑛] 

→ linear 

 

b. zeitinvariant, 

 

𝑦[𝑛] = 2 ·
sin (

𝜋
4 · 𝑛)

𝑛
· 𝑥[𝑛] 

↓ 

𝑦[𝑛 − 5] ≠ 2 ·
sin (

𝜋
4 ·
(𝑛 − 5))

(𝑛 − 5)
· 𝑥[𝑛 − 5] 

→ zeitvariant 

 

c. kausal, 

→ kausal4 

 

d. stabil, 

𝑦[𝑛] = 2 ·
sin (

𝜋
4 · 𝑛)

𝑛
· 𝑥[𝑛] 

↓ 

lim
𝑛→0

(
sin (

𝜋
4 · 𝑛)

𝑛
) 

(𝑙′𝐻𝑜𝑠𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙) 

lim
𝑛→0

(
𝜋

4
· cos (

𝜋

4
· 𝑛)) 

=
𝜋

4
 

↓ 

 
3 vgl. z.B. Übung 3 → Bsp. 2.1 
4 weil der Ausgang instantan reagiert und nicht von Werten aus der Zukunft abhängt wie z.B. 𝑦[𝑛] = 𝑥[𝑛 + 5] 
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𝑦[𝑛] ≤ 2 ·
sin (

𝜋
4 · 𝑛)

𝑛
· 𝑀 

𝑦[𝑛] ≤ 𝐶 · 𝑀 

→ stabil 

 

e. reell- oder komplexwertig ist. 

→ reell 

 

c) Falls das gegebene System durch eine Impulsantwort 𝒉[𝒏] beschrieben werden 

kann, so geben Sie 𝒉[𝒏] an. 

 

Das System hat keine eindeutige Impulsantwort, weil es zeitvariant ist 

 

Aufgabe 3.5: 

Das Tiefpasssignal 𝒙[𝒏] wird mit dem abgebildeten zeitdiskreten System verarbeitet, 

wobei das Modulationssignal ein Eins-Puls mit der Periode 𝑵 ist: 

𝒑[𝒏] = ∑ 𝜹[𝒏 − 𝒌𝑵]

∞

𝒌=−∞

 

 

 
 

Das Spektrum des Eingangssignals und die Übertragungsfunktion des Tiefpassfilters sind in 

den folgenden Abbildungen dargestellt: 

 



  Gernot Polivka | 12009686 |_____ 
 

a) Berechnen und skizzieren Sie die Fouriertransformationen 𝑷(𝒆𝒋𝜽), 𝒁(𝒆𝒋𝜽), 𝒀(𝒆𝒋𝜽) 

der Signale 𝒑[𝒏], 𝒛[𝒏] und 𝒚[𝒏]. 

 

Formelsammlung 

∑ 𝛿[𝑛 − 𝑘𝑁]

∞

𝑘=−∞

↔
2𝜋

𝑁
· ∑ 𝛿 (𝜃 −

2𝜋𝑘

𝑁
)

∞

𝑘=−∞

 

sin(𝛼𝑛)

𝜋𝑛
↔ 𝑋(𝑒𝑗𝜃) = {

1
0
     
0 ≤ |𝜃| ≤ 𝛼
𝛼 < |𝜃| < 𝜋

 

 

𝑝[𝑛] = ∑ 𝛿[𝑛 − 𝑘𝑁]

∞

𝑘=−∞

, 𝑃(𝑒𝑗𝜃) =
2𝜋

𝑁
· ∑ 𝛿 (𝜃 −

2𝜋𝑘

𝑁
)

∞

𝑘=−∞

 

𝑥[𝑛] =
sin (

𝜋
𝑁 · 𝑛)

𝜋𝑛
, 𝑋(𝑒𝑗𝜃) = 𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝜃

2
·
𝑁

𝜋
) 

 

𝑧[𝑛] = 𝑥[𝑛] · 𝑝[𝑛] 

=
sin (

𝜋
𝑁
· 𝑛)

𝜋𝑛
· ∑ 𝛿[𝑛 − 𝑘𝑁]

∞

𝑘=−∞

 

=
sin (

𝜋
𝑁 · 𝑛)

𝜋𝑛
· 𝛿𝑁[𝑛] 

= 0, ∀𝑛 ≠ 0 

𝑛 = 0: 

lim
𝑛→0

(
sin (

𝜋
𝑁 · 𝑛)

𝜋𝑛
) 

(𝑙′𝐻𝑜𝑠𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙) 

= lim
𝑛→0

(

𝜋
𝑁 · cos (

𝜋
𝑁 · 𝑛)

𝜋
) =

1

𝑁
 

𝑧[𝑛] =
sin (

𝜋
𝑁 · 𝑛)

𝜋𝑛
· 𝛿𝑁[𝑛], 𝑍(𝑒𝑗𝜃) =

1

𝑁
 

 

𝑌(𝑒𝑗𝜃) = 𝑍(𝑒𝑗𝜃) · 𝐻𝑇𝑃(𝑒
𝑗𝜃) 

=
1

𝑁
· 𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝜃

2
·
𝑁

3𝜋
) 
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b) Bestimmen Sie das Ausgangssignal 𝒚[𝒏] des Gesamtsystems. 

 

𝑌(𝑒𝑗𝜃) =
1

𝑁
· 𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝜃

2
·
𝑁

3𝜋
) 

 

Formelsammlung 

sin(𝛼𝑛)

𝜋𝑛
↔ 𝑋(𝑒𝑗𝜃) = {

1
0
     
0 ≤ |𝜃| ≤ 𝛼
𝛼 < |𝜃| < 𝜋

 

 

𝑦[𝑛] =
1

𝑁
·
sin (

3𝜋
𝑁 · 𝑛)

𝜋𝑛
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Aufgabe 3.6: 

Ein zeitdiskretes System, bestehend aus zwei Modulatoren und einem idealisierten 

Hochpassfilter, wird mit einem Tiefpasssignal 𝒙[𝒏], dessen Spektrum gegeben ist, 

angeregt. 

 
 

a) Berechnen und skizzieren Sie die Fouriertransformationen 𝑷(𝒆𝒋𝜽), 𝑼(𝒆𝒋𝜽), 𝑽(𝒆𝒋𝜽), 

𝒀(𝒆𝒋𝜽) der Signale 𝒑[𝒏], 𝒖[𝒏], 𝒗[𝒏] und 𝒖[𝒏]. 

 

Formelsammlung 

𝑒𝑗𝜃0𝑛 ↔ 2𝜋𝛿2𝜋(𝜃 − 𝜃0) 

𝑥[𝑛] · 𝑦[𝑛] ↔
1

2𝜋
· (𝑋 ∗ 𝑌)(𝑒𝑗𝜃) 

(𝛼 · 𝛿(𝜃 − 𝑇) ∗ 𝑥(𝜃) = 𝛼 · 𝑥(𝜃 − 𝑇)) 

 

𝑝[𝑛] = (−1)𝑛 = 𝑒𝑗𝜋𝑛 

𝑃(𝑒𝑗𝜃) = 2𝜋𝛿2𝜋(𝜃 − 𝜋) 

 

𝑈(𝑒𝑗𝜃) =
1

2𝜋
· (𝑋 ∗ 𝑃)(𝑒𝑗𝜃) 

= 𝑋(𝑒𝑗𝜃) ∗ 𝛿2𝜋(𝜃 − 𝜋) 

= 𝑋(𝑒𝑗(𝜃−𝜋)) 
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𝑉(𝑒𝑗𝜃) = 𝑈(𝑒𝑗𝜃) · 𝐻𝐻𝑃(𝑒
𝑗𝜃) 

= 𝑋(𝑒𝑗(𝜃−𝜋)) · 𝑟𝑒𝑐𝑡 (
(𝜃 − 𝜋)

2
·
2

𝜋
) 

= 𝑋(𝑒𝑗(𝜃−𝜋)) 

 

𝑌(𝑒𝑗𝜃) =
1

2𝜋
· (𝑉 ∗ 𝑃)(𝑒𝑗𝜃) 

= 𝑋(𝑒𝑗(𝜃−𝜋)) ∗ 𝛿2𝜋(𝜃 − 𝜋) 

= 𝑋(𝑒𝑗(𝜃−2𝜋)) 

↓ 5 

= 𝑋(𝑒𝑗𝜃) 

 

 

 

 

  

 
5 Frequenzbereich ist 2𝜋-periodisch 
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b) Bestimmen Sie das Ausgangssignal 𝒚[𝒏]. 

 

Formelsammlung 

𝑥[𝑛] · 𝑦[𝑛] ↔
1

2𝜋
· (𝑋 ∗ 𝑌)(𝑒𝑗𝜃) 

sin(𝛼𝑛)

𝜋𝑛
↔ 𝑋(𝑒𝑗𝜃) = {

1
0
     
0 ≤ |𝜃| ≤ 𝛼
𝛼 < |𝜃| < 𝜋

 

(𝑟𝑒𝑐𝑡 (
𝑡

𝑘
) ∗ 𝑟𝑒𝑐𝑡 (

𝑡

𝑘
) = 𝑘 · Λ (

𝑡

𝑘
)) 

 

𝑌(𝑒𝑗𝜃) = Λ (𝜃 ·
2

𝜋
) 

= (√
2

𝜋
· 𝑟𝑒𝑐𝑡 (𝜃 ·

2

𝜋
)) ∗ (√

2

𝜋
· 𝑟𝑒𝑐𝑡 (𝜃 ·

2

𝜋
)) 

↓ 

𝑦[𝑛] = 2𝜋 · ℱ−1(√
2

𝜋
· 𝑟𝑒𝑐𝑡 (𝜃 ·

2

𝜋
))

2

 

= 4 · ℱ−1 (𝑟𝑒𝑐𝑡 (𝜃 ·
2

𝜋
))

2

 

= 4 · (
sin (

𝜋
4 · 𝑛)

𝜋𝑛
)

2

 

 


