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Zusammenfassung der wichtigsten Sdtze und Definitionen.

1 Differenzen- und Differentialgleichungen

1.1 Differenzengleichungen - Qualitative Theorie

Definition 7.11: Ein Punkt z* heiftt Fixpunkt oder Gleichgewichtspunkt der Differenzen-
gleichungen x,,+1 = f(z,), wenn f(z*) = z* gilt.

Definition 7.12 (Stabilitit von Gleichgewichtslagen): Ein Gleichgewichtspunkt x* der
Differenzengleichungen x,41 = f(x,) heift stabil, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein d(¢) > 0 gibt,
sodass fiir alle Losungsfolgen (x,,) mit |zg — *| < d(e) gilt:

|, —2*| < ¢ Vn € N. Ein Gleichgewichtspunkt z* heifst asymptotisch stabil, wenn es
auferdem ein festes § > 0 gibt, sodass: V(x,) mit |29 — z*| < § : lim,, o0 T, = z*. Andernfalls
heifft 2* instabil.

Satz 7.13: FEin Gleichgewichtspunkt * der Differenzengleichungen x,11 = f(x,) ist asympto-
tisch stabil, falls |f'(x*)| < 1, und instabil, falls |f'(x*)| > 1 gilt.

Satz 7.18: Sind \; und \y Lésungen der charakteristischen Gleichung A2 + aX +b = 0, dann
lautet die allgemeine Lisung der linearen homogenen Differenzengleichungen xnio + axni1 +
bx, =0

CiAT + Gy fiir A\ # Ao reell
x;h) = ¢ r"(Cicosnp + Cosinng)  fir A2 = r(cosp £ isiny) konjugiert komplex
(C1 + Can) A} fiir Ay = Ao reell

Satz 7.21 (Superpostionsprinzip): Gegebn sei die lineare inhomogene Differenzengleichun-
gen Tpio + axpy1 + bxy, = clsg) + 028512) (c1,¢0 € R). Sind mg) und mg) partikuldre Losungen
(1) (1) (1) (2)

der inhomogenen Gleichungen mit den Storfunktionen sy’ bzw. sy, dann ist x, = c1Tn’ +coxy

(1) (2)

eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung mit der Storfunktion cisy,’ + casp .



1.2 Differentialgleichungen

Satz 7.30 (Allgemeiner Existenzsatz von Peano): Ist f(z,y) eine in einem Gebiet D C R?
stetige Funktion, dann besitzt die Differentialgleichung y' = f(x,y) duch jeden Punkt (zo,yo) € D
(mindestens) eine Losung y = y(z).

Satz 7.31 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz): Ist f(x,y) eine stetige Funkton auf einem
Rechtecksbereich D C R? und erfiillt dort eine sogenannte Lipschitzbedingung

If(x,y1) — f(z,y2)| < Llya —y2| Vo, y1,92

mit einer von x,y und yo unabhdngigen Konstanten L > 0, dann besitzt die Differentialgleichung
y' = f(z,y) durch jeden Punkt (zo,y0) € D genau eine Losung y = y(z).

Satz 7.35: Sind \; und Ny Lésungen der charakteristischen Gleichung A2 + a\ +b = 0, dann
lautet die allgemeine Lésung der linearen homogenen Differentialgleichungen v"” + ay’ + by =0

C1eMT 4 Coe2® fiir A1 # Ao reell
rp(z) = § e**(C1 cos Sz + Coysin fz)  fiir Mo = a i konjugiert komplex
(Cy + Cox)eM® fiir Ay = Ao reell

Unbestimmter Ansatz:

Storfunktion s(z) Versuchslosung y,(x)

1 A

e'l"l' AeTCC

sinrz oder cosrz Asinrz + Bcosrz

ap 4+ a1z + asx® + ... + apz” Ag+ Az + Asx® + ... + Ak

(ap + arx + agx® + ...+ apa®)e™ (Ag+ Arx + Aga® + ..+ AgaF)e’™

Definition 7.42: Man nennt y* einen Gleichgewichtspunkt oder stationiren Zustand der
Differentialgleichung v’ = f(y) falls f(y*) = 0.

Definition 7.44 (Stabilitit von Gleichgewichtslagen): Ein Gleichgewichtspunkt y* der
Differentialgleichungen y' = f(y) heikt stabil, wenn es zu jedem £ > 0 ein §(¢) > 0 gibt, sodass
fiir alle Losungen y(z) der Gleichung, welche die Bedingung |y(xzo) — y*| < 0(g) (fiir ein x¢)
efiillen, gilt:

ly(x) — y*| < e Va > xy. Ein Gleichgewichtspunkt y* heikt asymptotisch stabil, wenn es au-
fserdem ein festes 0 > 0 gibt, sodass: Vy(z) mit |y(xo) — y*| < ¢ : limy—oo y(x) = y*. Andernfalls
heifst y* instabil.

Satz 7.13: Ein Gleichgewichispunkt y* der Differentialgleichungen vy = f(y) ist asymptotisch
stabil, falls f'(y*) <0, und instabil, falls f'(y*) > 0 gilt.



2 Partielle Differentialgleichungen (PDG)

Buch Mathematik fiir Informatik (oranges Buch), 2007 (erste Auflage) Buch Kapitel 7.8 (Seite
306ff)

2.1 Allgemeines

Eine PDG ist allgemein eine Gleichung der Form
F(x1,29, oy Ty, Uy Ugyy Ugy s evy Usgs,, mu) =0
Die Ordnung der Differntialgleichung ist die hchste tatsichlich auftretende Ableitungsord-

nung m = mi + mg + ... + My,

e Anfangsbedinugungen fiir eine Funktion u(x,t) sind zum Zeitpunkt to das “Anfangs-
profil” f(x) und die “Anfangsgeschwindigkeit” g(z) fiir alle € R vorgegeben:
u(z, to) = f(x)
u(z, o) = g(x)

¢ Rand-Anfangswert-Problem hier ist das Anfangswertproblem nur fiir ein Intervall also
fiir x € [a, b] erklart. Zusitzlich zu den Anfangswerten sind dann noch Randwerte u(a,t)
und u(b, t) fiir alle Zeitpunkte t > ¢y vorgegeben.
u(z,ty) = f(x)
ug(x,tg) = g(x), fra <z <b
u(a,t) = h(t)
u(b,t) = k(t), frt > tg

e Dirichlet-Bedingungen bei diesen Bedingungen ist die DGL auf ein Gebiet G C R?
beschrénkt. Auferdem wird die Forderung gestellt, dass die Losung u(z,y) auf dem Rand
dG von G die Werte einer vorgegebenen Funktion f(z,y) annimmt.

u(x7y) = f(xay)7Vt($7y) €0G

Unter dem Rand dM einer Menge M C R? versteht man dabei die Menge von Punkten
(z,1y) € R?, fiir die gild, dass jede ihrer offenen Umgeungen sowohl Punkte aus M als auch
Punkte, die nicht in Mliegen, enthilt.

In etwas abgewandelter Form nennt man solche Bedingungen auch Cauchy-Bedingungen,
wobei man dfordert, dass die Lésung z = ux,y) durch eine vorgegeben Raumkurve v € R?
gehen muss.

2.2 explizit l6sbare PDG
Fiir bestimmte Typen von PDGen lisst sich eine allgemeine Lésung durch einfache Variablen-

substitution finden.

lineare PDG erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Eine lineare PDG erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten ist eine Gleichung der Form:
ax*u; +bxuy, = f(x,y), a,beR

mit folgender Substitution kommt man zur Losung:



E=bxx+axy, n=bxxr—axy

_&n , _ &
=T ="y = "5

Die Funktionen u( ,y) und ,y) miissen auch noch folgendermafen substituiert werden:

(z
U(&n) = u(S, 52) = u(z,y)
F(&m) = f(52,4 za") fx,y)

Nach der Riicksubstitution fiihrt das auf folgendes Ergebnis:

br+a
u(z,y) = 2*(11*5 bmo:ai/o F(&, bx — ay)dé + G(bx — ay)

2.2.1 Lésungsansatz nach D’Alembert

Dieser Ansatz ist fiir die eindimensionale Wellengleichung ich gebe hier nur die substitution
an da es eine PDG 2.0rdnung ist (kommt nicht zum priifungstermin 2.2.10).

2
Utt = C Uy

=1 —ct, T=x+cl

2.3 lineare und quasilineare PDG erster Ordnung

Lineare PDG erster Ordnung fiir eine unbekannte Funktion u(xi,...,zy) in n Variablen
haben die Gestalt
a1 (21, ey T )Ugy +

Satz 7.50 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Differentialgleichungssyteme): Ist
das Vektorfeld v(t,x) fir a <t < b und x € D, wobei D C R" ein Gebiet ist, stetig partiell
nach 1, ...,z differnezierbar, dann gibt es zu jedem ty € (a,b) und jedem xg € D genau eine
mazimale Losungskurve des Anfangswertproblems

x =v(t,x), x(ty) = xo

2.4 Beispiele

o Wéirmeleitungsgleichung (PDG 2.0rdnung)
52
D(Smg
e cindimensionale Wellengleichung u;; — gy = f (z,y), fir ein reelles ¢ > 0
diese Gleichung beschreibt die Ausbreitung von Schwingungen in homogenen elastischen
Medien (z.B. einer Gitarrensaite) Die Konstante ¢ beschreibt dabei die Ausbreitungsge-
schwindigkeit der Welle und f(z,t) den Einfluss &uferer Kréfte. Bei der Lésung einer
inhomogenen PDG ist genau so vorzugehen wie bei einer inhomogenen DGL. Zuerst die
homogene und dann die inhomogenen Lésung bestimmen.



3 Fourier-Analyse

3.1 Fourier-Reihen

Definition 8.3: Ein trigonometrisches Polynom der Periode T' in Sinus-Cosinus-Form
ist eine Funktion f: R — C der Gestalt:

N
= 50 Z: ay, cos nwt + by, sin nwt)

Ein trigonometrisches Polynom der Periode T in Exponentialform ist eine Funktion f : R — C

der Gestalt:
N
_ Z Ckezkwt
k=—N

Die Konstanten ay, b, € R und ¢; € C heifsen die Koeffizienten des trigonometrischen Poly-
noms und N € N nennt man den Grad des trigonometrischen Polynoms.

Satz 8.6: Die Koeffizienten an, b, bzw. ci eines trigonometrischen Polynoms f(t) vom Grad
N erhdlt man mit Hilfe der Formeln von Euler-Fourier, das heif§t fir —N < k < N bzw.
0<n<N gilt:

/ f(t) cos (nwt)dt / f(t)sin (nwt)dt, ¢ / F(t)e Htay

Geht man mit dem Grad des trigonometrischen Polynoms gegen oo, so erhélt man eine trigo-
nometrische Reihe.

Definition (Teil von)8.8 (N-te Patialsumme): Die N-te Partialsumme Sy (¢) einer trigo-
nometrischen Reihe > 70 _ cpe®®! ist definiert als: Sy(t) = Z{L_N cpethet,

Definition 8.9 (gleichmiftige Konvergenz): Eine Funktionenfolge fo(x), fi(x), fa(x)...
konvergiert gleichmifige auf einem Intervall I C R gegen die Funktion f(x): I — R, wenn
fiir jede beliebig kleine Fehlerschranke € > 0 ein fiir alle x € I gemeinsamer Index N, existiert,
sodass gilt:

n>N.=|f(x)— folz)| <e, Vzel.

Satz 8.10 (Weierstralt’scher M-Test fiir die gleichmifiige Konvergenz): Gilt fir je-
de Funktion fy(z) der auf dem Intervall I C R definierten Funktionenfolge (fi(x))ren eine
Abschitzung |fr(x)| < My Vz €I, mit M € R und

oo
Z M < o0,
k=0



dann ist die Funktionenreihe s(x) = > 72 fu(x) auf I gleichmafig konvergent.

Satz 8.11: Wenn jedes Glied einer Funktionenreihe Y ;- o fi(x) stetig ist in einem abgeschlos-
senen Intervall I = [a,b] und die Reihe auf I gleichmdfig konvergiert gegen eine Funktion f(z),
dann gilt:

o f(x) ist stetig im Interval I.

o Die Rehie darf gliedweise integriert werden, d.h.:

/ ’ <§ fk<x>> dr = kio (/ b e

Satz 8.12: Fulls die trigonometrische Reihe Y oo ¢ et gleichmifig Vt € R gegen die
T-periodische Funktion f(t) konvergiert, so ist f(t) stetzg Vit € R, und die Koeffizienten der
trigonometrischen Reihe sind durch die Formel von Euler-Fourier bestimmdt:

/ f(t) cos (nwt)d / f(t)sin (nwt)dt, ¢ / f(t)e  tdt

Satz 8.14: Sei f : R — C eine T-periodische Funktion, die auf [0, T stiickweise stetig ist. Dann
ist die Fourier-Reihe S¢(t) von f(t) (S¢(t) ~ f(t)) definiert als trigonometrische Reihe

oo o
» a
E cpettet = 50 + E (an, cos nwt + by, sin nwt) ,

k=—o00 n=1

wobet die Fourier-Koeflizienten a,, b, bzw. c; fir n € N bzw. k € Z folgendermaflen defniert

sind:
/ f(t) cos (nwt)d / f(t)sin (nwt)dt, ¢ / f(t)e  tdt

Die Fourier-Koeffizienten a,, b, der Sinus-Kosinus-Darstellung hingen mit den Fourier-Koeffizienten
¢ der komplexen Darstllung wie folgt zusammen:

ao = 2c¢p Gn = Cp + C_py by, = i(cn — c—p) fiir n € Nt
o= ck:% c_k:% fiir k € Nt

Satz 8.16 (Rechenregeln): Fir Fourierreihen
oo™t~ f(t) Syt = Y dpe™ ~glt)
k=—o00 k=—0o0

von auf [0,T] stickweise stetigen T-periodischen Funktionen f(t),g(t) gelten die nachfolgend
angefithrten Rechenregeln:



Linearitit: af(t) + Bg(t) ~ >, oo(ack + Bdy)et

Konjugation: f(t) ~ Y oo copetht

Zeitumkehr: f(—t) ~ 372 c_petket

Streckung: f(ct) ~ >0 et wobei ¢ > 0

Verschiebung im Zeitbereich: f(t +a) ~ > 22 (ckeikwa) eFt  wobei a € R

Verschiebung im Frequenzbereich: e™ ! f(t) ~ > 32 ck_ne®™! wobein € Z

Satz 8.18 (Differentiation einer Fourier-Reihe): Sei f(t) eine auf R stetige und auf
[0,T] stickweise stetig differenzierbare T-periodische Funktion mit der Fourier-Reihe S¢(t) =
S ere®t. Fiir die Fourier-Reihe Sp/(t) der Ableitung f'(t) gilt dann:

o

Sp(t)= Y (ikwey)e™

k=—00

Satz 8.19 (Integration einer Fourier-Reihe): Sei f(t) eine auf [0,7T] stickweise stetige
T-periodische Funktion mit der Fourier-Reihe Sy(t) = >3 cke*™t. Das Integral F(t) =

fg f(r)dT ist nur dann wieder eine T-periodische Funktion, wenn f(;f f(t)dt =0, also ¢ = 0 ist.
In diesem Fall gilt fiir die Fourier-Reihe Sp(t) ~ F(t):

Sp(t) = —;/th(t)dt+ Z ( Ck )eikwt

ikw
0 kEZ, k70

Satz 8.21 (Bessel-Ungleichung): Fir T-periodische auf [0, T stickweise stetige Funktionen
f@t) gilt fiir die Fourier-Koeffizienten ay, b, bzw. ¢ folgende Ungleichung:

> lal < 5 [ IrP

k=—o00

[e.e]

|CL0|2 2 2\ _
n=1

2

Satz 8.22: Sei f(t) eine T-periodische Funktion mit f(t) ~ S;(t) = Yoo cke™!. Sind
f@), £ @),..., f0D(t) stetige Funktionen auf R und ist weiters f)(t) fir r > 0, stickweise
stetig differenzierbar auf [0,T], so gith es eine Schranke M < co, so dass gilt:

lek| < fir ke Z\ {0}

M
‘k’r—‘rl



Satz 8.23 (Parseval’sche Gleichung): Fir eine T-periodische auf [0,T)] stickweise stetige
Funktion f(t) gilt:

o0

T
> lal =7 [ 1ok

k=—o00

Definition (Abstand zwier T—periodischer Funktionen im quadratischen Mittel): Der
Abstand zweier T-periodischer Funktionen g(t im quadratischen Mittel ist wie folgt

definiert:
lg(t) = h(t)|ls = \/ / ()Pt

Satz 8.24 (Konvergenz im quadratischen Mittel): Die Fourier-Reihe einer auf [0,T]
stiickweise stetigen Funktion f(t) konvergiert auf [0, T] im quadratischen Mittel gegen f(t), d.h
fir die Partialsummen Sy (t) von S¢(t) gilt:

limy ool f(t) — Sn(t)|]2 =10

Satz 8.26 (Darstellungssatz bei gleichmiiftiger Konvergenz): Ist die Funktion f : R — C
stetig, T-periodisch und konvergiert die Fourier-Reihe S¢(t) gleichmdafig auf [0,T], so gilt f(t) =
Se(t) VvVteR

Satz 8.27 (Darstellungssatz fiir stiickweise stetig differenzierbare Funktionen): Ist
die T-periodische Funktion f : R — C auf [0,T] stickweise stetig differenzierbar, so gilt fir die
Fourier-Reihe S¢(t):

1. Die Fourier-Rethe S¢(t) konvergiert punktweise Vt € R

2. Sp(t) = 5(f(ty)+ f(t-)) Vt€R. Das heift, S;(t) konvergiert an allen Stetigkeitsstellen
gegen den Funktionswert f(t) und an allen Unstetigkeitsstellen gegen das arithmetische
Mittel des linksseitigen und rechtsseitigen Grenzwertes der Funktion.

3. Ist f(t) stetig auf einem Intervall [a,b] C (0,T), so konvergiert S¢(t) auf [a,b] gleichmdfig
gegen f(t)



3.2 Diskrete Fourier-Transformation

Definition 8.28: Die Fourier-Koeffizienten oder Spektralkoeffizienten ¢, fiir k =0, 1,. ..

1 eines Vektors y = (yo,...,yn_1)7 seien wie folgt definiert:
| Nl ) | Nl
- ki — T ki
Ck—NZ;yge N—N_Z;ijj
j= j=

wobel w = e N die erste von N verschiedenen N-ten Einheitswurzeln bezeichnet.

Definition 8.31: Die Diskrete Fourier-Transformation DF'T ist eine Abbildung DFT :
cV — CV, die dem Vektor y = (yo,...,yn_1)" den Vektor der durch (8.8) definierten Spe-
kralkoeffizienten cy = (co, . . . ,cN_l)T zuordnet. DF'T ist invertierbar, und die Umkehrfunktion

heifit inverse Diskrete Fourier-Transformation IDFT, also:

L -l '
DFT : & = = yiw M ke{0,1,...,N—1}
§=0
N-1 ' )
IDFT : yi = auwh, je{0,1,...,N—1}, mitw=ex.
k=0
Definition (Fourier-Matrix):
1 1 1 1
1 w w? wV—1
o | 1 w2 wh w2V-1)
1 wN-1 2(NV-1) w(N.—l)Q

Satz 8.30: Die Fourier-Matriz Fy ist invertierbar, und die inverse Matrix Fﬁl ist gegeben

durch

-1

Es gilt der Zusammenhang:

C:Fily bzw. y = Fiyc

Fast Fourier Transform(FFT): Durch geschickte Wahl der Vektorlinge N, kann der Re-
chenaufwand fiir die DFT durch folgende Vorgehensweise erheblich gesenkt werden (hier gezeigt



anhand der IDFT):

271
seiN=2": vy, = chwgrk

k=0
27‘—171 27‘—171

< Yn = Z Ckaggk‘i‘ Z Cgk_lw;,gzkil)
k=0 k=0

es gilt: w3 = (ei%)QzeZ;Il:wzpl

27‘71_1 27‘71_1

& Yn = Z oWk wy" Z Cop_ 1w,
k=0 k=0

Es entstehen also zwei Teile, die jeweils fiir sich wieder den DFT-Algorithmus ergeben, aber
mit jeweils nur der halben Vektorlinge % = 2"~ der urspriinglichen Linge. Die Koeffizien-
ten der beiden neu entstandenen DFT-Teile entsprechen einmal den urspriinglichen Koeffizi-
enten mit geraden(cg, g, ¢y, ...) und einmal den urspriinglichen Koeffizienten mit ungeraden

Indizes(c1, c3,¢5, - . .)-

Satz 8.35 (Parseval-Gleichung): Zwischen den Funktionswerten y;, j =0,...,N —1, und
den Spektralkoeffizienten cp, k=0,..., N — 1, gilt folgende Gleichung:

N—

—_

N-1

1

2

|Ck:\ :N. ’yj
k=0 Jj=0

| 2

3.3 Fourier-Transformation

Definition 8.37 (Cauchy-Hauptwert): Wenn fiir eine Funktion f : R — C der Grenzwertes

+oo +a
(CHW) / FO)dt = lima—oo | f(t)dt

—0o0 —a

existiert, dann heift dieser der Cauchy-Hauptwert von f(t).

Definition 8.39: Eine Funktion f : R — C heifit Fourier-transformierbar(F-transformierbar),
wenn der Cauchy-Hauptwert

+o0 .
Fe) = F{f0) = (CHW) [ ftye e
—00
Vw € R existiert. Dann heift F'(w) Fourier-Transformierte bzw. Spektralfunktion von f(t).
Die Zeitfunktion f(¢) liegt im Original- oder Zeitbereich, die Spektralfunktion F'(w) liegt im
Bild- oder Frequenzbereich.
Die inverse Fourier-Transformation von F': R — C lautet:

+o00 )
FHF(w)} = %(CHW) / F(w)e ™“'dw

—00

10



wenn das Integral als Cauchy-Hauptwert Vt € R existiert.

Definition 8.41 (absolut integrierbar): Eine Funktion f : R — C heift absolut inte-
grierbar, wenn sie auf jedem endlichen Intervall stiickweise stetig ist und fiir das uneigentliche
Riemann-Integral gilt:

/OO |£(t)|dt < oo.

—00

Satz 8.47 (Umkehr- und Eindeutigkeitssatz): Besitzt die Funktion F' : R — C folgende
Eigenschaften.

o sie ist absolut integrierbar
o sie ist in jedem endlichen Intervall stiickweise differenzierbar
e es gilt fiir alle t € R die Mittelwerteigenschaft:

iy = 1V

dann ist mit f(t) auch F(w) = F{f(t)} F-transformierbar, und es gilt Vt € R:

FUHF(w)} = f{%F(—W)} = f(t)

3.4 Laplace-Transformation

Definition 8.51: Eine Funktion f : [0, 00) — R heifst Laplace-transformierbar(L-transformierbar),
wenn das uneigentliche Integral

F(s) = L{f (D)} = /O " f(tetae

fiir ein s € R konvergiert. F'(s) heift dann die Laplace-Transformierte(oder kurz L-Transformierte)
von f(t). F(s) nennt man auch die Bildfunktion von f(¢) und f(¢) die Urbildfunktion von F(s).
Dies wird auch mit f(¢) = L~ {F(s)} notiert.

Ein paar Laplace-Transformationspaare:

f(t) F(s) = L{f(t)}

1 %, s>0
u(t — a) %e‘“s, a>0,s>0

at 1

e — sS>a€eR
cos wt ﬁ, s>0
sin wt ﬂ%’ S>O

Satz 8.53 (Existenz und Eindeutigkeitssatz der Laplace-Transformation): Ist die
Funktion f : [0,00) — R auf jedem beschrankten Intervall stickweise stetig und besitzt f(t)
hochstens exponentielles Wachstum, das heifit, es gibt Konstanten M,o € R, sodass |f(t)| <
Me®t VYt >0, dann gilt:

11



F(s) = L{f(t)} existiert Vs > o,

das Integral [)° f(t)e tdt konvergiert fir s > so > o gleichmdifig,

f(t) ist bis auf die Funktionswerte an den Unstetigkeitsstellen durch F(s) eindeutig be-
stimmdt,

lims—ooF(s) =0

Satz 8.54 (Rechenregeln): Seien f : [0,00) — R und g : [0,00) — R Laplace-transformierbare
Funktionen mit Laplace-Transformierten F(s) = L{f(t)} und G(s) = L{g(t)}. Es gelten dann
die folgenden Rechenregeln:

o Linearitat:

L{af(t) + Bg(t)} = aF(s) + fG(s), «,BER

Streckung:
1 s
s = -FC), £
o Differentiation im Zeitbereich:

LU0} = sF(s) — 1(0)
ﬁ{f(n)(t)} _ SnF(S) . Sn—lf(o-i-) _ Sn—2f/(0+) . _f(n—l)(o-i—)

o Integration im Zeitbereich:
t
1
c { / f(T)dT} = Lp)
0 S

Citf(t)) = —LF(s)
C{mf (1)) = (—1)"

t >
L {f(t )} = / F(u)du
o Verschiebung im Bildbereich

L{eft)} =F(s+a), a€R

o Differentiation im Bildbereich:

o Integration im Bildbereich

o Verschiebung im Zeitbereich(u(t)... Heaviside-Funktion)
LAft—a)u(t—a)} =F(u)e *, a>0
o Laltung tm Zeitbereich:
Faltung: (f *g)( / fit—71)g
L{(f *9)()} = F(s)G(s)

12



4 Numerische Mathematik

4.1 Approximation und Interpolation

Bei der Darstellung von Funktionen ist prinzipiell zwischen zwei Aufgabenstellungen zu unter-
scheiden, ndmlich der Approximation und der Interpolation von Funktionen. Wihrend es
bei der Approximation darum geht, {iber eine Minimalbedingung eine méglichst gute Uber-
einstimmung zwischen vorgegebener Funktionen f und Ersatzfunktion p im gesamten Intervall
I zu erreichen, wird die Interpolationsaufgabe tiber die Inzidenzbedingung f(z;) = p(z;) fur
vorgegebene Argumente x; € I formuliert. Die Darstellung einer Funktion f durch Approxima-
tion ist vor allem dann zweckmifig, wenn viele Werte von f bekannt sind und damit zu rechnen
ist, dass die einzelnen Funktionswerte mit Fehlern behaftet sind. Sind hingegen nur wenige Werte
von f vorgegeben und kann man annehmen, dass diese exakt sind, so wird man f durch eine
Funktion beschreiben, welche genau mit diesen Werten iibereinstimmt.

4.1.1 Approximation mittels einer Ausgleichsgeraden

Sind von einer Funktion f endlich viele Wertepaare (z;,y;) mit y; = f(x;),7 = 1,...,n, bekannt,
kann ein Polynom p nach der Methode der kleinsten Quadrate derart bestimmt werden,
dass die Quadratsumme

Q= > (f(@:) - pla:)?
i=1
minimiert wird.

4.1.2 Allgemeiner Ansatz zur Interpolation mittels Polynomfunktion

Satz 9.11: Zu n+1 Interpolationsstellen (x;,y;),i = 0,1,...,n, mit paarweise verschiedenen
Stiitzstellen x; gibt es genau ein Interpolationspolynom p, dessen Grad héchstens n betrdgt.

4.1.3 Interpolation nach Lagrange

Das nach Satz 9.11 bestimme Interpolationspolynom kann auch explizit, ohne eine Rechnung
durchfiihren zu miissen, angegeben werden. Dazu betrachtet man die Polynome

() = T—Tj (x —x0)e.(z — i) (x — @ig1)...(x — xp)
Ll( ) Hwi—x]’ ($—$0)...($i—$i_1)($i—xi+1)...<$i—an)

fiir ¢ = 0,1, ...,n und bildet damit das Lagrange’sches Interpolationspolynom
p(z) = yoLo(z) +y1L1(7) + ... + ynLn(x).
4.1.4 Interpolation nach Newton
Das Newton’sche Interpolationspolynom hat die Form
p(x) = b + b1 (x — x0) + ba(x — 20) (T — 1) + oo + bp(x — 20)... (T — Tp—1)-

Kommt ein Stiitzpunkt hinzu, wird - im Gegensatz zum Lagrange’schen Polynom - der New-
ton’sche Ansatz nur um einen Summanden erweitert und der Koeffizient b,1 neu berechnet,
alle anderen b; bleiben unverdndert.
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4.2 Numerische Integration

4.2.1 Sehnentrapezregel

b—a
Q%" (a,b) = W(QO +2y1 +2y2 + .. 4+ 2yn—1 + Yn)
Wird eine Funktion in jedem Teilintervall linear interpoliert, d.h. durch eine Sehne ersetzt, dann
entspricht der Wert von Q% (a,b) gerade der Summe der Flichen aller Sehnentrapeze, welche
durch die x-Achse, die beiden Ordinaten in x;—; und z; sowie die Sekante durch (x;—1,¥;—1) und
(24, y;) begrenzt sind. Auf Grund dieser Interpretation ist auch klar, dass die Sehnentrapezformel
im Fall eines linearen Integranden f mit dem exakten Wert des Integral {ibereinstimmt. Ist f
zweimal stetig differenzierbar, kann der Integrationsfehler durch
h—
R (a,b) = ==K (€)
12
mit einem geeigneten & € [a,b] angegeben werden und hat somit die Fehlerordnung O(h?) fiir
h — 0. Eine Halbierung der Schrittweite fiihrt also zu einer Verringerung des Fehlers auf etwa

ein Viertel.

4.2.2 Kepler'sche Fassregel

Im n#chsten Schritt wird der Integrand f(z) nicht durch eine lineare, sondern durch eine qua-
dratische Funktion, d.h. eine Parabel approximiert. Man erhélt die so genannte Kepler’sche
Fassregel

b —a a
[ e 2L @)+ 415 + 0.

4.2.3 Simpson’sche Regel

Wiederholte Anwendung der Kepler’schen Fassregel zur Verbesserung der Genauigkeit fithrt auf
die Simpson’sche Regel

b—a
Q% (a,b) = ——(yo + 4y1 + 2y + 4yz + 2ya + ... + 2y2n—2 + 4Y2—1 + Y20

6n
Wie man zeigen kann, betragt das zugehorige Restglied (unter passenden Voraussetzungen)
b—a
R (a.b) = — A ey,
(a,0) = — W E)

Der Verfahrensfehler bei der Simpson’schen Regel ist also von der Ordnung O(h%).

4.3 Simulation von Differentialgleichungen

Wir betrachten Differentialgleichungen der Form: v’ = f(x,y)

4.3.1 Euler'sches Polygonzugverfahren
Tiv1 =i+ h
Yit1 = Yi + hf(zi, vi)
Bei jedem Schritt tritt ein lokaler Verfahrensfehler der OrdnungO(h?) auf. Die Summe der

lokalen Verfahrensfehler der einzelnen Schritte ergibt den globalen Verfahrensfehler, dessen
Grokenordnung O(h) betragt.
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4.3.2 Verbessertes Euler'sches Polygonzugverfahren

Tiv1 =x; + h

h
Vs =Yt g (f(l'i:yi) + f(zi+ h,yi + hf(%‘,yz')))

Das verbesserte Euler’sche Polygonzugverfahren hat einen globalen Verfahrensfehler der Ord-
nung O(h?) fiir h — 0. Dieses Verfahren kann noch verbessert werden, indem man die Néhe-
rungswerte y; in jedem Schritt iterativ verbessert. Dieser Ansatz fithrt auf ein Verfahren aus der
Klasse der Pridikator-Korrektor-Verfahren.
4.3.3 Klassisches Runge-Kutta-Verfahren

Eine Verbesserung zum verbesserten FEuler’schen Polygonzugverfahren erhilt man durch Anwen-
dung der Kepler’schen Fassregel. Dieser Ansatz fiithrt auf

Tiv1 =i+ h

h
Yigl = Yi + g(kl + 2kg + 2k3 + ky)

mit
k1 = f(xi, i)
h h
ko = f(x; + 57% + 5151)

h h
k3 = f(xi+ 5,y + 5k
3 f(m+2y+22)

ks = f(x; + h,y; + hk3)

Das Verfahren zéhlt zur Gruppe der Runge-Kutta-Verfahren und wird als klassisches Runge-
Kutta-Verfahren bezeichnet. Sein globaler Verfahrensfehler besitzt die GroRenordnung O(h?).
Bei jedem Verfahren sind sowohl der Verfahrensfehler wie der Rechnungsfehler von Bedeutung.
Beide sind Funktionen der Schrittweite h. Grofie Werte von h haben zwar kurze Rechenzeiten,
im Allgemeinen aber auch grofe Verfahrensfehler zur Folge. Mit fallender Schrittweite nimmt
der Verfahrensfehler wohl ab, dafiir aber steigen dann die Rechenzeit und die Rundungsfehler. In
der Praxis orientiert man sich vielfach an der so genannten Schrittkennzahl K = h\, wo h die
Schrittweite und A eine Lipschitzkonstante fiir die Funktion f bezeichnet, und wahlt h derart,
dass 0.05 < K < 0.2 gilt. Man spricht dann von einem Verfahren mit Schrittweitensteuerung.
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