


Wichtige Zahlenwerte

T T=3,141592...
e e=2,718281...
2 V2=14142...
In2 In2=0,6931...
Fallbeschleunigung g=9.81m/s?

Lichtgeschwindigkeit (Vakuum)

€=2,99792458 m/s = 3 - 108 m/s

Avogadro-Konstante

N = 6,022 - 1023 mol-"

Gaskonstante R=28,31J/(mol - K)
Volumen eines Mol Gas (Normalbedingungen) 22,4 1/mol
Dichte von Wasser pw=1,0kg/l

Spez. Warmekapazitat von Wasser

4,18J/(g-K)

Schallgeschwindigkeit in Wasser

1480 m/s

Schallgeschwindigkeit in Luft

330 m/s

Elementarladung

eo=1,602-1019 As

elektrische Feldkonstante

£ =8,854- 10712 As/Vm

magnetische Feldkonstante

Energieeinheiten

Uo=1,257 - 106 Vs/Am

1 Joule = 1 Newtonmeter = 1 Wattsekunde=1J=1N-m=1W-s

Kilowattstunde = 1 kWh = 3,600 - 106 J
Elektronvolt=1eV=1,602-1019)
Kalorie=1cal =4,184)

Druckeinheiten

Pascal = 1Pa=1N/m?%

Luftdruck: 1,013 - 105 Pa = 760 mmHg = 10 Meter H,0

Bar=1bar=1,000-10°Pa
mm-Quecksilber = 1 mmHg = 133,3 Pa
mm-Wasser =1 mmH,0 =9,81 Pa
Atmosphédre =1atm=1,013-10°Pa
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Vorwort zur 3. Auflage

In dieser neuen Auflage wurden einige Uberarbeitungen und
Ergidnzungen vorgenommen. Die Kapitel iiber Wirmekraft-
maschinen und Hydrodynamik wurden vollig neu gefasst. Die
Zusammenfassungen an den Kapitelenden wurden in einer
Kombination von Text und Tabelle iibersichtlicher gestaltet. In
Erginzung zu den Ubungsaufgaben wurden Verstindnisfragen
eingefiihrt, die sich in meinem Unterricht sehr bewéhrt haben.
Sie werden natiirlich im Anhang auch beantwortet. Eine Liste
wichtiger Zahlenwerte an leichter aufschlagbarer Stelle vor dem
Inhaltsverzeichnis, eine Tabelle der griechischen Buchstaben
und eine Liste aller im Buch verwendeter Formelzeichen sollen
das Arbeiten erleichtern. Das Sachverzeichnis wurde deutlich er-
weitert.

Ich danke allen Leserinnen und Lesern, die mir Anregungen
und Korrekturen haben zukommen lassen. Vieles wurde von mir
aufgegriffen.

Auch diese Auflage wurde in bewdhrter Weise im Springer-
Verlag von Frau Hestermann und Frau Lempe betreut. Auch ih-
nen gilt mein Dank.

Frithjahr 2007 Ulrich Harten

Vorwort

Die Naturgesetze galten schon, als die Erde noch wiist und leer
war. Verstof3e gegen sie werden nicht bestraft, sie sind gar nicht
erst moglich. Wer verstehen will, was um ihn herum passiert
oder gar technische Prozesse oder Maschinen entwickeln will,
die auch tun, was sie sollen, der muss die Naturgesetze kennen.
Die fertige Maschine wird sich erbarmungslos an sie halten.
Dieses Buch will Studienanfangern, die sich im Nebenfach mit
Physik zu befassen haben, ein leidliches Verstdndnis der wich-
tigsten physikalischen Gesetze vermitteln. Dies ist absichtsvoll so
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vorsichtig formuliert, denn leider sind die meisten Gesetze kei-
neswegs einfach zu verstehen. Quantenphysik und Relativitéts-
theorie sind weitgehend ausgespart, denn hier kann der, der sich
nur nebenbei mit Physik beschiftigt, nur ein sehr oberflichliches
Verstidndnis erwerben und fiir den Ingenieur sind diese Gebiete
praktisch ohne Bedeutung.

Die ,klassische® Physik ist schwierig genug. Die Erfahrung
zeigt, dass schon die Newton’sche Mechanik Studienanfingern
grofle Schwierigkeit bereitet. Zu verlockend ist die anschauliche
Mechanik, die noch auf Aristoteles zurtickgeht und sich viel-
leicht so auf den Punkt bringen ldsst: Ein Gegenstand bewegt
sich immer in die Richtung, in die er gezogen wird. Das ist selbst
in einfachen Alltagssituationen falsch, und dies zu verstehen
erfordert schon einiges Abstraktionsvermégen. Es erfordert au-
Berdem die Bereitschaft, sich auf einige Mathematik einzulassen,
auf die in der Physik nicht verzichtet werden kann.

Es geht mir mit diesem Buch also vor Allem um das Verstehen
scheinbar einfacher Dinge. Ein so relativ kurzes Lehrbuch kann
keine Vollstandigkeit beanspruchen. Die Stoffauswahl orientiert
sich an dem, was typischerweise an einer Fachhochschule gelehrt
wird, ist aber natiirlich auch personlich gefarbt. Mancher Dozent
wird also in seiner Vorlesung auch Themen behandeln, die in
diesem Buch nur knapp erwidhnt sind. Besteht dann weiterer Le-
sebedarf, so gibt es sehr gute ,,dicke“ Physikbiicher, im Springer-
Verlag den ,,Gerthsen® und den ,,Hering®, die dann weiterhelfen,
sonst aber vieleicht wieder zu viel des Guten sind.

Unentbehrlich beim Lernen sind Rechenbeispiele und Ubungs-
aufgaben. Wenn es schon Physik sein muss, so hitte der Student
sie gerne an Beispielen aus seinem Fachgebiet erldutert. Dies hat
aber Grenzen, denn da wird es schnell zu kompliziert fiir den
Anfang. Ich habe mich bemiiht, anschauliche Beispiele, die vor
Allem an Alltagserfahrungen ankniipfen, zu finden.

Viele Zusammenhénge in der Physik lassen sich am besten an
bewegten Bildern veranschaulichen. Auf einer Internetseite zu
diesem Buch gebe ich Thnen stidndig aktualisierte Hinweise auf
solche Animationen im WWW.

Die Betreuung dieses Buches beim Verlag lag in den Hidnden
der Damen Eva Hestermann, Monika Lempe und Ursula Weis-
gerber. Thnen gilt mein besonderer Dank.

Ein grofler Teil des Textes entstammt der Arbeit mit meinem
Vater, dessen Andenken ich dieses Buch widme.

Februar 2003 Ulrich Harten
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Hinweise zum Gebrauch des Buches

Lernen ist Arbeit. Darum passt ein Schreibtisch besser zum Lehr-
buch als ein Ohrensessel. Fiir die Physik gilt das in besonderem
Mafe, denn sie macht Gebrauch von der Mathematik. Formeln
im Kopf umzuformen und auszurechnen, grenzt an Leichtsinn.
Darum hilt der Kundige stets Bleistift, Papier, Taschenrechner
und Radiergummi griftbereit.

Kleingedrucktes darf der eilige Leser iiberschlagen, ohne gleich be-
fiirchten zu miissen, dass er den Faden verliert. Er verzichtet lediglich
auf etwas Butter zum Brot.

Was so markiert ist gehort zum Grundwissen.

[
\4
Wo es jeweils langgehen soll, kiindigen die , Ubersichten” -

zu Beginn der einzelnen Abschnitte an.

Zusammenfassung

Diese Abschnitte am Ende der Kapitel fassen den Inhalt noch
einmal zusammen und sollen inshesondere bei der Priifungs-
vorbereitung helfen.

Vor dem Sachverzeichnis findet sich eine Liste aller im Buch
verwendeten Formelzeichen, die ebenso wie eine Tabelle der
griechischen Buchstaben das Lesen der Formeln unterstiitzen
kann.

Lernen erschopft sich nicht im Aufnehmen vorgedruckter Ge-
dankenginge: Es erfordert eigenes Tun. Auch droht am Ende der
Vorlesung in der Regel eine Klausur. Darum sollen Losungen zu
den Ubungsaufgaben nicht einfach am Ende des Buches nach-
geschlagen werden. Zunichst sollte zumindest versucht werden,
sie selbst zu 16sen. Das gilt auch fiir die Rechenbeispiele im Text.
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Die Ubungsaufgaben sind nach Schwierigkeitsgrad sortiert: (I)
leicht; (IT) mittel; (IIT) schwer. Auch ein Nachdenken iiber die
Verstidndnisfragen vor den Aufgaben hilft bei der Priifungsvor-
bereitung. Weitere Kontrollfragen gibt es auf der Internetseite.

Vieles in der Physik ldsst sich nicht beantworten ohne die Kennt-
nis einzelner Natur- und Materialkonstanten. Nur wenige verdie-
nen es, auswendig gelernt zu werden; den Rest schldgt man nach.
Was der Inhalt dieses Buches verlangt, findet sich im Anhang.

Zu diesem Buch gibt es eine Internetseite. Sie enthilt Hinweise
auf interessante andere Internetseiten. Manche Zusammenhénge
lassen sich viel besser anhand von bewegten Bildern verstehen,
die der Buchdruck nicht bieten kann. Es gibt einige frei zugéng-
liche gute Animationen in Internet. Auflerdem finden Sie dort
Multiple Choice Fragen, die Sie zusitzlich zur Lernkontrolle
verwenden kénnen.

Sie finden die Internetseite am schnellsten, indem Sie bei
www.springer.de in die Katalogsuche die ISBN-Nummer des
Buches eingeben: 978-3-540-34053-9. Sie gelangen dann auf die
Katalogseite des Buches, auf der Sie auf weitere Informationen
klicken konnen. Oder Sie gehen direkt zur Internetadresse:
www.physik.hs-mannheim.de/physikbuch.html
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Wichtige Zahlenwerte

T T =3,141592...

e e=2,718281...

2 V2=1,4142...

In2 In2=0,6931...

Fallbeschleunigung g=9,81m/s?

Lichtgeschwindigkeit (Vakuum) €=2,99792458 m/s
=3-108m/s

Avogadro-Konstante Np = 6,022 - 1023 ol

Gaskonstante R=2831J/(mol - K)

Volumen eines Mol Gas (Normalbedingungen) 22,4 1/mol

Dichte von Wasser pw=1,0kg/l

Spez. Warmekapazitat von Wasser 4,18 )/(g - K)
Schallgeschwindigkeit in Wasser 1480 m/s
Schallgeschwindigkeit in Luft 330m/s
Elementarladung eg=1,602-109 As
elektrische Feldkonstante £0=8,854- 10712 As/Vm
magnetische Feldkonstante Ho=1,257-106Vs/Am

Energieeinheiten
1 Joule = 1 Newtonmeter = 1 Wattsekunde=1J=1N-m=1W-s

Kilowattstunde = 1 kWh = 3,600 - 106 J
Elektronvolt=1eV=1,602-10"19)
Kalorie=1cal =4,184 )

Druckeinheiten

Pascal = 1Pa=1N/m?
Luftdruck: 1,013 - 105 Pa = 760 mmHg = 10 Meter H,0

Bar=1bar=1,000-10°Pa
mm-Quecksilber = 1 mmHg = 133,3 Pa
mm-Wasser = 1 mmH,0 =9,81 Pa
Atmosphére = 1atm=1,013-10°Pa

Wichtige Zahlenwerte

IX
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- Die Physik ist eine empirische und quantitative Wissenschaft; sie beruht auf Messung

und Experiment. Daraus folgt eine intensive Nutzung mathematischer Uberlegungen, denn Mes-
sungen ergeben Zahlenwerte, und die Mathematik ist primér fiir den Umgang mit Zahlen erfunden
worden. Die Natur ist damit einverstanden. Selbst rechnet sie zwar nicht, aber wenn der Mensch
ihre GesetzmaBigkeiten einfach und korrekt beschreiben will, dann tut er dies am besten mit Hilfe

2

mathematischer Formeln und Kalkiile.

1.1 | Physikalische Gro3en

und ihre Einheiten

I

Einleitung

Physikalische GrolSen sind messbare
GrofSen; eine jede wird durch ihre spezielle Messver-
fahren definiert und besitzt ihre eigene MalSeinheit.
Jedes Messergebnis ist das Produkt (im Sinn der
Mathematik) aus einer Zahl und eben dieser Einheit.
Einheiten werden vom Gesetzgeber vorgeschrieben,
letzten Endes willkiirlich, aber aufgrund internationaler
Vereinbarungen. Lédngen misst man in Metern (und
nicht mehr in Fuls oder Zoll), Massen in Kilogramm und
Zeitspannen in Sekunden. Dahinter steht das , Systéme
International d’Unités”. Einheiten sind nicht unabhdngig
voneinander — z.B. ist die Einheit der Geschwindigkeit
notwendigerweise der (mathematische) Quotient aus
einer Ldngen- und einer Zeiteinheit.

| 111 ‘PhysikalischeGrbBen

Als die Pharaonen im alten Agypten ihre
Pyramiden bauen lieflen, da mussten viele
hundert Sklaven die Steine Rampen hoch-
ziehen. Dabei nutzten sie durchaus schon
die physikalische Erkenntnis, dass sich Kraf-
te vektoriell zerlegen lassen (@ Abb.2.21).
Die Rampen erleichterten die Arbeit, da
nicht die gesamte Gewichtskraft des Steines
aufgebracht werden musste, um den Stein
zu heben. Eine iible Plackerei, die man bes-
ser Sklaven iiberlief3, war es trotzdem. Will
heute jemand ein tonnenschweres Objekt
bewegen, so kann er im nichsten Bauma-
schinenverleih einen Autokran mieten,
Muskelkraft wird nur noch zum Umlegen
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einiger Schalter gebraucht. Dafiir hat der
Autokran einen Verbrennungsmotor, der
in der Lage ist, die beim Verbrennen von
Benzin entstehende Warme in mechanische
Arbeit umzuwandeln. Dieses technische
Wunderwerk zu erfinden war nicht leicht.
Notwendig war dafiir vor allem, Naturvor-
gdnge prazise beschreiben, in Zahlen und
Formeln fassen zu konnen.

Die ® Abb. 1.1 zeigt in solch priziser Wei-
se, was in einer idealisierten Dampfmaschi-
ne, dem Vorldufer heutiger Verbrennungs-
motoren, geschieht. Aufgetragen sind der
Druck, die Temperatur und das Volumen des
Dampfes im Kolben der Maschine bei einem
Kolbenumlauf. Mit dieser Betrachtung lésst
sich ermitteln, welcher Wirkungsgrad bei
der Umwandlung von Wérme in mechani-
sche Arbeit erreicht werden kann (dies wird
in Kapitel 5.4.3 geschehen). Um das Dia-
gramm zu verstehen, muss man aber erst

p/ bar
O = N W h U1 O

0

V/Imol™

Abb. 1.1. Die Abbildung zeigt in einem perspektivisch
dargestellten dreidimensionalen Diagramm den Verlauf
von Druck p, Volumen V und Temperatur Tim Kolben eines
Otto-Motors (Kapitel 5.4.3) bei einem Kolbenumlauf. Die
Fléche, auf der die Kurve liegt, ist die Zustandsfldche p(V,T)
eines idealen Gases.



einmal wissen, was das ist: Druck, Tempera-
tur, Volumen, Warme, mechanische Arbeit.
All diese Vokabeln werden hier genau im
Sinne der Physik benutzt, sie bezeichnen
physikalische Groffen. Gemeinsames Kenn-
zeichen aller physikalischen Gréflen ist ihre
Messbarkeit; eine jede von ihnen ist, letztlich
unabhingig von Worten und Sprache, durch
ihre speziellen Messverfahren definiert. So
unterschiedlich diese Verfahren im Einzelnen
auch sein mogen, grundsitzlich geht es bei
jeder Messung um das gleiche Prinzip: um
einen quantitativen Vergleich zwischen der
Messgrofle und ihrer Mafleinheit. Welchen
Bruchteil oder welches Vielfache der Einheit
stellt die zu messende Groéfle dar? Daraus
folgt: Jede physikalische Grofle ist das Pro-
dukt aus einer Zahl und einer Einheit - das
Wort Produkt hier genau im Sinn der Mathe-
matik verstanden. Deshalb darf man auch mit
den Symbolen der Mathematik schreiben:

- Physikalische Groe = Zahl - Einheit.

Rechenoperationen wie Malnehmen und Tei-
len sind urspriinglich nur fiir den Umgang
mit Zahlen erfunden worden. Dass man sie
auch auf Mafleinheiten anwenden kann und,
einschlief3lich der Differentiation und der In-
tegration, sogar auf die physikalischen Gré-
Ben selber, mag iiberraschen, doch es ist so.
Extensive Nutzung dieser Moglichkeit kenn-
zeichnet die exakten Naturwissenschaften.
Formeln mogen der fliissigen Lesbarkeit
eines Textes entgegenstehen, fiir prizise
physikalische Aussagen sind sie unentbehr-
lich. Ohne Frage gehoren sie zum Wesen der
Physik. ,,Physik ohne Formeln“ - das gibt
allenfalls eine unverbindliche Feierabend-
lektiire; wer Physik als Hilfswissenschaft
nutzen oder gar hauptamtlich betreiben will,
der darf mathematischen Formulierungen
nicht ausweichen.

Wollte man physikalische Gréflen mit
ihrem vollen Namen in Formeln einsetzen,
so wiirden die Formeln unhandlich. Des-
halb verwendet man einzelne Buchstaben

als Symbole, etwa p fiir den Druck, V fiir
das Volumen und t fiir die Zeit. Leider gibt
es aber weit mehr physikalische Gréflen als
Buchstaben, selbst wenn man das griechi-
sche Alphabet dazunimmt. Eine in jeder
Beziehung eindeutige Zuordnung ist darum
nicht moglich. Internationale Empfehlun-
gen helfen, sind aber nicht zwingend.

Formeln sparen Platz. Die Feststellung ,,phy-
sikalische Grofle=Zahl- Einheit“ kann auch so
geschrieben werden:

z={z}|[z].

Hier steht z ganz allgemein fiir irgendeine mess-
bare Grofle, z.B. die FlughShe eines Diisenclip-
pers, [z] fiir irgendeine zur Gréfe z passende
Einheit, z.B. ,Meter“ (m) oder luftfahrtiiblich
»Fufl“ (ft), und schlieflich {z} fiir die sich erge-
bende Maf3zahl, also {z}=10000 bei [z]=m und
{z}=30000 bei [z]=ft. Internationale Konvention
empfiehlt, Buchstaben, die fiir Groflen stehen,
kursiv zu schreiben und Buchstaben, die fiir
Einheiten stehen, gerade. Das hat freilich nur fir
Biicher und Reinzeichnungen Bedeutung.

Aus der Gleichung z={z} - [z] folgt rein mathe-
matisch:

in Worten: Wenn man eine physikalische Gré3e
durch ihre Einheit teilt, bleibt eine reine Zahl iib-
rig. Das erlaubt, die Achsen von Diagrammen zu
Zahlengeraden zu machen. Eine Volumenachse
wire dann so zu beschriften, wie die ® Abb. 1.2
zeigt. In ® ADbb. 1.1 ist ein spezifisches Volumen
(Volumen pro Stoffmenge) aufgetragen, deshalb
wird durch die Einheit Liter durch Mol geteilt. So
vorzugehen hat einige Vorteile und wird interna-
tional empfohlen. Das vorliegende Buch halt sich
an diese Empfehlung.

Zahlen ohne Einheiten bezeichnet man als
»dimensionslos“. Physikalische Gro8en sind
deshalb durchweg,,dimensioniert; die Flug-

0 20 40 60 80

4
Volumen -
cm

Abb. 1.2. Beschriftung einer  Volumenachse nach
internationaler Empfehlung; die Achse wird dadurch zur
Zahlengeraden

1.1 Physikalische GroBen und ihre Einheiten |
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hohe des Diisenclippers hat ebenso die Di-
mension einer Linge wie der Durchmesser
eines Haares.

Die mittlere Volumenstromstirke I des
Blutes in der Aorta ist der Quotient aus
dem durchgeflossenen Volumen AV und der
dazu benétigten Zeitspanne At; als Formel:

AV
I=—-.
At

Hier stehen die Buchstaben fiir physikalische
Groflen. Darum bezeichnet man eine solche
Formel als Groflengleichung. Sie beschreibt
einen physikalischen Zusammenhang und
macht keine Vorschriften {iber die Einheiten,
die bei einer konkreten Rechnung benutzt
werden. Ob man die Zeit in Sekunden, Minu-
ten oder Stunden misst, spielt fiir die Groflen-
gleichung keine Rolle. Zuweilen werden aber
auch sog. Zahlenwertgleichungen verwen-
det. Bei ihnen stehen die Buchstaben nur fiir
Zahlenwerte, miissten also eigentlich in ge-
schweifte Klammern gesetzt werden. Oftmals
geschieht das nicht und kann dann leicht zu
Verwechslungen und Fehlrechnungen fiihren.
Eine Zahlenwertgleichung ist ohne Angabe
der Einheiten, fiir die sie gilt, sinnlos.

| 1.1.2 ‘Zeit

Wenn Goethe vom ,,sausenden Webstuhl der
Zeit* spricht und Schiller von der ,,schonen
Zeit der jungen Liebe®, dann meinen beide
gewiss nicht dasselbe und schon gar nicht
die physikalische Gro83e Zeit. Es gibt eben
mehr Begriffe in der Welt als Worte in der
Sprache. Einigkeit dariiber, was mit benutz-
ten Worten gemeint sein soll, ist Vorausset-
zung einer Verstdndigung. Die Methode der
Physik, Gré8en durch Messverfahren zu de-
finieren, hilft da durchaus.

- Zeit misst man mit Uhren, und

4

Uhren zéhlen periodische Vorgange ab.

| 1 Grundbegriffe

Das konnen die Schwingungen eines Schwere-
pendels sein, wie bei Urgrof3vaters Standuhr,
oder die eines Drehpendels, wie bei Grof3-
vaters Taschenuhr, oder die eines sorgfiltig
geschliffenen Kristalls aus Quarz, wie bei
der modernen Armbanduhr, oder auch die
bestimmter Atome, wie bei der sog. ,Atom-
uhr®. Die ,biologische Uhr“ hingegen ist
keine Uhr im physikalischen Sinne. Das
Leben auf der Erde hat sich lediglich und
notwendigerweise auf den Tagesrhythmus
eingestellt, wie er von der Rotation der Erde
seit Jahrmillionen praktisch unveridndert
vorgegeben wird. Auch Drehbewegungen
kénnen zu den periodisch sich wiederho-
lenden Vorgingen gehéren und darum zur
Zeitmessung dienen - und zur Festlegung
von Zeiteinheiten.

Das Bediirfnis, Zeiten zu messen, ist weit
alter als das Dezimalsystem; darum hat es
sich nur noch bei den kurzen Zeiteinheiten
unter der Sekunde durchsetzen kénnen:

» Jahr a = 365,24 Tage

» Tag d = 24 Stunden

» Stunde h = 60 Minuten

» Minute min = 60 Sekunden

» Sekunde s = SI-Einheit der Zeit

Derzeit dauert ein Jahr 31556926,6 s. De-
finiert wird die Sekunde tiber die Schwin-
gungsdauer des Lichtes einer bestimmten
Spektrallinie. Aber da brauchen sich nur
Spezialisten auszukennen.

Uhren gibt es genug auf der Welt. Bahn-
hofs- und Armbanduhren zeigen einen
Zeitpunkt an, die Tageszeit namlich. Fiir
physikalische Zusammenhénge hat sie we-
nig Bedeutung - Naturgesetze gelten auch
um Mitternacht. Wichtiger sind darum
Zeitspannen, also die Differenzen von Zeit-
punkten. Man misst sie z.B. mit Stoppuhren.
Der Zeitnehmer beim 100-Meter-Lauf setzt
die seine beim Startschuss in Gang und hilt
sie wieder an, wenn der Sprinter die Zielli-
nie erreicht. Dieser Satz ist nicht ganz kor-
rekt, denn die Nervenleitung des Zeitneh-
mers braucht selbst ein wenig Zeit, um das
optische Signal vom Pulverdampf der Start-
pistole, auf der Netzhaut entstanden, in eine



Kontraktion des Daumenmuskels umzuset-
zen. Dieser sog. personliche Fehler betragt,
individuell unterschiedlich, einige Zehntel-
sekunden; durch Alkohol im Blut lisst er
sich betrdchtlich verlingern. Tréite er am
Ziel in exakt der gleichen Grofle wieder auf,
so wiirde die Laufzeit des Sprinters schon
richtig gemessen, wenn auch insgesamt ein
wenig zu spét. Darauf ist aber kein Verlass.
Wenn es um Rekorde geht, wird darum
heutzutage automatisch, d.h. elektronisch
gemessen, auf die Hundertstelsekunde ge-
nau. Diese Prézision erreicht kein Mensch.

‘ 113 ’Lénge,FIéiche,Vqumen

Die Volumina von Kérpern und Hohlrdumen
werden von ihren linearen Abmessungen
bestimmt. Fiir geometrisch einfache Korper
hilt die Mathematik entsprechend einfache
Formeln bereit, wie ® Abb. 1.3 zeigt.

Wo immer Kreise und Kugeln auftauchen,
erscheint die Zahl T, das Verhiltnis von
Kreisumfang und Kreisdurchmesser. Com-
puter haben 1t auf tausende Stellen hinter
dem Komma ausgerechnet; physikalisch
gibt das keinen Sinn, weil sich eine entspre-
chende Messgenauigkeit ja doch nicht errei-
chen ldsst. Auswendigzulernen braucht man
nur m=3,14; fiir Abschédtzungen geniigt es
oft, =3 zu setzen.

In jeder Formel zur Berechnung eines Vo-
lumens erscheint das Produkt dreier Lén-
gen, sei es nun als a-b-c, als r*-h oder als
r® - allenfalls ist noch ein Zahlenfaktor da-
bei. Demnach steht die physikalische Grofle
Volumen in engem Zusammenhang mit der
physikalischen Grofle Linge; das Volumen
hat die Dimension Linge hoch drei. Fiir die
physikalische Grof3e Fliche ergibt sich ganz
analog die Dimension Ldnge hoch zwei.
Daraus folgen wiederum feste Beziehungen
zwischen den Einheiten. Bei der Linge hat
man sich international auf die Einheit Me-
ter geeinigt, abgekiirzt m. Folglich ist die
Einheit der Fliche Meterquadrat, das man
lieber Quadratmeter nennt und m? abkiirzt,

A=2(a-c+a-b+b-c)
V=a-b-c

A=2m-r’+2m-r-h

V=r2n-h
f A=4xn-r?
T V= g—n-ﬁ

Abb. 1.3. Oberflaiche A und Volumen V von Quader,
Kreiszylinder und Kugel

und die des Volumens ,,Meter hoch drei
also m?, durchweg Kubikmeter genannt.

Die Festlegung von Einheiten ist reine
Willkiir; das beweisen all die vielen Meilen,
Ellen und Fiifle, die Kaufleuten noch im
19. Jahrhundert grofie und unnétige Miihe
beim Umrechnen gemacht haben. Internati-
onale Einigung bedeutet hier schon fiir sich
allein einen Fortschritt — welche Einheit es
dann trifft, ist im Grunde nicht mehr so
wichtig.

Das Verfahren der Lingenmessung ist be-
kannt; jedermann weif}, wie man mit einem
Zollstock umgeht: Man trdgt ihn wieder-
holt langs der zu messenden Strecke ab und
zéhlt, wie oft das geht. Im Allgemeinen wird
freilich ein Bruchteil vom Meter {ibrig blei-
ben; um auch ihn zu messen, ist der Zoll-
stock unterteilt, in 100 groflere Abschnitte,
die Zentimeter (cm), und 1000 kleinere, die
Millimeter (mm).

Messen heif3t, die Messgroe mit _

ihrer Einheit vergleichen.

1.1 Physikalische GroBen und ihre Einheiten |
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Wenn ein Mensch 1 m, 76 cm und 5 mm grof3
ist,dann darf man fiir seine Lange h schreiben:
» h=1,765m

» h=176,5cm

» h=1765 mm

» h=1,765-10> mm

Alle vier Schreibweisen besagen dasselbe.

Wollte man die Wellenldnge A derjenigen
Spektrallinie des Edelgases Krypton, die
noch vor einigen Jahren zur Definition des
Meters diente, auch in Metern angeben, so
hitte man zu schreiben:

A=10,0000006056 m.

Die vielen Nullen sind weder handlich noch
tibersichtlich. Darum weicht man gern in
die Schreibweise mit Zehnerpotenzen aus:
1=6,056-10"7 m. Ublich ist aber auch, Ein-
heiten um ganze Dezimalfaktoren zu redu-
zieren oder zu erweitern und dies durch
vereinbarte Vorsilben und deren Abkiirzun-
gen anzuzeigen. Zentimeter und Millimeter
wurden schon genannt, Kilometer sind
geldufig. Fiir die Wellenldngen sichtbaren
Lichtes ist das Nanometer (nm) angemes-
sen; es entspricht 10~ m:

A =605,6 nm.

Die international festgelegten Bezeichnun-
gen enthilt eine Tabelle im Anhang - zumin-
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Abb. 1.4. Messung der KorpergroBe eines Menschen
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dest die folgenden sollte man wie Vokabeln
auswendig gelernt haben:

Vorsilbe  Kennbuch- Zehner- _

stabe potenz
mikro p 10°¢
milli m 1073
zenti C 102
dezi d 107"
kilo k 103
mega M 108

Hier erweist sich wieder einmal die Kiirze
des Alphabets als l4stig: Der Buchstabe ,,m*
muss in Formeln die physikalische Grofle
Masse vertreten, als Einheit das Meter und
als Prifix den Faktor 1073, milli“ genannt.

»Eine Linge misst man durch Abtragen
eines Maf3stabes.“ Wie aber misst man den
Durchmesser eines Fufiballes? An die Lin-
ge, die gemessen werden soll, kommt man
ja mit dem Zollstock nicht heran. Deshalb
klemmt man den Fufiball zwischen zwei
parallele Latten und misst deren Abstand.
Nach dem gleichen Schema geht ein Arzt
vor, wenn er die Korpergrofle eines Pati-
enten bestimmt (@ Abb.1.4); hier sorgt
eine Mechanik fiir die Parallelfithrung des
Messfiihlers.

Ein Pantoffeltierchen kann man nicht
zwischen die Backen einer Schublehre
klemmen; seine Linge L wird unter dem
Mikroskop bestimmt. Dessen Okular besitzt
hierfiir ein Okularmikrometer, eine Skala,
die der Beobachter zugleich mit dem Ob-
jekt scharf sieht (@ Abb. 1.5, oberes Teilbild
- wie das moglich ist - wird im Kap. 7.2.10
besprochen). Damit kennt man L zunéchst
einmal in Skalenteilen. Deren metrische
Bedeutung ldsst sich aber bestimmen, wenn
man das Objekt gegen ein Objektmikrome-
ter vertauscht, einen kleinen Mafistab, der
meist 100 Teilstriche auf einem Millimeter
enthilt, in ® Abb. 1.5, unteres Teilbild aber
nur 20 Teilstriche. Der Rest ist Dreisatz.
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Abb. 1.5. Objektmikrometer und Pantoffeltierchen unter
einem Mikroskop mit Skala im Okular

Kennt man von einem Gegenstand alle
linearen Abmessungen, so kennt man auch
seine Oberfldche, sagt die Mathematik, und
im Prinzip hat sie Recht. Handliche Formeln
bietet sie freilich wieder nur fiir wenige,
geometrisch einfache Fille an. Die Fliche
eines Rechtecks ist das Produkt seiner bei-
den Seiten. Weil drei Paare von Rechtecken
einen Quader begrenzen (s. ® Abb. 1.3), gilt
fiir seine Oberfliche

Aq=2(a-b+b-c+c-a).

Von der Kugel sollte man wissen, dass ihre
Oberfliche Ag viermal so grof3 ist wie die
Flache A eines Kreises vom gleichen Ra-
dius r; also

Ag=4mr?und A, = r’m.

Der Mantel eines Kreiszylinders schliellich
lasst sich als Rechteck abrollen, wenn man

ihn aufschneidet. Die eine Rechteckseite hat
dann die Lange des Kreisumfangs

Uy =2rm.

Eine unregelmiflig begrenzte, aber ebene Fli-
che bestimmt man am einfachsten dadurch,
dass man sie vergroflert, verkleinert oder
auch naturgetreu auf Millimeterpapier iiber-
tragt und dann ganz stumpfsinnig die Qua-
dratmillimeter auszihlt. Nahezu hoffnungs-
los wird es aber bei unregelmiflig gewdlbten
Flichen. Man bestimmt sie nicht mehr, man
schitzt sie ab. Lungenbléschen z.B. sind nahe-
zu Kugeln mit leidlich einheitlichem Radius
(ca. 0,14 mm beim Menschen, abhdngig na-
tiirlich davon, ob er gerade ein- oder ausge-
atmet hat). Kennt man ihre Anzahl n (beim
Menschen ca.3-10%) und unterschlidgt man all
die Rohrchen, die sie miteinander verbinden,
so darf man fiir die gesamte Lungenoberfld-
che A; nédherungsweise setzen:

A; = 4mr?on.

Beim Menschen gibt das rund 70 m% mit
hinreichend feiner Unterteilung lédsst sich
auf wenig Raum viel Fldche unterbringen.

Riskanter ist schon die folgende Abschit-
zung: Ein erwachsener Mensch ist etwa
1,75 m grof3 (h,,) und hat einen Brust- und
Hiiftumfang U, von ungefihr 95 cm. Die
Oberfliche seines Korpers wird dann wohl
nicht wesentlich von der eines entsprechen-
den Kreiszylinders abweichen (@ Abb. 1.6).
Dessen Oberfliche ldsst sich nach den Re-
geln der Mathematik ausrechnen.

v

Zum Umgang mit quantitativen -

GroBen gehort zuweilen auch der
Mut zur groben Schatzung, nicht immer muss
prazise gemessen werden.

Das Volumen eines unregelméflig geform-
ten Korpers ldsst sich meist einfacher und
genauer bestimmen als seine Oberfliche.
Taucht man ihn ndmlich in Wasser oder

1.1 Physikalische GroBen und ihre Einheiten |
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Abb.1.6. Ein Mensch und sein ,Ersatzzylinder” zur
Abschétzung der Korperoberflache. Es ist nicht wesentlich,
ob man den Umfang zu 97 cm oder zu 95 cm ansetzt

eine andere Fliissigkeit, in der er sich nicht
16st, so verdrédngt er dort genau sein eigenes
Volumen. Eine vorgegebene Wassermenge
behidlt aber ihr Volumen bei, unabhingig
von der Form des Gefifies, in das man sie
gief3t — unter normalen Umstidnden jeden-
falls. Ist das Gefdf} ein Hohlzylinder, so ist
das Wasservolumen der Hohe des Wasser-
spiegels proportional, mit der Grundfliche
des Zylinders als Proportionalitdtskons-
tante. Folglich kann man eine Skala lings
seines Mantels statt incm gleich in cm?®
teilen und so einen Messzylinder herstel-
len (@ Abb. 1.7). Fiillt man in ihn eine be-
stimmte Menge Wasser (Volumen V;) und
taucht man den Probekérper (Volumen Vi)
hinein, so steigt der Wasserspiegel auf die
Marke V. Dann gilt

Ve=V1-V,

—auch trivialen Zusammenhidngen kann
man mit einer Formel einen Hauch von
Wissenschaftlichkeit geben. Zuweilen macht
das Ablesen eines Messzylinders etwas
Schwierigkeiten: Die Oberflichenspannung
(s.Kap. 3.4.1) kann das Wasser an der Wand
ein wenig hochziehen. Als Ablesemarke gilt
die Mitte des Meniskus. Nach dem gleichen
Prinzip wie die Messzylinder arbeiten Pipet-

| 1 Grundbegriffe

ten und Biiretten, die recht genau abgemesse-
ne Fliissigkeitsmengen abgeben konnen. Oft
findet man auf solchen Geriten die Einheit
Milliliter (ml) statt des cm3. Das braucht nie-
manden zu beunruhigen: schon vor vielen
Jahren sind beide Einheiten gleichgesetzt
worden. Definitionsgemaf gilt fiir das Li-
ter (1):11= 1dm?® = 10° cm®= 1000 ml. Blie-
be zu erwihnen: 1 cm? entspricht 107° m?; es
ist ein Kubikzentimeter und nicht etwa ein
Zentikubikmeter. Beim Potenzieren bilden
Kennbuchstabe und Einheitensymbol eine
(mathematische) Einheit.

| 114 ‘SI—Einheiten

Die Festlegung von Einheiten ist reine Willkiir.
Es empfiehlt sich aber, System in diese Willkiir
zu bringen. Vor nicht langer Zeit waren Meter
und Sekunde unabhingig voneinander definiert;
das machte sie zu Grundeinheiten des internati-
onalen Maf3systems und die zugehorigen Gréf8en
Linge und Zeit zu Grundgroffen. Der Prizisi-
onsmesstechnik zuliebe hat man inzwischen
das Meter iiber die Lichtgeschwindigkeit an die
Sekunde angehingt; es ist der 299.792.458te Teil
der Strecke, die das Licht im Vakuum in einer Se-
kunde zuriicklegt. Trotzdem behandelt man das
Meter aus alter Gewohnheit als Grundeinheit.

Abb. 1.7. Messzylinder, gefiillt mit 31 ml Fliissigkeit, die
Messgenauigkeit ist bescheiden



Im Maf3system kann man sich leichte Inkonse-
quenzen leisten. Es geht um Zweckmafigkeit,
nicht um Physik. Am zweckmifigsten ist aber
dasjenige System, das von den meisten Staaten
akzeptiert wird. Es heif3t Systéme International
d‘Unités, abgekiirzt SI; seine Einheiten sind die
SI-Einheiten. Es besitzt die sieben Grundgrsflen
Lénge, Zeit, Masse, elektrische Stromstérke, Tem-
peratur, Stoffmenge und Lichtstirke. Alle ande-
ren physikalischen Groéf3en sind vom Gesetzgeber
zu abgeleiteten GrofSen erkliart worden.

A 4

- Die GrundgroBen und -einheiten des

»Systéme International d‘Unités”:

» die Ldnge mit der Einheit Meter (m)

» die Zeit mit der Einheit Sekunde (s)

» die Masse mit der Einheit Kilogramm (kg)

» die el. Stromstdrke mit der Einheit Ampere (A)
» die Temperatur mit der Einheit Kelvin (K)

» die Stoffmenge mit der Einheit Mol (mol)

» die Lichtstdrke mit der Einheit Candela (cd)

Einer abgeleiteten Grofle wird entsprechend
ihrer Definition eine abgeleitete SI-Einheit
zugeordnet, z.B.

v

Abgeleitete Definition SI-
GroBe Einheit
Fliche Linge? m?
Volumen Lange? m?

Volumen stromstérke Volumen/Zeit m?3/s
Dichte Masse/Volumen kg/m?

Einige hdufiger gebrauchte SI-Einheiten be-
kommen eigene Namen, wie beispielsweise
die Krafteinheit Newton = N = kg- m/s? oder
die Druckeinheit Pascal = Pa =kg/(m-s?).
Auch durch Vorsilbe erweiterte SI-Einheiten
wie Mikrogramm (pg) und Kilometer (km)
gehoren zu den SI-Einheiten.

Die internationale Einigung auf das SI
schlief3t die Empfehlung ein, tunlichst nur
noch SI-Einheiten zu verwenden. Trotzdem
wird man auch weiterhin 86.400 Sekunden

einen Tag nennen und in 24 Stunden unter-
teilen. Der Wetterbericht hat seine Angaben
zum Luftdruck lingst vom alten ehrwiirdi-
gen Torr und mmHg auf Hektopascal um-
gestellt; die Medizin bleibt da konservativer.
Einen Druck kiimmert das nicht. Er ist wie
jede physikalische Grofle unabhingig von
der Einheit, in der er gemessen wird. Ob
110 mmHg oder 146 hPa, der Blutdruck ist
der gleiche.

Der Wert einer physikalischen _

GroBe ist unabhéngig von der Wahl der
Einheit.

‘ 1.1.5 ‘Dimensionskontrolle

Bei mathematischen Gleichungen miissen
auf beiden Seiten die Zahlen stimmen, bei
physikalischen Gleichungen dariiber hinaus
auch die Einheiten, die Dimensionen. Meter
kénnen Sekunden nie gleich sein, Kréfte nie
Energien und Kilowatt (kW) nie Kilowatt-
stunden (kWh), auch wenn da in Zeitungs-
artikeln manchmal manches durcheinan-
dergeht. Daraus folgen einige Rechenregeln.
Addieren kann man nur dimensionsgleiche
Grof3en, Lange zu Linge, Kraft zu Kraft, In-
duktivitit zu Induktivitét. Fiir Subtraktionen
gilt das gleiche. Multiplikation und Divisi-
on sind dahingegen immer erlaubt, fithren
aber zu neuen physikalischen Gréfien: Weg
durch Zeit gleich Geschwindigkeit mit der
SI-Einheit m/s und der verkehrsiiblichen
Einheit km/h. Potenzieren wiederum ist nur
mit reinen, dimensionslosen Zahlen im Ex-
ponenten mdglich: Linge? gibt eine Fliche
mit der SI-Einheit Quadratmeter (m?). Eine
Abklingfunktion e™ ist dahingegen unmég-
lich, jedenfalls wenn der Buchstabe ¢ die Zeit
bedeuten soll. Um den Exponenten dimen-
sionslos zu machen, muss noch eine ,Re-
laxationszeit“ r als Divisor hinzukommen
(e7'r) oder eine ,,Zeitkonstante* A als Faktor
("), Gleiches gilt fiir die Argumente an-

1.1 Physikalische GroBen und ihre Einheiten |
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derer mathematischer Funktionen wie Si-
nus, Logarithmus, Hyperbeltangens.

Bei komplizierteren physikalischen For-
meln lohnt zuweilen eine Dimensionskon-
trolle: Man notiert auf beiden Seiten der
Gleichung die Einheiten der beteiligten
physikalischen Grofien und reduziert sie
auf die Grundeinheiten. Wenn dann nicht
auf beiden Seiten das Gleiche steht, sind
die Formeln falsch, und man kann gleich
auf Fehlersuche gehen, bevor man mithsam
unsinnige Ergebnisse ausgerechnet hat.

Eine Dimensionskontrolle kann einen aber
auch an physikalische Zusammenhinge er-
innern, die man vielleicht vergessen hat. Bei-
spiel: Zu einer Geschwindigkeit v gehort die
Einheit m/s; die Anderungsgeschwindigkeit
einer Geschwindigkeit heiflt Beschleunigung
und bekommt die Einheit (m/s)/s = m/s%
Eine Kraft ist gleich Masse m mal Beschleu-
nigung, Einheit kg-m/s%. Das Produkt Ge-
wichtskraft mal Hubhohe gibt die Hubarbeit,
also eine Energie W. Ihr gebiihrt demnach
die Einheit (kg-m/s?*)-m =kg-m*s% Nun
ist aber m?/s? gleich (m/s)?, also die Einheit
eines Geschwindigkeitsquadrates v2. Woraus
folgt, dass auch das Produkt Masse mal Ge-
schwindigkeitsquadrat die Dimension einer
Energie besitzt. In der Tat gilt fiir die sog.
kinetische Energie Wy, = Y2 m-v2.

Hier zeigt sich freilich auch eine Schwi-
che der Dimensionsanalyse: Reine Zahlen-
faktoren wie hier das Y2 vermag sie nicht zu
erkennen.

1.2 | Mengenangaben

I
Einleitung
Alle Materie besteht aus submikroskopi-
schen Teilchen, aus Atomen oder Molekdilen. Es liegt des-
halb grundsdtzlich nahe, eine Substanzmenge durch die
Anzahl der in ihr vorhandenen Molekiile zu beschreiben.
Sie sind aber zu viele, als dass man diese Anzahl durch
Abzéhlen bestimmen konnte. Es ist leichter, eine Probe
zu wiegen; auch die Masse kann als Mal fiir Substanz-
mengen benutzt werden. Allerdings enthdilt ein Gramm

| 1 Grundbegriffe

Alkohol weniger Molekiile als ein Gramm Wasser; die
Molekiilmassen verschiedener chemischer Verbindungen
sind nicht gleich. Ehe die Chemiker Molekiilmassen abso-
[ut messen konnten, kannten sie schon deren Relationen;
die Massen der Molekiile von Wasser und Alkohol stehen
im Verhdiltnis 18 : 46. Das hat zu der Definition der
GrundgrolSe ,Stoffmenge” mit der Einheit Mol gefiihrt.
Auf das Volumen bezogene Mengen bezeichnet man als
Dichten (Anzahldichte, Massendichte, Stoffmengendich-
te) und die prozentualen Anteile einzelner Substanzen an
Gemischen als Gehalte oder Konzentrationen.

| 1.2.1 ‘ Masse und Stoffmenge

Kein Backrezept kann auf Mengenangaben
verzichten: Y4 Ltr. Milch, 250 g Weizenmehl,
3 Eier.,,Ltr.“ steht hier fiir Liter. Bei Fliissig-
keiten ldsst sich das Volumen am leichtesten
messen. Groflere Objekte wie die Eier kann
man einfach abzédhlen. Beim Mehl bevor-
zugt man aber das Gewicht, gemessen mit
einer Waage. Jeder Kaufmann, jedes Post-
amt benutzt Waagen. Wie sie funktionieren,
wird in Kap.2.2.7 beschrieben werden.
Dabei wird sich herausstellen, dass die
Umgangssprache mit dem Wort ,,Gewicht®
die physikalische Groéfle Masse meint.
Deren Eigenschaften werden in Kap.2.3.1
genauer behandelt. Jedenfalls ist die Masse
eine Grundgréfle im SI und bekommt die
Einheit Kilogramm (kg). Fiir den Hausge-
brauch wird das Kilogramm hinreichend
genau représentiert durch die Masse von
1000 ml Wasser.

Im Gegensatz zum Wasser bringt es ein
Kilobarren Gold nur auf etwa 50 cm?. Sind
die beiden Substanzmengen nun gleich, weil
ihre Massen gleich sind, oder sind sie ver-
schieden, weil ihre Volumina verschieden
sind? Die Frage ldsst sich nicht beantwor-
ten, weil der Gebrauch der Vokabel ,,Sub-
stanzmenge“ nicht eindeutig definiert ist.
Die beiden ,,Stoffmengen® sind jedenfalls
verschieden.

Alle Materie besteht aus Atomen, die sich,
von wenigen Ausnahmen abgesehen, zu
Molekiilen zusammenlegen. Ein natiirliches



Maf fiir die Menge einer Substanz wire die
Anzahl N ihrer Molekiile. Freilich, Molekiile
sind klein und entsprechend zahlreich; zu
handlichen Mengen gehéren unhandlich
grofle Anzahlen, weit iiber 10%°. Um sie zu
vermeiden, hat man in das Systeme Interna-
tional d‘Unités eine spezielle, zu N proporti-
onale Grundgrofle eingefiigt: die Stoffmen-
ge n mit der Einheit Mol (,,abgekiirzt“ mol).
Die Proportionalititskonstante heif3t

Avogadro-Konstante N, = 6,0220- 102 mol ™.
vy

- Die Stoffmenge n ist ein Mag fiir

die Anzahl der Teilchen in einer Probe. Ihre
Einheit Mol entspricht 6,0220 - 10?3 Teilchen.

Damit ist das Problem aber zunichst nur
verschoben, denn niemand kann die Mo-
lekiile auch nur eines Sandkorns abzihlen
und durch N, dividieren, um die Stoffmen-
ge zu bestimmen. Man legt weiterhin seine
Substanzproben auf die Waage, misst also
ihre Masse m, und rechnet um mit der sog.
Masse m
molare Masse M = ——
Stoffmenge n
der beteiligten Molekille (M wird auch
Molmasse genannt - die Einheit ist g/mol).
Dafiir darf die Probe allerdings aus nur ei-
ner einzigen Molekiilsorte bestehen, deren
Molmasse man kennt. Woher? In Natur und
Technik gibt es viel zu viele Molekiilarten,
als dass man alle ihre Molmassen in ei-
nem dicken Tabellenbuch zusammenfas-
sen konnte. Das ist aber auch nicht nétig,
denn Molekiile setzen sich aus Atomen
zusammen, von denen es nicht allzu vie-
le verschiedene Arten gibt, die der rund
hundert chemischen Elemente ndmlich.
Deren molare Massen lassen sich auflisten.
Dann braucht man nur noch die chemische
Formel eines Molekiils zu kennen, um seine
molare Masse auszurechnen:
» Wasserstoffatom: M(H) = 1 g/mol
» Sauerstoffatom: M(O) = 16 g/mol
» Wassermolekiil: M(H,0) = 18 g/mol

Die molare Masse M = m/n mit !

der Einheit g/mol einer Molekiilsorte ist die
Summe der molaren Massen der das Molekiil
bildenden Atome.

‘ 1.2.2 ’ Dichten und Gehalte

Volumen, Masse und Stoffmenge sind Kenn-
groflen einzelner Substanzproben, eines
silbernen Loffels etwa, eines Stiicks Wiirfel-
zucker, einer Aspirin-Tablette; sie sind keine
Kenngréflen von Substanzen wie Silber, Sac-
charose oder Acetylsalicylsdure. Vom Wasser
wurde schon gesagt, dass ein Liter 1000 g
wiegt; beim Silber sind es 10,5 kg und bei der
Saccharose 1586 g. Zwei Liter wiegen jeweils
doppelt soviel und 0,51 die Hilfte. Der Quo-
tient aus Masse und Volumen ist substanzty-
pisch. Man nennt ihn
. Masse m
Dichtep= ————
Volumen V
Manchmal empfiehlt sich der Name Mas-
sendichte, um deutlich von der
Stoffmenge
Stoffmengendichte = ———
ffmeng Volumen
zu unterscheiden (die zuweilen kurz Molari-
tdt genannt wird). Wenn man diese mit der
Avogadro-Konstanten multipliziert, erhalt
man die
Teilchenanzahl
Teilchenanzahldichte = ——
Volumen
Die Kehrwerte der ersten beiden Dichten
bekommen Namen. Massenbezogene Gro-
Ben heiflen iiblicherweise ,,spezifisch®, also
Volumen

spezifisches Volumen V, =
pezifi $ Masse

1
"~ Dichte

Der Kehrwert der Stoffmengendichte miisste
korrekt ,,stoffmengenbezogenes Volumen*

1.2 Mengenangaben |
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genannt werden. Das ist zu umstdndlich,
darum spricht man lieber vom
Volumen

Molvolumen V, =———,

Stoffmenge
meist in der Einheit Liter/Mol (I/mol) angege-
ben. Man darf sich durch den Namen nicht zu
der Annahme verleiten lassen, beim Molvolu-
men handele es sich um ein Volumen, das in
m?® oder ] allein gemessen werden kénnte.

Der thermischen Ausdehnung wegen sind alle
Dichten temperaturabhéngig, auch die Molaritit.
Wen das stort, der kann auf die

Stoffmenge

Molalitit c,, = M
asse

mit der Einheit mol/kg ausweichen.

12

» spezifische Grof3en:
» Massendichte p = m/V/ (iibliche Einheit g/ml)
» Kehrwert = V//m = spezifisches Volumen
» Stoffmengendichte (Molaritat) = n/V
» Kehrwert = V//n = molares Volumen
= Molvolumen
» Molalitdat =n/m

Fiir die Verkehrstiichtigkeit eines Autofah-
rers spielt es eine erhebliche Rolle, ob er
gerade eine halbe Flasche Bier oder eine
halbe Flasche Schnaps getrunken hat. Jeder
Doppelkorn enthélt mehr Alkohol als das
stirkste Bockbier. Was ist damit gemeint?
Spirituosen sind Mischungen, im Wesentli-
chen aus Alkohol und Wasser; die wichtigen
Geschmacksstoffe, die z.B. Kirschwasser
von Himbeergeist unterscheiden, spielen
mengenmiflig kaum eine Rolle. Zur Kenn-
zeichnung eines Gemisches dient der
Gehalt = —ciimenge

Gesamtmenge

Als Quotient zweier Mengen ist er eine reine
Zahl und ldsst sich darum auch in Prozent
angeben. Beim Blutalkohol bevorzugt man
das um einen Faktor 10 kleinere Promille, bei

| 1 Grundbegriffe

Spuren von Beimengungen das ppm; die drei
Buchstaben stehen fiir ,,parts per million®
also 107%. Hochentwickelte Spurenanalyse
dringt bereits in den Bereich ppb ein, ,,parts
per billion“; gemeint ist 107%, denn im An-
gelsdchsischen entspricht ,,billion“ der deut-
schen Milliarde (=10°) und nicht der Billion
(=10'). Die Summe aller Gehalte einer Mi-
schung muss notwendigerweise eins ergeben.

Auf welche Mengenangabe sich ein Ge-
halt bezieht, ist zunichst noch offen; man
muss es dazu sagen. Der

Masse des geldsten Stoffes

Massengehalt = —
Masse der Losung

wird zuweilen als ,,Gew.%“ bezeichnet, als
»Gewichtsprozent“ — und der

Volumengehalt
_ Volumen des geldsten Stoffes

Volumen der Losung

als ,Vol.% als ,,Volumenprozent“ also. Wenn
man es ganz genau nimmt, muss man ein we-
nig aufpassen: Die Teilmassen einer Mischung
addieren sich prézise zur Gesamtmasse; die
Volumina tun dies nicht unbedingt. Allerdings
ist die Volumenkontraktion oder -dilatation
beim Mischen meist gering. Der

Stoffmengengehalt
_ Stoffmenge des gel6sten Stoffes

Stoffmenge der Losung

ist dem Teilchenanzahlgehalt gleich, denn
die Avogadro-Konstante steht im Zahler
wie im Nenner, kiirzt sich also weg. Einen
Stoffmengengehalt bezeichnet man auch als
Molenbruch oder als ,,At.%“ (Atomprozent).
ppm und ppb werden iiblicherweise nur bei
Stoffmengengehalten verwendet (und nach
neuester Empfehlung am besten gar nicht).

T I
Rechenbeispiel

Wie grof3 ist die Stoffmengendichte des Alko-

hols in einem Schnaps mit 40 Vol.%? Die Dich-

te des Athylalkohols (C,H;OH) ist 0,79 g/ml.



Losung: Die Stoffmengendichte des reinen
Alkohols kann zum Beispiel als Anzahl der
Alkoholmolekiile in Mol pro Liter Alkohol
angegeben werden. Dazu muss die Massen-
dichte durch die Molmasse M des Athylalko-
hols geteilt werden. Laut Anhang ergibt sich
die Molmasse zu:

M(C,H;OH) = 2-M(C) + 6- M(H) + M(O)
= 24 g/mol + 6 g/mol + 16 g/mol = 46 g/mol

Die Stoffmengendichte des reinen Alkohols
ist dann

n 790% mol
Lo =17,18 —
mol

Im Schnaps ist aber nur 40% des Volumens
Alkohol, also ist hier die Stoffmengendichte
um den Faktor 0,4 kleiner:

n 7907 mol
—=0,4- =6,87 —
v 16-E 1
1.3 | Mathematische Hilfsmittel
— aa——
Einleitung

Die Mathematik liefert dem Physiker
unentbehrliches Handwerkszeug; kein Physikbuch
kommt daran vorbei. Manches Werkzeug ist auf einen
Spezialfall zugeschnitten; das nimmt man erst zur Hand,
wenn man es braucht. Andere lassen sich aber so vielsei-
tig verwenden, dass es Sinn macht, sie gleich zu Beginn
bereitzulegen, auch wenn die ,Gebrauchsanweisungen”
dann etwas abstrakter formuliert werden miissen.

‘ 131 ’Messfehler
und Messunsicherheiten

Kein Messergebnis kann absolute Genauig-
keit fiir sich in Anspruch nehmen. Oftmals
ist schon die Messgrofie selbst gar nicht
prazise definiert. Wenn ein Straflenschild
in Nikolausberg behauptet, bis Gottingen

seien es 4 km, dann geniigt das fiir die Zwe-
cke des Straf3enverkehrs vollauf. Gemeint ist
so etwas wie ,,Fahrstrecke von Ortsmitte bis
Stadtzentrum®. Wollte man die Entfernung
auf 1 mm genau angeben, miisste man zu-
néchst die beiden Ortsangaben prizisieren,
z.B. ,Luftlinie von der Spitze der Wetterfah-
ne auf der Klosterkirche von Nikolausberg
bis zur Nasenspitze des Ginseliesels auf
dem Brunnen vor dem alten Rathaus in
Gottingen. Der messtechnische Aufwand
stiege betrdchtlich und niemand hitte etwas
davon. Bei allen Messungen muss man Auf-
wand und Nutzen gegeneinander abwigen.

Messfehler: Differenz zwischen _

Messwert und grundsatzlich unbekanntem
wahren Wert der Messgrof3e.

Messfehler lassen sich in zwei grofle Grup-
pen einteilen: die systematischen und die
zufilligen Fehler. Wenn man sein Lineal auf
ein Blatt Millimeterpapier legt, sieht man
zumeist eine deutliche Diskrepanz zwischen
den beiden Skalen; Papier ist kein gutes Ma-
terial fiir Langenmafistdbe. Wer sich trotz-
dem auf sein Blatt Millimeterpapier verldsst,
macht einen systematischen Fehler, weil die
Skala nicht genau stimmt. Grundsdtzlich gilt
das fiir jede Lingenmessung, fiir jede Mes-
sung iiberhaupt. Auch Prizisionsmessinstru-
mente konnen Eichfehler ihrer Skalen nicht
vollstdndig vermeiden. Um sie in Grenzen zu
halten, miissen z.B. Hindler ihre Waagen von
Zeit zu Zeit nacheichen lassen. Aber auch in
Messverfahren konnen systematische Fehler
implizit eingebaut sein. Hohe Temperaturen
wird man oft etwas zu niedrig messen, da der
Messfiihler seine Temperatur erst angleichen
muss und der Benutzer vielleicht nicht die
Geduld aufbringt, lange genug zu warten.

Systematischer Fehler: prinzipiel- _

ler Fehler des Messverfahrens oder Mess-
instruments, z.B. Eichfehler — reproduzierbar.

1.3 Mathematische Hilfsmittel |
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Systematische Fehler sind schwer zu er-
kennen; man muss sich sein Messverfahren
sehr genau und kritisch ansehen. Der zu-
fallige Fehler meldet sich selbst, wenn man
eine Messung wiederholt: Die Ergebnisse
weichen voneinander ab. Letzten Endes
rithrt diese Streuung von Storeffekten her,
die man nicht beherrscht und zum groflen
Teil nicht einmal kennt.

- Zufallige Fehler verraten sich durch

Streuung der Messwerte.

Wie grof3 ist eine Erbse? Diese Frage zielt
auf die ,Erbse an sich® nicht auf ein ganz
bestimmtes Einzelexemplar. Dabei spielt die
Sorte eine Rolle, der Boden, die Diingung,
das Wetter. Aber auch innerhalb einer Ernte
von einem ganz bestimmten Feld streuen
die Durchmesser verschiedener Erbsen
deutlich. Deshalb kann nur nach einer mitt-
leren Grofle gefragt werden.

Nach alter Regel bestimmt man den Mittel-
wert <x> einer Reihe von Messwerten Xj da-
durch, dass man sie alle zusammenzihlt und
das Resultat durch ihre Anzahl n dividiert:

n

_1 _1
<xX>= n(x1+...+x,,)— 0 25
j=1

Der Index j lduft von 1 bis n, er kennzeichnet
den einzelnen Messwert. Nun wird niemand
alle zigtausend Erbsen einer Ernte einzeln
ausmessen, um den wahren Mittelwert
<d,> des Durchmessers zu bestimmen.
Man begniigt sich mit einer Stichprobe.
Zum Beispiel wurden bei n = 12 willkiirlich
aus einer Tiite herausgegriffenen Erbsen die
Quotienten x; = dj/mm gemessen und in der

j
folgenden Wertetabelle zusammengestellt:

X] X2 X3 X4 X5 Xg X7 Xg X9 Xjp
7,579 7,6 8,2 7,4 8,0 8,0 7,9 7,6 7,7

X11 X2

7,2 7,5

1 Grundbegriffe

Daraus errechnet sich der Mittelwert der
Stichprobe zu <x> = 92,5/12 = 7,71.

Mittelwert = Quotient aus
Summe und Anzahl der Messwerte, bester
Schatzwert des unbekannten wahren Wertes.

Wie zuverléssig ist ein Mittelwert? Genau
lasst sich das nicht sagen, aber die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung hilft weiter. So viel
leuchtet ein: Der Mittelwert der Stichprobe
wird umso zuverldssiger sein, je grofler man
den Umfang n der Stichprobe macht, und je
weniger die einzelnen Messwerte streuen. n
hat man selbst in der Hand, seine Grofie ist
eine Frage des Aufwandes, den man treiben
will. Benétigt wird aber noch ein Streumaf
fiir die Messwerte. Die Differenzen x;-<x>
zwischen den einzelnen Messwerten und
dem Mittelwert konnen dieses Mafl nicht
unmittelbar liefern, weil sie positive wie
negative Vorzeichen haben und sich zu Null
aufaddieren; so ist letzten Endes der Mittel-
wert definiert. Die Quadrate (xj—<x>)2 sind
aber wie alle Quadratzahlen grundsitzlich
positiv. Wenn man sie addiert und durch
n-1 teilt, bekommt man die sog.

. 5 z ( Xj-<X >)?
Varianz s*=——7"—"—":

n-1

Der Einfachheit halber sind hier die Grenzen
der Summe nicht mitgeschrieben worden.
Dass durch n-1 und nicht durch » dividiert
wird, liegt daran, dass man mindestens zwei
Messwerte braucht, um einen Mittelwert
ausrechnen zu konnen. Ein eigenes Buch-
stabensymbol bekommt die Varianz nicht;
sie ist das Quadrat der

Standardabweichung s =+ Varianz.

Manche Taschenrechner erlauben, s mit ei-
nem einzigen Tastendruck auszurechnen.

s? und s lassen sich grundsitzlich fiir jede
Messreihe angeben. Zuverldssige Bedeutung
haben sie aber nur, wenn die Messwerte tat-
sdchlich rein zufillig streuen. Mathematisch



ldsst sich dies daran erkennen, dass sich die
Messwerte entsprechend der sog. Normal-
verteilung (auch Gauf-Verteilung genannt)
um ihren Mittelwert scharen. Wie man dies
feststellt, erldutern einschligige Mathema-
tikbiicher. Sind die Messwerte tatsdchlich
normal verteilt, so weichen 68% von ihnen
nicht mehr als eine Standardabweichung
nach oben oder nach unten vom Mittelwert
ab, liegen also zwischen <x>-s und <x>+s.

Dividiert man s noch einmal durch \/, so
bekommt man die

Standardabweichung des Mittelwertes

s(<x>)=%
n

als Maf fiir die Zuverldssigkeit des Mittel-
wertes selbst: Bei normal verteilten Mess-
werten liegt <x> mit einer Wahrschein-
lichkeit von 68% nicht weiter als eine
Standardabweichung von dem unbekannten
wahren Mittelwert entfernt.

- Standardabweichung des Mittel-

wertes: Schatzwert der sich aus zufélligen
Messfehlern ergebenden Messunsicherheit.
Messunsicherheit: Abschatzung des Intervalls,
in dem der unbekannte wahre Wert wahr-
scheinlich liegt.

Im Erbsenbeispiel kommen heraus: Vari-
anz = 0,0864 mm?% Standardabweichung
= 0,294 mm; Standardabweichung des
Mittelwertes = 0,0849 mm. Im Allgemeinen
dndern sich Varianz und Standardabwei-
chung nicht, wenn man den Umfang n der
Stichprobe vergroflert; man erhdlt sie le-
diglich genauer. Das heifit aber auch, dass
der Standardabweichung des Mittelwertes
umgekehrt proportional zu \/n kleiner wird.
Grundsitzlich kann man also die Messgenau-
igkeit trotz (zufillig!) streuender Messwerte
durch Ausdehnung der Stichprobe so weit
treiben wie man will. Nur wéchst der Auf-
wand leider quadratisch mit dem Gewinn
an Genauigkeit.

Bei hinreichend prizisen Messverfahren
und hinreichend &hnlichen Messobjekten
braucht man sich iiber Standardabweichung
und Standardabweichung des Mittelwertes
weiter keine Gedanken zu machen. Es wire
unsinnig, wollte man in der Klinik allen Pa-
tienten jeden Morgen die Kérpertemperatur
fiinfmal dicht hintereinander messen, nur
um einen Mittelwert zu bestimmen und den
Standardfehler herunterzudriicken; eine ein-
zige Messung erfiillt ihren Zweck durchaus.
Wenn aber die einzelnen Messwerte merk-
lich streuen und gar noch wichtige Schliisse
aus dem Ergebnis gezogen werden, dann
sollte die Messunsicherheit beziehungsweise
die Standardabweichung des Mittelwertes
schon ausgerechnet werden.

Sie mitzuteilen gibt es mehrere Mog-
lichkeiten. In Diagrammen kann man zu
jedem Messpunkt einen Fehlerbalken (bes-
ser: Messunsicherheitsbalken) zeichnen
(@ Abb. 1.8). Messwerten fiigt man die Mes-
sunsicherheit an. Im Erbsenbeispiel konnte
man schreiben:

2,01
=
€
~
wv
]
=
D 1,54
wv
s 7§
- A
kS
N A
7
©
T 10 ‘ .
T T T T T
1 7
vor Tage nach

Beginn der Behandlung

Abb. 1.8. Elastizitdt des Blutes wahrend einer Behandlung
mit einem blutverflissigenden Mittel als Beispiel fiir ein
Diagramm mit Fehlerbalken (in diesem Zusammenhang
spielen das Messverfahren und die medizinische Bedeutung
der Messwerte keine Rolle). Kreise und Fehlerbalken:
Mittelwerte aus einer Beobachtungsgruppe von 28
Patienten mit Standardabweichung des Mittelwertes; die
ausgefiillten Messpunkte gehdren zu zwei Mitgliedern
der Beobachtungsgruppe: einzelne Messwerte kénnen
durchaus weit auBerhalb des Standardfehlers liegen.
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mittlerer Durchmesser = (7,71 + 0,09) mm.

Meist lohnt es nicht, von der Messunsicherheit
mebhr als eine zdhlende Dezimalstelle anzuge-
ben; man sollte aber nach oben aufrunden, um
nicht hochzustapeln. Bei obiger Schreibweise
spricht man von der absoluten Messunsicher-
heit und bezeichnet sie bei einer Messgrofie x
nach DIN-Norm mit u(x) (oft wird auch Ax ge-
schrieben; das bedeutet aber eigentlich einen
Messfehler, also eine bestimmte Abweichung
vom wahren Wert). Erlaubt ist aber auch,

mittlerer Durchmesser = 7,71 (1 + 1,1%) mm

zu schreiben. Hier spricht man von der re-
lativen Messunsicherheit u(x)/x,. Beide Be-
zeichnungen sind sprachlich nicht so ganz
korrekt, denn es handelt sich ja jedes Mal
um die gleiche Messunsicherheit.

vy

- Absolute Messunsicherheit u(x),

16

relativer Messunsicherheit u(x)/x,.

Oftmals werden Messergebnisse kombiniert,
um etwas anderes auszurechnen; dabei rei-
chen sie ihre Messunsicherheiten an das
Resultat weiter: Als Folge der Fehlerfort-
pflanzung bekommt dies eine gesamte Mes-
sunsicherheit. Wer 100 Erbsen dicht an dicht
aneinander legt, darf erwarten, dass die Kette
ca. 771 mm lang wird, mit einer absoluten
Unsicherheit von #9 mm und einer relativen
von nach wie vor +1,1%. Bei der Addition
von Messwerten addieren sich die absoluten
Unsicherheiten. Fiir die Subtraktion gilt das
Gleiche. Gewiss darf man darauf hoffen, dass
sich die absoluten Fehler z.T. kompensieren,
aber verlassen darf man sich darauf nicht.
Dieser Zusammenhang kann zu hohen rela-
tiven Unsicherheiten fiithren, wenn sich die
gesuchte Grofle nur als (kleine) Differenz
zweier (grofler) Messwerte bestimmen ldsst.
Wie viel Nahrung ein Sdugling beim Stillen
aufgenommen hat, stellt man tiblicherweise
dadurch fest, dass man ihn vorher und hin-
terher wiegt, mitsamt den Windeln. Grund-

| 1 Grundbegriffe

sdtzlich kénnte man auch die Mutter wiegen,
aber dann wire das Resultat weniger genau.

Bei der Multiplikation von Messwerten
addieren sich die relativen Unsicherheiten,
wie die folgende Rechnung fiir den Zusam-
menhang Z=X-Y zeigt. Bezieht man die ab-
soluten Unsicherheiten mit ein, so hat man
zu schreiben:

Z=Zytu(Z) = (Xptu(X))- (Yoxu(Y)).
Ausmultiplizieren der Klammern fithrt zu

Zo+ u(Z)=X, Y, + X, u(Y) + Y, u(X)
+ u(X)- u(Y).

Da man grundsitzlich mit der ungliick-
lichsten Vorzeichenkombination rechnen
muss, addieren sich die drei letzten Glieder
zu der absoluten Unsicherheit u(Z) und da-
mit zur relativen Unsicherheit:

u(Z)  Xyu(Y) N Yy u(X) N u(X)-u(Y)
zZy XY, X% o XY

_uX) u@) uX)ul¥)
X Y Xo ¥

Liegt die relative Unsicherheit der beiden
Einzelmesswerte in der Gréflenordnung
Prozent oder gar darunter, so ist ihr Pro-
dukt um mindestens zwei Zehnerpotenzen
kleiner, kann also vernachlédssigt werden:
Addition der relativen Unsicherheiten bei
Multiplikation der Messwerte. Fiir deren
Division gilt das Gleiche.

Fehlerfortpflanzung (gesamte !

Messunsicherheit):

Addition und Subtraktion der Messwerte:
Addition der absoluten Messunsicherheiten,
Multiplikation und Division der Messwerte:
Addition der relativen Messunsicherheiten.

In der Physik und im téglichen Leben macht
man sich meist nicht die Miihe, die Stan-
dardabweichung des Mittelwertes tatséchlich



auszurechnen. Die meisten Messverfahren
sind fiir ihren Zweck prézise genug, sodass
sich Messwiederholungen nicht lohnen.
Trotzdem sollte man die Messunsicherheit
abschdtzen und Zahlenwerte grundsitzlich
nicht genauer hinschreiben, als man sie hat:
die letzte angegebene Dezimalstelle sollte
noch stimmen. Wenn das Schild in Nikolaus-
berg behauptet, bis Gottingen seien es 4 km,
dann sollte die tatsdchliche Entfernung na-
her bei diesem Wert liegen als bei 3 km oder
bei 5km. Darum sollte auch der mittlere
Radius der Erdbahn zu 149,5-10° km ange-
geben werden und nicht zu 149.500.000 km,
denn fiir die fiinf Nullen kann niemand
garantieren. Umgekehrt sollte die Linge des
50-m-Beckens in einem wettkampfgeeigne-
ten Schwimmstadion durchaus 50,0 m, wenn
nicht gar 50,00 m betragen.

- Man sollte alle Dezimalstellen ange-

ben, die man zuverldssig gemessen hat, nicht
weniger, aber auch nicht mehr.

Messwerte streuen, der zufilligen Fehler
wegen. Deshalb lassen sich in einem Di-
agramm die Messpunkte nur dann leicht
durch eine glatte Kurve verbinden, wenn die
Streuung geringer ist als die Strichbreite. In
@ Abb.1.8 ist dem dadurch nachgeholfen
worden, dass nur die aus zusammengeho-
renden Messungen gebildeten Mittelwerte
als offene Kreise eingetragen wurden. Hitte
man alle Messpunkte in das Diagramm
aufgenommen, so wire es uniibersichtli-
cher geworden; vermutlich hétten sich die
Punkte aber erkennbar um ihre Mittelwerte
geschart und so den Zeichner veranlasst,
mit Kurvenlineal und Augenmaf3 eine glatte
Ausgleichskurve nahezu der gleichen Form
hindurchzulegen. Grundsitzlich kann man
auch rechnen. Der mathematische Aufwand
ist aber nicht gering, es sei denn, man gibt
sich mit einer Ausgleichsgeraden zufrieden
(manche Taschenrechner vermogen deren
Parameter zu bestimmen, Tabellenkalkula-
tionsprogramme auf dem PC sowieso).

Ausgleichsgerade (Ausgleichs- !

kurve): an eine Punktreihe im Diagramm
angepasste Gerade (glatte Kurve).

T I
Rechenbeispiel
Es soll die Massendichte eines wiirfelfor-
migen Spielzeug-Bauklotzes aus Holz be-
stimmt werden. Dazu wird die Kantenl4nge
mit einem Lineal zu a = (34,5 + 0,25) mm
gemessen. Dabei wurde die Ablesegenau-
igkeit zu 0,25 mm geschidtzt. Die Masse
wurde mit einer einfachen digitalen Labor-
waage zu m = (30,0 + 0,1) g gemessen. Wel-
chen Wert hat die Dichte und mit welcher
Messunsicherheit ist dieser Wert behaftet?
Losung: Das Volumen des Bauklotzes
berechnet sich zu V = a® = 41063,625 mm?>.
Hier wurden aber sicher unsinnig viele Stel-
len angegeben. Die relative Messungenauig-
keit fiir die Kantenldnge ist:

u(a) _0,25mm

=0,0072.
a 34,5mm

Da zur Berechnung des Volumens a zweimal
mit sich selbst multipliziert wird, ist die re-
lative Unsicherheit des Volumens nach der
einen Regel zur Fehlerfortpflanzung drei-
mal so grof3:

u(V)
\4

= 3-M=0,022.
a

Die absolute Unsicherheit des Volumens ist
also u(V) = 893 mm?>. Eine verniinftige Anga-
be des Volumens lautet also V = (41 £ 0,9) cm?.
Die Dichte ist

_m_ &
p=17= 07306 —=
Die relative Unsicherheit ergibt sich wieder
aus einer Addition:

u(p) _ u(m) N u(v)
p m 14
=0,0033+0,022 =0,0253.
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Die Unsicherheit der Dichte wird also im
Wesentlichen durch die Unsicherheit des
Volumens bestimmt. Absolut ist also die
Dichte des Bauklotzes:

g
=(0,73% 0,02 :
p=(0,73%0,02)—>

| 1.3.2 ‘ Vektoren und Skalare

Wie finden die Médnner vom Bautrupp im
Biirgersteig den Deckel iiber einem unter-
irdischen Hydranten, wenn frischer Schnee
gefallen ist? Sie suchen deutlich tiber Kopf-
hohe an einem Laternenmast ein Schild
nach Art der ® Abb. 1.9 und wissen dann:
senkrecht zum Schild 5,5 m geradeaus, dann
im rechten Winkel 0,5 m zur richtigen Seite;
dort hat der Deckel zu sein. Eine Angabe
tiber die dritte Richtung im Raum, iiber
die Hohe, ist nicht nétig; Hydrantendeckel
schlieflen mit dem Asphalt des Biirgerstei-
ges ab. Bei einem im Mittelalter vergrabe-
nen Schatz wiisste man aber ganz gerne
noch: 2 Klafter tief in der Erde.

Eine Position in der Welt, einen Punkt
im Raum kann man nicht absolut festlegen,
sondern nur relativ zu einem Koordinaten-
system. Das kann das Gitternetz auf den
Karten im Atlas sein oder auch vom Schild
am Laternenpfahl vorgegeben werden. Das
Koordinatensystem darf willkiirlich gewahlt

Abb. 1.9. Hinweisschild fiir einen Hydrantendeckel in der
StraBe. Der Deckel befindet sich fiinfeinhalb Meter vor dem
Schild und einen halben Meter nach rechts versetzt.

| 1 Grundbegriffe

Abb. 1.10. Der Ortsvektor zum Punkt P.

werden, aber so verniinftig wie méglich soll-
te man schon wihlen.

Der Raum, in dem alles geschieht, was
geschieht, hat drei voneinander unabhin-
gige Richtungen: vorn-hinten, rechts-links,
oben-unten. Man nennt ihn dreidimensional
(und benutzt hier das Wort ,,Dimension“ in
einem ganz anderen Sinn als im Kap. 1.1.5).
Folglich braucht ein rdumliches Koordina-
tensystem drei sog. Achsen: sie zeigen in
drei Raumrichtungen und schneiden sich in
einem Punkt, dem Nullpunkt des Systems.
Ublicherweise ordnet man ihnen die letzten
drei Buchstaben des Alphabets zu: x-Achse,
y-Achse, z-Achse. Vom Nullpunkt aus kann
man jeden Punkt P im Raum grundsitzlich
in drei geraden Schritten erreichen, ein je-
der parallel zu einer anderen Achse. Die Ab-
schnitte auf den Achsen r,, " und r, (siehe
@ Abb. 1.10), die diesen Schritten entspre-
chen, sind die sog. Koordinaten des Punktes
P. Die drei Achsen miissen nicht senkrecht
aufeinander stehen, aber wenn sie es tun,
spart das mancherlei Miihe. Man spricht
dann von kartesischen Koordinaten (René
Descartes,,,Renatus Cartesius® 1596-1650).

Zieht man vom Nullpunkt des Koordi-
natensystems einen Pfeil zum Punkt P, so
erhdlt man dessen Ortsvektor 7(P). Er legt P
eindeutig fest. Allgemein wird eine physika-
lische Grole durch einen Vektor beschrie-



ben, wenn sie eine Richtung im Raum hat,
wie z.B. eine Kraft, eine Geschwindigkeit,
eine elektrische Feldstirke. Im Gegensatz
dazu stehen physikalische Groflen, die
durch Skalare, denen sich keine Richtung
im Raum zuordnen lédsst, beschrieben wer-
den, wie etwa die Masse, die Temperatur, der
elektrischen Widerstand. Auch mit Vektoren
kann man rechnen, die Regeln miissen aber
natiirlich anders festgelegt werden als bei
Skalaren. Darum malt man in Formeln iiber
die Buchstabensymbole der Vektoren klei-
ne Vektorpfeile: Kraft F, Geschwindigkeit ¥,
Feldstirke E, aber Masse m, Temperatur T,
Widerstand R.

- Physikalische GroRe, die eine Rich-

tung im Raum haben: Vektoren; Ungerichtete
physikalische GroBen: Skalare.

Vektoren lassen sich durch Pfeile symboli-
sieren. Sie haben nicht nur eine Richtung,
sondern auch einen positiven (skalaren)
Betrag, der durch die Pfeilldnge symbolisiert
wird. Auch gerichtete physikalische Grofen
haben ja neben der Richtung einen Betrag:
den Betrag der Geschwindigkeit, die Stirke
der Kraft, usw. Ein Vektor d kann als Produkt
seines Betrages |d| und des Einheitsvektors
in seiner Richtung €, geschrieben werden.
Dabei wird die Einheit der physikalischen
Grofle immer dem Betrag zugeordnet. Wenn
in diesem Buch gelegentlich einfach der
Buchstabe ohne Vektorpfeil geschrieben
wird, so ist dann immer der Betrag des Vek-
tors gemeint, also a = |d|. Ein Einheitsvektor
ist ein dimensionsloser Vektor mit Betrag
eins, hat also keine Einheit. Bei der Multipli-
kation eines Vektors mit einer positiven Zahl
wird sein Betrag um diesen Faktor gedndert,
seine Richtung dndert sich nicht.
y

- Ein Vektor a ist das Produkt

aus (skalarem) Betrag |d| und dem Einheits-
vektor e,.

oy
Il
Qy
+
Sy

Abb. 1.11. Vektoraddition. Vektoren werden zumeist durch
einen libergesetzten Vektorpfeil gekennzeichnet

Addiert werden Vektoren durch Aneinander-
hingen ihrer Pfeile: @ Abb.1.11 entspricht
also der Gleichung

c=d+b.

Diese Regel erlaubt, jeden Vektor in Kom-
ponenten zu zerlegen, deren Summe er
darstellt - zwei Komponenten in der Ebene,
drei im Raum (@ Abb. 1.12).

Dabei ist eines zu beachten: Vektoren
haben im Allgemeinen wirklich nur eine
Richtung im Raum, keine Lage. Die sie
symbolisierenden Pfeile diirfen beliebig
auf dem Papier herumgeschoben werden
- allerdings nur parallel zu sich selbst, denn
das dndert ihre Komponenten nicht. Eine
Ausnahme bildet der Ortsvektor: Er muss
beim Koordinaten-Nullpunkt beginnen und
darf nicht parallelverschoben werden, denn
dann endete er nicht im Punkt P.

Die Achsen eines Koordinatensystems
werden durch Einheitsvektoren in den
Achsenrichtungen é,, €, und ¢, festgelegt.
Die Komponenten eines Vektors in diesen
Richtungen konnen somit als Produkt dieser

- - - -
a=a,+a,+a,

7 4

Abb. 1.12. Zerlegung des raumlichen Vektors d in die drei
senkrecht aufeinander stehenden Komponenten d,, d, und
a,
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Einheitsvektoren mit den Koordinaten des
Vektors geschrieben werden (@ Abb.1.12).
Im Falle des Ortsvektors 7(P) sind diese
Koordinaten identisch mit den Koordinaten
des Punktes P. Es ist zu beachten, dass die
Koordinaten anders als der Betrag eines
Vektors auch negativ sein konnen. Sie sind
aber auch physikalische Gr63en, haben also
eine Einheit. Ist das Koordinatensystem ein-
mal festgelegt, so ist der Vektor durch diese
drei Koordinaten (im Raum) vollstindig
beschrieben.

- Komponentendarstellung eines

Vektors:
d=d,+a,+d,=a,-e+a, e,+a, e
a,, a,, a,: Koordinaten des Vektors

Esist gebrauchlich,die Koordinaten eines Vek-
tors in eine Spalte untereinander zu schreiben.
Dies verringert den Schreibaufwand:

Im Prinzip kann man zwei Vektoren mit Blei-
stift, Lineal und Winkelmesser auf dem Papier
addieren; in der Praxis wiisste man es freilich
oftmals gerne genauer, als auf diesem Wege
moglich. Wie addiert man zwei Vektoren mit
dem Taschenrechner? Dazu muss man ihre
Koordinaten kennen und es gilt dann:

E=a+E=(ax+bx)~éx+(ay+by)-éy

ay + by
+ (ag+by)-é; = ay”’y

az +b,

- Vektoraddition: graphisch durch

20

Aneinanderlegen der Vektorpfeile; rechne-
risch durch Addition der Koordinaten.
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In kartesischen Koordinaten bildet ein Vek-
tor mit seinen Komponenten rechtwink-
lige Dreiecke; das vereinfacht quantitative
Rechnungen: Man kann sowohl die Winkel-
funktionen Sinus und Kosinus als auch den
Lehrsatz des Pythagoras leicht anwenden;
allerdings muss man diesen um die dritte
Vektorkomponente erweitern. Der Betrag d|
des Vektors d betragt

| = ax® + a),z +ag?

Die Multiplikation eines Vektors mit einer
Zahl dndert seinen Betrag um diesen Faktor.
Bei diesem Satz muss man aufpassen: Mul-
tiplikation mit einer negativen Zahl kehrt
auflerdem die Richtung des Vektors um.

Vektoren darf man auch miteinander mul-
tiplizieren, und da geschieht Erstaunliches:
Die Mathematik fragt namlich zuriick, was
denn bitte herauskommen solle, ein Skalar
oder ein Vektor. Moglich ist beides - und
die Physik beansprucht sogar beide Mog-
lichkeiten, denn das mathematische Produkt
eines Ortsvektors und einer Kraft (beide
Vektoren) kann eine Energie ergeben, einen
Skalar also (Kap.2.2.3), es kann aber auch ein
Drehmoment ergeben, und das ist ein Vektor
(Kap. 2.2.5). Was steckt mathematisch dahin-
ter?

Formal kennzeichnet man das skalare
Produkt S zweier Vektoren A und B mit
einem Malpunkt zwischen ihnen:

S=A-B

Die Mathematik wiinscht, den Winkel «
zwischen A und B zu kennen, und bestimmt
dann:

SZA'BZ‘A"‘B"COSO(

Daraus folgt fiir die Grenzfille: Stehen A
und B senkrecht aufeinander, ist ihr Ska-
larprodukt null - zeigen sie in die gleiche
Richtung, ist S das Produkt ihrer Betrdge
|A| - |B|. Im Allgemeinen liegt S also irgend-
wo dazwischen. Und was sagt man dem Ta-
schenrechner? Wenn man die zweimal drei



Komponenten der beiden Vektoren ausmul-
tipliziert,bekommt man neun Produkte von
je zwei Komponenten:

|

S=A-B=(A,+4,+A4,) (B, +B,+B,)
=A,-B.+A, B +A, B,
+4,-B.+A,-B,+4,-B,
+4, B, +A4, B,+A4,B,

Nun stehen in kartesischen Koordinaten
aber alle Komponenten, deren Indizes un-
gleich sind, senkrecht aufeinander. Folglich
geben ihre skalaren Produkte null, so dass
nur die drei Paare der Diagonalen von oben
links nach unten rechts iibrigbleiben:

‘B, +4,-B,

‘B, +4A,B,

A
A

S

+
+

X

oo oo
=

B

X
A 4

X

- Skalares Produkt zweier Vektoren:

S=ﬁ-§=W~|§|~cosa
=AcB,+A,B,+A,B,

Diese Formel kann auch dazu dienen, den
Winkel zwischen zwei Vektoren zu bestim-
men (Aufgabe 1.9).

Das vektorielle Produkt C zweier Vekto-
ren A und B muss schon in der Schreibweise
vom skalaren unterschieden werden; man
gibt ihm ein liegendes Malkreuz als Multi-
plikationszeichen und nennt es darum auch
Kreuzprodukt:

AxB=C
Wieder wiinscht die Mathematik, den Win-
kel a zwischen den Vektoren A und B zu

kennen, und bestimmt dann fiir den Betrag
|C| des Produktvektors C:

|C|=|4] - |B| - sin a

Im Gegensatz zum skalaren Produkt ver-
schwindet das vektorielle gerade bei paral-
lelen Ausgangsvektoren und nimmt seinen
grofitmoglichen Wert an, wenn sie senkrecht
aufeinander stehen. Und in welche Richtung

Abb. 1.13. Rechte-Hand-Regel

weist der Vektor C ? Er steht senkrecht auf
der Ebene, die die beiden Vektoren A und B
aufspannen, und hélt sich dann an die Rech-
te-Hand-Regel (@ Abb. 1.13): A (Daumen)
kreuz B (Zeigefinger) gleich C (gewinkelter
Mittelfinger). Das hat eine bemerkenswerte
Konsequenz: vertauscht man die Positionen
von A und B, d.h. B wird Daumen und A
Zeigefinger, so verkehrt sich die Richtung
von C. Es ist also:

AxB=-(BxA4).

Beim vektoriellen Produkt diirfen die bei-
den Vektoren nicht vertauscht werden, das
gewohnte Kommutativgesetz der Multipli-
kation gilt fiir das vektorielle Produkt zweier
Vektoren ausdriicklich nicht.

Und was sagt man jetzt dem Taschen-
rechner? Mit einer dhnlichen Rechnung wie
beim Skalarprodukt, also mit Hilfe der Kom-
ponentenzerlegung, erhélt man:

V,=A,B,-A,B,
V,=A,B,. - AB,,
V,=A,B,- A,B,.
\4

Vektorielles Produkt zweier
Vektoren: V=A X B

mit|V| = |2| . |§| -sin o und V senkrecht zu A
und B entsprechend der Schraubenregel.
Das Kommutativgesetz gilt nicht.
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Abb. 1.14. Vektorielles Produkt zweier Vektoren; der
Produktvektor (Flachen A) steht senkrecht auf jedem der
beiden Ausgangsvektoren (den Kanten der Rechtecke)

Die beiden Seiten @ und b eines Rechtecks
haben Richtungen im Raum, sind also Vek-
toren. Die vier Winde eines Zimmers stehen
senkrecht, Boden und Decke liegen horizon-
tal; alle sechs haben paarweise unterschied-
liche Richtungen im Raum. Insofern kann
man auch Flichen als Vektoren beschreiben;
diese zeigen in Richtung der Fldchennorma-
len (@ Abb. 1.14). Die Fliche A, des Recht-
ecks ist demnach das vektorielle Produkt
der beiden Seiten:

A =daxb

| 133 ‘Winkelfunktionen

Bei den Multiplikationen der Vektoren spie-
len die beiden Winkelfunktionen Sinus und
Kosinus eine Rolle. Der Vollstandigkeit halber
sei hier an ihre Definitionen im rechtwinkli-
gen Dreieck erinnert:

» Sinus = Gegenkathete/Hypotenuse

» Kosinus = Ankathete/Hypotenuse

» Tangens = Gegenkathete/Ankathete

» Kotangens = Ankathete/Gegenkathete

Die Umkehrfunktionen zu den Winkelfunk-
tionen werden Arkusfunktionen genannt.
Beispielsweise gilt: wenn sin a = g, dann gilt
a = arcsin a. Winkel misst man {iblicher-
weise fernab von Dezimalsystem und SI in
Winkelgrad: 90° fiir den rechten, 180° fiir den
gestreckten und 360° fiir den Vollwinkel ,,ein-
mal herum®. Mathematik und Physik bevor-
zugen aber das Bogenmaf. Man bekommt es,
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Abb. 1.15. Winkel im BogenmaB: a = s/r

indem man um den Scheitel des Winkels o
einen Kreis mit dem Radius r schldgt. Die
Schenkel schneiden aus ihm einen Kreis-
bogen der Linge s heraus (® Abb. 1.15), der
sowohl zu a wie zu r proportional ist. Dem-
entsprechend definiert man

Linge s des Kreisbogens
Winkel o = & g

Radius r des Kreises

Als Quotient zweier Lingen ist der Winkel
eine dimensionslose Zahl. Trotzdem wird
ihm zuweilen die Einheit Radiant (rad) zu-
geordnet, um daran zu erinnern, dass diese
Zahl einen Winkel représentieren soll. Die
Umrechnung von Winkelgrad in Bogenmaf3
ist leicht zu merken: 360° entsprechen 2m,
d.h. 1°=0,01745 (@ Abb. 1.16).

Die Funktionen Sinus und Kosinus er-
lauben, Schwingungen mathematisch zu
beschreiben. Lisst man einen Punkt auf
einer Kreisbahn umlaufen (® Abb. 1.17), so
kann man den Fahrstrahl, d.h. die Punkt
und Zentrum verbindende Gerade, als Hy-
potenuse der Linge A eines rechtwinkligen
Dreiecks mit dem Winkel ¢ am Zentrum,
der Ankathete x, und einer Gegenkathete
mit der Lange x; auffassen:

x(a) = Ay sin a und x,(a) = A; cos a.
Liuft der Punkt mit konstanter Geschwin-

digkeit um, so wichst a proportional zur
Zeit t:

@@MA

2 = 360°

T = 180° %=9o° 1=57,3°

Abb. 1.16. Zur Umrechnung von Winkelgrad in Bogenmal3



Abb. 1.17. Zusammenhang zwischen
den Winkelfunktionen Sinus (rechts) und
Kosinus (unten) und der Drehbewegung
eines auf einer Kreishahn umlaufenden
Punktes. Der Radius des Kreises bestimmt

die Amplitude A, der Auslenkung, die Zeit
fiir einen Umlauf bestimmt die
21

Schwingungsdauer T =

&
=

a(t) =w-t
mit der Folge

x,(f) = Ay sin(w- 1)
und x,(t) = A, cos(w- t).

Die Proportionalititskonstante c bekommt
den Namen Winkelgeschwindigkeit.

Anschaulich entstehen x; durch horizon-
tale und x, durch vertikale Projektion des
umlaufenden Punktes in ® Abb. 1.17. Zeich-
net man die Projektionen auf, so erhilt man
in beiden Fillen fast identische Graphen
einer einfachen Schwingung; sie unter-
scheiden sich lediglich durch den Startwert
bei t=0, also a =0: Der Sinus hat dort
einen Nulldurchgang, der Kosinus einen
Maximalwert. Einen Viertelumlauf spiter
(a =m/2) ist es umgekehrt. Nach einem
vollen Umlauf (a =2m) wiederholt sich
das Spiel von neuem. Gegen beliebig gro-
B¢ Winkel hat die Mathematik ebenso we-
nig einzuwenden wie gegen negative. Eine
Schwingung wiederholt sich nach Ablauf
einer Schwingungsdauer T. Daraus folgt fir
die Winkelgeschwindigkeit

w = 21/T.

Den Kehrwert der Schwingungsdauer be-
zeichnet man als

Frequenz f=1/T.
Die Konsequenz
w=2m-f

macht verstdndlich, dass @ auch Kreisfre-
quenz genannt wird.

‘ 13.4 ‘Exponentialfunktion
und Logarithmus

Wer die Exponentialfunktion kennt, begeg-
net ihr in der Natur immer wieder. Sie ist
die Funktion des (ungestorten) Wachstums,
etwa eines Embryos vor der Zelldifferenzie-
rung oder eines unberiihrten Spargutha-
bens mit Zins und Zinseszins; sie ist aber
auch die Funktion (ungestdrten) Abbaus,
etwa eines eines Ausgangsproduktes einer
chemischen Reaktion oder von Atomen
durch radioaktiven Zerfall. Bei diesen Bei-
spielen handelt es sich um Funktionen der
Zeit. Mathematische Allgemeingiiltigkeit

1.3 Mathematische Hilfsmittel |
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Abb. 1.18. Die Exponentialfunktion

verlangt aber, der e-Funktion zunéchst ein-
mal die Zahl x als unabhdngige Variable zu-
zuordnen. Zwei Schreibweisen sind tiblich:

y(x) = e* = exp(x).

Die zweite empfiehlt sich vor allem dann,
wenn der physikalische Zusammenhang die
Zahl x zu einem komplizierten Ausdruck
werden ldsst; die erste Schreibweise ldsst
leichter erkennen, worum es sich eigentlich
handelt. Der Buchstabe e steht fiir eine ganz
bestimmte Irrationalzahl, die Euler-Zahl:

e=2,718281828...

(auch wenn es auf den ersten Blick anders
aussieht: e ist ein nichtperiodischer unend-
licher Dezimalbruch).

Die Zahlenwerte der e-Funktion auszu-
rechnen bedarf es eines Taschenrechners. Auf
Millimeterpapier aufgetragen, liefert e eine
zunidchst flach und dann immer steiler an-
steigende Kurve (@ Abb.1.18). Sie ist {iberall
positiv; liegt also stets oberhalb der Abszisse
(e*>0), und schneidet die Ordinate bei e’=1
(jede Zahl, also auch e, gibt in Nullter Potenz
die eins). Nach den Regeln des Potenzrech-
nens gilt e = 1/e*. Weil e* mit wachsendem
x ansteigt, féllt e™* mit wachsendem x ab; der
Graph lduft asymptotisch auf die Abszisse zu,
ohne sie je zu erreichen. Auch e™ bleibt stets
positiv und schneidet die Ordinate bei der
eins (@ Abb. 1.19). Mit positivem Exponenten
beschreibt die e-Funktion ungestortes Wachs-
tum, mit negativem ungestortem Abbau.

1 Grundbegriffe

Exponentialfunktion e* = exp(x), !

positiver Exponent: Wachstumsfunktion,
negativer Exponent: Abbaufunktion.

Eine der beiden Umkehrungen der Potenz
ist der Logarithmus (die andere ist die Wur-
zel). Ganz allgemein gilt:

wenn a = b‘,dann ¢ = log, a

(gelesen: ,,c gleich Logarithmus a zur Basis
b“). Zur e-Funktion gehort der Logarithmus
zur Basis e; er wird natiirlicher Logarithmus
genannt und In geschrieben:

wenn y = e*,dann x =In y = log, y.

Auch diese Zahlenwerte miissen mit dem
Taschenrechner ausgerechnet werden. Dort
findet man neben der Taste fiir den natiirli-
chen Logarithmus meist auch noch eine fiir
den Logarithmus zur Basis 10, den dekadi-
schen Logarithmus, 1g oder log geschrieben:

wenn y = 10", dann w = 1g y = log,, ».

Dieser Logarithmus findet in der Messtech-
nik beim Pegelmafl Anwendung (Kapitel
4.3.2).

Der Logarithmus zu irgendeiner anderen Basis a

kann wie folgt berechnet werden: Definitionsge-
méf gilt ja a = exp(In a), also auch

Abb. 1.19. Exponentialfunktion mit negativem Exponenten



y=a"=[exp(ln a)]".

Nun potenziert man eine Potenz durch Multipli-
kation der beiden Exponenten:

y=exp(w-Ina).
Daraus folgt aber
Iny=w-Ina=log,(y)-Ina

und

Iny
loggy = g

Die beiden Logarithmen unterscheiden sich also
nur um einen Zahlenfaktor
A4

- Der natiirliche Logarithmus ist

Umkehrfunktion zur e-Funktion.

Aus mathematischen Griinden koénnen
Exponenten nur reine Zahlen ohne physika-
lische Einheit sein; analog lassen sich auch
nur dimensionslose Zahlen logarithmieren.
Wenn eine Exponentialfunktion nun aber
Wachstum oder Abbau beschreiben soll,
dann muss die Zeit t mit einer entsprechen-
den Einheit im Exponenten erscheinen. Sie
kann dies nur zusammen mit einem Divi-
sor 7, der ebenfalls in einer Zeiteinheit zu
messen sein muss. Je nach den Umstinden
werden ihm Namen wie Relaxationszeit,
Zeitkonstante, Eliminationszeit oder Lebens-
dauer gegeben. Selbstverstindlich darf er
durch einen Faktor A = 1/rersetzt werden:

y(t) = exp(t/1) = exp(A-1).

Nach Ablauf einer Zeitkonstanten, also
nach einer Zeitspanne At = 7, hat sich der
Exponent x gerade um 1 vergroflert. Die
Wachstumsfunktion exp(x) ist dann auf das
e-fache ihres Ausgangswertes angestiegen,
die Abklingfunktion exp(-x) auf den e-ten
Teil abgefallen. Dieses Verhalten ist nicht
auf die Faktoren e und 1/e beschrinkt. Die
Schrittweite x,, = In 2 halbiert den Wert der
abfallenden e-Funktion, gleichgiiltig, von
welchem x aus dieser Schritt getan wird

X

Abb. 1.20. Die Schrittweite Xy, ist eine fiir den Abfall
der e-Funktion charakteristische GroRe: sie halbiert die
Ordinate unabhdngig von dem Punkt, von dem aus der
Schritt getan wird

(@ Abb.1.20). Entsprechend ldsst sich die
Lebensdauer r eines radioaktiven Préipara-
tes leicht in die gebrduchlichere

Halbwertszeit T,, = 1-I1n 2 = 0,693 - r

umrechnen (davon wird in Kap. 8.2.6 noch
genauer die Rede sein). Die Eigenschaft, bei
vorgegebener Schrittweite unabhéngig vom
Ausgangspunkt um einen festen Faktor ab-
zufallen oder anzusteigen, ist Kennzeichen
der e-Funktion.

Kennzeichen der Exponential- _

funktion: Anderungsgeschwin-
digkeit proportional zum Momentanwert.

Eine wichtige Rolle spielt der Logarithmus
in manchen Diagrammen. Im Anhang fin-
det sich eine Tabelle fiir den Dampfdruck py,
des Wassers in Abhidngigkeit von der Tem-
peratur. Zeichnet man diesen Zusammen-
hang in gewohnter Weise, d.h. in linearem
Mapstab, auf Millimeterpapier, so bekommt
man das linke Teilbild der ® Abb.1.21.py
steigt ab 50 °C rasch an, 16st sich aber bei
tieferen Temperaturen kaum von der Ab-
szisse. In solchen Fillen empfiehlt es sich,
langs der Ordinate nicht die Dampfdriicke

1.3 Mathematische Hilfsmittel |
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Abb. 1.21. Dampfdruckkurve des Wassers in linearem und
in logarithmischem MaRstab (Einzelheiten im Text)

pp selbst aufzutragen, sondern die (z.B. de-
kadischen) Logarithmen ihrer Maf3zahlen
{pp} (@ Abb.1.21, rechtes Teilbild, rechte
Skala).

Nun kann man nicht verlangen, dass je-
dermann die Werte des dekadischen Loga-
rithmus im Kopf hat. Deshalb ist es iiblich,
nicht sie an die Ordinate zu schreiben,
sondern die Messwerte selbst (@ Abb. 1.21,
rechtes Teilbild, linke Skala). Man spricht
dann von einer logarithmischen Skala und
von einem Diagramm in einfach-logarith-
mischer Darstellung, im Gegensatz zur dop-
pelt-logarithmischen, bei der beide Achsen
logarithmisch geteilt sind.

In einfach-logarithmischer Darstellung
wird die Dampfdruckkurve des Wassers fast
zur Geraden. Damit signalisiert sie, dass der
Dampfdruck fast exponentiell mit der Tem-
peratur ansteigt. Wieso? Der dekadische
Logarithmus einer Exponentialfunktion
entspricht bis auf einen konstanten Faktor
ihrem Exponenten und damit auch dessen
unabhingiger Variablen:

lg e™ = 0,434-a-x.

Trdgt man aber z = x-const. linear gegen x
auf, so erhélt man eine Gerade. Folglich ergibt
eine Exponentialfunktion in einfach-logarith-
mischer Darstellung ebenfalls eine Gerade.

Wie in einschldgigen Schulbiichern nach-
zulesen, gilt ganz allgemein fiir alle Loga-
rithmen, also auch fiir die natiirlichen zur
Basis e:

| 1 Grundbegriffe

In(a-b)=Ina+In b;

einer Multiplikation zweier Zahlen ent-
spricht die Addition ihrer Logarithmen.
Dies ist fiir Umformungen von Bedeutung.

Wichtige Rechenregeln fiir den _

Logarithmus:
Ine?)=a
In(a-b)=In(a) + In (b)
In(@®)=b-1In (a)

| 135 ‘Potenzfunktionen

Ein Quadrat der Kantenlinge a besitzt die
FlicheAqy = a?,der entsprechende Wiirfel das
Volumen Vi, = a°.Bei den Potenzfunktionen
steht die unabhédngige Variable in der Basis
und nicht im Exponenten wie bei den Expo-
nentialfunktionen. Fiir die Potenzen selbst
gelten aber die gleichen Rechenregeln.
Generell gibt es zur Potenz zwei Umkehr-
funktionen, den bereits besprochenen Lo-
garithmus und die Wurzel. Die Kantenldn-
ge a ist die zweite, die Quadratwurzel, der
Fliache Ay des Quadrats und die dritte, die
Kubikwurzel, des Wiirfelvolumens Vy:

a= A =42 ={V, =v, 5.

Kehrwerte ganzer Zahlen im Exponenten
entsprechen Wurzeln. So kann man auch
mit gebrochenen Exponenten rechnen: eine
Zahl z mit dem Exponenten 0,425 = 17/40
bedeutet die 40. Wurzel der 17. Potenz:

17
20 _40
L0425 _ 40 _ 4 17

Da muss man schon einen Taschenrechner
zu Hilfe holen.

Nur der Vollstandigkeit halber sei hier
noch einmal erwédhnt: Negative Exponenten
bezeichnen Kehrwerte:

z73=1/7.



Fiir die graphische Darstellung einer Potenz-
funktion bietet sich die doppelt-logarithmi-
sche Auftragung an. Das geht so: man loga-
rithmiert y = x" auf beiden Seiten und erhalt:

lgy =1g(x") = n-1g(x)

Tragt man also 1g y gegen Ig x auf, so erhilt
man eine Gerade deren Steigung gleich
der Potenz n ist. Das kann man mit dem
Taschenrechner erledigen oder doppelt-lo-
garithmisches Millimeterpapier verwenden,
mit dem sozusagen graphisch logarithmiert
wird. Ein Beispiel fiir eine doppelt-logarith-
mische Auftragung gibt ® Abb. 6.48.
v

- Wichtige Rechenregeln fiir

Potenzen:
a-am=g"m
(an)m = an~m

‘ 1.3.6 ‘AIgebraischeGIeichungen

Eine Gleichung bleibt als Gleichung erhal-
ten, wenn man auf beiden Seiten das Glei-
che tut, die gleichen Gréfien addiert oder
subtrahiert, mit den gleichen Gréfen mul-
tipliziert oder potenziert usw. Nach diesem
Schema lassen sich Gleichungen umformen
und nach einer gewiinschten Grofle aufls-
sen. Definitionsgemdf3 ist der elektrische
Widerstand R der Quotient aus elektrischer
Spannung U und elektrischem Strom I:

R=UIL
Multiplikation mit I fithrt zu
U=I-R

(Auflosung nach U), anschlieflende Division
durch R zu

I=U/R

(Auflosung nach I). Etwas schwieriger wird
es, wenn die Grofle, nach der aufgeldst wer-
den soll, nicht nur in der ersten, sondern
auch in der zweiten Potenz vorkommt. Eine
solche quadratische Gleichung bringt man
zunéchst in ihre Normalform

xX*+p-x+q=0.
Sodann subtrahiert man g:
X*+p-x=-q

und addiert die sog. quadratische Ergdn-
zung p?/4:

X+ p-x+ pild = pPla—q.
Jetzt kann man namlich nach dem Schema
(a+ b)*=a%+2ab + b?

die Gleichung auf der linken Seite umschrei-
ben zu

(x+pl2)*=pY4-q

und anschlieffend die Wurzel ziehen

2
- /P__
=+ 2 q

(auch negative Groflen liefern positive Quadra-
te; Quadratwurzeln sind deshalb beide Vorzei-
chen erlaubt). Jetzt lasst sich nach x auflosen:

2
pe)E g

Eine quadratische Gleichung hat demnach

» zwei Lsungen, wenn p? > 4q

» eine Lésung, wenn p? = 4q

» keine Losung, wenn p? < 4q (jedenfalls keine
reelle)

X+

(SRS

N | =

xXxX=-
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- Messunsicherheiten

Messungen sind nie beliebig genau. Weicht der gemessene Wert vom tatsachlichen
Wert der GroBe bei jeder Messung um den gleichen Betrag ab, so spricht man von einem systemati-
schen Fehler. Streuen die Messwerte bei wiederholter Messung um einen Mittelwert, so spricht man
von einem zufilligen Fehler. Ein mathematisches MaR fiir diese Streuung ist die Standardabweichung
s, eine Schétzung fiir die Messunsicherheit die Standardabweichung des Mittelwertes.

Absolute Messunsicherheit u(x); x: Messwert

Bedeutet: der wahre Wert der GroBe befindet sich sehr wahr-

scheinlich zwischen den Werten x — u(x) und x + u(x).

ubo
X

absolute Messunsicherheit geteilt durch Messwert
(dimensionslos)

Relative Messunsicherheit

Fehlerfortpflanzung Regel 1: bei Multiplikation oder Division von Messwerten
addieren sich die relativen Messunsicherheiten.
Regel 2: bei Addition oder Subtraktion von Messwerten addie-
ren sich die absoluten Messunsicherheiten.

Schiitzung des Messwertes bei

/ <
vielen Messungenx,...,x, Mittelwert ()= n ,:21 Xi

Schditzung der Messunsicherheit Standardabweichung des Mittelwertes
1
() =—-
Vn n-1

Vektoren

28

Viele physikalische Groen wie z. B. die Geschwindigkeit oder die Kraft haben nicht nur einen bestimm-
ten Wert, sondern auch eine Richtung. Solche beschreibt man mathematisch durch Vektoren und man
kann sie durch Pfeile im Raum veranschaulichen. Die Lange des Pfeils entspricht dem Betrag der GroRe.
Mit Hilfe eines Koordinatensystems kann man Vektoren durch Zahlen ausdriicken, im dreidimensi-
onalen Fall durch drei Koordinaten. Vektoren kann man mit einer Zahl multiplizieren. Die Lange des
Pfeils (der Betrag) @ndert sich dabei um diesen Faktor. Ist der Faktor negativ, so dreht der Pfeil in die
entgegengesetzte Richtung. Man addiert Vektoren durch Aneinandersetzen der Pfeile. Die Vektoraddi-
tion ermoglicht auch, Vektoren in Komponenten zu zerlegen, die zum Beispiel in die Koordinatenrich-
tungen weisen (s. ® Abb. 1.11). Es gibt zwei verschiedene Maglichkeiten, Vektoren miteinander zu
multiplizieren.

S =02+ a2+ 2

Addition a
a, |+ by = ay+by

X b}( ﬂx+b)r

a,) \o, a,+b,
Skalarprodukt d-b=[d|-[b|=cosa=a, b, +a, b,+a, b,
Vektorprodukt |d x b| =[d|{6-sin &, @ x b steht senkrecht auf G und b

| 1 Grundbegriffe



Exponentialfunktion und Logarithmus

Exponentialfunktion y=e™ a groBer Null: ansteigend
akleiner Null: abfallend

Rechenregeln eIX = (g% @tV = e¥. ¥
Beispiel: N(t) = Ny - e N: Teilchenzahl
radioaktiver Zerfall t: Zeit [s]

: Zeitkonstante [s]

Ny: Teilchenzahl bei t =0
Halbwertszeit Tip=1-In2 [s]

Nach jeweils der Halbwertszeit halbiert sich die Teilchenzahl

Halblogarithmische Auftragung InMz) =- % “

In der halblogarithmischen Auftragung ergibt sich eine fallende
Gerade mit der Steigung -1/1.

Logarithmusfunktion (zur Basise)  y=Inx Umkehrfunktion zu e*

Rechenregeln In(e?) = a; In(a- b) = In(a) + In(b); In (a®) = b - In(a)

quadratische Gleichung

p-q-Formel X4+p-x+q=0

T
Xi2 ='EP¢\J‘T'¢

EE—
Verstandnisfragen

1. Was ist fir die statistische Abschdtzung der Messunsicherheit ma3geblich: die Standardab-
weichung oder die Standardabweichung des Mittelwertes?

2. Andert sich die seine relative Unsicherheit, wenn ein Messwert durch drei geteilt wird?
3. Zwei Vektoren haben verschiedene Betrage. Kann ihre Summe Null sein?
4, Wenn die Komponente des Vektors A in Richtung von Vektor B Null ist, was folgt daraus fiir

die beiden Vektoren?

5. Welche GroBen sind Vektoren, welche nicht: Kraft, Temperatur, Volumen, Die Bewertung
einer Fernsehsendung, Hohe, Geschwindigkeit, Alter?

1.3 Mathematische Hilfsmittel | 29
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T I

1.1

1.2

1.3:
1.4

1.5:

1.6:

1.7

1.8:

1.9:

1.10:

Ubungsaufgaben
((1): leicht; (I1): mittel; (I11): schwer)

(I) Fir wissenschaftliche Vortrage gilt eine beherzigenswerte Regel: rede niemals ldnger als
ein Mikrojahrhundert. Wie lange ist das?

(I) Welches Volumen steht dem Gehirn eines Menschen so ungefahr zur Verfiigung? Zur
Abschdtzung sei angenommen, dass der Schadel eine hohle Halbkugel von etwa 20 cm Durch-
messer bildet.

(I) Wie lang ist das Pantoffeltierchen der @ Abb. 1.57

(I) Wie groB ist schatzungsweise die Korperoberflache des Griechen von @ Abb. 1.6?

Messunsicherheit

(I) Wenn der Zuckerfabrik ungewaschene Riiben angeliefert werden, zieht sie vom gemes-
senen Gewicht einen Anteil als Erfahrungswert ab. Systematischer oder zufélliger Fehler,
relativer oder absoluter Fehler?

(I1) Welche der beiden Regeln der Fehlerfortpflanzung gilt nur néherungsweise?

Vektoren
(1) Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes Q, der vom Punkt P = (3; 1; -5) in Richtung
des Vektors

20 Langeneinheiten entfernt ist.

(I) Wann verschwindet das Vektorprodukt, wann das Skalarprodukt zweier Vektoren unabhdn-
gig von deren Betrdgen?

(I1) Berechnen Sie den Winkel ¢, den die beiden Vektoren:

3 1
d=|-1|und b=|2
2 4

miteinander einschlieBen.
(I1) Entspricht der Vektorpfeil der kleinsten Quaderfldche in @ Abb. 1.14 dem Vektorprodukt
dxcodercxa?

Exponentialfunktion

(1) 1850 lebten auf der Erde 1,17 Milliarden Menschen, 1900 waren es bereits 1,61 Milliarden
und 1950 2,50 Milliarden. Entsprechen diese Zahlen einer ,Bevélkerungsexplosion”, wenn
man das Wort ,Explosion” mit exponentiellem Wachstum gleichsetzt?
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- Seit eh und je bildet die Mechanik die Grundlage der Physik und gehdrt deshalb an den

Anfang eines Lehrbuches. Sie handelt von den Bewegungen der Korper und den Kréften, die sie
auslosen. Damit spielt sie in alle Gebiete der Naturwissenschaften hinein, iiber die Bindungskrafte
der Molekiile in die Chemie, tiber die Muskelkrafte in die Medizin, iiber die von Benzin- und Elektro-
motoren entwickelten Kréfte in die Technik usw. Wenn Kréfte nicht durch Gegenkréfte kompensiert
werden, haben sie Bewegungsanderungen zur Folge, Beschleunigungen in Translation und Rotation.
Dabei wird Energie umgesetzt; sie ist eine der wichtigsten physikalischen GroBen iiberhaupt. Dabei
andern sich aber auch die GroBen Impuls und Drehimpuls.

32

2.1 | Kinematik

- I
Einleitung
Translationen beschreibt man mit

den GrofSen Geschwindigkeit und Beschleunigung,

Rotationen mit den Grolsen Winkelgeschwindigkeit und

Winkelbeschleunigung. Korrekt lassen sich diese GralSen

nur mit Hilfe der mathematischen Differentiation und

Integration sowie der Vektorrechnung behandeln.

| 211 ‘Geschwindigkeitund
Fahrstrecke (Integration)

Dem motorisierten Menschen ist die Vokabel
»Geschwindigkeit geldufig, vom Tachometer
seines Auto ndmlich; Lastwagen registrie-
ren sogar mit einem Fahrtenschreiber. Wie
solche Gerite im Einzelnen funktionieren,
interessiert hier nicht. Im Grunde sind sie
Drehzahlmesser: sie vermelden, wie oft sich
die Hinterachse des Fahrzeugs in der Sekun-
de, in der Minute herumdreht. Physikalisch
korrekter: Drehzahlmesser messen die

Drehfrequenz f = Anzahl der Umdrehungen
AN/benétigte Zeitspanne At

-Einheit 1/s oder 1/min, denn die ,,Umdre-
hung“ ist keine Einheit, sie wird nur gezéhlt.
Bei jeder Umdrehung kommt das Fahrzeug
einen Radumfang s, weiter. Es fahrt deshalb
mit der

Geschwindigkeit v = f-s,

| 2 Mechanik starrer Korper

-Einheit m/s oder,im Stralenverkehr iiblicher,
km/h. Die Umrechnung ist einfach: Ein Kilo-
meter hat 10°m, eine Stunde 3,6-10%s.Wer
brav mit 90 km/h die Landstrafle entlang-
fahrt, hat zu rechnen:

Dieses Schema funktioniert auch bei ande-
ren Umrechnungen.

Wer eisern die 90 km/h durchhilt, kommt
demnach in der Sekunde 25 m weit, in der
Minute 60-25 m = 1,5 km und in der Stunde
eben 90 km. Die Lange As des zuriickgeleg-
ten Weges ist der Fahrzeit At proportional:

As=vy-At.

Das gilt aber nur bei konstanter Geschwin-
digkeit, in der Gleichung durch den Index
gekennzeichnet. Im Stralenverkehr kommt
das nicht vor. Dort dndert sich die Ge-
schwindigkeit stindig, sie wird eine Funk-
tion der Zeit: v = v(t). Kann man auch dann
noch die Fahrstrecke bestimmen, etwa aus
der Registrierkurve des Fahrtenschreibers?
Angenommen, ein gemiitlicher Vorort-
zug steht im Bahnhof und wartet auf das
Abfahrtsignal. Seine Geschwindigkeit ist
Null. Um 7.48 Uhr setzt er sich in Bewegung
und hat schon eine Minute spiter seine vol-
le Geschwindigkeit von 60km/h erreicht.
Er hilt sie bis 7.54 Uhr bei, muss dann aber
einer Baustelle wegen bremsen. Ab 7.56 Uhr
fahrt er nur noch mit 30 km/h, und das bis
7.58 Uhr. Danach bremst er endgiiltig und
kommt um 8.00 Uhr im néchsten Bahnhof



zum Stehen. Sein Fahrtenschreiber hitte
dann ein Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm
aufgezeichnet, wie es @ Abb.2.1 in ihrem
oberen Teilbild zeigt. Wie weit liegen die
beiden Bahnhofe auseinander?

Leicht zu bestimmen sind die beiden Teil-
strecken, die mit konstanten Geschwindig-
keiten durchfahren wurden (Indizes 2 und 4
im unteren Teilbild der @ Abb. 2.1):

As, = Aty+v, =5min-60 km/h = 5 km,
Asy = Aty-v,=2min-30 km/h = 1 km.

Im Diagramm werden die beiden Strecken
durch die schraffierten Rechtecke unter den
horizontalen Teilen des Graphen reprisen-
tiert; die Fldche eines Rechtecks ist ja das
Produkt seiner beiden Seiten. Das gilt auch
fiir Rechtecke in einem Diagramm, deren
Seiten keine Langen darstellen, sondern die
Quotienten irgendwelcher physikalischer
Groflen und ihrer Einheiten. Man muss
nur entsprechend den Achsenmafistiben
umrechnen.
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Abb. 2.1. Geschwindigkeit-Zeit-Diagrammeineshypothe-
tischen Vorortzuges (oberes Teilbild) und seine graphische
Integration zur Bestimmung des Position-Zeit-Diagrammes
(unteres Teilbild); Einzelheiten im Text

Diese Uberlegungen lassen sich auch auf
die Zeitspannen mit den ungeraden Indizes
iibertragen, in denen die Geschwindigkeit
nicht konstant war. Auch hier werden die
durchfahrenen Strecken von den Flichen
unter der Kurve im v(t)-Diagramm représen-
tiert. Wie bei allen ebenen Flichen kann man
ihren Flicheninhalt bestimmen, indem man
sie auf Millimeterpapier zeichnet und die
Quadratmillimeter auszéhlt. Ganz prazise ist
das nicht. Was macht man mit den vom Gra-
phen angeschnittenen Quadratmillimetern?

Man miisste feiner unterteilen, unendlich
fein. Man miisste v(t) in, wie der Mathemati-
ker sagt, differentiell kleinen Zeitabstinden
dt bestimmen, mit df multiplizieren und
alle differentiell kleinen Produkte, alle diffe-
rentiell schmalen Flichenelemente v(t)-dt
zusammenzihlen. Diesen Vorgang bezeich-
net man als Integration, sein Ergebnis als
Integral. Im Diagramm wird es reprisen-
tiert durch die Fliche ,,unter der Kurve® die
Fliche zwischen Kurve und Abszisse. Ein
konkreter Zahlenwert lidsst sich freilich nur
angeben, wenn die Fliche nicht nur oben
und unten begrenzt ist, sondern auch links
und rechts. Das bestimmte Integral

4
As=s(t,)-s(ty) = J.v(t)dt

)

liefert die Linge As des Weges, der zwischen
den Zeitpunkten f; und t,, zwischen den sog.
Integrationsgrenzen, der mit der Geschwin-
digkeit v(#) durchfahren wurde.

Bestimmtes Integral:

)
J.f(x)dx = const.

X

= Flache zwischen der Kurve f{x) oben, der
x-Achse unten und den Geraden der Integrati-
onsgrenzen x; und x, links und rechts.

Durchfithren ldsst sich diese Integration
zundchst nur im Prinzip. Tatsdchlich kann
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man differentiell kleine Betrége numerisch
nicht zusammenzéhlen, weil es unendlich
viele sein miissten. Auch ein Computer,
der numerisch integriert, tut dies in zwar
kleinen, aber eben doch nicht differentiell
kleinen Schritten. In einfachen Fillen hilft
aber auch Nachdenken. Angenommen, der
Vorortzug steigere seine Geschwindigkeit
in der Minute des Anfahrens linear mit der
Zeit (d.h. mit konstanter Beschleunigung,
s.Kap. 2.1.3), dann ist der Graph eine an-
steigende Gerade und die Fldche darunter
ein rechtwinkliges Dreieck, halb so grof3
wie das zugehorige Rechteck (@ Abb.2.1,
unteres Teilbild):

As; =2 v,-At; =% 60 km/h- 1 min
=0,5 km.

In analoger Rechnung findet man As; = 0,5 km
und As; = 1,5 km (hier muss man Dreieck
und Rechteck zusammenzihlen). Die Ent-
fernung zwischen den beiden Bahnhdfen
betrigt demnach

5
A5=Asl+...+Ass=ZAsn = 8,5 km,

n=1

jedenfalls so ungefahr. Die Teilstrecken mit
den ungeraden Indizes wurden ja nur nihe-
rungsweise berechnet.

Angenommen nun, der Triebwagen des
Zuges stehe im ersten Bahnhof mit seiner
Vorderkante neben dem Kilometerstein 8,5.
Dann beginnt der zugehorige Graph s(t) bei
dieser Marke (s,) mit einer abszissenparal-
lelen Geraden (@ Abb. 2.2): Die Zeit schrei-
tet fort, der Zug bleibt stehen. Wenn der Zug
um 7.48 Uhr anféhrt, biegt der Graph ,nach
oben“ und erreicht eine Minute spiter die
Marke 9,0 km (s,=sy+As;). Danach kommt
in jeder Minute ein Kilometer hinzu; der
Graph bildet eine ansteigende Gerade, bis
er um 7.54 Uhr auf die Marke 14,0 km trifft.
Weil der Zug jetzt bremst, kriitmmt sich
der Graph ,,nach rechts®, lauft um 7.56 Uhr
durch die Marke 15,5 km, steigt in jeder
der beiden néchsten Minuten um nur noch
0,5 km an, kriimmt sich noch einmal und
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miindet um 8.00 Uhr in eine Horizontale
bei 17,0 km ein.

Fiir das Ende des Zuges bekdme man die
gleiche Kurve, lediglich auf der Ordinate
um die Zugldnge versetzt. Das gilt entspre-
chend fiir jede Achse, jeden Tiirgriff, jedes
Atom des Zuges. Alle s(t)-Kurven haben
den gleichen Verlauf, sie unterscheiden sich
lediglich durch ihren Startwert s, Man muss
ihn kennen, wenn man das Position-Zeit-
Diagramm mit einer den Kilometersteinen
entsprechenden Skala lings der Ordinate
versehen will. Im Prinzip entsteht die Kurve
durch wiederholtes Losen des bestimmten
Integrales zu verschiedenen oberen Integra-
tionsgrenzen t;; damit wird die Obergrenze
t, zur Variablen t:

t
s(t)= Jv(r)dr+ s(ty)

f

Da ¢ nun fiir die obere Integrationsgrenze
steht, muss hier die von der Untergrenze
zur Obergrenze laufende Integrationsvari-
able mit einem anderen Buchstaben (hier 1)
bezeichnet werden. Auf jeden Fall muss der
Startwert s, = s(t;) hinzugeschrieben wer-
den, denn der Funktion v(t) ldsst er sich ja
nicht entnehmen.

Ein solches Integral mit variabler Ober-
grenze nennt man unbestimmtes Integral
und s(t) auch eine Stammfunktion zu v(¢).
Zu einer ganzen Reihe auch schon recht
kompliziert aussehender mathematischer
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Abb. 2.2. Weg-Zeit-Diagramm  des
@ Abb. 2.1; Einzelheiten im Text
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Funktionen sind die Stammfunktionen be-
kannt und konnen in Formelsammlungen
nachgeschlagen werden. Wie immer man
ein unbestimmtes Integral 16st, graphisch,
numerisch oder auch ,,geschlossen (d.h. als
mathematische Funktion), die Integrations-
konstante s, muss dazugeschrieben werden.
Im allgemeinen Fall wird sie unbestimmt,
eben als s, dazugeschrieben; im konkreten
Einzelfall muss sie als Anfangsbedingung
des Problems bestimmt werden.
y

- Unbestimmtes Integral:

t
F(t)= Jf(r)dr+ F
fy
F(t) = Stammfunktion, Funktion der oberen

Integrationsgrenze,
F, = Integrationskonstante.

‘ 2.1.2 ’ Fahrstrecke und Geschwin-
digkeit (Differentiation)

Wenn es moglich ist, aus dem Geschwin-
digkeit-Zeit-Diagramm das Position-Zeit-
Diagramm abzuleiten, dann muss auch das
Umgekehrte moglich sein. Dabei handelt
es sich dann sogar um eine ,Ableitung“
in des Wortes mathematischer Bedeutung.
Ganz offensichtlich lduft die Kurve des s(t)-
Diagramms der @ Abb.2.2 in der schnell
durchfahrenen freien Strecke steiler als in
der langsam durchfahrenen Baustelle. Die
Steigung des Graphen s(f) muss etwas mit
der Geschwindigkeit v(#) zu tun haben.

Die Steigung einer Geraden bestimmt
man mit Hilfe des Steigungsdreiecks, eines
rechtwinkligen Dreiecks, dessen Hypote-
nuse ein Stiick der Geraden ist und dessen
Katheten parallel zu den Achsen des Dia-
gramms liegen. Dabei spielt die Grof3e des
Dreiecks keine Rolle, denn der Quotient der
Katheten, eben die (mathematisch definier-
te) Steigung, ist davon unabhingig. Alle zu

Position s

— At

Zeit t

Abb.2.3. Zur graphischen Differentiation: Alle zu der
gleichen Geraden gezeichneten Steigungsdreiecke sind
einander dhnlich; die Quotienten ihrer Katheten sind gleich
(oberes Teilbild); die Steigung einer Kurve ist die Steigung
ihrer Tangente (unteres Teilbild); Einzelheiten im Text

der gleichen Geraden gezeichneten Drei-
ecke sind einander ,,3hnlich“ im Sinn der
Mathematik (<« Abb. 2.3, oberes Teilbild).

Bei einer gekriimmten Kurve muss man
die Steigungsdreiecke so klein zeichnen,
dass die Kriimmung ihrer ,,Hypotenusen
nicht mehr auffillt, streng genommen
also differentiell klein. Lasst man At zu dt
schrumpfen, so schrumpft auch As zu ds.
Das Verhiltnis der beiden bleibt dabei als
endlicher Wert erhalten: Der Differenzen-
quotient As/At einer zeitlich konstanten
Geschwindigkeit v, geht in den Differential-
quotienten ds/dt tiber. Die momentane und
zeitabhidngige

Geschwindigkeit v(t)= % =35(t)

istals Differentialquotient definiert. Differen-
tiationen nach der Zeit werden gern durch
einen Punkt {iber dem Buchstaben gekenn-
zeichnet, andere Differentiationen durch
einen nachgesetzten Strich (y’=dy/dx).
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- Ungleichférmige Bewegung

momentane Geschwindigkeit:

ds .
t)=—=s(t
v(t) ot s(t)
4
Fahrstrecke As = I v(t)dt

)

Differentiell kleine Dreiecke kann man we-
der zeichnen noch ausmessen. Die Richtung
der differentiell kleinen Hypotenuse stimmt
aber mit der Richtung einer Tangente iiber-
ein, die am Ort des Dreiecks an der Kurve
anliegt. Die Tangente ist eine Gerade, ihre
Steigung kann also wie besprochen mit ei-
nem Steigungsdreieck bestimmt werden
(@ Abb. 2.3, unteres Teilbild). Auf diese
Weise ldsst sich das ganze s(f)-Diagramm
grundsétzlich Punkt fiir Punkt in seine Ab-
leitung, das v(t)-Diagramm tiberfiithren.

Die Bundesbahn gibt fiir einige ihrer
schnellen Ziige die sog. Reisegeschwindig-
keit an, den Quotienten aus der gesamten
Fahrstrecke As und der gesamten Fahrzeit
At einschliefllich aller Halte und Langsam-
fahrstrecken. Man kann den Differenzen-
quotienten auch als

As
mittlere Geschwindigkeit <v>= A

interpretieren.

- Gleichformige Bewegung:

36

konstante Geschwindigkeit v, = As/At,
Fahrstrecke As = v, At.

Auch wenn dies graphisch nicht unmittelbar
einleuchtet: Mathematisch formal sind Diffe-
rentiation und Integration Gegenoperationen,
die sich gegenseitig kompensieren. Jede Funk-
tion ist die Ableitung ihrer Stammfunktion
und die Stammfunktion ihrer Ableitung.

Nun hat eine Bewegung stets auch eine
Richtung im Raum, eine Geschwindigkeit

| 2 Mechanik starrer Korper

ist darum ein Vektor. Bis hierher wurde dies
unterschlagen und immer nur der Betrag
der Geschwindigkeit betrachtet, der sich
eben aus der Ableitung des Betrages der zu-
riickgelegten Strecke ergibt. Wer den genau-
en Verlauf der Fahrt beschreiben will, muss
zum Ortsvektor greifen. Eine Funktion
r(t)=r.(t)e, +ry(t)~éy +1,(t)-e, kann den
Ort des Zuges zu jedem Zeitpunkt genau
festlegen. Die Geschwindigkeit ergibt sich
dann aus der Anderung des Ortsvektors mit
der Zeit, also aus seiner Ableitung:

V=7(t) =7 (1) €, +, ()€, +1,(t) €,

| 213 ‘Beschleunigung

Im Sprachgebrauch des Alltags wird das
Wort ,beschleunigt meist lediglich im
Sinn von ,schnell“ verwendet; im Sprach-
gebrauch der Physik ist jede Bewegung
»beschleunigt®, die ihre Geschwindigkeit
indert, ob sie nun schneller wird oder
langsamer oder auch nur in eine andere
Richtung schwenkt. Die physikalische Gro-
Be Beschleunigung d ist die Anderungsge-
schwindigkeit der Geschwindigkeit ¥. Sie
ist also der erste Differentialquotient der
Geschwindigkeit nach der Zeit t und folg-
lich der zweite des Weges s:

L dv . d%
a=—=vV=—7+

dt dt2

=s.

Damit liegt auch ihre Einheit fest:

m/s _
2 mis?=msA

Jede Beschleunigung hat eine Richtung, d
ist also ein Vektor, der sich obendrein noch
mit der Zeit zu dndern pflegt: d(t). Der
allgemeine Fall ist immer denkbar kompli-
ziert. Es gibt aber einfache Grenzfille. Hat
die Beschleunigung die gleiche Richtung
wie die Geschwindigkeit, so dndert sie nur
deren Betrag, die Geschwindigkeit nimmt
zu. Zeigt der Beschleunigungsvektor ge-
nau entgegengesetzt zur Geschwindigkeit,
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Abb. 2.4. Beschleunigungs-Zeit-Diagramm des Vorortzuges
von ® Abb. 2.1 (nur Bahnbeschleunigung)

so dndert sich ebenfalls nur deren Betrag,
sie wird kleiner. In beiden Fillen spricht
man von einer Bahnbeschleunigung. Im
anderen Extrem steht d senkrecht auf ¥ und
andert als Radialbeschleunigung nur deren
Richtung, nicht den Betrag. Jede andere
Beschleunigung lésst sich als Vektor in eine
radiale und eine tangentiale Komponente
zerlegen.

A4

- Beschleunigung: Anderungsge-

schwindigkeit der Geschwindigkeit
= v _ F= dz_; —z
“dt i
SI-Einheit: m/s%;
Bahnbeschleunigung: d parallel oder entge-
gengesetzt zu v,
Radialbeschleunigung: d senkrecht zu v.

Das Weg-Zeit-Diagramm des Vorortzuges
von ® Abb. 2.2 sagt {iber Kurven im Bahn-
damm nichts aus, also auch nichts iiber et-
waige Radialbeschleunigungen; ihr kann
nur die Bahnbeschleunigung entnommen
werden. Grundsitzlich muss man dazu
s(t) zweimal nach der Zeit differenzieren
oder das Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm
der @ Abb. 2.1 einmal. Das Ergebnis zeigt
@ Abb. 2.4: in den Bahnhéfen, auf freier
Strecke und in der Baustelle ist a=0, iiberall
dort namlich, wo sich die Geschwindigkeit
nicht dndert, ob der Zug nun steht oder nicht
(v=const.). Positiv wird die Beschleunigung

nur in der einen Minute des Anfahrens, ne-
gativ nur in den beiden Bremsperioden vor
der Baustelle und vor dem Zielbahnhof,
denn hier nimmt v ab.

Keine Bahnbeschleunigung kann lidngere
Zeit unverdndert anhalten; die Folge wia-
ren {ibergrofle Geschwindigkeiten. Fiir ein
paar Sekunden geht es aber schon, beim
freien Fall zum Beispiel. Wenn man die
Luftreibung vernachldssigen darf, fallen
alle Korper auf Erden mit der gleichen Erd-
oder auch Fallbeschleunigung g ~ 9,81 m/s?
zu Boden; sie fithren eine gleichformig be-
schleunigte Bewegung aus.

Gleichformig beschleunigte _

Bewegung: a = const.

Weil g konstant ist, wéichst die Fallgeschwin-
digkeit v(f) linear mit der Zeit, sie wichst
sogar proportional zur Zeitspanne t nach
dem Loslassen, wenn der Stein wirklich nur
losgelassen und nicht geworfen wird. Bei
v=0 zum Zeitpunkt t=0 gilt

v(t)=g-t

(@ Abb. 2.5, oberes und mittleres Teilbild).
Alle im Nullpunkt des Koordinatenkreuzes
beginnenden Flichen unter der Geraden im
v(t)-Diagramm sind rechtwinklige Dreiecke
mit den Katheten f und g-¢. Sie liefern fiir
die Fallstrecke s die Beziehung

s(t)=Ya g -2

Graphisch ist das eine Parabel mit dem
Scheitel bei s =0 und ¢t = 0 (@ Abb. 2.5, un-
teres Teilbild): Die Messlatte fiir die Fallstre-
cke wird beim Startpunkt angelegt.
Selbstverstandlich miissen die hier aufge-
stellten Behauptungen experimentell iiber-
priift werden. Die heutigen technischen Mit-
tel erlauben das mit guter Genauigkeit schon
fiir den Schulunterricht. Galilei hatte es da
schwerer; er besafl keine Stoppuhr, schon
gar nicht eine elektrisch steuerbare. Ein
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Abb. 2.5. Freier Fall, Einzelheiten im Text

Stein durchfillt die ersten 2 m in 0,64 s. Das
war im Mittelalter nicht leicht zu messen.
Die bisher aufgestellten Gleichungen
gelten nicht allgemein, weil die bei der
Integration der Beschleunigung und der
Geschwindigkeit grundsitzlich auftreten-
den Integrationskonstanten v, und s, un-
terschlagen, d.h. gleich null gesetzt wurden.
Korrekterweise muss man ja

t
y(t)= J.g- dr+v(0)=g-t+v,
0

und demzufolge auch
t t

s(t) =J.g~r~dr+'[vo -dr+5(0)
0 0

=§t2+v0-t+50
schreiben. Die Integrationskonstante v, hat
hier eine handfeste Bedeutung: Es ist die

Anfangsgeschwindigkeitbei t = 0. Man muss
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den Stein ja nicht einfach fallen lassen, man
darf ihn auch werfen. s, bezeichnet die Po-
sition, bei der man den Stein losgelassen
hat. Die drei Graphen der @ Abb. 2.6 stellen
einen Wurf senkrecht nach oben dar, und
zwar mit vy=7,5 m/s. Man darf sich nicht
dariiber wundern, dass v(t) unter der Null-
linie beginnt und s(t) iiber eine negative
Gipfelhohe lduft. Wer der Fallbeschleuni-
gung g ein positives Vorzeichen gibt, muss
die Richtung senkrecht nach oben negativ
zéhlen.

T I
Rechenbeispiel 2.1:
Fall vom Turm
Mit welcher Geschwindigkeit trifft ein Stein,
der von einem 10 m hohen Turm fallenge-
lassen wird, am Boden auf?
Losung: Bei konstanter Beschleunigung und
Startgeschwindigkeit Null ist v = g- . Zuné4chst
muss also die Fallzeit berechnet werden:
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Abb. 2.6. Senkrechter Wurf, Einzelheiten im Text



2-h 2-10 m
t= |— = |—=143s.
g 9,81m/s?

Die Geschwindigkeit ist dann:
v=9,81 m/s*-1,43 s = 14,0 m/s.

Die resultierende Geschwindigkeit ist nega-
tiv, da nach unten gerichtet. Wir hétten auch
zunichst die Wurfhéhe berechnen (sie ist
s=2,87 m) und dann den einfachen Fall
von dort betrachten kénnen.

T I

Rechenbeispiel 2.2:

Wurf vom Turm
Statt den Stein einfach fallen zu lassen,
soll er nun mit einer Startgeschwindigkeit
von v, = 7,5 m/s fast senkrecht nach oben
geworfen werden und erst, wenn er wieder
herunterkommt, den Turm herunterfallen.
Mit welcher Geschwindigkeit trifft er nun
am Boden auf?

Losung: Wie @ Abb. 2.6 nahelegt, kommt
der Stein beim Herunterfallen mit dem glei-
chen Geschwindigkeitsbetrag wieder beim
Werfer vorbei, mit dem er geworfen wurde.
Addieren sich diese 7,5 m/s also einfach zu
den eben berechneten 14 m/s? Nein! Denn die
Fallzeit lings dem Turm ist nun kiirzer. Wir
miissen schon genau rechnen. Dazu legen wir
zum Beispiel den Nullpunkt unserer Koordi-
natenachse in den Boden am Fufle des Turms
und nehmen nun anders als in ® Abb. 2.6
die Richtung nach oben positiv (die Fallbe-
schleunigung ist dann negativ). Fiir den Ort
als Funktion der Zeit erhalten wir nun:

s(t)=s, +v(,-l‘—§l‘2

9,815
=10m+7,52- t-Tsz-tz.

Nach der gesamten Flugzeit £, kommt der
Stein am Boden an: s(¢;) = 0. Das liefert uns
eine quadratische Gleichung fiir t;, die wir
16sen miissen (Kapitel 1.3.6). Heraus kommt
ty = 2,39 s. Die quadratische Gleichung hat
auch noch eine negative Losung. Diese ist
fir uns nicht relevant, da wir nur positive
Zeiten betrachten. Nun ergibt sich die Auf-
schlaggeschwindigkeit zu:

v(ty)=vy-g-t,
=7,5m/s-9,81m/s?-2,39s=-15,9m/s.

‘ 214 ‘Uberlagerung
von Bewegungen

Wer im Boot einen breiten Fluss iiberqueren

will, muss dessen Strémung beriicksichti-

gen: Sie treibt ihn flussab. Von den vielen

Moglichkeiten, die der Steuermann wihlen

kann, fallen zwei Grenzfille heraus:

» der Steuermann hilt sein Boot stindig
quer zum Strom und lédsst es abtreiben
(@ Abb. 2.7, linkes Teilbild)

» der Steuermann,,hilt gegen den Strom*,und
zwar so, dass sein Boot das andere Ufer ,,auf
gleicher Hohe“ erreicht (@ Abb. 2.7, rechtes
Teilbild).

Welcher Weg ist der schnellere? Mit welcher
Geschwindigkeit fahrt das Boot in beiden
Fdllen ,iiber Grund“? Um welchen Winkel
muss das Boot im zweiten Fall ,,vorhalten®
um welchen wird es im ersten Fall abge-
trieben? Die Antworten erhdlt man durch
Vektoraddition. Aus eigener Kraft beschafft
sich das Boot eine Relativgeschwindigkeit
¥y, gegeniiber dem Wasser des Flusses. Die-

Sy
Y
N

—

Abb. 2.7a,b. Vektorielle Addition von Geschwindigkeiten:
Ein Boot mit der Eigengeschwindigkeit i, tberquert
einen Fluss (Stromungsgeschwindigkeit ¥, Breite b). a
Der Bootsfiihrer Idsst sich abtreiben; b Der Bootsfiihrer
»hélt vor”. Die Geschwindigkeit v ldsst sich mit Hilfe der
Winkelfunktionen und mit dem Satz des Pythagoras be-
rechnen

2.1 Kinematik |
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ses lauft mit oder ohne Boot mit der Stro-
mungsgeschwindigkeit ¥; des Flusses; sie
soll der Einfachheit halber auf der ganzen
Flussbreite als gleich angenommen werden.
Fiir den Beobachter am ruhenden Ufer, und
damit auch tiber Grund, addieren sich die
beiden Geschwindigkeiten vektoriell.

Wie man am linken Teilbild der @® Abb. 2.7
sieht, steht die Eigengeschwindigkeit v, des
Bootes im ersten Fall senkrecht auf der Stro-
mungsgeschwindigkeit ¥; des Flusses. Thre
Vektorpfeile sind Katheten in einem recht-
winkligen Dreieck mit der Geschwindigkeit
¥, liber Grund als Hypotenuse. Nach dem Satz
des Pythagoras hidngen deshalb die drei Betra-
ge folgendermafien miteinander zusammen:
v = e+l
Den Driftwinkel o zwischen ¥, und  liefert
die Winkelfunktion Tangens:

%
cosa=—.

i
In diesem Fall hat die Stromung des Flusses
keinen Einfluss auf die Zeit T, die das Boot
zum Uberqueren bendtigt. Die Flussbreite b
ist durchfahren in

T= b/'Vb.

Damit folgt fiir den Betrag x der Strecke, um
die das Boot abgetrieben wird,

x=T-vg

Hilt der Bootsfiihrer vor, um senkrecht zur
Uferlinie iiberzusetzen, so ergibt sich seine
Geschwindigkeit gegen Grund aus einer ent-
sprechenden Uberlegung (@ Abb. 2.7, rechtes
Teilbild). Vgistin diesem Fall kleiner.

I
Rechenbeispiel 2.3:
Wie weit miissen wir
vorhalten?
Der Fluss fliefle mit v = 1 m/s. Das Boot
fahrt mit v, = 3 m/s relativ zum Wasser. Es
will genau senkrecht iibersetzen.

| 2 Mechanik starrer Korper

Losung: Wir schauen auf das rechte Teil-
bild der ® Abb. 2.7. Der Winkel, um den
relativ zur senkrechten Fahrtrichtung vor-
gehalten werden muss, berechnet sich zu:

. Ve
sina =—=0,33 = a=19,5°
Vb

Die Geschwindigkeit gegen Grund ist:

Vg = \/vﬁ —vf =2,83m/s.

Zwei sich iiberlagernde Geschwindigkeiten
miissen nicht konstant sein. Die Kugel, die ein
Sportsfreund stof3t oder eine Kanone schiefit,
fallt zu Boden, aber nicht im freien Fall senk-
recht nach unten, wie am Ende des vorigen
Kapitels beschrieben, sondern im hohen
Bogen eines schiefen Wurfes und langs einer
sog. Wurfparabel nach Art der @ Abb. 2.8.Wie
lasst sich diese formal beschreiben?

Die Kugel verldsst die Hand des Athleten
mit einer Anfangsgeschwindigkeit v, die unter
einem Winkel o gegen die horizontale x-Rich-
tung schrig nach oben zeigt (@ Abb.2.9). ¥,
hat demnach eine

horizontale Koordinate v,, = v, cos «
und eine
vertikale Koordinate v, = v,-sin a.

Gibe es keine Schwerkraft und keine Luft-
reibung, floge die Kugel kriftefrei nach dem
1. Newton’schen Gesetz (siehe Kap. 2.3.1)
mit konstanter Geschwindigkeit immer
geradeaus. Da die Schwerkraft F, senkrecht
nach unten weist, merkt die horizontale
Koordinate v, (f) der Geschwindigkeit der

Abb. 2.8. Wurfparabel. Geschwindigkeit vund Beschleuni-
gung d haben verschiedene Richtung



z
Vi(t) =V,
rz(t1) 1 0x
Vo) a=9
Voz :

o ;

Vox ry (ty) X
s

Abb. 2.9 Die Wurfbewegung kann man sich aus einer
horizontalen Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit
und einer vertikalen mit konstanter Beschleunigung zu-
sammengesetzt denken.

Kugel tatsdchlich von ihr nichts. Nur die
Luftreibung fiihrt zu einer Abbremsung
in horizontaler Richtung. Die Kugel eines
Kugelstoflers oder der mittelalterlichen
Kanonenkugel aus Stein ist aber schwer und
relativ langsam. Dann kann die Luftreibung
gegen die Schwerkraft vernachlissigt wer-
den und man kann fiir die Zeit des Fluges in
guter Naherung behaupten:

v, (t) = v, = const.

In x-Richtung bewegt sich die Kugel also
ganz stur mit der konstanten Geschwin-
digkeit v,, , die Beschleunigung in dieser
Richtung ist Null. Die vertikale Komponen-
te v, unterliegt aber wie beim freien Fall
der Fallbeschleunigung a,=-g; sie muss
hier ein negatives Vorzeichen bekommen,
weil sie nach unten zeigt, und das positive
Vorzeichen bei v,, schon fiir ,nach oben“
festgelegt worden ist:

V() =vy,-g L.

Die Gesamtgeschwindigkeit der Kugel ist
die Vektorsumme

V() =g e+ (v, - g-1)-€,
Fiir den Ort der Kugel gilt demnach:

Te=Voe't und 1, = v, -t - Yag- 2

Lost man die erste Gleichung nach ¢ auf und
setzt sie in die zweite ein, so erhélt man r,
als Funktion von r,:

Yoz, 8§ 2

z x 5 Ix
Vox 2 Yox

Dies ist tatsdchlich die Formel einer nach
unter gedffneten Parabel, eben der Wurf-
parabel.

Mit diesen Uberlegungen lassen sich al-
lerlei Fragen an die Flugbahn beantworten.
Hier soll als Beispiel nur eine Formel fiir die
Flugweite s einer Kugel abgeleitet werden
fiir den Fall, dass sie in der gleichen Hohe
aufschldgt, in der sie abgeworfen wurde
(@ Abb. 2.9). Den hochsten Punkt ihrer
Bahn erreicht sie zu dem Zeitpunkt ¢}, in
dem die Geschwindigkeit in z-Richtung
gerade verschwindet:

Vz(tl) =V, -t = 0.

Daraus folgt t, = v,,/g. Die gesamte Flug-
zeit ist wegen der Symmetrie der Flugbahn
offenbar doppelt so lang. Aus der Flugzeit
lasst sich die Flugweite s in x-Richtung ganz
leicht berechnen, da ja die Geschwindigkeit
in dieser Richtung konstant ist

s=1d21) =2 vt =2 Vo Vo, /g

All diese Betrachtungen beruhen darauf,
die Wurfbewegung sich aus einer horizon-
talen Bewegung mit konstanter Geschwin-
digkeit und einer vertikalen Fallbewegung
mit konstanter Beschleunigung zusammen-
gesetzt zu denken. Das funktioniert, weil
gleichzeitig ablaufende Bewegungen eines
Korpers sich tatsdchlich nicht gegenseitig
beeinflussen.
v

Gleichzeitig ablaufende unter- !

schiedliche Bewegungen eines Korpers
beeinflussen sich gegenseitig nicht. Resul-
tierende GroBen ergeben sich durch Vektor-
addition.

2.1 Kinematik
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Beschleunigung a

Reibungskraft bis sie die Schwerkraft kom-
pensiert und deshalb v schlief3lich konstant
wird. Folglich geht die Beschleunigung a(t)
gegen null, wihrend s(f) nach anfinglicher
Kriimmung in eine ansteigende Gerade
iibergeht (@ Abb. 2.10). Auch komplizierte-
re Situationen lassen sich graphisch relativ
leicht und iibersichtlich darstellen, solange
eine qualitative Beschreibung geniigt.

Geschwindigkeit v

Position s

Zeit t

Abb. 2.10. Fall unter Reibung, qualitativ; Einzelheiten im
Text

Die Vernachlédssigung der Luftreibung ist
bei einer schweren und nicht sehr schnellen
Kugel noch zuléssig, bei Regentropfen bei-
spielsweise aber nicht. Wiirden sie im freien
Fall aus der Wolke fallen, so schliigen sie mit
etwa 700 km/h auf Passanten ein. Das wire
allenfalls in einer Ritterriistung zu ertra-
gen. Tatsichlich werden Regentropfen aber
durch die Reibung der Luft so stark abge-
bremst, dass sie schliefllich mit einer kon-
stanten Geschwindigkeit von etwa 30 km/h
am Boden ankommen. Schwere Tropfen
fallen schneller als leichte (Kap. 3.5.1). Unter
idealisierenden Annahmen kann man das
rechnen, aber es ist mithsam und lohnt hier
nicht. Soviel ist sicher: Die Wirkung der Rei-
bung wichst mit der Geschwindigkeit und
verschwindet in der Ruhe. Darum fillt der
Tropfen zu Beginn so, als falle er frei. Mit
steigender Geschwindigkeit wichst aber die

| 2 Mechanik starrer Korper

I
Rechenbeispiel 2.4:
Noch ein Wurf vom Turm
Nun werde der Stein mit v, = 15m/s un-
ter einem Winkel von 30° zur horizontalen
nach oben von unserem 10 m hohen Turm
geworfen. Mit welcher Geschwindigkeit und
unter welchem Winkel trifft er auf den Bo-
den? Die Luftreibung sei vernachldssigbar.
Losung: Die konstante Geschwindigkeit
in horizontaler Richtung ist: v,, = v, cos 30°
=13 m/s, die Startgeschwindigkeit in senk-
rechter Richtungist vy, = v,-sin 30°= 7,5 m/s.
In der senkrechten Richtung haben wir also
genau die gleiche Situation wie im Rechenbei-
spiel 2.2. Der senkrechte Anteil der Auftreft-
geschwindigkeit ist also v, =-15,9 m/s. Fiir
die gesamten Auftreffgeschwindigkeit muss
nun noch die konstante horizontale Kompo-
nente vektoriell hinzuaddiert werden:

|17| =g +VvE=20,5m/s .

Der Auftreffwinkel zur Horizontalen ist:
v, o

tana=—"=-1,22 = a=-50,7°.
Vox

Ubung: Wie weit vom Turm landet der
Stein? (Antwort: 31,1 m)

| 215 ‘Kinematik
der Drehbewegungen

Eine reine Bahnbeschleunigung 4, hat die
gleiche Richtung wie die Geschwindigkeit
v und dndert darum nur deren Betrag v,
nicht deren Richtung. Der freie Fall lieferte



ein Beispiel. Alle Teile eines starren Korpers
bewegen sich mit der gleichen Momentan-
geschwindigkeit und darum auf parallelen
Geraden; der Korper verschiebt sich parallel
zu sich selbst. Man nennt das Translation.
Sie muss nicht beschleunigt ablaufen.

Eine reine Radialbeschleunigung 4, steht
senkrecht auf der Geschwindigkeit ¥ und
dndert darum nur deren Richtung, nicht de-
ren Betrag. Sie muss sich, wenn sie Radial-
beschleunigung bleiben will, exakt mit dem
Vektor v mitdrehen, um stets senkrecht auf
ihm zu stehen. d, kann als Vektor also nicht
konstant bleiben, sondern allenfalls einen
zeitlich (aber nicht rdumlich) konstanten
Betrag |d,| besitzen. Alle Teile eines starren
Korpers bewegen sich dann auf Bahnen kon-
stanter Kriimmung, d.h. auf konzentrischen
Kreisbahnen um eine gemeinsame Dreh-
achse herum. Diese kann weit auflerhalb,
aber auch innerhalb des Korpers liegen und
fest im Raum stehen. Man nennt eine solche
Bewegung Rotation. Auch bei konstanten
Betrdgen und raumfester Achse ist sie eine
beschleunigte Bewegung.

Technisch lassen sich reine Rotationen
leicht dadurch erzwingen, dass man, wie
etwa bei den Fliigeln einer Windmiihle oder
bei dem Kettenkarussell der @® Abb. 2.56, die
Drehachse einfach durch Konstruktion vor-
gibt. Alle Teile des Karussells einschlief3lich
der Fahrgiste holen sich die zur Rotation not-
wendigen Radialbeschleunigungen von Zen-
tripetalkriften, die das Achslager aufbringt,
was aber erst in Kap. 2.5.2 besprochen wird.

Drehbewegungen konnen aber auch
wesentlich komplizierter ablaufen, wenn
die Drehachse selbst wandert und eine
sogenannte momentane Drehachse ist. Die
Rollbewegung, die im Kapitel 2.4.3 bespro-
chen werden wird, ist ein wiederum relativ
einfaches Beispiel fiir so einen Fall. Die
dann recht komplizierten Zusammenhénge
miissen nur von einen Maschinenbauinge-
nieur beherrscht werden. Zunichst soll hier
nur der einfachere Fall einer raumfesten
Drehachse besprochen werden.

Bei der Translation bewegen sich alle
Teile eines starren Korpers mit der ge-

meinsamen Bahngeschwindigkeit . Bei
der Rotation nimmt v mit dem Abstand r
von der Drehachse zu. Was haben die Teile
hier gemeinsam? Sie brauchen alle fiir einen
vollen Umlauf die gleiche Zeit T, sie haben
die gemeinsame Drehfrequenz f = 1/T. Sie
wird zuweilen auch Drehzahl genannt, nicht
ganz korrekt, denn sie ist keine dimensions-
lose Zahl, sondern eine reziproke Zeit mit
der SI-Einheit 1/s. In der Technik wird oft
die Einheit 1/min bevorzugt und zuweilen
etwas umstédndlich sogar ,,Umdr. pro Min.“
geschrieben.

Eine vollstindige Umdrehung ,einmal
rum um die Achse“ entspricht einem Dreh-
winkel von 360°, also von 21 im Bogenmaf3,
dem Verhiltnis von Umfang und Radius bei
Kreis (Kap. 1.2.3). Darum definiert man ana-
log zur Frequenz f = 1/T die

2m
Kreisfrequenz o = e 2m- f

ebenfalls mit der Einheit 1/s, die hier aber,
im Gegensatz zur Einheit der ,,echten Fre-
quenz, nicht Hertz genannt wird.

Der allgemeine Sprachgebrauch ver-
bindet mit dem Wort ,,Frequenz® gern die
Vorstellung von einem sich wiederholen-
den, tunlichst periodisch wiederholenden
Vorgang; das Rad einer Wassermiihle dreht
sich stundenlang. Unbedingt notwendig
ist das aber grundsitzlich nicht. Wenn alle
Teile eines starren Korpers fiir einen vollen
Umlauf um den Winkel 2n gemeinsam die
Zeit T =2m/w brauchen, werden sie den
kleineren Drehwinkel Ag gemeinsam in der
Zeitspanne At = A/ w zuriicklegen. Winkel
und Zeitspanne diirfen auch differentiell
Kklein sein. Das erlaubt, w als

. 4o
Winkelgeschwindigkeit o = ar
zu definieren. Die Winkelgeschwindigkeit
braucht aber nicht konstant zu sein: Ihr ist
eine
Winkelbeschleunigung o = c:l—(f

mit der SI-Einheit 1/s? durchaus erlaubt.

2.1 Kinematik
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alle Teile eines starren Korpers bewegen sich
mit der gemeinsamen Geschwindigkeit v, d.h.
auf geraden und parallelen Bahnen.
Rotation: Kreisbewegung um eine Drehachse;
alle Teile eines starren Korpers bewegen

sich mit der gemeinsamen Kreisfrequenz =
Winkelgeschwindigkeit @, d.h. auf konzentri-
schen Kreishahnen.

Ein Teil des starren Korpers, der sich im
Abstand r von der Drehachse befindet, hat
die Geschwindigkeit v=2m-#/T = @w-r,denn
2m-rist ja die Strecke, die er in der Umlauf-
zeit T zuriicklegt. Entsprechend ist die Tan-
gentialbescheunigung dieses Teils a, = a-r.

Die Winkelgeschwindigkeit @ und die
Winkelbeschleunigung & kénnen auch als
Vektor definiert werden. Welche Richtung
bleibt zum Beispiel bei einer Rotation eines
Korpers mit konstanter Winkelgeschwin-
digkeit konstant? Radiusvektor und Bahn-
geschwindigkeit eines Teils dndern ja stdn-
dig ihre Richtung. Konstant bleibt aber die
Richtung der Drehachse. Sie wird deshalb
als Richtung fiir die Winkelgeschwindig-
keit gewdhlt, und zwar so, dass die Rotati-
on im Uhrzeigersinn lduft, wenn man in
die Richtung der Winkelgeschwindigkeit
@ sieht. Dies entspricht wieder der Rechts-
schraubenregel. Winkelgeschwindigkeit &,
Radiusvektor 7 und Bahngeschwindigkeit v
stehen demnach in einer Weise senkrecht
aufeinander, wie die ® Abb. 2.11 dies pers-
pektivisch darzustellen versucht.

Formal hidngen sie tiber das Kreuzprodukt

V=@ X7

Abb. 2.11 Der Vektor der Winkelgeschwindigkeit weist in
Richtung der Drehachse senkrecht zur Bahnebene

| 2 Mechanik starrer Korper

miteinander zusammen. Entsprechend wird
auch die Richtung der Winkelbeschleunigung
a so definiert, dass sich bei ungleichférmi-
ger Rotation fiir die Tangentialbeschleuni-

gung

d=ax’t
ergibt.

Wie eingangs erwéhnt, ist eine standig auf
das Zentrum der Kreisbahn gerichtete und
zeitlich, aber nicht rdaumlich konstante Ra-
dialbeschleunigung d, Ursache und Voraus-
setzung einer Kreisewegung (sie darf nicht
mit der tangentialen Beschleunigung d, aus
der letzten Formel verwechselt werden). Wie
sich eine rotierende Masse diese Zentral-
beschleunigung besorgt, muss im Moment
noch offen bleiben. Auf jeden Fall ist eine
Kreisbewegung auch dann eine (ungleich-
férmig) beschleunigte Bewegung, wenn sie
»mit konstanter Geschwindigkeit“ erfolgt.
Nicht die Bahngeschwindigkeit ist konstant,
sondern die Winkelgeschwindigkeit.

Welche Radialbeschleunigung braucht ein
Massenpunkt, der auf einer Kreisbahn mit
konstanter Kreisfrequenz umlaufen soll? Ra-
diusvektor 7 und Bahngeschwindigkeit ¥ ste-
hen senkrecht aufeinander, rotieren also mit
der gleichen Kreisfrequenz @. Beide drehen
sich in der (kleinen) Zeitspanne At um den
gleichen (kleinen) Winkel A¢ (@ Abb. 2.12).
Um 7in seine neue Lage zu bringen, muss ihm
das (kleine) Wegstiick AS vektoriell addiert
werden. Es steht im wesentlichen senkrecht
auf r; es tut dies sogar streng, wenn man es
differentiell klein werden ldsst (ds).

Dann fillt es mit dem ebenfalls differen-
tiell kleinen Kreisbogen zusammen, so dass
man seinen Betrag

\ds|=[r|-dg

schreiben darf. Ganz analog braucht die
Bahngeschwindigkeit ¥ eine zu ihr senk-
recht zu addierende Zusatzgeschwindigkeit
dv mit dem Betrag

ldv|=[v]-de



dv ist radial nach innen, also antiparallel
zum Radiusvektor 7 gerichtet. Die genauso
gerichtete Radialbeschleunigung ist
- dv
a,=—.

Toode

Fiir ihren Betrag gilt:
Pl v

dr r’

daja w=—.
r

T

A 4

- Drehbewegung (um eine raumfeste

Achse): Drehwinkel ¢

Winkelgeschwindigkeit co = dg/dt
Winkelbeschleunigung a = dw/dt

die Vektoren @ und & zeigen in Richtung der
Drehachse

Bahngeschwindigkeit im Abstand r:

V=@ XTILV=w-r
Tangentialbeschleunigung im Abstand r:
a=a-r 7
Radialbeschleunigung im Abstand r:a, = 7

T I
Rechenbeispiel 2.5:

Wie grof3 ist die Winkelgeschwindigkeit der

Erde? Welche Radialbeschleunigung erfihrt

ein Mensch am Aquator? (Radius der Erde:

6,38-10° m)

Losung: Die Erde dreht sich mit konstan-
ter Winkelgeschwindigkeit einmal am Tag
um ihre Achse. Die Winkelgeschwindigkeit
entspricht also der Kreisfrequenz:

21 21
o=—=
24h 86400s

=7,27-107 s

Daraus ergibt sich eine Bahngeschwindigkeit
am Aquator von v=co-r=464 m/s = 1670 km/h.
Die Radialbeschleunigung ist also

v? )
a,=—= 0,034 m/s”.
Sie ist zum Gliick viel kleiner als die Fall-
beschleunigung g. Wire sie grofler als g, so
wiirde man davonfliegen (Kapitel 2.5.2).

A

<i

Abb. 2.12. Zur Kreisbewegung. Der Korper lauft gegen
den Uhrzeiger und befindet sich auf seiner Bahn rechts
(,3 Uhr"). Der Vektor vV der Bahngeschwindigkeit zeigt nach
oben und steht senkrecht auf dem Radiusvektor r. Beide
drehensich in der (kleinen) Zeitspanne At um den (kleinen)
Winkel A¢. Dazu miissen zu r'das (kleine) Wegstick AS mit
As =r-Ag und zu V die (kleine) Zusatzgeschwindigkeit
AV mit Av = v- A vektoriell addiert werden. Fiir kleiner
werdendes Ag steht die Geschwindigkeitsanderung Av
(der Ubersichtlichkeit halber im Bild nicht eingezeichnet)
immer genauer senkrecht zu v

2.2 | Statik starrer Korper

I

Einleitung

Die Statik behandelt den wichtigen
Sonderfall der Ruhe: Alle Geschwindigkeiten sind und
bleiben Null. Das setzt voraus, dass samtliche auf den
ruhenden Korper wirkenden Krdfte sich kompensieren
miissen; alle von ihnen ausgeldsten Drehmomente
miissen dies ebenfalls tun. Zuverldssig erfiillt werden die-
se Bedingungen im sog. stabilen Gleichgewicht. Damit
ist eine Position gemeint, die der Kbrper nur verlassen
kann, wenn ihm Energie zugefiihrt wird. Die auf Erden
allgegenwirtige Kraft ist die Schwerkraft (Gewichts-
kraft); wer etwas gegen sie anhebt, leistet Hubarbeit. Der
angehobene Kdrper speichert sie als potentielle Energie.
Geschickt eingesetzte Hebel erlauben, eine vorgegebene
Hubarbeit mit geringerer Kraft zu leisten.

‘ 2.2 ‘Kra'fte

Der Mensch weif3 aus Erfahrung, ob er sich
einen Kartoffelsack aufladen kann oder ob

2.2 Statik starrer Korper
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er dies besser ldsst; er hat ein recht zuverlassi-
ges Gefiihl fiir die Kraft seiner Muskeln. Hier
verwendet der Sprachgebrauch des Alltags
das Wort Kraft genau im Sinn der Physik.

An eine allgegenwirtige Kraft hat sich je-
des irdische Leben anpassen miissen: an die
Schwerkraft, die Kraft des Gewichtes, die
jeden materiellen Gegenstand nach unten
zieht. Wer ein Buch vor sich in der Schwebe
hilt, um darin zu lesen, setzt die Muskel-
kraft seiner Arme gegen die Gewichtskraft
des Buches ein. Beide Krifte miissen sich
genau kompensieren, wenn das Buch in der
Schwebe bleiben, wenn es zu keinen Bewe-
gungen kommen soll:

Kraft + Gegenkraft = 0.

Jede Gewichtskraft zieht nach unten; eine
sie kompensierende Gegenkraft muss mit
gleichem Betrag nach oben gerichtet sein.
Krifte sind demnach Vektoren. Wie misst
man ihre Betrige?

Wer sich ins Bett legt, braucht seine Ge-
wichtskraft nicht mehr selbst zu tragen; er
iiberldsst es den Stahlfedern der Matratze,
die notige Gegenkraft aufzubringen, irgend-
wie. Je nach Konstruktion tun sie dies durch
Stauchung oder durch Dehnung, auf jeden
Fall also durch Verformung. Solche Verfor-
mungen bleiben oft unerkannt. Wer sich
auf eine Bank setzt, biegt sie nicht merklich
durch, aber er biegt sie durch, und mit ei-
nigem messtechnischen Aufwand lésst sich
das auch nachweisen. Wenn man aufsteht,
federt die Bank wieder in ihre Ausgangslage
zuriick: Die Verformung war elastisch, im
Gegensatz zu der bleibenden, der plasti-
schen Verformung von Butter oder Kaugum-
mi. Vater Franz biegt die Bank stiarker durch
als Toéchterchen Claudia; elastische Verfor-
mungen liefern ein verwendbares Mafd fiir
angreifende Krifte. Besonders bewéhrt ha-
ben sich Schraubenfedern (@ Abb. 2.13).

Wer einen Kraftmesser kalibrieren will,
braucht ein Verfahren zur Erzeugung de-
finierter Krifte; wer ihn obendrein noch
eichen will, braucht zusitzlich eine Kraft-
einheit. Es liegt nahe, fiir beides die allge-
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Abb. 2.13. Schraubenfeder, schematisch. Eine Kraft F
dehnt eine Feder der Ausgangslange /, um Al. Lineares
Kraftgesetz herrscht, wenn Al und F zueinander proporti-
onalsind: F=D- Al (D = Federkonstante)

genwirtige Schwerkraft zu benutzen. Vier
Liter Wasser wiegen gewiss doppelt so viel
wie zwei Liter Wasser, und die Gewichts-
kraft eines Liters Wasser liele sich grund-
sdtzlich als Einheit verwenden. Das hat
man frither auch getan und ihr den Namen
Kilopond (kp) gegeben. Den Anforderungen
moderner Messtechnik geniigt diese Einheit
aber nicht mehr, denn leider erweisen sich
Gewichtskrifte als ortsabhingig: In Aqua-
torndhe wiegt ein Liter Wasser etwas weni-
ger als in Polndhe. Die SI-Einheit der Kraft
heiflt Newton, abgekiirzt N. Ihre Definition
kann erst in Kap. 2.3.1 besprochen werden.
Bis dahin muss geniigen, dass es in Newton
geeichte Kraftmesser zu kaufen gibt.

Eine Schraubenfeder der Linge [, dehnt
sich unter einer Zugkraft F mit dem Betrag F
um Al auf I(F)=I,+Al(F). Geeichte Federwaa-
gen folgen dabei dem linearen Kraftgesetz

F=D-Al
oder auch
I(F) = I,+F/D.

Hier bezeichnet D die Federkonstante, eine
Kenngrofle der jeweiligen Schraubenfeder.
TIhre Langenénderung Al und ihre Dehnung
Al/ly sind also iiber die Federkonstante D
der angreifenden Kraft F proportional; im
Diagramm gibt jede Proportionalitit eine



Langendnderung A/

7

- Kraft F

Abb. 2.14. Graph fiir eine Schraubenfeder mit linearem
Kraftgesetz: Proportionalitédt zwischen Léngenanderung A/
und damit auch zwischen Dehnung A//l, und Kraft F.
Grundsatzlich kann eine Schraubenfeder auch gestaucht
werden (gestrichelter Teil)

Gerade durch den Nullpunkt des Achsen-
kreuzes (@ Abb. 2.14). Zwischen F und der
gesamten Linge | der Feder besteht hinge-
gen keine Proportionalitdt, sondern nur ein
linearer Zusammenhang. Er gibt im Dia-
gramm ebenfalls eine Gerade; sie lduft aber
nicht durch den Nullpunkt, besitzt vielmehr
einen Achsenabschnitt (® Abb. 2.15).

Die Schwerkraft (Gewichtskraft) zieht
immer nach unten; so ist ,unten® definiert.
Durch Seil und Rolle kann ihre Wirkung
aber leicht in jede gewiinschte Richtung um-
gelenkt werden, wie ® Abb. 2.16 zeigt. Kraf-
te sind eben Vektoren. Zwei entgegengesetzt
gleiche horizontale Krifte, nach @ Abb. 2.17,
erzeugt durch zwei gleiche Gewichte an
den Enden eines Seiles, heben sich auf; das
System bleibt in Ruhe, es herrscht Gleichge-

Lange |/

\S™

\

Kraft F

Abb. 2.15. Graph fiir eine Schraubenfeder mit linearem
Kraftgesetz: linearer Zusammenhang zwischen Feder-
ldnge / und Kraft F

X3

5’10

Abb. 2.16. Umlenken der Gewichtskraft F¢ durch Seil und
Rolle in eine beliebige Richtung. Der Betrag der Kraft bleibt
unverandert

wicht. Das System bleibt auch dann in Ruhe,
wenn man das eine Gewicht durch einen
Haken in der Wand ersetzt (@ Abb.2.18).
Jetzt miissen Haken und Wand die zum
Gleichgewicht notige Gegenkraft aufbrin-
gen, durch elastische Verformung.

Seile lassen sich nur auf Dehnung bean-
spruchen, nicht auf Stauchung. Infolgedessen
kénnen sie Krifte nur in ihrer Langsrichtung
iibertragen. Werden sie wie in ® Abb.2.16
iiber eine Rolle gefiihrt, so muss die Halte-
rung der Rolle die Vektorsumme der beiden
dem Betrag nach gleichen Krifte Fg und
~F aufnehmen und durch eine Gegenkraft F
kompensieren (<@ Abb. 2.19). Die drei Krifte
Fg, -F und F, bilden aneinandergesetzt ein
geschlossenes Dreieck, sie summieren sich
also zu Null, wie es im Gleichgewicht eben
sein muss.

Auch mehr als drei Krifte konnen sich die
Waage halten, dann nidmlich, wenn sich ihr

F-|:F2

Abb. 2.17. Kraft = Gegenkraft

2.2 Statik starrer Korper
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Abb. 2.18. Erzeugung der zum Gleichgewicht notwendi-
gen Gegenkraft F, durch Verformung von Haken und Wand

Kriftepolygon schliefit: Zeichnet man die
Kraftpfeile hintereinander, so muss die Spitze
des letzten mit dem Anfang des ersten zusam-
menfallen. Die erste Bedingung dafiir, dass
sich nichts bewegt, ldsst sich demnach kurz
und allgemein schreiben als

DF =o0.
i

Bei ungliicklicher Geometrie miissen auch
geringe Krifte nur durch relativ grofle Ge-
genkrifte gehalten werden. Musterbeispiel
ist die Wiascheleine (@ Abb. 2.20): Je straf-
fer man sie spannt, umso grofler miissen
die Krifte in der Leine sein, damit ihre
Vektorsumme (rot) die Gewichtskraft des
Handtuchs noch kompensieren kann. Zum
Klimmzug greift man verniinftigerweise in
Schulterbreite an die Reckstange; wer die
Arme spreizt, muss sich mehr anstrengen.

Fh

X

Abb. 2.19a-c. Vektoraddition der Krdfte am Beispiel
der ® Abb. 2.16. Die Krdfte F und ~-F werden durch die
Gegenkraft der Halterung der Rolle F, kompensiert

| 2 Mechanik starrer Korper

Abb.2.20. Eine straffe Wascheleine steht unter ho-
her Spannung, damit die Gewichtskraft F; von der
Vektorsumme (rot) der Kréfte in der Leine kompensiert
werden kann

Auf der anderen Seite spart eine schie-
fe Ebene Kraft: Uber eine schrige Latte
(<@ Abb. 2.21) ldsst sich ein Schubkarren auf
das Baugeriist bugsieren, den kein Mensch
mehr stemmen kann, denn fiir den Trans-
port muss nur die Komponente F; der Ge-
wichtskraft F; iiberwunden werden. Die
Komponente F, wird von den Verformungs-
kréften der Latte tibernommen.

| 2.2.2 ‘Gewichtskraft
und Gravitation

Die Behauptung, eine Federwaage kompen-
siere mit der elastischen Kraft ihrer Schrau-
benfeder die Gewichtskraft der angehing-
ten Last, sagt nur die halbe Wahrheit. Um
eine Feder zu dehnen, muss man an beiden
Enden ziehen. Die Federwaage funktioniert
nur, wenn sie am oberen Ende festgehalten
wird. Dort tbertrdgt sie ihre Federkraft
(plus eigene Gewichtskraft) auf die Halte-
rung. Diese stiitzt sich ihrerseits {iber Ge-
stell, Tischplatte, Fulboden und Mauerwerk
auf den Baugrund, iibertrigt also mit all
den zugehorigen Gewichtskriften auch die
der Last an der Federwaage auf die Erde.
Woher nimmt die jetzt die Gegenkraft?
Ursache aller Gewichtskrifte ist die Gra-
vitation, eine in ihren Details noch nicht
vollig erforschte Eigenschaft der Materie,
nur mit deren Masse verkniipft, also mit
der in Kilogramm gemessenen physikali-



Abb.2.21. Schiefe Ebene. Nur die Komponente F, der
Gewichtskraft F; muss beim Schieben iberwunden wer-
den; die Komponente F, wird von der Latte iibernommen

schen Grofle, und nicht mit der chemischen
Natur der Materie oder mit ihrem Aggre-
gatzustand. Die Gravitation beherrscht die
Himmelsmechanik, den Lauf der Planeten
um die Sonne, den Lauf der Sonne um das
Zentrum der Milchstrale, den Lauf der
Wettersatelliten um die Erde. Thre Wirkung
sind durch nichts beeinflussbare Krifte, mit
denen sich alle materiellen Kérper gegen-
seitig anziehen.

Das Gravitationsgesetz besagt: Zwei Mas-
sen my; und m, im Abstand r ziehen sich
gegenseitig mit einer Kraft F parallel zu der
Verbindungslinie zwischen den Massen an,
die zu beiden Massen proportional ist und
umgekehrt proportional zu r*:

F =2,

2
r

Hier erscheint die
Gravitationskonstante G = 6,68-107!! Nm?*/kg?.

Lisst sich kein einheitliches r ansetzen, etwa
weil die Korper zu ausgedehnt sind oder
auch mehr als zwei, so muss iiber alle Mas-
seteilchen integriert werden. Bei Kugeln,
also auch der Erde, reicht r von Mittelpunkt
zu Mittelpunkt.

y

- Gravitation: Massen ziehen sich an

(Naturgesetz).

Die Gravitation der Erde wirkt weit hinaus
in den Weltraum, sie wirkt aber auch auf alle

Gegenstdnde im Lebensraum des Menschen.
Dadurch wird jeder Stein, jeder Mensch, je-
der Kartoffelsack von der Erde mit seiner
jeweiligen Gewichtskraft F; angezogen und
zieht seinerseits die Erde mit der gleichen
Kraft an! Genauer: mit einer zu Fg antipa-
rallelen Kraft gleichen Betrages. Sie ist die
Gegenkraft, die zu Beginn des Kapitels ge-
sucht wurde.

Die Gewichtskrifte, an die der Mensch
sich gewohnt hat, werden durch Masse und
Radius der Erdkugel bestimmt und sind,
dem Gravitationsgesetz zufolge, der Mas-
se m des Probekorpers streng proportional.
Allgemein darf man

Fg/m = 9,81 N/kg

setzen.

Wire die Erde eine mathematische Kugel mit ho-
mogen verteilter Massendichte, so wire die letzte
Gleichung iiberall auf der Erdoberfldche mit dem
gleichen Zahlenwert giiltig. Tatsdchlich gilt aber
in Djakarta Fg/m = 9,7818 N/kg und am Nord-
pol Fg/m = 9,8325 N/kg. Wer das Kapitel, das den
freien Fall behandelte (s. Kap. 2.1.3), noch gut in
Erinnerung hat, dem sollten diese Zahlenwerte
bekannt vorkommen: sie sind die der (in m/s? ge-
messenen) Fallbeschleunigung g. Das ldsst einen
Zusammenhang vermuten. In der Tat gilt

Fo=m-g.

Nur macht diese Gleichung im Moment noch
Schwierigkeiten bei den Einheiten. Das Kap. 2.3.1
wird sie 16sen.

‘ 2.2.3 ‘Arbeit und Energie

Es macht Miihe, eine Last zu heben; herunter
fallt sie von allein. Aber auch, wenn die Last
wieder herunterfillt, war doch die Miihe des
Anhebens nicht ganz vergebens, denn beim
Herunterfallen kann etwas bewirkt werden
und sei es nur, dass die Last kaputtgeht. Die
Physik beschreibt diese Vorgénge mit den
Groflen Arbeit und Energie. Mensch oder
Kran leisten beim Heben der Last Arbeit oder

2.2 Statik starrer Korper
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Hubarbeit, die von der Last als potentielle
Energie gespeichert wird. Beim Herabfallen,
-rollen oder -gleiten wird dann diese Energie
wieder freigesetzt. Der Begriff Arbeit ist in der
Physik eine recht klar und einfach definierte
Grofle und wird viel enger verstanden als in
der Umgangssprache. Die zu leistende Hub-
arbeit ist umso grofer, je hoher die Hubho-
he Ah ist, um die die Last gehoben wird. Das
Heben einer schwereren Last mit groflerer
Gewichtskraft Fg bedarf auch einer grofleren
Arbeit. Es liegt also nahe, die Hubarbeit W als
das Produkt aus beidem festzulegen:

W=Fg-Ah

Hebt man die Last mit einem Flaschenzug
an (@ Abb. 2.22), so spart man Kraft, Arbeit
spart man nicht. Zwar ist die Kraft F, mit der
gezogen werden muss, aufgrund der trick-
reichen Rollenkonstruktion geringer als die
Gewichtskraft Fg, aber das Seil muss auch
die ldngere Strecke h, gezogen werden. Das
Produkt aus beidem bleibt gleich:

W=F-hy=Fg-Ah,

Im Flaschenzug verteilt sich die Gewichtskraft
Fg der Last gleichméflig auf die n Teilstiicke
des Seiles. Die Gegenkraft F, braucht deshalb
nur die Teilkraft F/n zu kompensieren. Zum
Heben der Last um Ak muss freilich jedes Teil-
stiick des Seiles entsprechend verkiirzt wer-
den, das gesamte Seil also um s = n-Ah.

Die durch das Heben der Last hinzuge-
wonnene potentielle Energie AW, ent-
spricht gerade dieser geleisteten Hubarbeit.
Man kann also auch schreiben:

AW,o = Fg- Ah.

Arbeit und Energie haben die gleiche Ein-
heit und sind eng verwandt.

- Hubarbeit = Gewichtskraft mal

50

Hubhdhe; Hubarbeit erhoht die potentielle
mechanische Energie.
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Abb. 2.22. Flaschenzug (Einzelheiten im Text)

Aus diesem Zusammenhang folgt, dass die
Energie in der Einheit Newtonmeter (Nm)
gemessen werden kann. Sie wird auch Joule
(J) genannt und ist per Definition gleich der
Wattsekunde (Ws), der Einheit der elektri-
schen Energie. Fiir den modernen Alltag ist
sie zu klein; dort benutzt man lieber die Ki-
lowattstunde (1 kWh = 3.600.000 J). Sie hat
einen Kleinhandelswert von etwa 12 Cent.
v

SI-Einheit der Energie: Newton- ;

meter = Joule = Wattsekunde.

Anders als Arbeit ist Energie ein recht kom-
plizierter und sehr vielschichtiger Begriff in
der Physik. Energie hat die bemerkenswerte
Eigenschaft, in mancherlei unterschiedlichen
Formen auftreten zu konnen und sich von der
einen in die andere iiberfithren zu lassen; in-
sofern ist sie wandelbar. Sie kann aber weder
geschaffen noch vernichtet werden; insofern
ist sie unwandelbar, ihr Betrag bleibt konstant.

Ohne elektrische Energie, leicht zugdng-
lich bereitgestellt von jeder Steckdose, kann



sich mancher ein Leben gar nicht mehr
vorstellen. Gewonnen wird sie iberwiegend
aus chemischer Energie, durch Verbren-
nung von Kohle und Erdél ndmlich. Auch
Mensch und Tier decken den Energiebedarf
ihres Organismus aus chemischer Energie,
enthalten in der Nahrung. Pflanzen haben
sie vorher gespeichert, aus von der Sonne
stammender Strahlungsenergie. Die Sonne
bezieht sie aus Kernenergie, die grundsétz-
lich bei jeder spontanen Umwandlung von
chemischen Elementen durch Radioaktivi-
tét, Kernspaltung oder Kernfusion frei wird.
Im Gedankenversuch auf dem Papier ldsst
sich Energie aus jeder Form vollstindig in
jede andere Form iiberfiihren; in der Praxis
bleibt freilich stets mehr oder weniger Wiir-
meenergie librig.

Die eben besprochene potentielle Energie
beim Heben ist nur eine mdgliche Form
potentieller Energie. Immer wenn die Kraft
auf einen Gegenstand nur vom Ort des
Gegenstandes abhingt, geht die am Ge-
genstand verrichtete Arbeit in potentielle
Energie. Ein zweites Beispiel ist die in einer
gespannten Feder gespeicherte potentielle
Energie.

Im Fall der Feder ist die Kraft F nicht kons-
tant wie die Gewichtskraft F; beim Heben,
sondern eine Funktion F(s) der Position s.
Eine einfache Multiplikation zur Berech-
nung der Arbeit geniigt nicht mehr; es muss
integriert werden:

Sz
W= I F(s)-ds
51

Bei der Schraubenfeder mit ihrem linea-
ren Kraftgesetz F(s)=D-s (s.Kap.2.2.1)
ergibt sich damit die potentielle Energie
der zusammengedriickten Feder nach dem
gleichen mathematischen Schema wie beim
freien Fall (s. Kap. 2.1.4):

N
Wor(5) :JD .oda+W(s,)
So

N
=D-Jado+W(sO)=%D-s2+W0

So

Energie W

Langendnderung Al

Abb. 2.23. Zum linearen Kraftgesetz einer Schraubenfeder
(@ Abb. 2.13) gehort eine parabolische Abhangigkeit der po-
tentiellen Energie von der Dehnung (Stauchung gestrichelt)

Als Graph kommt also eine Parabel heraus
(@ Abb. 2.23).

Die von der Mathematik vorgeschriebe-
nen Integrationskonstanten haben physi-
kalische Bedeutung: Sie kennzeichnen die
Randbedingungen eines Problems, die das
Integral selbst nicht erfassen kann. Beim
Wurf waren dies die Anfangsbedingungen
zur Zeit t = 0, die Anfangsgeschwindigkeit v,
ndmlich, mit der abgeworfen wird, und die
Ausgangsposition s, von der aus geworfen
wird. Fiir die potentielle Energie hat das eine
merkwiirdige Konsequenz: W, ldsst sich
iiberhaupt nur definieren bis auf eine will-
kiirliche additive Konstante W es ist grund-
sdtzlich gleichgiiltig, ob man den Nullpunkt
der potentiellen Energie der angehobenen
Last auf die Oberkante des Labortisches, auf
Meereshéhe, auf das Zentrum der Erde oder
auf sonst ein Niveau bezieht. Anderungen
der potentiellen Energie werden von der
Wahl des Nullpunkts nicht beeinflusst.

Krifte sind Vektoren, die Energie ist ein
Skalar. Wer sich nach Art der < Abb.2.24
vor einen Wagen spannt, zieht um den Win-
kel a schrdg nach oben. Mit der vertikalen
Komponente seiner Zugkraft F entlastet der
lediglich die Vorderachse seines Wagens; nur
die horizontale Komponente mit dem Betrag

F,=F-cosa

dient dessen Bewegung. Sie allein zdhlt bei
der Berechnung der geleisteten Arbeit:

2.2 Statik starrer Korper |

51



Abb. 2.24. Nur die horizontale Komponente der Zugkraft
leistet Arbeit

W=F-As-cos a.

Diese Formel ldsst offen, ob man die Kompo-
nente der Kraft in Richtung des Weges in sie
eingesetzt hat oder die Komponente des We-
ges in Richtung der Kraft. Mathematisch han-
delt es sich um das skalare Produkt der beiden
Vektoren F und § (s. Kap. 1.3.2). Sind F und «
nicht konstant, muss integriert werden.

- Mechanische Arbeit:

52

r
W= jF(?) -ds (skalares Produkt),
o

»Arbeit = Kraft - Weg".

Ohne Weg keine Arbeit! Als ,Weg*“ zdhlt
aber nur dessen Komponente in Richtung
der Kraft. Wer sich einen Mehlsack auf die
Schultern 14ddt, leistet Arbeit, Hubarbeit
ndmlich. Wer den Sack dann aber streng
horizontal iiber den Hof trigt (@ Abb. 2.25),
leistet im Sinn der Mechanik keine Arbeit
mehr. Dass er trotzdem ermiidet, ist seine
Ungeschicklichkeit: Hitte er einen Wagen
gebaut und sorgfiltig alle Reibung vermie-
den, so hitte er den Sack, einmal aufgeladen,
mit dem kleinen Finger iiber den Hof schie-
ben konnen, ohne Arbeit, weil (praktisch)
ohne Kraft. Weg und Gewichtskraft stehen
senkrecht aufeinander, ihr skalares Produkt
ist null, weil cos 90° dies auch ist.

Reine Haltebetitigung leistet keine me-
chanische Arbeit; der Weg fehlt. Fiir sie
Energie einzusetzen, ist Verschwendung,
kann aber aus mancherlei Griinden durch-
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aus verniinftig sein. Hierfiir ein technisches
Beispiel: Ein Kran verlddt Eisenschrott mit
Hilfe eines Elektromagneten. Fiir die Hub-
arbeit braucht er einen Elektromotor, der
elektrische Energie umsetzt; das ist unver-
meidlich. Zusitzlich setzt aber auch der Ma-
gnet elektrische Energie in Warme um (der
elektrische Strom erwdrmt den Magneten),
und das ist prinzipiell unnétig; ein Perma-
nentmagnet hielte den Eisenschrott ja auch
fest. Nur liefle er ihn nicht wieder los. Allein
der Flexibilitdt wegen wird hier Energie zum
(voriibergehenden) Festhalten eingesetzt.

Ahnliches gilt fiir Muskeln, wenn auch in
ganz anderem Mechanismus. Sie koénnen
sich unter Kraftentwicklung zusammenzie-
hen und dabei mechanische Arbeit leisten,
beim Klimmzug etwa oder beim Aufrichten
aus der Kniebeuge. Ein Muskel muss aber
auch dann Energie umsetzen, wenn er sich
lediglich von einer dufleren Kraft nicht deh-
nen lassen will. Die Natur hat Mensch und
Tier so konstruiert, dass im Allgemeinen
nur wenig Muskelarbeit fiir reine Halte-
betitigung eingesetzt werden muss. Wer
aufrecht steht, den trdgt im Wesentlichen
sein Skelett. Wer aber in halber Kniebeuge
verharrt, dem zittern bald die Knie.

So wandelbar die Erscheinungsformen
der Energie sind, so unwandelbar ist ihr
Betrag. Der ,,Satz von der Erhaltung der En-
ergie, der Energiesatz also, gilt zuverléssig.

v

Energiesatz: Energie kann weder _

ins Nichts verschwinden noch aus dem Nichts
entstehen, sie kann lediglich von einer Ener-
gieform in eine andere umgewandelt werden.

Keinem Naturgesetz ist so viel Aufmerk-
samkeit gewidmet, keines so oft und so
sorgfiltig tiberpriift worden wie der Ener-
giesatz. Schon bevor er entdeckt wurde, ha-
ben zahlreiche Erfinder vergeblich versucht,
ihn durch die Konstruktion eines Perpetu-
um mobile experimentell zu widerlegen.
Darum darf man sich von hiufig benutzen
Vokabeln wie ,Energieerzeugung“ oder



Abb. 2.25. Wer einen Mehlsack horizontal tber den
Hof trdgt, leistet keine mechanische Arbeit gegen die
Schwerkraft

»Energieverbrauch nicht irreleiten lassen.
Insgesamt kann Energie weder erzeugt noch
verbraucht werden. Freilich, des von der
Technik verwéhnten Menschen liebste En-
ergieform ist die elektrische, und die kann
schon ,verbraucht“ werden, umgewandelt
in Licht, Warme usw. Dazu muss sie stindig
erzeugt werden, umgewandelt zumeist aus
der chemischen Energie von Erdol, Koh-
le und Erdgas, aber auch aus Kernenergie,
seit eh und je aus der wenig ergiebigen En-
ergie von Wind und Wasser, kaum aus der
Strahlungsenergie der Sonne. Verschwende-
rischer Umgang mit Energie schafft Lebens-
qualitdt und treibt Raubbau an den fossilen
Energievorriten, die von der Natur in Jahr-
millionen angelegt wurden.

Wer arbeitet, leistet etwas; wer schneller
arbeitet, leistet mehr. Nach diesem Satz
leuchtet die folgende Definition der physi-
kalischen Grof3e Leistung unmittelbar ein:

. Energie dW .
Leistung P=———"—"—=W,
Zeitspanne dt

SI-Einheit ist Joule/Sekunde = Watt = W.
y

Leistung P = :—tw = W, SI-EinheitJ/s

= Watt = W.

Um die Reaktionen des menschlichen Orga-
nismus auf korperliche Belastung zu unter-
suchen, benutzt der Sportarzt gern das sog.
Fahrradergometer. Man setzt sich auf den

Sattel eines stationidren ,Fahrrades“ und
hilt die Tretkurbel in Gang. Die dem Sport-
ler dabei abverlangte Leistung wird von ei-
ner Elektronik auf voreingestellten Werten
konstant gehalten. 20 W, einer schwachen
Nachttischlampe entsprechend, sind leicht
zu leisten; 100 W, notwendig fiir eine krafti-
ge Arbeitsplatzbeleuchtung, machen schon
einige Miihe. 500 W fiir einen Toastrdster
kann der Mensch nur fiir kurze Zeit liefern.
Wollte man die so gewonnene elektrische
Energie verkaufen, so kime man allenfalls
auf 1 Cent Stundenlohn; der Mensch ist zu
wertvoll, um als reine Muskelkraftmaschine
verschlissen zu werden. Ubrigens kann man
auch ohne Ergometer die Leistungsfidhigkeit
seiner Beine iiberpriifen: Man muss nur mit
der Stoppuhr in der Hand eine Treppe hin-
auflaufen (@ Abb. 2.26).

T I
Rechenbeispiel 2.6:

Ein flotter Kleinwagen wiege 1000 kg und

habe eine maximale Motorleistung von

66 kW (entspricht 90 PS). Wie schnell kann

er giinstigstenfalls einen 500 m hohen Berg

hinauffahren?

Losung: Die zu leistende Arbeit ist W =
h-m-g=500 m-1000 kg-g = 4,9-10° J. Leis-
tet das Auto konstant 66 kW, so braucht es
fiir diese Arbeit die Zeit

=4,9-106]

=74,3s,
66 kW

Abb. 2.26. Zur Leistung beim Treppesteigen

2.2 Statik starrer Korper |
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| 2.2.4 ‘Kinetische Energie

Lisst man einen Stein (der Masse m) fallen, so
verliert er potentielle Energie. Wo bleibt sie,
da Energie doch nicht verschwinden kann?
Ldsst man einen Stein fallen, so gewinnt er
die Geschwindigkeit v; zu ihr gehort

kinetische Energie Wy, = Y2 m-v%

Dass diese Definition zumindest insofern verniinf-
tig ist, als sie sich mit Energiesatz und Fallgesetz
vertrégt, sieht man leicht: Nach der Fallzeit At hat
der Stein die Geschwindigkeit v=g- At erreicht, die
Strecke As=Y4g-Ar? durchfallen und die potentiel-
le Energie m-g-As=m-g-V2-g-Af> = Va-m- g*- Af?
= Y5-m-v* in kinetische Energie umgesetzt.

- Kinetische Energie W, = %2 m-2

Ein Musterbeispiel fiir stindige Umwandlung
kinetischer Energie in potentielle und umge-
kehrt liefert das Fadenpendel (@ Abb. 2.27).
Die erste Auslenkung von Hand hebt den
Schwerpunkt der Kugel um die Hubhohe Ak
an, erhoht also die potentielle Energie um

AW, =m g Ah.

Dieser Betrag ist dann voll in kinetische
Energie umgewandelt worden, wenn das
Pendel durch seine Ruhelage schwingt; es
tut dies mit der Geschwindigkeit v,:

Wign = V2 m-ve? = AW,

Daraus folgt

v0=J2~AWpot/m=\/2~g~Ah

Hinter der Ruhelage wandelt sich kineti-
sche Energie wieder in potentielle um, und
zwar so lange, bis die Pendelkugel in ihrem
Umbkehrpunkt zur Ruhe kommt. Sie tut dies
auf der Hohe Ah iiber dem Tiefstpunkt. Von
nun an wiederholt sich das Spiel periodisch.
Auf die Hohe Ah steigt die Kugel auch dann,
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Abb. 2.27. Fadenpendel und Fangpendel. Die Umkehr-
punkte liegen immer auf gleicher Hohe Ah iiber der
Ruhelage, auch wenn ein Hindernis im Weg ist

wenn man ihrem Faden ein Hindernis in
den Weg stellt (Fangpendel - @ Abb. 2.27).

Dies ist ein Beispiel fiir die Erhaltung der
so genannten mechanischen Energie, die als
die Summe aus kinetischer und potentieller
Energie definiert ist.

Mechanische Energie:
Winech = Wpor + Wiin
bleibt bei vernachlassigbarer Reibung erhal-
ten

Die Geschwindigkeit vy, mit der das Pendel
durch seine Ruhelage schwingt, hdngt nur
von der Hubhohe A ab, nicht von der Masse,
nicht von der Fadenldnge, nicht von der Form
der Bahn. v, stimmt mit der Geschwindigkeit
eines Korpers tiberein, der die Strecke Ah aus
der Ruhe frei durchfallen hat. Hier zeigt sich
der Vorteil einer so allgemein giiltigen Bezie-
hung wie der des Energiesatzes: das Kind auf
der Schaukel, der Skispringer am Schanzen-
tisch, der Wagen der Achterbahn, der Apfel,
der vom Baum fillt: fiir alle Geschwindigkei-
ten gilt das gleiche Gesetz...

...sofern man die Reibung (Kapitel 2.3.3)
vernachldssigen darf. Auch gegen eine Rei-
bungskraft wird Arbeit geleistet; frither oder
spiter zehrt sie die kinetische Energie jeder sich
selbst tiberlassenen Bewegung auf und wandelt
sie in Warme um. Auch zur Warme gehort kine-
tische Energie, die der ungeordneten Bewegung
einzelner Atome und Molekiile ndmlich. Diese



Unordnung hat aber eine so grundsitzliche Be-
deutung, dass die Warme mit vollem Recht als
eigene Energieform angesehen wird.

Kinetische Energie wandelt sich freiwillig
in Wirme um, immer und unvermeidlich:
Vollkommen ldsst sich Reibung nicht aus-
schalten. Zuweilen wird sie sogar dringend
gebraucht, z.B. dann, wenn ein schnelles Auto
plotzlich abgebremst werden muss, um eine
Karambolage zu vermeiden. Dann soll sich
viel kinetische Energie rasch in Warme um-
wandeln: Die Bremsen werden heifi. Gelingt
dies nicht schnell genug, so entsteht die rest-
liche Wérme bei plastischer Verformung von
Blech. Nicht jeder Autofahrer hat ein sicheres
Gefiihl fiir Geschwindigkeit und schon gar
nicht fiir deren Quadrat. Wer bedenkt schon,
wenn er mit 160 km/h iiber die Autobahn
braust, dass er im Fall eines Falles das Zehn-
fache an kinetischer Energie wegbremsen
muss gegeniiber 50 km/h im Stadtverkehr
und fast das Dreifligfache gegeniiber den
erlaubten 30 km/h in seinem Wohngebiet?

Auf freier, gerader, ebener Strecke arbeiten
die Motoren der Fahrzeuge nur noch gegen
die Reibung, sie leisten Reibungsarbeit. Beim
Anfahren miissen sie zusitzlich kinetische
Energie produzieren, d.h. Beschleunigungs-
arbeit leisten.

T I
Rechenbeispiel 2.7:
Beschleunigung
des flotten Kleinwagens

Unser Kleinwagen (m = 1000 kg, Motorleis-

tung 66 kW) beschleunige aus dem Stand

10 Sekunden lang mit maximaler Leistung.

Welche Geschwindigkeit hat er dann er-

reicht? Reibung wollen wir in dieser Abschit-

zung vernachléssigen.
Losung: Die vom Motor geleistete Arbeit
erho6ht die kinetische Energie des Autos:

%m~v2=66kw~103 =

266 kW-10's
V= |"————— =363m/s
1000 kg

= 130,8 km/h

T I

Rechenbeispiel 2.8:

Ein letzter Wurf vom Turm
Nun haben wir noch eine andere Art ken-
nen gelernt, wie wir im Rechenbeispiel 2.4
(schiefer Wurf vom Turm mit v, = 15 m/s)
die Auftreffgeschwindigkeit auf den Boden
berechnen kénnen. Es geht auch mit dem
Energiesatz. Wie?

Losung: Der Stein startet mit der kine-
tischen Energie Y4m-v{. Beim Fallen vom
Turm wird zusitzlich noch die potentielle
Energie m-g-10 m in kinetische Energie
umgewandelt. Die gesamte kinetische Ener-
gie beim Auftreffen ist also: Wy, = Y2 m-1?
=Y m-v} + m-g-10 m. Daraus ergibt sich
fii die Geschwindigkeit v beim Auftreffen:

v =v5+2¢-10m =
m \2
y=y(152) +2¢- 10 m =20,5 m/s.

Das hatten wir auf etwas umstdndlichere
Art schon einmal herausbekommen. Der
Abwurfwinkel geht in dieser Rechnung
gar nicht ein. Die Auftreffgeschwindigkeit
ist tatsdchlich von ihm unabhéngig. Nicht
unabhingig vom Winkel ist natiirlich die
Wurfweite. Bei ihrer Berechnung hilft der
Energiesatz nicht.

‘ 2.2.5 ‘Hebel und Drehmoment

Die Skelette der Wirbeltiere bestehen aus
einer Vielzahl von Hebeln. Dazu gehort
auch der linke Unterarm des Menschen
(@ Abb. 2.28). Hilt man ihn horizontal, in
der Hand eine Hantel, so versucht deren Ge-
wichtskraft, das Ellbogengelenk zu 6ffnen.
Der Bizeps kann das aber verhindern. Weil
er dicht neben dem Ellbogen am Unterarm
angreift, muss seine Muskelkraft allerdings
deutlich grofer sein als die Gewichtskraft
der Hantel; der Bizeps ,sitzt am kiirzeren
Hebelarm*. In seiner einfachsten Form lau-
tet das Hebelgesetz:

Kraft mal Kraftarm = Last mal Lastarm.
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Abb.2.28. Arm und Bizeps als einarmiger Hebel: Kraft
und Last greifen, auf die Drehachse (Ellbogengelenk) bezo-
gen, auf der gleichen Seite an; der Hebelarm des Muskels
(,~30mm) ist wesentlich kleiner als der Hebelarm
(l,~30 cm) der Hantel

Es liegt nahe, die Gewichtskraft der Hantel
als ,Last“ zu bezeichnen und die Muskel-
kraft des Bizeps als ,,Kraft“ Umgekehrt geht
es aber auch. Linge des Hebelarms ist der
Abstand zwischen dem Angriffspunkt der
jeweiligen Kraft und der Drehachse. Fiir den
Bizeps sind das ungefdhr 30 mm, wihrend
der Unterarm etwa 30 cm lang ist.
A4

- Einfachste Form des Hebelgesetzes:
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Kraft mal Kraftarm = Last mal Lastarm.

Empirisch ldsst sich das Hebelgesetz z.B.
mit einer Stange untersuchen, die am lin-
ken Ende drehbar gelagert ist und in Langs-
richtung verschiebbare Haken besitzt, nach
unten zum Anhdngen von Gewichtsklotzen,
nach oben zum Einhidngen von Federwaagen.
Im Gedankenversuch soll der Hebel zwei Be-
dingungen erfiillen, die sich im realen Expe-

Abb.2.29. Die Federwaage kompensiert die Gewichts-
kraft, ob der Hebel nun da ist oder nicht

| 2 Mechanik starrer Korper
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o
Abb. 2.30. Héngt man die Last auf halben Hebelarm, so

braucht die Federwaage nur die halbe Kraft aufzubringen.
Die andere Halfte liefert das Lager

riment nur niherungsweise verwirklichen
lassen: Der Hebel soll einerseits starr sein,
sich also weder dehnen, noch stauchen, noch
verbiegen lassen, und andererseits masselos,
also keine Gewichtskraft haben.

Dann spielt der Hebel in einer Situation,
wie sie ® Abb. 2.29 darstellt, keine Rolle: die
Federwaage muss so oder so die Gewichts-
kraft iibernehmen. Man kann aber auch sa-
gen, Kraftarm und Lastarm seien gleich, und
darum miissten es Kraft und Last ebenfalls
sein. Halbiert man den Lastarm (< Abb. 2.30),
so kommt die Federwaage mit der halben
Kraft aus. Umgekehrt muss sie die doppelte
Kraft aufbringen, wenn man jhren Hebelarm
halbiert (@ Abb. 2.31). Das Spiel ldsst sich auf
vielerlei Weise variieren. Was immer man tut,
im Gleichgewicht gilt das Hebelgesetz, das
sich jetzt auch mathematisch formulieren
lasst. Nennt man die Betrdge der Krifte von
»Kraft“ und ,,Last F, und F, und die zugeho-
rigen Hebelarme [; und ,, so ist

l-F,=1,-F,

die Bedingung des Gleichgewichts, die Be-
dingung dafiir, dass der Hebel ruhig bleibt
und sich nicht bewegt.

]
o ]

l ¢ E] l
Abb. 2.31. Wird der Kraftarm halbiert, so muss die Kraft
verdoppelt werden




Abb. 2.32. Im Allgemeinen greift der Bizeps schrag am
Unterarm an

Die letzte Gleichung ignoriert, dass Kraf-
te und Hebelarme Vektoren sind; sie kann
sich das leisten, weil sie nur einen Sonder-
fall zu beschreiben braucht: horizontale
Hebelarme [ und vertikale Gewichtskraf-
te E, also rechte Winkel zwischen [ und E.
Beim Unterarm gilt das nicht; selbst wenn
er waagerecht gehalten wird, zieht der Bi-
zeps, abhingig von der Position des Ober-
arms, im Allgemeinen schrdg nach oben
(@ Abb. 2.32). Im Modellversuch kann man
diesen Fall dadurch nachbilden, dass man
die Federwaage ebenfalls schrig nach oben
ziehen lédsst, mit einem Winkel f§ zwischen
ihr und dem Hebelarm (@ Abb. 2.33). Dann
hat nur die vertikale Komponente F, der
Federkraft F Bedeutung fiir das Hebelge-
setz, wihrend die horizontale Komponente
F,, lediglich den Hebel zu dehnen versucht
und letztlich vom Achslager aufgefangen
werden muss (® Abb. 2.34). Das Kriftedrei-
eck ist rechtwinklig und erlaubt darum, die
Betrdge der Komponenten mit den Winkel-
funktionen Sinus und Kosinus unmittelbar
auszurechnen:

F, = Fg-sin f§; Fy, = Fy- cos f3.

Dadurch bekommt das Hebelgesetz die
Gestalt

N

o ]

Abb. 2.33. Auch die Federwaage kann schrég am Hebel
angreifen

pull

Abb. 2.34. Komponentenzerlegung der Federkraft F;
nur die Vertikalkomponente F, hat Bedeutung fiir das
Hebelgesetz

LFy=10F,
und ausmultipliziert die Form
I,-F,-sin f$; = 1,-F,-sin f§,.

Man kann den Sinus des Winkels zwischen
Kraft und Hebelarm auch anders deuten,
niamlich durch die Definition eines sog. ef-
fektiven Hebelarms I.q. Er ist der kiirzeste
Abstand zwischen der Drehachse und der
Kraftwirkungslinie (® Abb. 2.35), steht also
senkrecht auf beiden:

leff =[-sin ]?.

In dieser Interpretation schreibt sich das
Hebelgesetz

leffl'Fl = leffZ'FZ’

was ausmultipliziert zu dem gleichen Ergeb-
nis fithrt. Mathematisch spielt es keine Rolle,
ob man den Sinus der Kraft zuordnet (Kom-
ponentenzerlegung) oder dem Hebelarm
(effektiver Hebelarm); nur darf man nicht
beides zugleich tun.

Drehachse . ¢
! el
=Sl
7
e

- 7

! -~

eff ~

e

7
7
//’/\ Kraftwirkungslinie

Abb. 2.35. Zur Definition des effektiven Hebelarms I ¢ und
der Kraftwirkungslinie
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- In der einfachsten Form des

Hebelgesetzes stehen entweder ,Kraft” und
sLast” fiir deren Komponenten senkrecht zum
Hebelarm oder ,Kraftarm” und ,Lastarm” fiir
die effektiven Hebelarme.

Unabhiéngig von diesen beiden Deutungen
bietet die Mathematik ihr vektorielles Pro-
dukt zweier Vektoren an. Die Physik folgt
dem Angebot und definiert eine neue phy-
sikalische Grof3e, das

Drehmoment T=1x E

Es steht senkrecht auf [und Fund liegt dem-
zufolge parallel zur Drehachse.

- Drehmoment: Vektorprodukt aus

Hebelarm und Kraft T=1x F

Vom Hebel wird erwartet, dass er sich nicht
dreht. Dazu miissen sich Drehmoment und
Gegendrehmoment gegenseitig kompensie-
ren:

ZT:O
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Allgemeine Form des Hebelgesetzes: zf =0

Mechanische Energie und Drehmoment
werden beide in Newtonmeter gemessen,
denn sie sind beide Produkte von jeweils ei-
ner Kraft und einer Linge, dem Schubweg
bzw. dem Hebelarm. Der Einheit sieht man
nicht an, dass es sich beim Drehmoment um
ein vektorielles, bei der Energie aber um ein
skalares Produkt zweier Vektoren handelt.
Die Namen Joule und Wattsekunde bleiben
aber der Energie vorbehalten.

| 2 Mechanik starrer Korper

T I
Rechenbeispiel 2.9:
Oktoberfest

Welche Kraft muss der Bizeps einer Kell-

nerin auf dem Oktoberfest ungefihr ent-

wickeln, wenn sie in jeder Hand sechs volle

MafBkriige tridgt? Ein voller Krug hat eine

Masse von etwa 2 kg. Die Mafle der Arme

entnehme man ® Abb. 2.28.

Losung: Der Bizeps sitzt am kiirzeren He-
bel und muss die zehnfache Gewichtskraft
aufbringen:

30 cm
F=

-12kg-¢=1177N
30 mm 88

| 2.26 ‘DieGrunngeichungen
der Statik

Die Uberlegungen des vorigen Kapitels un-
terstellen als selbstverstdndlich, dass die
Position der Achse, um die sich ein Hebel
drehen kann, im Raum unverriickbar fest-
liegt. Wie man das technisch erreicht, wurde
nicht gesagt, in den Zeichnungen nur ange-
deutet. Mit etwas Phantasie kann man etwa
@ Abb.2.30 Folgendes entnehmen: Zwei
quer am linken Ende des Hebels befestigte
Achsstummel stecken drehbar in passenden
Lochern des Lagerklotzes, der selbst iiber
eine nicht gezeichnete Halterung zunichst
vermutlich mit einem Tisch, am Ende aber
mit dem Erdboden starr verbunden ist. Ver-
sucht nun eine von auflen angreifende Kraft
den Hebel wegzuziehen, so hidlt der Lager-
klotz den Hebel dadurch fest, dass er durch
winzige elastische Verformungen auf die
Achsstummel die dort erforderliche Lager-
kraft ausiibt. Warum aber war es im vorigen
Kapitel erlaubt, diese Lagerkraft mit keinem
Wort zu erwéhnen?

Wichtigste physikalische Grofle beim
Hebel ist das Drehmoment T, im vorigen
Kapitel als Kreuzprodukt aus Hebelarm [
und Kraft F beschrieben: T=1IxF. Der
Hebelarm reicht von der Drehachse bis zur
Kraftwirkungslinie. Nun greift eine Lager-
kraft allemal an der Achse an. Folglich liefert



sie mangels Hebelarm kein Drehmoment;
folglich kann das Hebelgesetz ohne Lager-
krifte formuliert werden. Damit der Hebel
aber auch wirklich im statischen Gleichge-
wicht ist, muss auch noch das gelten, was in
Kap. 2.2.1 formuliert wurde: die Summe al-
ler an den Hebel angreifenden Kréfte muss
Null sein. Die Summe der Kraft, die das Ge-
wicht ausiibt und der Kraft, die die Feder-
waage ausiibt, sind aber in @® Abb. 2.31 kei-
neswegs Null, da die Kraft der Federwaage
doppelt so grofl ist. Also muss das Lager mit
einer nach unten gerichteten Kraft, die hier
genauso grofd ist, wie die Kraft des Gewichts,
fiir den Ausgleich sorgen. Téte das Lager
dies nicht, so wiirde der Hebel nach oben
wegschlagen.

Entsprechend sind in den ® Abb. 2.30 bis
2.33 die Lagerkrifte eingezeichnet. Nur in
der Situation von ® Abb. 2.29 hat das La-
ger nichts zu tun (aufler natiirlich den He-
bel zum Teil zu tragen, aber dessen Gewicht
sollte ja vernachldssigbar sein).

Bei Krdften und Drehmomenten denkt
man instinktivimmer auch an Bewegungen,
die sie ja grundsitzlich auslosen kénnen,
die in der Statik aber ausdriicklich ausge-
schlossen werden. Hduser und Briicken
sollen schliefilich stehen bleiben und nicht
einstiirzen. Dazu miissen sich alle Krifte F
und Drehmomente T gegenseitig aufheben:

Zﬁ:o und ZT:O.

A 4

- Die Bedingungen der Statik:

Zf:o; zf=o.

‘ 227 ‘Gleichgewichte

Regen Gebrauch vom Hebelgesetz macht zu-
néchst einmal die Natur, etwa bei den Ske-
letten der Wirbeltiere und den zugehdrigen
Muskeln; regen Gebrauch macht aber auch

Abb. 2.36. Einfache Balkenwaage

die Technik, z.B. bei den Balkenwaagen, die
zwei von massenproportionalen Gewichts-
kriften erzeugte Drehmomente miteinan-
der vergleichen. Die Waage der Justitia, auch
Apothekerwaage genannt (@ Abb.2.36),
besitzt einen genau in der Mitte gelagerten
zweiarmigen Hebel, den Waagebalken. Die
Gleichheit der Hebelarme ist hier unerléss-
lich; jede Abweichung wiirde zu einem sys-
tematischen Fehler fithren. Das Waagegut
wird dann mit passenden Stiicken aus einem
Gewichtssatz verglichen. Moderne Waagen
freilich zeigen ihren Messwert elektronisch
an und verraten nicht, wie sie das machen.
Im Gleichgewicht geht die Apothekerwaage
in Ruhestellung, Waagebalken horizontal. Un-
belastet tut sie dies auch. Wieso eigentlich?
Hingt man irgendeinen Korper nachei-
nander an verschiedenen Punkten auf, und
zieht man von jedem Aufhdngepunkt eine

Abb. 2.37. Der Schwerpunkt S eines frei hangenden Kor-
pers begibt sich unter den Aufhangepunkt

2.2 Statik starrer Korper |
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Abb. 2.38. Bei einem optimal ausgefiihrten Fosbury-Flop rutscht der Schwerpunkt des Springers knapp unter der Latte

hindurch

Gerade senkrecht nach unten, so treffen sich
alle Geraden in einem Punkt, dem Schwer-
punkt (@ Abb. 2.37). Bei der Gewichtskraft
darf man so tun, als sei die gesamte Masse
eines Korpers in seinem Schwerpunkt kon-
zentriert; man bezeichnet ihn deshalb auch
als Massenmittelpunkt. Er kann auflerhalb
des Korpers liegen, z.B. beim Hufeisen. Der
Mensch kann seinen Schwerpunkt sogar
durch Korperbewegungen verlagern, auch
nach auflen. Einem vorziiglichen Hochsprin-
ger gelingt es moglicherweise, ihn unter der
Latte hindurchzumogeln (® Abb. 2.38); das
spart Hubarbeit.

Wenn es die Halterung erlaubt, versucht
jeder Schwerpunkt von sich aus, unter den
Unterstiitzungspunkt zu kommen. Dann hat
die Gewichtskraft keinen effektiven Hebel-
arm mehr und erzeugt kein Drehmoment.
Der Waagebalken der Balkenwaage wird
deshalb so konstruiert und aufgehingt, dass
er dieses Ziel zu erreichen erlaubt und sich
dabei waagerecht stellt. Dazu muss der Un-
terstiitzungspunkt {iber den Schwerpunkt
gelegt werden.

Ein Waagebalken nimmt seine Ruhestel-
lung auch dann ein, wenn beide Waagscha-
len gleiche Lasten tragen und mit ihnen
entgegengesetzt gleiche Drehmomente er-
zeugen. Hat aber z.B. die linke Waagschale
ein Ubergewicht (® Abb. 2.39), so neigt sich
der Waagebalken auf ihrer Seite und schiebt
seinen Schwerpunkt nach rechts heraus. Das
bedeutet effektiven Hebelarm, Gegendreh-
moment und neues Gleichgewicht. Durch
seine Schriglage zeigt der Waagebalken aber
»ungleichgewicht im Sinne von ,,Ungleich-
heit der Gewichte® in den beiden Waagscha-
len an. Lenkt man den Waagebalken durch
kurzes Antippen aus, so fiithrt ihn das riick-
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treibende Gegendrehmoment wieder in die
Ausgangslage zuriick, ob horizontal oder
schrig. Man spricht immer dann von einem
stabilen Gleichgewicht, wenn Stérungen
»von selbst® riickgiangig gemacht werden.

Ganz anders verhilt sich ein Spazier-
stock, den man auf seine Spitze zu stellen
versucht. Grundsitzlich miisste es moglich
sein, seinen Schwerpunkt so exakt iiber
den Unterstiitzungspunkt zu bringen, dass
auch jetzt mangels effektiven Hebelarms
kein Drehmoment auftritt (@ Abb. 2.40).
Hier geniigt aber die kleinste Kippung, der
kleinste Lufthauch, um ein Drehmoment
zu erzeugen, das die Auslenkung vergro-
Bert: labiles Gleichgewicht; der Stock fillt
um. Umfallen braucht allerdings Zeit. Mit
der nétigen Geschicklichkeit ldsst sich der
Unterstiitzungspunkt deshalb rechtzeitig
nachfiithren; ein Jongleur kann ein volles
Tablett auf einer Stange balancieren und ein
Seelowe einen Ball auf seiner Nase.

Abb. 2.39. Apothekerwaage. AuBerhalb des Gleichge-
wichtes liegt der Schwerpunkt S des Waagebalkens nicht
unter dem Unterstiitzungspunkt U und erzeugt deshalb ein
riicktreibendes Drehmoment. Der Ausschlag der Waage und
damit ihre Empfindlichkeit sind umso groBer, je leichter der
Balken, je ldnger die Hebelarme und je kleiner der Abstand
des Schwerpunktes vom Unterstiitzungspunkt sind



Abb. 2.40. Labiles Gleichgewicht. Der Schwerpunkt S fallt,
wenn er nicht exakt iber dem Unterstiitzungspunkt liegt:
Abgabe potentieller Energie

Auf der Grenze zwischen labilem und sta-
bilem Gleichgewicht liegt das indifferente
Gleichgewicht, das man durch eine ,,Auslen-
kung“ gar nicht verldsst. In ihm befindet sich
z2.B. eine Kreisscheibe oder eine Kugel auf ex-
akt horizontaler Ebene. Symmetrische Mas-
senverteilung vorausgesetzt, liegt der Schwer-
punktim Zentrum und damit genau iiber dem
Unterstiitzungspunkt, dem Berithrungspunkt
mit der Ebene (@ Abb.2.41): kein effektiver
Hebelarm, kein Drehmoment, Gleichgewicht.
Daran 4ndert sich auch nichts, wenn man die
Kugel zur Seite rollt. Sie kehrt weder in die
Ausgangslage zuriick, noch lduft sie weg.

vy

- Gleichgewichte:

» stabil: Verriickung erfordert Energiezufuhr

» labil: Verriickung liefert Energie

» indifferent: Verriickung ldsst Energie unver-
andert

Maobel stehen fest; offensichtlich befinden sie
sich in stabilem Gleichgewicht, obwohl ihr

/ \

Abb. 2.41. Indifferentes Gleichgewicht. Beim Rollen be-
wegt sich der Schwerpunkt S exakt horizontal: kein Umsatz
potentieller Energie

Abb. 2.42. Stabiles Gleichgewicht. Der Schwerpunkt S
liegt zwar iber den Unterstiitzungspunkten, muss aber
beim Kippen angehoben werden (Bahnen gestrichelt):
Erhohung der potentiellen Energie

Schwerpunkt wie beim Spazierstock iiber
dem Fuflboden liegt. Wichtig: Sie beriihren
ihn in mehreren Berithrungspunkten, min-
destens drei. Hier empfiehlt es sich, mit Hilfe
der Hubarbeit zu argumentieren. Wer eine
Kommode kippen will, muss ihren Schwer-
punkt anheben (@ Abb. 2.42), also Hubar-
beit leisten, und mit ihr die potentielle Ener-
gie der Kommode erhéhen. Das gilt auch fiir
den Waagebalken. Es ist das Kennzeichen
des stabilen Gleichgewichts. Beim Spazier-
stock liegt demgegeniiber der Schwerpunkt
im Gleichgewicht so hoch wie moglich. Die
potentielle Energie besitzt ihr Maximum
und wird beim Kippen teilweise freigesetzt:
Kennzeichen des labilen Gleichgewichts. Die
Kugel kann auf ihrer horizontalen Ebene
herumrollen, ohne die Hohe ihres Schwer-
punktes zu dndern: kein Energieumsatz, in-
differentes Gleichgewicht. Dahinter steht ein
ganz allgemeines Naturgesetz: Jeder Korper,
jedes ,,System® mochte potentielle Energie,
wenn moglich, loswerden.
v

Jedes ,System” versucht, potenti- !

elle Energie abzugeben.

2.3 | Dynamik der Translations-

bewegung

I
Einleitung
Krifte (I?) sind die Ursachen von
Beschleunigungen (a). Kérper mit groSer Masse (m)
verlangen fiir die gleiche Beschleunigung grlSere Krdifte
als leichte Korper. Diesen Zusammenhang beschreibt die

2.3 Dynamik der Translationshewegung |
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Grundgleichung der Mechanik F = m-@. Daraus folgt
fiir die Einheit der Kraft: Newton = kg - m/s%. Bei der
Untersuchung von StolSen ist die GrolSe Impuls p=m-v
von Nutzen. Fiir die Beschreibung von Drehbewegungen
eignen sich die Gréllen Drehmoment und Drehimpuls.
Alle irdischen Bewegungen kommen auf die Dauer durch
Reibung zur Ruhe.

| 2311 ‘DieGrunngeichung
der Mechanik

»Unten® ist die Richtung der Fallbeschleu-
nigung ebenso wie die der Gewichtskraft.
Sollte zwischen beiden ein ursichlicher Zu-
sammenhang bestehen? Dann diirfte es kein
Privileg der Schwerkraft sein, Beschleuni-
gungen auszuldsen; andere Krifte miissten
dies, parallel zu ihren eigenen Richtungen,
ebenfalls konnen. Dann brauchte aber auch
ein kriftefreier Kérper nur auf Beschleuni-
gungen zu verzichten und nicht, wie in der
Statik, auf jede Bewegung iiberhaupt. Eine
gleichférmige mit konstanter Geschwindig-
keit bliebe ihm gestattet.

- 1. Newton’sches Gesetz:
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Ein kréftefreier Kérper behdlt seine Geschwin-
digkeit unverandert bei.

Um diese Vermutung experimentell zu veri-
fizieren, muss man zunichst die Gewichts-
kraft des Probekorpers exakt kompensieren,
ohne seine Bewegungsfreiheit allzu sehr
einzuschrinken. Das gelingt mit einer ge-
raden Fahrbahn, die sich genau horizontal
justieren ldsst, sodass von der Gewichtskraft
keine Komponente in Fahrtrichtung iibrig
bleibt. Ferner muss man die bremsenden
Krifte der Reibung vernachlédssigbar klein
machen, indem man gut schmiert. Bewéhrt
hat sich ein hohler Vierkant als Fahrbahn; er
wird auf eine Kante gestellt und bekommt
in festen Abstinden feine Locher in beiden
oberen Flichen (@ Abb. 2.43). Luft, in den
am andern Ende verschlossenen Vierkant
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Pressluft

A
LEIIII — Ilﬂ

Abb. 2.43. Luftkissenfahrbahn. Aus den Léchern der hoh-
len Schiene wird Pressluft geblasen; sie hebt den Gleiter
ein wenig an

eingepresst, kann nur durch diese Locher
entweichen und hebt einen lose aufgelegten
Metallwinkel so weit an, dass er den Vier-
kant nirgendwo beriihrt: er gleitet praktisch
reibungsfrei auf einem Luftpolster. Um sei-
ne Bewegungen auszumessen, postiert man
lings der Gleitbahn an den Positionen s
Lichtschranken, die mit elektrischen Stopp-
uhren die Zeitpunkte ¢ feststellen, zu denen
der Gleiter bei ihnen vorbeikommt.

1. Beobachtung: Wie immer man den Glei-
ter im Einzelfall angestof3en hat, man findet
As~At, also konstante Geschwindigkeit, in
Ubereinstimmung mit dem 1. Newton’schen
Gesetz.

Um eine konstante Antriebskraft auf den
Gleiter auszuiiben, lenkt man eine klei-
ne Gewichtskraft iiber Faden und Rolle in
Gleitrichtung um (® Abb. 2.43). Dabei muss
man der Reibung im Rollenlager einige Auf-
merksambkeit schenken.

2. Beobachtung: Wie immer man den Ver-
such im Einzelnen durchfiihrt, wenn man
den Gleiter aus der Ruhe startet, findet man
fiir die Abstéinde As und die Zeitspannen At
ab Start die Beziehung As~A#%. Nach den
Uberlegungen zum freien Fall entspricht
das einer konstanten Beschleunigung

_2-As
a=-—
At°

also eine gleichformig beschleunigte Bewe-
gung.

3. Beobachtung: Wechselt man die Ge-
wichte fiir die Antriebskraft F systematisch



aus, so findet man eine Proportionalitét
zwischen a und F.

4. Beobachtung: Erhoht man die Masse m des
Gleiters, indem man ihm zusitzliche Lasten zu
tragen gibt, so bemerkt man eine Trdgheit der
Masse: Der Gleiter kommt umso ,schwerer®
in Bewegung, je ,,schwerer er ist (das Wort
»schwer® in unterschiedlicher Bedeutung ver-
wendet). Quantitativ findet man bei konstanter
Kraft F eine umgekehrte Proportionalitit zwi-
schen Beschleunigung und Masse, also a~1/m.

Alle Beobachtungen lassen sich zusam-
menfassen zu a~F/m oder auch F~m-a. Die
Proportionalititskonstante ldsst sich aus-
messen; sie muss mit ihrer eigenen Einheit
zwischen denen der beiden Seiten vermit-
teln. Freilich, die angenehmste aller Propor-
tionalitdtskonstanten ist die dimensionslose
eins, denn sie macht aus der Proportionalitt
eine Gleichung. In der Tat darf man schrei-
ben: F=m-a. Man erkldrt damit lediglich
die Kraft zur abgeleiteten Grofle des Maf3sys-
tems und ordnet ihr die Einheit kg-m/s? zu.
Sie Newton zu nennen, bleibt erlaubt. Damit
bekommt dann z.B. die Gravitationskons-
tante G von Kap. 2.2.2 die Einheit kg™ m%s2,
ohne ihren Zahlenwert zu wechseln.

Das 2. Newton’sche Gesetz

Kraft F = Masse m-Beschleunigung d

gilt vektoriell: F und d haben gleiche Rich-
tung. Es ist von so grundlegender Bedeu-
tung, dass man es auch Grundgleichung der
Mechanik nennt.

y

- 2. Newton'sches Gesetz, Grundglei-

chung der Mechanik:
F =m-a Kraft = Masse mal Beschleunigung.

Auch der freie Fall hilt sich an die Grund-
gleichung:
[Fof=m-g

Weil die Fallbeschleunigung g keine Na-
turkonstante ist, sondern ein wenig vom

Ort auf der Erdoberfliche abhéngt, ist das
veraltete Kilopond, die Gewichtskraft eines
Kilogramms, keine gute Einheit. Auf dem
Mond wiegt sowieso alles weniger und fallt
langsamer.

v

Gewichtskraft = Masse - Fallbe- !

schleunigung.

Warum aber hat die Masse eines fallen-
den Korpers keinen Einfluss auf die Fall-
beschleunigung? Jede Masse ist schwer; m
steht im Gravitationsgesetz und erhoht die
Gewichtskraft:

m- Mg

2
TE

-

(Mg, rg: Masse und Radius der Erde).

Jede Masse ist aber auch trdge; m steht in
der Grundgleichung der Mechanik und ver-
mindert die Beschleunigung. Beide Wirkun-
gen heben sich bei der Fallbeschleunigung
gegenseitig auf:

Bl . M
g=?=G'r—§

Dass in dem Gravitationsgesetz und in der
Grundgleichung der Mechanik tatséchlich
die gleiche Masse m steht, wurde von Albert
Einstein (1879-1955) in seiner allgemeinen
Relativitdtstheorie aufgezeigt. Hier kann nur
festgehalten werden, dass dem so ist. Gemes-
sen wird die Masse so oder so in Kilogramm.

Mit der Grundgleichung der Mechanik
im Kopf kann man nun auch nach den
wirksamen Kriften bei dem in Kap. 2.1.4
besprochenen schiefen Wurf fragen, vor-
sichtshalber allerdings nicht nach dem
komplizierten Muskelspiel des Kugelsto-
Bers. Als Beispiel soll eine Steinkugeln
schleudernde Kanone aus alter Zeit genii-
gen (® Abb.2.44). Vor dem Schuss steckt
die Kugel im Kanonenrohr; ihre Gewichts-
kraft F; wird von der Kanone und ihrem
Gestell iibernommen. Wenn die Treibladung
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Abb. 2.44. Solange die Kanonenkugel noch im Rohr
steckt, wird sie in Schussrichtung beschleunigt. Sowie sie
das Rohr verlassen hat, weist die Beschleunigung senk-
recht nach unten in Richtung der Schwerkraft.

explodiert, iibt der Druck der heifien Ver-
brennungsgase zusammen mit dem Kano-
nenrohr eine Kraft Fy auf die Kugel aus, die
dieser eine Beschleunigung 4 in Richtung
der Rohrachse erteilt, zusétzlich aber auch
die Gewichtskraft F; kompensiert. Die Kraft
Fy der Kanone und die Beschleunigung lie-
gen also nicht parallel, wie ® Abb. 2.44 et-
was Ubertrieben darstellt. Sobald die Kugel
aber das Rohr verlassen hat, verteilt sich der
Explosionsdruck nach allen Seiten, die Ka-
none gibt auch keine Unterstiitzung mehr
und die Kugel unterliegt (Luftreibung ver-
nachldssigt) wieder nur noch der Schwer-
kraft: Die Beschleunigung d dreht (ziemlich
schlagartig) ihre Richtung von schridg nach
oben in senkrecht nach unten. Die hohe Ge-
schwindigkeit folgt dem nur gemichlich, die
Kugel folgt einer flachen Wurfparabel.

Der Einfachheit halber wurde bisher an-
genommen, dass die Kanonenkugel oder
ein Ball eine reine Translationsbewegung im
Sinne von Kapitel 2.1.5 absolvieren: alle Teile
bewegen sich mit der gleichen Geschwin-
digkeit und Beschleunigung. Das wire ein
seltener Gliicksfall. Tatséchlich wird ein Ball
praktisch immer auch rotieren und zuweilen
wird im Sport ein solcher ,,Drill“ des Balles
bewusst erzeugt. Dann bewegt sich aber jeder
Teil des Balles mit einer anderen Geschwin-
digkeit und Beschleunigung. Was tun? Alles
bisher gesagte stimmt wieder, wenn statt von
»der Geschwindigkeit und ,,der* Beschleu-
nigung des Korpers von der Geschwindigkeit
und Beschleunigung seines Schwerpunk-
tes gesprochen wird. Es gilt der sogenannte

2 Mechanik starrer Korper

Schwerpunktsatz:
Der Schwerpunkt eines Korpers bewegt

sich so, als ware die gesamte Masse in ihm
vereinigt und als wiirden alle auf den Korper
wirkenden Krafte in ihm angreifen.

Das 2. Newton’sche Gesetz erhilt also die
genauere Form:

Die Kriftesumme ist die uns schon aus der Sta-
tik (Kapitel 2.2.1) bekannte resultierende Kraft
und d ist die Beschleunigung des Schwer-
punktes. Das die Bewegung des Schwerpunktes
nicht davon abhingt, wo die Krifte am Korper
angreifen, ist keineswegs selbstverstindlich.
Das es so ist, liegt am 3. Newton’schen Gesetz,
von dem jetzt die Rede sein soll. Auf eine Her-
leitung des Schwerpunktsatzes soll in diesem
Buch verzichtet werden.

T I

Rechenbeispiel 2.10:

Die Kraft

auf den Kleinwagen
UnserKleinwagen aus Beispiel 2.7 (m=1000kg)
beschleunigt in 10 Sekunden von Null auf
130,8 km/h. Welche Kraft wirkt dabei auf ihn?

Losung: Nach der Grundgleichung der

Mechanik ist:

130,8 km/h
10s -

36,33 m/s
10s

F=m-a=m

= 3633 N

| 2.3.2 ‘actio=reactio

Wenn ein Korper auf einen anderen eine
Kraft ausiibt, gibt ihm das keine Vorrechte;
der andere Korper i{ibt ndmlich auf den
einen auch eine Kraft aus, mit gleichem
Betrag, aber in entgegengesetzter Richtung.
Man sagt dazu:



- 3. Newton’sches Gesetz:

actio = reactio: Die von zwei Korpern aufein-
ander ausgeiibten Krafte sind gleich grof und
einander entgegengesetzt.

Fiir Drehmomente gilt das iibrigens auch.

Am ehesten leuchtet das 3. Newtonsche
Gesetz noch bei der Gravitation ein. Die
Erde zieht den Mond mit einer Kraft an, die
ihn auf seiner Bahn hilt. Aber der Mond
zieht auch die Erde mit einer (entgegenge-
setzt gleichen) Kraft an, der beispielswei-
se das Wasser der Meere nachgibt und so
Ebbe und Flut produziert. Die Gravitation
wirkt noch {iiber astronomische Distan-
zen. Erde und Mond sind weit voneinan-
der entfernt, die auf sie wirkenden Krifte
leicht auseinander zu halten. Bein Mann
mit dem Bollerwagen der @ Abb. 2.24 ist es
schon schwieriger. Der Mann zieht am Seil
und dieses tibertrdgt die Kraft auf den Wa-
gen, der sich daraufhin in Bewegung setzt.
Aber auch der Wagen iibt iiber das Seil auf
den Mann eine Kraft aus. Kappte man das
Seil, so fiele er vorniiber. Ist der Wagen be-
schleunigt, so ist diese Gegenkraft des Wa-
gens grofler als nur die Reibungskraft, die
der Mann erst einmal tiberwinden muss,
um den Wagen iiberhaupt vom Fleck zu be-
kommen. Die Gegenkraft hat eben immer
den gleichen Betrag wie die Kraft, mit der
der Mann zieht.

Wenn aber ein physikalisch gebildetes
Pferd es ablehnt, sich in’s Geschirr zu le-
gen, und dazu sagt: ,Hat doch gar keinen
Zweck! Mit soviel Kraft ich mich auch nach
vorn stemme, die Gegenkraft des Wagens
ist ebenso grofl und hebt meine Kraft auf.”
- Wo liegt da der Denkfehler? Das Pferd
verwechselt das 3. Newton’sche Gesetz
mit der Grundgleichung der Statik von
Kap.2.2.6. Die Krifte und Drehmomente,
die dort addiert werden, greifen alle an ein
und demselben Korper an, und wenn sie
sich kompensieren, passiert eben nichts.
Das 3. Newton’sche Gesetz spricht hingegen
von Kriften, die zwei Kérper aufeinander

ausiiben, und die darum selbst nur an je-
weils einem der beiden Korper angreifen.
Wenn das Pferd an dem Wagen zieht, wird
sich dieser sehr wohl in Bewegung setzen.
Die gleichgrofle Gegenkraft wirkt ja auf das
Pferd, nicht auf den Wagen.

Frage: Was iibt eigentlich die Kraft aus,
die unseren Kleinwagen aus Beispiel 2.10
beschleunigt?

Dumme Frage! Der Motor natiirlich.
Oder? Der Motor ist ja Teil des Autos und
fahrt mit. Wiirde er die das Auto beschleu-
nigende Kraft ausiiben wire das so wun-
derbar wie der Graf Miinchhausen, der
sich am eigenen Zopf aus dem Sumpf zieht.
Die Kraft muss schon von auflen kommen,
also von der Strafle. Der Motor iibt {iber die
Réder eine Kraft auf die Strafie aus. Die Ge-
genkraft beschleunigt das Auto. Sie beruht
auf der Reibung zwischen Rédern und der
Strafle. Auf eisglatter Fahrbahn niitzt der
stirkste Motor nichts.

‘ 233 ’Reibung

So sorgfiltig die Reibung bei Messungen
zur Grundgleichung der Mechanik auch
als storend unterdriickt werden muss, im
Alltag ist sie lebenswichtig. Gehen kann der
Mensch nur, wenn seine Fiif3e fest genug am
Boden haften, um die zur Bewegung not-
wendigen Krifte zu iibertragen. Uberstei-
gen sie die Krifte der Haftreibung, so gleitet
der Mensch aus. Gebiete verminderter Haft-
reibung gelten geradezu sprichwortlich als
Gefahrenzonen: Man kann jemanden ,,auf’s
Glatteis fithren®.

Ist die Haftreibung einmal iiberwunden,
so meldet sich beim ausgleitenden Men-
schen die (etwas geringere) Gleitreibung.
In der Verkehrstechnik ersetzt man sie, um
Antriebskraft zu sparen, durch die (noch
geringere) rollende Reibung der Réder auf
Straf3e oder Schiene. Schmiermittel schlie3-
lich legen einen Fliissigkeitsfilm zwischen
Achse und Achslager und tauschen dort die
Gleitreibung ein gegen die innere Reibung
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in Fluiden wie Ol und Fett. Besonders gering
ist die innere Reibung in Gasen; die Gleit-
bahn der @ Abb. 2.43 nutzt dies aus, aber
auch die Magnetschwebebahn der Zukunft.
Reibung hindert Bewegungen. Sie erzeugt
eine Reibungskraft, die bei der Haftreibung
der angreifenden Kraft entgegensteht und
mit ihr wichst, und bei den anderen Rei-
bungen der Geschwindigkeit entgegensteht
und mit dieser wéchst.

- Reibung behindert Bewegungen;
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Arten der Reibung: Haftreibung, Gleitreibung,
rollende Reibung, innere Reibung.

Verschiedene Reibungsarten kénnen gleich-
zeitig auftreten. Ein Auto ldsst sich nur deshalb
lenken, weil seine Rédder in Fahrtrichtung rol-
len, quer dazu aber von der Haftreibung in der
Spur gehalten werden. Tritt der Fahrer so hef-
tig auf die Bremse, dass die Rader blockieren,
dann gibt es nur noch Gleitreibung ohne Vor-
zugsrichtung, und das Fahrzeug bricht aus.
Da Reibung auf einer komplizierten
Wechselwirkung der Molekiile an der Grenz-
fliche der Reibpartner beruht, gibt es keine
so ganz prézise formulierbaren Gesetzmi-
Bigkeiten fiir Reibungskréfte. Ungefahre gibt
es aber schon; sie sollen hier am Beispiel der
Reibung zwischen zwei festen Oberflachen
betrachtet werden. Eine Kiste moge auf einer
Rampe stehen, die langsam mit wachsen-
dem Winkel ¢ gekippt wird (@ Abb. 2.45).
Auf die Kiste wirken zwei Krifte: die
Schwerkraft, die man sich am Schwerpunkt
angreifend denken kann (Schwerpunktsatz,
Kapitel 2.3.1), und die Kraft, die die Rampe
auf die Kiste ausiibt. In @ Abb. 2.45 sind
beide Krifte jeweils zerlegt in Komponen-
ten parallel und senkrecht zur Rampe. Dies
ist sinnvoll, weil sich die senkrechten Kom-
ponenten Fy (Schwerkraft) und F;; (Rampe)
immer gerade kompensieren. Sonst wiirde
die Kiste entweder in der Rampe versin-
ken oder davonfliegen. Wesentlich sind
also die parallelen Komponenten, die Hang-
abtriebskraft Fy (Schwerkraft) und die
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Haftreibungskraft Fy (Rampe). Zunichst
bleibt die Kiste auf der Rampe in Ruhe, weil
Fy die Hangabtriebskraft Fy kompensiert
(@ Abb. 2.45 a)). Irgendwann ist aber ein
Grenzwinkel o erreicht, bei dem die Kiste
ins Rutschen kommt. Dann erreicht nim-
lich die Haftreibungskraft den gr6f3ten Wert
Fryp der zwischen Kiste und Rampe auftre-
ten kann. Es leuchtet ein, dass Fry von der
Beschaffenheit der Rampenoberfliche und
der Kiste abhingt. Insbesondere hingt Fpy
aber von der Kraft ab, mit der die Kiste auf
die Rampe gedriickt wird, also von FN, der
Komponente der Gewichtskraft senkrecht
zur Rampe. Es gilt ndherungsweise:

|ﬁRH| =Hu- |1EN|

py heiflt Haftreibungskoeffizient. Man kann
ihn leicht aus dem Grenzwinkel a, ermit-
teln, bei dem die Hangabtriebskraft F"H
gerade gleich der maximalen Haftreibungs-

kraft ist. Wegen
|FH|=FG -sinag =pH-|FN|=pH-FG -cos a,
gilt

By =tan ag
Ein typischer Wertist pz; ~ 0,4, entsprechend
@; ~ 22°, wie jeder leicht mit zum Beispiel
einem Lineal und einem Radiergummi im
Schreibtischexperiment nachpriifen kann.
Versuche zeigen, dass der Haftreibungs-
koeffizient wie erwartet stark von der
Beschaffenheit der Oberflichen abhingt,
bemerkenswerter Weise aber praktisch gar
nicht von der Grofle der Auflagefldche.

Hat sich die Kiste erst einmal geldst, so
rutscht sie beschleunigt herunter, den nun
wirkt nur noch Gleitreibungskraft Fyg;
(@ Abb. 2.45 b)). Fiir sie gilt eine ganz dhn-
liche Beziehung wie fiir die Haftreibung:

|1—:RG1| =Hal- |ﬁN|

Der Gleitreibungskoeffizient pg; ist im allge-
meinen etwas kleiner als der Haftreibungs-



b

Abb. 2.45. a) Der Klotz bleibt guf der schiefen Ebene
in Ruhe, da die Reibungskraft Fy die Hangabtriebskraft
Fy ausgleicht. b) Bei gréBerem Winkel iiberschreitet die
Hangabtriebskraft die maximale Gleitreibungskraft und
der Klotz gleitet beschleunigt hinab

koeffizient. Bemerkenswert: Er hidngt fast
gar nicht von der Gleitgeschwindigkeit ab.
Anders ist dies bei der inneren Reibung
in Fliissigkeiten und Gasen. Fiir grobe Ab-
schitzungen darf man so tun, als sei die
Reibungskraft in Fliissigkeiten so ungefahr
proportional zur Geschwindigkeit,in Gasen
proportional zur Geschwindigkeit ins Qua-
drat. Wenn ein Auto anfihrt, dann wird die
vom Motor entwickelte Antriebskraft F, zur
Beschleunigung des Wagens verwendet. Mit
wachsender Geschwindigkeit wichst aber
die Luftreibungskraft Fp und ldsst immer
weniger Beschleunigungskraft Fy iibrig:

FB=FA_PR

Auf freier Strecke, bei konstanter Geschwin-
digkeit, kompensiert der Motor nur noch
die Reibung. Beim Regentropfen ersetzt
die Gewichtskraft den Motor. Weil F; ra-

scher mit dem Durchmesser wichst als FR,
fallen dicke Tropfen schneller als kleine
(Stokes’sches Gesetz, Kap. 3.5.1).

T I
Rechenbeispiel 2.11:
Haftreibung zwischen Rad
und StraBBe

Wie grof muss der Reibungskoeffizient zwi-

schen unserem Kleinwagen aus Beispiel 2.9

und der Strafle mindestens sein, um die der

Motorleistung entsprechende Beschleuni-

gung auch wirklich zu erreichen?

Losung: In Beispiel 2.10 hatten wir die not-
wendige Kraftberechnet (2570 N).Das Gewicht
des Autos betrdgt 1000 kg- g = 9810 N. Also gilt
fiir den minimalen Reibungskoeffizienten

Der tatsdchliche Reibungskoeffizient ist bei
trockener Fahrbahn héher. Ein doppelt so
schnell beschleunigender Porsche braucht
ja auch ein doppelt so grofles .

T I
Rechenbeispiel 2.12:
Kiste auf der Rampe
Mit welcher Beschleunigung rutscht eine
Kiste eine Rampe mit einem Neigungs-
winkel von 30° herunter, wenn der Gleit-
reibungskoeffizient zwischen Kiste und
Rampe 1 =0,3 ist?
Losung: Masse mal Beschleunigung gleich
resultierende Kraft:

m-a=m-g-sin30° - p-Fy
=m-g(sin30° - p-cos30°) =m-g-0,24d = a
=2,36 m/s’

‘ 234 ‘Bewegungsgleichung

Wirft man einen Ball, so wird dieser nie zick-
zack durch die Luft sausen, sondern immer
brav auf einer Wurfparabel entlang fliegen.
Er kann nicht anders, denn er muss sich
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an die Newton’schen Gesetze halten, und
die schreiben ihm das so vor. Dieser Tatbe-
stand wird mathematisch mit einer sog. Be-
wegungsgleichung beschrieben. Sie ist eine
Gleichung fiir den Ortsvektor 7(¢) des Balles
(genauer gesagt: dessen Schwerpunkt) , die
dieser zu jedem Zeitpunkt ¢ erfiillen muss.
Losungen der Bewegungsgleichung sind
also Funktionen der Zeit. Das Rezept zum
Aufstellen einer Bewegungsgleichung ist im
Prinzip einfach: Man nehme die Grundglei-
chung der Mechanik m-d = F und setze die
Kraft als Funktion des Ortes hinein:

d? -
m-—7(t) = F(r(t))

dr?

Dies ist eine Gleichung fiir die Funktion 7(¢),
in der auch eine Ableitung,in diesem Fall die
zweite, der Funktion vorkommt. Man nennt
sie Differentialgleichung. Wie man mit Dif-
ferentialgleichungen fertig wird, ist Sache
der Mathematik und braucht darum hier
nicht besprochen zu werden. Die Losungen
der wichtigsten Differentialgleichungen der
Physik kann man nachschlagen.

Fiir den Ball hiangt die Gewichtskraft gar
nicht vom Ort ab. Das macht die Bewe-
gungsgleichung besonders einfach. Bei ge-
nauerem Hinsehen sind es ja drei Gleichun-
gen, fiir jede Koordinate des Ortsvektors
eine, ndmlich:

2
m- Erx (t)=0

2
m:- ?ry(t) =0

2
m-?rz(t)=—m-g

Die Gewichtskraft wirkt nur senkrecht nach
unten und das Koordinatensystem wurde
hier so gewdhlt, dass dies die zur z-Achse
entgegengesetzte Richtung ist. Die Mathe-
matik sagt, dass die ersten beiden Gleichun-
gen nur durch Funktionen erfiillt werden,
die entweder gar nicht oder linear von der
Zeit abhédngen. Die dritte Gleichung wird
nur durch ein Polynom 2. Grades erfiillt,
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also durch eine Parabelfunktion; daher die
Wurfparabel. Die Bewegungsgleichung(en)
schreibt dem Ball durchaus nicht genau vor,
wo er sich zu einem bestimmten Zeitpunkt
zu befinden hat. Nur wenn auch noch die
Anfangsbedingungen festliegen, wenn be-
kannt ist, wo mit welcher Geschwindigkeit
sich der Ball zum Zeitpunkt ¢ = 0 bewegt, ist
die weitere Flugbahn durch die Bewegungs-
gleichung eindeutig vorgegeben.

In dieser Betrachtung wurde, wieder
einmal, die Reibung vernachlissigt. Thre Be-
riicksichtigung wiirde die Bewegungsglei-
chung und ihre Losungen deutlich kompli-
zierter machen. Ferner ist die Gewichtskraft
nur ndherungsweise vom Ort unabhingig.
Auf dem Sportplatz gilt das vorziiglich, bei
einem Satelliten, der um die Erde lduft, aber
ganz und gar nicht. Fiir ihn steht auf der
rechten Seite der Bewegungsgleichung das
Gravitationsgesetz:

2

- "My T
m,_zr(t):_Gu.i
dt

2
r

Dies ist ein System von drei voneinander ab-
héngigen Differentialgleichungen. Seine Lo6-
sungen sind Ellipsen- oder Kreisbahnen. Alle
Satelliten und Planeten halten sich daran.

Die Diskussion der wichtigen Bewegungs-
gleichungen schwingender Korper folgt in
Kapitel 4.1.2.

| 235 ‘Impuls

Wer vor Freude in die Luft springt, gibt der
Erde einen Tritt. Das macht ihr nichts aus,
denn sie besitzt die gréfite Masse, die in
der Reichweite des Menschen iiberhaupt
vorkommt. Ein startendes Flugzeug kann
sich nicht von der Erde abstof3en; es saugt
Luft aus der Umgebung an und blést sie in
gerichtetem Strahl nach hinten weg. Eine
Mondrakete findet keine Luft mehr vor; sie
verwendet fiir den gleichen Zweck die Ver-
brennungsgase ihres Treibstoffs. Wer immer
seine Bewegung dndern will, muss etwas
haben, wovon er sich abstoflen kann.



NAAN

Abb. 2.46. Zum Impulssatz (Einzelheiten im Text)

Fiir quantitative Uberlegungen eignet sich
der in ® Abb.2.46 skizzierte Versuch. Zwei
Wiégelchen mit den Massen m,; und m, stehen
(reibungsfrei) auf ebener Bahn, eine gespann-
te Sprungfeder zwischen sich. Diese driickt
auf die beiden Wagen mit betragsgleichen,
aber entgegengesetzt gerichteten Kriften:

F,=-F,

Ein Zwirnsfaden hilt die Wagen zusammen;
er liefert die Gegenkrifte, die das ganze Sys-
tem in Ruhe halten. Brennt man den Faden
mit der Flamme eines Streichholzes durch,
so fahren die Wagen auseinander, fiir kurze
Zeit beschleunigt, bis die Feder entspannt
herunterfallt:

m,-d, = F, =-F, = -m,-d,.

Die Krifte fallen rasch auf null; gleiches gilt
fiir die beiden Beschleunigungen. Doch wie
deren zeitliche Verldufe auch immer ausse-
hen, sie fithren zu einer Endgeschwindigkeit
4 h
- - 1 -
y —ja(t)dt = J F(t)dt.
fy I
Das Integral {iber F wird Kraftstof genannt.
Auf einen Korper der Masse m iibertragt es
den

mechanischen Impuls p = m-v

mit der Einheit kg- m/s; er ist ein Vektor.

Solange eine Kraft andauert, dndert sie
den Impuls des Kérpers mit der ,,Ande-
rungsgeschwindigkeit®

p=F.

Da im Versuch der @ Abb. 2.46 die auf die
beiden Wégelchen wirkenden Federkrifte
zu jedem Zeitpunkt bis auf das Vorzeichen

gleich waren, gilt dies fiir die Impulse eben-
falls:

pr1=my V= -py = 1My ¥y,
Die Summe der beiden Impulse ist also null:
p1+p,=0

Vor Beginn des Versuchs war sie das auch,
denn da befanden sich beide Wiagelchen in
Ruhe. Hinter dieser Feststellung steht ein
Naturgesetz, der Satz von der Erhaltung des
Impulses (Impulssatz); er besagt: In einem
abgeschlossenen System kann sich die Sum-
me aller Impulse, der Gesamtimpuls also,
nicht dndern.

Fiir den mechanischen Impuls !

p =m-V gilt ein Erhaltungssatz; er wird
Impulssatz genannt.

Als ,,abgeschlossen® bezeichnet man ein Sys-
tem, auf das keine dufieren Krifte wirken: Aus
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Abb. 2.47. StoBpendel. Haben beide Kugeln gleiche
Masse, so iibernimmt die gestoene von der stofenden
Impuls und kinetische Energie vollsténdig

Die Mitglieder eines abgeschlossenen Sys-
tem konnen zwar Impuls untereinander
austauschen, sie konnen aber Impuls weder
schaffen noch vernichten.

Impuls wird bei jedem Stof8 ausgetauscht,
und Stofle gibt es viele in der Welt, nicht
nur beim Boxen und beim Fufiball. Elektro-
nen stoflen mit Molekiilen (Gasentladung,
s.Kap. 6.6.9), Molekiile trommeln auf die
Wiénde ihres Geféfles (Gasdruck, s. Kap. 5.2.2).
Bei zwei Billardkugeln ist es miithsam den
Impulssatz zu bestdtigen. Impulse sind ja
Vektoren, die in ihre Komponenten zerlegt
werden wollen. Man spart deshalb Rechen-
arbeit, wenn man sich auf den zentralen Stof§
beschrénkt, bei dem nur eine einzige Bewe-
gungsrichtung vorkommt. Experimentell
lasst sich dieser Fall hinreichend genau durch
zwei Stahlkugeln reprisentieren, die als lan-
ge Fadenpendel nebeneinander hingen, und
zwar an Doppelfiden, die sich nach oben
V-formig spreizen. Aus der Blickrichtung
der ® Abb. 2.47 ist dies nicht zu erkennen. Je-
denfalls erlaubt die Spreizung den Kugeln nur
eine Bewegung in der Zeichenebene.

Im einfachsten Fall bestehen die Kugeln
aus gehértetem Stahl und haben die gleiche
Masse. Lisst man jetzt die eine Kugel auf

| 2 Mechanik starrer Korper

die andere, vorerst in Ruhe belassene, auf-
schlagen, so vertauschen sie ihre Rollen: Die
stoflende bleibt stehen, die gestoflene fliegt
weg. Sie hat den Impuls der ersten Kugel voll
iibernommen. Eine freundliche Spielerei
liefert die Pendelkette der @ Abb. 2.48. Sie
erlaubt, mehrere Kugeln zur Seite zu ziehen
und aufschlagen zu lassen. Die Kugeln am
anderen Ende wissen genau, wie viele es wa-
ren: sie springen nach dem Stof3 in gleicher
Anzahl ab. Das ist kein Wunder. Man hat ja
nur das erste Experiment mit einer einzigen
stoflenden Kugel mehrmals rasch hinter-
einander ausgefiihrt. Die Zeitspanne, in er
sich zwei Stahlkugeln beim Stof beriihren,
liegt in der Groflenordnung Millisekunden;
sie ist so kurz, dass mehrere Stofle allemal
nacheinander erfolgen.

Dass die beiden Stahlkugeln der @ Abb. 2.47
den Impulssatz erfiillen,leuchtet unmittelbar
ein. Der wire freilich auch zufrieden, wenn
die Kugeln nach dem Stof3 beisammen blie-
ben und sich gemeinsam wegen ihrer jetzt
doppelter Masse mit halber Geschwindigkeit
zur Seite bewegten. Warum tun sie das nicht?
Stofpartner miissen nicht nur auf die Erhal-
tung des Impulses achten, sondern auch auf
die Erhaltung der Energie. Stahlkugeln tun
dabei etwas iibriges: Sie sorgen sogar dafiir,
daf} die vor dem Stof3 vorhandene kinetische
Energie auch nach dem Stof} kinetische En-
ergie bleibt. Dieser sog. elastische Stofs stellt
einen Grenzfall dar, der ein wenig idealisiert
ist und sich darum relativ leicht durchrech-
nen ldsst.

Abb. 2.48. Pendelkette. Auf der einen Seite fliegen stets
ebenso viele Kugeln ab, wie auf der anderen Seite auftref-
fen (gleiche Kugelmassen vorausgesetzt)



Um die Schreibarbeit etwas zu erleichtern,
sollen die Massen zweier stoflender Kugeln
mit m und M bezeichnet werden, ihre Ge-
schwindigkeiten in x-Richtung vor dem
Stofl mit v und V und nach dem Stof} mit u
und U. Dann verlangt der Impulssatz

mv+M-V=m-u+M-U

und der auf die kinetische Energie reduzier-
te Energiesatz

Yo (m-v?+ M-V?) =2 (m-u?>+ M- V?).
Umstellen der Glieder liefert
m-u)=M((V-0)

und

m (v?-u?) =M (V?-U?).

Teilen der zweiten Gleichung durch die erste
fithrt zu

v+ V=u+U.

Einsetzen in den Impulssatz ergibt dann fiir
die beiden Geschwindigkeiten nach dem Stof3:

vim-M)+2-M-V
u:
m+ M ’

_VM-m)+2-m-v
B m+M )

U

Nach der Rechnung sind beim elastischen
Stof3 zweier Korper die Endgeschwindigkei-
ten eindeutig durch die Anfangsgeschwindig-
keiten und die Massen festgelegt. Haben beide
Korper gleiche Massen (rm = M) und befindet
sich der eine vor dem Stof3 in Ruhe (V = 0),
so libertrdgt die erste Kugel in der Tat ihren
Impuls beim Stof3 vollstindig auf die zweite:

u=0und U=v.

Ungleiche Stoflpartner ergeben ein kompli-
zierteres Ergebnis; erst bei extrem unglei-
chen Massen wird es wieder einfach: Der Ball,
der beim Squash gegen die Wand gedonnert
wird, kommt wegen m<<M mit (praktisch)

der gleichen, aber entgegengesetzt gerichte-
ten Geschwindigkeit zuriick (V = -v).

Wie schon erwihnt, stellt der elastische
Stof} einen idealisierten Grenzfall dar. Streng
genommen gibt es ihn nicht, denn auch bei
den besten Stahlkugeln geht im Stof3 immer
noch ein wenig kinetische Energie in War-
me iiber. Das nennt man inelastischen Stofs.
Er ldsst sich nur dann berechnen, wenn der
Verlust an kinetischer Energie genau be-
kannt ist. Einfach wird es erst wieder in dem
anderen Grenzfall, dem sog. unelastischen
Stof3, bei dem die Stoflpartner aufeinander
kleben bleiben - experimentell realisierbar
beispielsweise durch ein Stiickchen Kau-
gummi dort, wo sich die beiden Kugeln
beriihren. Dann wird ihre gemeinsame Ge-
schwindigkeit vom Impulssatz bestimmt:

_m-v+M~V
T m+M

u=

Der Energiesatz legt dann fest, wie viel
Widrme durch plastische Verformung des
Kaugummis entwickelt werden muss.

Frage: Was ist schlimmer? Mit 50 km/h
gegen die Wand fahren oder frontal mit ei-
nem mit ebenfalls 50 km/h fahrenden gleich
schweren Auto zusammenstof3en?

Antwort: Nehmen wir an, es handele sich
in beiden Fillen um einen unelastischen
Stof3. Das Auto bleibt dann an der Wand ste-
hen und die gesamte kinetische Energie des
Autos entfaltet ihre zerstérerische Wirkung.
Aber auch die beiden frontal zusammensto-
Benden Autos bleiben stehen. Da sie sich
mit gleicher Masse und Geschwindigkeit
entgegengesetzt bewegt haben, war der
Gesamtimpuls vor der Kollision Null. Also
muss er es danach auch noch sein. Fiir das
einzelne Auto ist die Wirkung also genau die
selbe. Schlimmer ist der Frontalzusammen-
stof3 nur, weil zwei Autos betroffen sind.

T I
Rechenbeispiel 2.13:

Ein Kleinkind, welches in einem leichtgin-

gigen Kinderwagen sitzt (Gesamtmasse

Kind plus Kinderwagen: 10 kg) werfe seine

volle Nuckelflasche (250 g) mit vy =2 m/s

2.3 Dynamik der Translationshewegung |
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in Fahrtrichtung aus dem Wagen. Wenn der
Kinderwagen zunichst in Ruhe war, welche
Geschwindigkeit hat er nun?

Losung: Der Gesamtimpuls war vor dem
Wurf Null, also muss er es danach auch
noch sein. Der Wagen wird sich also ent-
gegengesetzt zur Wurfrichtung mit einer
Geschwindigkeit vy, bewegen, fiir die gilt:

250g-vy =-10kg-vyy =
0,25kg

VY = .

W' 10kg

vy =0,05 m/s.

2.4 | Dynamik der Rotation

I

Einleitung

So wie nicht kompensierte Krdfte Transla-
tionen ausldsen, ldsen nicht kompensierte Drehmomente
Rotationen aus. Zwischen beiden Bewegungen bestehen
enge Analogien. Beispielsweise gibt es analog zum
Impuls und seinem Erhaltungssatz einen Drehimpuls
nebst Drehimpulserhaltungssatz. Hohe Drehimpulse
sind selten und losen darum, wenn sie auftreten, oft
liberraschende Effekte aus.

‘ 24.1 ‘AnalogienzurTransIation

Wenn man eine Translation bzw. die Be-
wegung des Schwerpunktes aus der Ruhe
anwerfen will, braucht man eine resultie-
rende Kraft F. Was dann passiert, sagt das
2.Newton’sche Gesetzz F = m-d, Kraft
gleich Masse mal Beschleunigung (des
Schwerpunkts). Da liegt nun die Vermutung
nahe: Wenn man eine Rotation aus der Ruhe
anwerfen will, dann braucht man ein Dreh-
moment T (Kapitel 2.2.5).Und was dann
passiert, sagt ein noch zu findendes Gesetz
T =?. &, Drehmoment gleich Irgendwas mal
Winkelbeschleunigung. Fiir welche physika-
lische Grof3e steht das Fragezeichen?

Um diese Frage zu beantworten, soll zu-
nichst nur ein kleiner Teil des rotierenden

| 2 Mechanik starrer Korper

Abb. 2.49. Dynamik der Rotation (siehe Text)

Korpers betrachtet werden, der die Masse
Am haben moge. Dieser Teil befinde sich im
Abstand r von der Drehachse und zufillig
soll gerade auf diesen Teil eine resultieren-
de Kraft F wie in ® Abb. 2.49 wirken. Das
bedeutet dann einerseits, dass er tangential
beschleunigt wird:

F=Am-d,

da F senkrecht zum Ortsvektor 7 steht. An-
dererseits wirkt auf Am ein Drehmoment
mit Betrag T =r-F. Es darf auch geschrie-
ben werden:

T=r-F=r-Am-a,=r*Am-a

denn fiir die Winkelbeschleunigung « gilt
a,=r-a, wie in Kapitel 2.1.5 besprochen.
Fir diesen Teil des Korpers ist also das
Fragezeichen r2-Am, und fiir jeden ande-
ren Teil natiirlich auch. Es bleibt nur, alle
zusammenzuzihlen. Fiir einen Korper mit
kontinuierlicher Massenverteilung bedeutet
dies eine Integration tiber infinitesimal klei-
ne Massenelemente dm:

T=a~J.r2-dm

wobei T nun das resultierende Drehmoment
auf den Korper ist. Die Winkelbeschleuni-
gung a kann vor das Integral, weil sie fiir
alle Teile des starren Korpers gleich ist. Das
Integral bekommt einen Namen:

Trigheitsmoment ] = Irz- dm.
Im Detail erweist es sich als eine etwas ver-

trackte physikalische Gréf3e; darum soll ihm
ein eigenes Kapitel (2.4.3) gewidmet werden.



Man darf in vielen wichtigen Fillen das
Ganze als Vektorgleichung schreiben:

T=] @

Die Vektoren T und & zeigen dann gemein-
sam in Richtung der Drehachse.

Diese Grundgleichung der Rotation ist
nichts anderes als das 2. Newton’sche Ge-
setz. Es hat nur ein anders ,mathematisches
Kleid“ bekommen, das fiir die Behandlung
von Drehbewegungen besser geeignet ist.

Die Analogie zur Translation kann noch
etwas weiter getrieben werden. Mit der De-
finition des Impulses p = m- ¥ lief} sich dort
die Grundgleichung F = m-d umschreiben
zu F = p (womit dann gleich der seltene Fall
einer sich mit der Zeit andernden Masse er-
fasst wurde). Es liegt deshalb nahe, fiir die
Rotation einen

Drehimpuls L =]- &

zu definieren, der dann der Bedingung

T=L

folgt. Ohne &ufleres Drehmoment bleibt der
Drehimpuls demnach konstant. Im abgeschlos-
senen System gilt deshalb neben dem schon be-
kannten Impulssatz auch ein Drehimpulserhal-
tungssatz. Er hat zuweilen recht iiberraschende
Konsequenzen, von denen einige in den néchs-
ten Kapiteln besprochen werden sollen.
y

- Drehimpuls [=)-®

Grundgleichung der Rotation:
T=J-a oder T=L

Dass fiir die in einer Rotation enthaltene ki-
netische Energie die Formel

1 2
Eyin=—J @
gilt, kann nach alledem nicht mehr verwun-

dern. Fiir den oben betrachteten Teil Am des
rotierenden Korpers gilt ja:

AEkm=%Am~v2=%Am~r2-w2.

Integration {iber den ganzen Korper liefert
dann die obige Gleichung.
v

Die wichtigsten Analogien sind in -

der folgenden Tabelle zusammengestellt:

Translation Rotation

Wegstrecke s Drehwinkel ¢
Geschwindigkeitv Winkelgeschwindigkeit &
Beschleunigungad Winkelbeschleunigung &
Kraft F Drehmoment T

Masse m Tragheitsmoment J
Impulsp=m-v  DrehimpulsL=J- &
F=m-a=p T=Ja=L
Wkin=1/2‘m'V2 Wkin=1/2'.l'602

‘ 242 ‘DynamikderKreisbewegung

Im Weltraum gibt es fast schon ,,Gedrangel
allerdings nur in einem schmalen Ring rund
36.000 km iiber dem Aquator: dort versam-
meln sich alle Nachrichten- und Wettersa-
telliten der Erde. Man nennt sie geostatio-
ndr, weil ein jeder senkrecht iiber seinem
Punkt auf der Erde stehen bleibt, d.h. mit
der gleichen Winkelgeschwindigkeit um die
Erde lduft, mit der sich diese selber dreht.
Warum Aquator, warum 3,6- 107 m?,

Wer auf einer Kreisbahn laufen will, braucht
eine Zentralbeschleunigung d,, die stindig
zum Mittelpunkt des Kreises zeigt, sich also
mitdreht. Kapitel 2.1.5 hatte fiir ihren Betrag

ergeben(w = Winkelgeschwindigkeit,v = Bahn-
geschwindigkeit, r = Radius der Kreisbahn).
Nach der Grundgleichung der Mechanik
muss d, von einer ebenfalls stindig zum
Mittelpunkt des Kreises zeigenden Kraft
geliefert werden. Sie heiflt Zentripetalkraft
und hat den Betrag

2.4 Dynamik der Rotation |
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F,=m-a,=m-w*-r=m-v?Ir.

Der Hammerwerfer auf dem Sportplatz
muss sie mit seinen Muskeln aufbringen
und iiber das Seil des ,,Hammers* auf die-

sen iibertragen.

- Kreisbahn: zur Zentral(Zentripetal)

beschleunigung a; gehdrt eine zum Zentrum
hin gerichtete Zentripetalkraft mit Betrag
F,=m-a,=m-w?r.

Die geostationdren Satelliten koénnen sich
ihre Zentripetalkraft nur von der Gravitati-
on holen. Die aber zeigt zum Zentrum der
Erde; deren Mittelpunkt ist Mittelpunkt der
Kreisbahn, ob der Satellit nun tiber die Pole
lauft oder anderswo. Geostationdr kann er
sich freilich nur in einer Aquatorbahn auf-
halten; alle anderen Bahnen iiberstreichen
verschiedene geographische Breiten.

In Satellitenh6he darf man fiir die Fallbe-
schleunigung nicht mehr den erdnahen Wert
g ansetzen, man muss das Gravitationsge-
setz F= G-m-M]/r* bemiithen (s.Kap.2.2.2,
G = Gravitationskonstante, M = Masse der
Erde). Vom geostationdren Satelliten wird
die Kreisfrequenz wg=2m/24h verlangt,
mit der die Erde rotiert. Daraus folgt fiir den
Betrag der Zentripetalkraft:

m-M

2
r

2
E=m-owg -r=G

G ist eine Naturkonstante, M und wy sind
fest vorgegeben, also kann die Bedingung
»geostationdr nur von einem einzigen
Bahnradius erfiillt werden. Die Satelliten
miissen sich drangeln.

Mit weniger Aufwand als eine Raumfihre
dreht ein Kettenkarussell seine Passagiere im
Kreis herum. Dabei schwenken die Gondeln
nach auflen; die Ketten, an denen sie héngen,
konnen wie Seile nur Zugkrifte in ihrer ei-
genen Richtung iibertragen (@ Abb.2.55).
Die Passagiere brauchen fiir ihre Kreisbahn
eine horizontale Zentripetalkraft F,; die Ket-
ten miissen sie liefern, mit der waagerechten

2 Mechanik starrer Korper

Komponente ihrer Zugkraft. Diese Kompo-
nente existiert nur, wenn die Gondeln nach
auflen schwenken, und die Ketten schrig
nach oben ziehen (@ Abb. 2.55, rechtes Krif-
tedreieck). Gerade unter physikalischen Laien
ist es sehr gédngig zu sagen: auf die Passagiere
wirkt eine nach auflen gerichtete Zentrifu-
galkraft, die die Gondeln nach auflen zieht.
Eine sorgfiltige Betrachtung zeigt leider, dass
diese an sich so anschauliche Vorstellung ihre
Tiicken hat. Tatséchlich ist ja nichts und nie-
mand da, der diese Kraft ausiibt. Die Zentri-
fugalkraft ist eine sogenannte Trigheitskraft
oder Scheinkraft, die es strenggenommen nur
in beschleunigten Bezugssystemen gibt. Das
wird in Kapitel 2.5.2 besprochen.

Auch alle Teile eines rotierenden Koérpers
bewegen sich auf Kreisbahnen und miissen
von Zentripetalkraften auf ihnen gehalten
werden. Der Korper muss genug Festigkeit
haben,diese Zentripetalkrifte aufbringen zu
konnen. Bei sehr schnell rotierenden Turbi-
nen ist das keine Selbstverstdndlichkeit. Hat
das Turbinenrad ernsthafte Materialfehler
oder wurde es falsch berechnet, kann es aus-
einander fliegen wie eine Bombe.

T I
Rechenbeispiel 2.14:
Geostationare Bahn

Sind geostationdre Satelliten wirklich

36000 km iiber dem Aquator? (Nutzen Sie

die Tabellen im Anhang.)

Losung: Die oben angegebene Gleichung

fiir die Zentripetalkraft ldsst sich nach 73

auflosen:

7'3: GM

2n -5-1
=——=7,27-10"s

24 h
G = 6,68-107!! m*kg-s; M = 5,97-10** kg.
Damit ergibt sich: r* = 7,54-102 m? und
r=4,22-10* km. Will man die Hohe iiber
dem Aquator wissen, muss man noch den
Erdradius von r; = 6,38-10° km abziehen
und kommt tatsichlich auf 3,58-10% km.

F,
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Abb. 2.50. Tragheitsmomente einiger symmetrischer Korper beziiglich verschiedener Achsen durch den Schwerpunkt

‘ 243 ‘Tréigheitsmoment

Das Trigheitsmoment | eines vorgegebe-
nen Korpers ldsst sich nicht als einfacher
Messwert angeben, denn es hidngt nicht nur
von der Gestalt des Korpers ab, davon, wie
er seine Masse im Raum verteilt, sondern
auch von der Lage und der Richtung der
Drehachse. Dadurch wird J formal zu einem
Tensor mit neun Komponenten und einem
besonderen Thema fiir Lehrbiicher der Ma-
thematik. Der Physiker hilt sich am besten
zunichst einmal an iibersichtliche Sonder-
flle. Der einfachste ist eine punktférmige
Masse m die auf einer Kreisbahn mit Ra-
dius R umlduft. Definitionsgemdf} hat sie
ein Trigheitsmoment J = m-R2 Die gleiche
Formel ergibt sich auch fiir ein Rohr, das um
seine Langsachse rotiert, denn auch bei ihm
befindet sich die ganze Masse im gleichen
Abstand von der Mittelachse, nimlich dem
Radius des Rohres. Bei einem homogen mit
Masse gefiillten Zylinder, der ebenfalls um
die Mittelachse rotiert, muss das Tragheits-
moment niedriger sein, da ja hier die Masse
im Mittel ndher an der Drehachse ist. Hier
gilt es, das Integral:

]=Ir2~dm

tatsdchlich auszurechnen. Im allgemeinen
Fall ist das ein keineswegs triviales Problem
der Mathematik. Das Integral ist fiir den
Zylinder mit einen Trick relativ leicht zu
l16sen. Es kommt heraus, dass das Tragheits-

moment gerade halb so grof3 ist wie beim
Rohr, also:

L. g2
]—sz.

Der Rechentrick besteht darin, sich den Zylin-
der aus lauter Rohren in der Art einer Zwiebel
zusammengesetzt zu denken. Jedes dieser Rohre
mit Radius r und infinitesimaler Wandstérke dr
hat eine Masse

dm=2m-r-dr-l-p

wobei [ die Linge des Rohres und p die Dichte des
Materials ist. Das Tragheitsmoment ist :

d]=r2~ dm=2m-r3 dr-1-p

Nun muss nur noch ein einfaches Integral iiber
die Radiusvariable r von 0 bis zum Zylinderradi-
us R ausgefiihrt werden, die

14 1. R?
]_Zn-R~l-p—2mR-

liefert, da die Masse des Zylinders m = 7t -R?-1-
ist.

Man konnte den Zylinder natiirlich auch um
eine Querachse rotieren lassen. Dann ist die
Rechnung viel schwieriger und es kommt
eine andere Formel heraus. Die Tabelle
® Abb 2.50 gibt einige Formeln fiir einfache
Korper und verschiedene Achsen, die durch
den Schwerpunkt des jeweiligen Korpers
gehen.

Ist die Drehachse aus dem Schwerpunkt
heraus parallelverschoben um einen Ab-
stand a, so muss zu diesen Werten fiir das
Trigheitsmoment noch ein Term m-a? da-
zuaddiert werden (Satz von Steiner). Das ist
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plausibel, denn dann lduft auch noch der
Schwerpunkt auf einer Kreisbahn um die
Drehachse herum.

T I
Rechenbeispiel 2.15:
Topferscheibe

Eine Topferscheibe mit m = 500 g und einem

Radius von R = 15 cm soll in 5 Sekunden

auf 3 Umdrehungen pro Sekunde gebracht

werden. Welches Drehmoment muss dazu
ausgeiibt werden? Die Topferscheibe kann
als homogene Zylinderscheibe angenom-
men werden.

Losung: Am Ende rotiert die Scheibe mit der

Winkelgeschwindigkeit @ = 2m-3s71 = 18,8 s7L.

Die geforderte Winkelbeschleunigung betrigt:

Das Tragheitsmoment berechnet sich gemifi:
J=Ym-R*>=0,25kg-(0,15m)?=5,6-10kg-m?.
Das notwendige Drehmoment ist also:
T=J]-a=0,021 Nm.

T I

Rechenbeispiel 2.16:

Ein Klecks

auf die Topferscheibe
Auf die Topferscheibe , die nun mit der oben
berechneten Winkelgeschwindigkeit rotie-
ren moge, falle nun ein Klecks Ton mit einer
Masse von 20 g auf den Rand. Aufgrund des
Drehimpulserhaltungssatzes vermindert sich
darauthin die Winkelgeschwindigkeit. Auf
welchen Wert @’?

Losung: Der Klecks erhoht das Trag-
heitsmoment der Scheibe. Wenn er so klein
ist, dass wir ihn als punktférmige Masse
betrachten konnen, um AJ=m-R*=20g
-(0,15m)? = 4,5-10"* kg- m? Der Klecks bringt
keinen Drehimpuls mit, rotiert nun aber
mit der Scheibe mit. Mangels eines dufleren
Drehmoments bleibt der Gesamtdrehimpuls
aber erhalten: L =J- w= (J + AJ) - @’. Die Top-
ferscheibe verlangsamt sich also auf:

1

w'= J w=17,4s -
J+A]
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| 244 ‘Die Rollbewegung

Es ist nicht schwer, sich einen Zylinder vorzu-
stellen, der eine schiefe Ebene herunterrollt
(@ Abb. 2.51). Um welche Drehachse dreht
er sich eigentlich? Dumme Frage, konnte
man meinen: natiirlich um seine durch den
Schwerpunkt gehende Léngsachse (Symme-
trieachse). Das ist aber nur eine mdgliche
Betrachtungsweise. Sie setzt voraus, dass
man sich die Rollbewegung aus zwei Bewe-
gungen zusammengesetzt denkt: aus einer
linearen Translationsbewegung des Schwer-
punktes und einer Rotationsbewegung um
den Schwerpunkt. Bei schiefen Wurf (Kapi-
tel 2.1.3) hatte es sich ja als niitzlich erwiesen,
die Bewegung lings der Wurfparabel aus ei-
ner horizontalen Bewegung mit konstanter
Geschwindigkeit und einer vertikalen Bewe-
gung mit konstanter Beschleunigung zusam-
menzusetzen. Will man die Winkelbeschleu-
nigung des Zylinders berechnen, geht es aber
schneller, wenn man die Rollbewegung als
reine Drehbewegung ohne Translation auf-
fasst. Wie geht denn das?

Die Drehachse ist ja nach Kapitel 2.1.5
diejenige Achse, beziiglich der alle Teile
des rotierenden Korpers die gleiche Win-
kelgeschwindigkeit haben. Das bedeutet
insbesondere, das der Korper am Ort der
Drehachse ruht. Und das tut der Schwer-
punkt beim herunterrollenden Zylinder nun
sicher nicht. Hier ruht der Zylinder vielmehr

Abb. 2.51. Kréfte auf eine herabrollender Zylinder. Je
nachdem, wo man sich die Drehachse hindenkt, liefert die
Reibungskraft oder die Hangabtriebskraft das Drehmoment
auf den Zylinder



langs der Linie, langs der er die schiefe Ebene
beriihrt, der Zylinder rollt und rutscht nicht.
Er ruht dort natiirlich nur fiir einen beliebig
kurzen Moment, denn im niachsten Moment
ist die Beriihrlinie schon wieder ein Stiick
weitergewandert, sowohl auf der schiefen
Ebene als auch auf der Zylinderoberfliche.
Die Beriihrlinie ist die Drehachse, um die
sich der Zylinder dreht. Diese Drehachse ist
aber nicht raumfest, sondern eine sogenann-
te momentane Drehachse, die stindig ihren
Ort wechselt. Das macht die Sache etwas
uniibersichtlich und unanschaulich. Das Be-
rechnen der Winkelbeschleunigung geht nun
aber ganz schnell. Dazu mufl man sich das
Drehmoment und das Tragheitsmoment be-
sorgen. Das Drehmoment liefert die Hangab-
triebskraft Fy; (Komponente der Schwerkraft
parallel zur schiefen Ebene, ® Abb. 2.51):

T=R-Fy

Drehachse ist ja die Beriihrlinie. Die dort an-
greifende Reibungskraft Fj trdgt nicht zum
Drehmoment bei. Zu dem Tragheitsmoment
laut Tabelle Yam - R? ist gemif Steiner’schem
Satz ein Term m-R? dazuzuaddieren. Die
Winkelbeschleunigung ist dann:

T R-Fy 2 Fyg

A=—==F=FT—""—

J 3, g 3mR
2

Der Schwerpunkt befindet sich im Abstand
R von der momentanen Drehachse und er-
fahrt die (Tangential-)Beschleunigung

Wiirde der Zylinder nicht rollen, sondern
reibungsfrei rutschen, so wire seine Be-
schleunigung gerade

_Fy

a
s m

Rollend ist er langsamer, da die Drehbewe-
gung gegen die Trigheit des Triagheitsmo-
mentes beschleunigt werden muss. Wére das
Tragheitsmoment grof3er, wire die Beschleu-
nigung noch geringer. Dies wird in einem

beliebten Vorlesungsversuch demonstriert,
in dem man einen homogenen Zylinder und
ein Rohr gleicher Masse und gleichen Radi-
us auf einer schiefen Ebene miteinander um
die Wette rollen ldsst. Wer gewinnt?

Natiirlich lasst sich alles auch mit der Idee
der zusammengesetzten Bewegung (Trans-
lation plus Rotation um den Schwerpunkt)
ausrechnen. Auch das soll geschehen: Fiir
die Beschleunigung des Schwerpunktes
liefert der Schwerpunktsatz:

m-ag = Fy - Fy

Die Normalkomponenten Fy und F; kom-
pensieren sich ja weg wie bei der Kiste auf
der Rampe (Kapitel 2.3.3). Fiir die Winkel-
beschleunigung ist nun Drehmoment und
Tragheitsmoment beziiglich der Symmet-
rieachse durch den Schwerpunkt zustdndig:

I _RF
=St=7—
Js 2mR

Das Problem liegt nun darin, dass die
Reibungskraft F; unbekannt ist. Zwei Glei-
chungen fiir die drei Unbekannten ag, & und
Fy reichen nicht. Das Wissen, dass es eine
Rollbewegung ist, liefert aber noch einen
Zusammenhang zwischen ag und a:

as = a-R

Stopselt man diese drei Gleichungen zu-
sammen, so kommen natiirlich die selben
Gleichungen fiir a und ag heraus, die in der
ersten, eben etwas schnelleren Betrachtung
gewonnen wurden. Dies zu priifen, sei dem
Leser als Ubung iiberlassen.

Die Rollbewegung ist zwar schon deutlich
komplizierter als die einfache Drehung um
eine raumfeste Achse, aber die Bewegung
eine starren Korpers kann noch viel kompli-
zierter sein. Man denke an die Pleuelstange
in einem Kolbenmotor. Welche wilden
Bewegung hier die momentane Drehachse
macht, muss nur der Maschinenbauingeni-
eur wissen und das lernt er (hoffentlich) in
der Technischen Mechanik.
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Rechenbeispiel 17:
Wettlauf zwischen Rohr
und Walze

Beim Wettlauf auf der schiefen Ebene ge-

winnt die Walze, da sie bei gleicher Masse

und Radius das kleinere Trigheitsmoment

hat. Um welchen Faktor ist die Winkelbe-

schleunigung der Walze grofier?

Losung: Das Tragheitsmoment der Walze
beziiglich der Beriihrlinie ist 2 - R?, das des
Rohres 2m-R?% Das Trigheitsmoment der
Walze ist also um einen Faktor 3 kleiner, ihre
Winkelbeschleunigung also um 44 grofer.

| 24.5 ‘Drehimpulserhaltung

Warum segelt ein Frisbee (@ Abb. 2.52) so
elegant durch die Liifte? Von allein tut es das
nicht; der gekonnte Schlenker mit der Hand
gehort beim Abwurf unbedingt dazu. Man
lernt ihr durch eifriges Uben im Freien und
nicht im stillen Kdmmerlein durch Biiffeln
des Drehimpulserhaltungssatzes, obwohl
der eine ganz wichtige Rolle spielt. Es gehort
zu den Geheimnissen der Naturgesetze, dass
man sie nutzen kann, ohne sie zu kennen.
Bei jedem aerodynamischen Flug, Flug-
zeug oder Frisbee, hat der Anstellwinkel, der
Winkel der Tragfliche gegeniiber dem Luft-
strom, gegeniiber der Flugbahn besondere
Bedeutung. Der Pilot kann ihn wihrend
des Fluges einstellen, das Frisbee nicht. Es
kann nicht mehr tun, als seine anfingliche
Orientierung in der Luft einigermaflen bei-
zubehalten - mit Hilfe des Drehimpulses.
Der gekonnte Schlenker beim Abwurf ldsst
das Frisbee um eine Achse senkrecht zu sei-
ner Hauptebene und senkrecht zum Anfang
seiner Flugbahn rotieren. Im Flug bleibt der
Drehimpuls weitgehend erhalten, behilt die
Drehimpulsachse weitgehend ihre Richtung,

Abb. 2.52. Aufgrund des stabilen Anstellwinkels gleitet
das Frisbee weiter als ein Ball
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|
1,2 kg m?

8kg‘]m2
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2,3 kg m?

Abb. 2.53. Tragheitsmomente des Menschen in verschie-
denen Korperhaltungen bei Drehung um die vertikale freie
Achse (Anhaltswerte)

bekommt das Frisbee durch die Kriimmung
der Wurfparabel einen Anstellwinkel und
segelt nun mit aerodynamischem Auftrieb
deutlich iiber die Wurfparabel hinaus. Die
alten Griechen kannten den Effekt auch
schon und nutzten ihn beim Diskuswerfen.

Ob sie ihn nun kennen oder nicht, auch
Eistdnzerinnen und Kunstspringer nutzen
den Drehimpulserhaltungssatz auf recht raf-
finierte Weise. Achsenferne Massen tragen
ja in weit héherem Maf} zum Trégheitsmo-
ment bei als achsennahe; der Radius r geht
quadratisch ein. Deshalb kann der Mensch
sein Trigheitsmoment (im Gegensatz zu
seiner Masse) betrichtlich verindern, wie
@ Abb.2.53 an drei Beispielen zeigt. Will
nun die Eistdnzerin eine Pirouette drehen,
so besorgt sie sich zundchst mit dem Fufd ein
Drehmoment T, das ihr wegen T =L einen
Drehimpuls verschafft. Diesen iibernimmt
sie in einer Stellung mit hohem Trégheits-
moment (drittes Teilbild der @ Abb.2.53)
und relativ kleiner Winkelgeschwindigkeit.
Wenn sie sich jetzt aufrichtet und die Arme
an den Korper und damit an die vertikale
Drehachse heranholt, nimmt ihre Winkel-
geschwindigkeit merklich zu, denn anders
kann der Drehimpuls bei vermindertem
Trigheitsmoment nicht erhalten bleiben.
Ahnliches tut der Kunstspringer beim Sal-
to, nur rotiert er um eine horizontale Achse.
Nach dem Absprung geht er in die Hocke,
um [ zu verringern und @ zu erhéhen; am
Ende des Sprunges streckt er sich wieder,
um bei kleinerem @ mit den Hinden zuerst



sicher in das Wasser einzutauchen. Dort
gibt er dann seinen Drehimpuls an die Erde
zuriick, von der er ihn beim Absprung vom
Turm ausgeborgt hatte.

Fiir den nicht so sportlichen Physikprofes-
sor im Horsaal steht vielleicht ein Drehsche-
mel zur Verfiigung, einem Stiihlchen, das sich
in einem fest auf dem Horsaalboden stehen-
den Gestell reibungsarm um eine vertikale
Achse drehen kann. Riicken- und Armlehnen,
dazu eine mitrotierende Fuflbank erleichtern
die Versuche, sind aber nicht unerlisslich.
Wie kann sich der ruhende Professor mit-
samt dem Schemel in Drehung versetzen,
wenn man alle Gegenstinde des Horsaals
aus seiner Reichweite entfernt? Er kann eine
Hand hoch strecken und den ganzen Arm
auf einem Kegelmantel kreisen lassen. Da-
mit erzeugt er einen vertikalen Drehimpuls
und die Drehimpulserhaltung verlangt eine
Gegendrehung von Mensch und Schemel,
denn der gesamte Drehimpuls war zu Beginn
null und muss es bleiben. Die Gegendrehung
stoppt, sobald der Professor seinen Arm wie-
der stillhalt. Hat sich der Professor irgendwie
anders in Drehung versetzt und zwei schwere
Hanteln genommen, so kann er sie dicht am
Korper halten oder weit von sich strecken. Er
andert damit deutlich sein Tragheitsmoment
und wird schneller (Hanteln am Korper)
oder langsamer (Hanteln gestreckt). Er tut
dann genau das gleiche wie die Eiskunstldu-
ferin, hat es aber bequemer.

Weil achsenferne Korperteile mehr zum
Tridgheitsmoment beitragen als achsennahe,
gehen z.B. Pferde auf Zehenspitzen: ihre klei-
nen und schmalen Hufe entsprechen anato-
misch Finger- und Fufinégeln. Das ist schlecht
im Sumpf, aber gut zum raschen Laufen auf
festem Boden: die Beine lassen sich rasch be-
wegen, ohne viel Muskelkraft fiir hohe Dreh-
momente aufbringen zu miissen, die hohe
Tragheitsmomente anfordern wiirden.

Wer einen Salto springt,rotiert um eine sog.
freie Achse, im Gegensatz zum Geréteturner,
der sich bei einer Riesenwelle die Reckstange
als Drehachse vorgibt. Freie Achsen miissen
immer durch den Schwerpunkt laufen, denn
titen sie es nicht, so durchliefe der Massen-

Abb. 2.54. Zusatzgewicht zum Auswuchten eines Auto-
rades

mittelpunkt eine Kreisbahn: eine Zentrifu-
galkraft wire die Folge. Die aber kann nur
von einer festen Achse aufgefangen werden
(bei einer Riesenwelle biegt sich die Reck-
stange ja auch ganz schon durch). Jedes Rad
eines Autos muss durch eine kleine Zusatz-
masse ,ausgewuchtet“ werden (@ Abb. 2.54),
bis sein Schwerpunkt auf der konstruktiv
vorgeschriebenen ,,Mechanikerachse® liegt.
Andernfalls ,,schldgt“ das Rad und reifit an
seinem Lager. Der Springer im Salto hat kein
Lager, ihm bleibt nur eine freie Achse. Beim
Rad des Autos soll sie mit der Mechaniker-
achse zusammenfallen.

Menschliches und tierisches Leben ist
Bewegung. Wer sich aber bewegt, muss den
Impuls- und den Drehimpulserhaltungssatz
einhalten. Auf der Erde macht das keine
Schwierigkeiten, solange man mit den Fii-
Ben auf dem Boden bleibt: Die Erde ist grof§
genug, um alle Impulse und Drehimpulse
menschlicher Groflenordnung spielend auf-
zufangen. Kosmonauten bewegen sich nicht
ganz so bequem, vor allem weil ihnen der
durch Haftreibung sichere Kontakt mit der
Raumbkapsel fehlt. Doch was immer sie tun,
der Schwerpunkt, den sie gemeinsam mit
ihrer Raumfihre haben, zieht unbeirrt seine
von der Gravitation und Anfangsgeschwin-
digkeit bestimmte ballistische Kurve um die
Erde, zum Mond oder irgendwohin. Er liegt
aber nur dann ortsfest in der Kapsel, wenn
alle Kosmonauten schlafen. Bewegen sie sich,
so schubsen sie ihr Gehduse mit allem, was
daran festgeschraubt ist, hin und her. Das
schliefit Experimente bei echter ,,Schwerelo-
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sigkeit“ in der Kapsel aus; man erreicht dort
nur eine ,,Mikrogravitation. Wenn das nicht
geniigt, setzt man ein unbemanntes ,Bei-
boot“ aus und fiithrt es quasi im Schlepp mit.

hergeworfen wird, und zwar von sog. Trdgheitskréften.
Wer mitféhrt, spiirt sie. Aber fiir den, der von aulSen
zuschaut, existieren sie nicht.

T I
Rechenbeispiel 18:
Eistéanzerin

Eine Eistdnzerin starte ihre Pirouette mit

o = 6,28 s7! (® Abb. 2.53, rechtes Teilbild).

Welche Winkelgeschwindigkeit erreicht sie,

wenn sie sich aufgerichtet hat? Um welchen

Betrag hat sich dann ihre kinetische Energie

erhoht? Wo kommt diese zusitzliche Ener-

gie her?

Losung: Der Drehimpuls bleibt beim Auf-
richten in etwa konstant:

L=] w=8kgm?-6,28 s = 1,2 kgm?- .
Damit folgt fiir die Winkelgeschwindigkeit
nach dem Aufrichten: @=41,9 s . Die kine-
tische Energie ist dann:

B I,Zkgm2

Wign = @”?=1052].

Beim Start der Pirouette waren es nur

8 kgm?

Wi, = w” =158].

Die Ténzerin muss, wenn sie ihre Korper-
teile zum Schwerpunkt heranzieht, mit der
Zentripetalkraft, die die Radialbeschleuni-
gung bewirkt, Arbeit leisten. Diese erhoht
die kinetische Energie. Anschaulicher ist es,
zu sagen: die Eistdnzerin muss ihre Korper-
teile gegen die nach auflen gerichtete Zentri-
fugalkraft an sich heranziehen. Die aus der
Umgangssprache geldufige Zentrifugalkraft
ist aber eine Trégheitskraft; und was es mit
diesen auf sich hat, darum geht es nun.

2.5 | Tragheitskrafte

I
Einleitung
Die Wagen der Achterbahn missen

so gebaut sein, dass kein Passagier wihrend der

Fahrt hinausfliegen kann, obwohl er krdftig hin- und

| 2 Mechanik starrer Korper

| 2.51 ‘Linear
beschleunigte Systeme

Ein Mensch, der im Bett liegt und schlift,
meint, er sei in Ruhe. Tatsichlich rotiert er
aber mit samt der Erde um deren Achse und
lauft mit ihr um die Sonne. Diese wiederum
macht die Drehung der Milchstrafle mit,
die als Ganzes vermutlich auf eine andere
Galaxis zulduft. Eine ,wahre“ Bewegung,
eine ,absolute“ Geschwindigkeit gibt es
nicht - und zwar grundsitzlich nicht. Die
Messung einer Geschwindigkeit setzt eine
Ortsbestimmung voraus und diese verlangt
ein Koordinatenkreuz als Bezugssystem.
Jeder Beobachter bevorzugt das seine und
behauptet gern, er befinde sich mit ihm
in Ruhe. Der Mensch neigt dazu, sich fiir
den Mittelpunkt der Welt zu halten - in der
Physik ist das in Grenzen sogar erlaubt: Ko-
ordinatensysteme, die sich mit konstanter
Geschwindigkeit geradlinig gegeneinander
bewegen, sog. Inertialsysteme, haben keine
Vorrechte voreinander; von jedem darf je-
mand behaupten, es sei in Ruhe. Wenn sich
die Geschwindigkeit eines Systems dndert,
wenn es z.B. rotiert, ist es kein Inertialsys-
tem und dann treten sog. Tragheitskrifte
auf. Sie sind es, die Karussell und Achter-
bahn so attraktiv machen.

Ein Inertialsystem ruht oder !

bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit,
also ohne jede Beschleunigung.

Wenn ein Auto gegen einen Baum gefahren
ist, dann liest man zuweilen in der Zeitung,
die Insassen (nicht angeschnallt!) seien
durch die Wucht des Aufpralls aus dem Wa-
gen herausgeschleudert worden - gerade so,
als habe sie eine plotzlich auftretende Kraft



von ihren Sitzen gerissen. Dies entspricht
auch ihrem subjektiven Empfinden. Ein
Augenzeuge am Straflenrand konnte aber
glaubhaft versichern, zundchst sei das Auto
mit hoher Geschwindigkeit auf den Baum
zugefahren, dann sei es plétzlich stehen ge-
blieben, die Insassen jedoch nicht. Nach die-
ser Darstellung sind sie gerade deshalb aus
dem Wagen geflogen, weil keine Kraft auf sie
wirkte, um sie zusammen mit dem Auto an-
zuhalten. Was ist nun ,,wirklich® geschehen?
Existierte eine Kraft auf die Insassen, ja oder
nein? Das ist eher eine Frage an die Seman-
tik als an die Physik. Physikalisch sind beide
Darstellungen korrekt, je nach Standpunkt,
je nach Bezugssystem.

Der Gedanke mag ausgefallen erscheinen,
aber man kann auch in einem Fahrstuhl die
Gewichtskraft eines Menschen mit einer Fe-
derwaage aus dem Badezimmer feststellen.
Fiahrt der Fahrstuhl an, und zwar aufwirts,
so muss auch der Passagier auf die Fahr-
stuhlgeschwindigkeit beschleunigt werden.
Dazu bedarf es einer nach oben gerichteten
Kraft, die nur iiber die Waage auf ihn {iber-
tragen werden kann. Prompt zeigt sie diese
Kraft an, zusétzlich zu der des Gewichtes,
die von der Waage ja auch durch eine nach
oben gerichtete Federkraft kompensiert
werden muss. Hat der Fahrstuhl seine volle
Geschwindigkeit erreicht, so verschwindet
mit der Beschleunigung auch die Zusatz-
kraft, und die Waage meldet wieder das
normale Gewicht. Beim Bremsen im Ober-
geschoss wird der Fahrstuhlkorb verzogert,
d.h. nach unten beschleunigt - und der
Passagier auch. Die dazu notwendige Kraft
lasst sich miihelos von seiner Gewichtskraft
abzweigen; die Waage zeigt entsprechend
weniger an. Sobald der Fahrstuhl steht, ist
alles wieder beim alten. So beschreibt ein
Physiker den Vorgang, der ihn zumindest
in Gedanken von auflen, aus einem Inertial-
system heraus, beobachtet.

- Auch Verzégerungen (Bremsungen)

sind Beschleunigungen.

Was aber sagt jemand, der im Fahrstuhl da-
bei gewesen ist und, weil der geschlossen
war, nicht herausschauen und die Bewegun-
gen seines Bezugssystems gar nicht feststel-
len konnte? Er kennt nur die voriibergehend
gednderten Anzeigen der Waage und muss
sie deuten. Grundsitzlich wire denkbar, dass
da eine fremde grofle Masse mit ihrer Gravi-
tation im Spiel war, dass sie erst unter dem
Fahrstuhl erschien, die Gewichtskraft erho-
hend, und dann iiber ihm, die Gewichtskraft
erniedrigend. Sehr wahrscheinlich klingt
das nicht, darum wird der Beobachter im
Fahrstuhl seine physikalischen Kenntnisse
zusammenkratzen und sagen: ,Wie ich ge-
lernt habe, treten in einem Bezugssystem,
das sich aus irgendwelchen Griinden mit
einer Beschleunigung d durch die Gegend
bewegt, massenproportionale

Trigheitskrifte Fr = -m-d

auf. Vermutlich waren die verdnderten An-
gaben der Waage auf Trégheitskrifte zu-
riickzufithren, vermutlich haben wir uns
in einem beschleunigten Bezugssystem
befunden. Dessen Beschleunigungen kann
ich sogar ausrechnen.” Die allgemeine Re-
lativitdtstheorie behauptet iibrigens, mit
physikalischen Methoden konne man Gra-
vitationskrifte und Tragheitskrifte nicht
unterscheiden.

Inertialsystem sind einfacher zu beschrei-
ben, weil in ihnen keine Tragheitskrifte
auftreten. Wenn man ihnen eine hohere
Realitdt zubilligt, kann man sogar sagen,
Tragheitskrifte gebe es nicht wirklich, son-
dern nur scheinbar, sie seien Scheinkrifte,
yvirtual forces. Wer auf dem Rummelplatz
Geld ausgibt, um in der Achterbahn Trig-
heitskrifte am eigenen Leib zu spiiren, hélt
sie kaum fiir Scheinkrifte.

v

Tragheitskrafte existieren nurin -

beschleunigten Bezugssystemen, nicht in Iner-
tialsystemen, und werden darum zuweilen
Scheinkréfte genannt.

2.5 Tragheitskrafte |
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Koénnte man einen Fahrstuhl frei fallen lassen,
so wire a=g, und die Tragheitskraft hébe
die Gewichtskraft auf: Der Passagier fiihlte
sich ,,schwerelos“ Astronauten erleben diese
Schwerelosigkeit tage- und monatelang, von
dem Moment an ndmlich, in dem das Trieb-
werk der Trégerrakete abgeschaltet wird, bis
zum Wiedereintritt in die Erdatmosphire,
wenn die Bremsung durch Luftreibung be-
ginnt. In der Zwischenzeit ,.fallen® sie mitsamt
ihrer Raumkapsel um die Erde herum, mit ei-
ner so hohen Geschwindigkeit in der,,Horizon-
talen® dass ihre Bahn die Erde nicht erreicht
und zur Ellipse um deren Zentrum wird. Alles
in der Kapsel, ob lebendig oder nicht, bewegt
sich mit (praktisch) gleicher Geschwindigkeit
und (praktisch) gleicher Beschleunigung auf
(praktisch) parallelen, gekriimmten Bahnen.
Im Bezugssystem der Kapsel fillt nichts zu Bo-
den, es gibt gar kein ,,Unten“: Kennzeichen der
Schwerelosigkeit. Das heif8t keineswegs, dass
Raumschiff und Inhalt der irdischen Schwer-
kraft entzogen wiren; alles bewegt sich ledig-
lich so, dass sich Gewichts- und Trégheitskrifte
genau kompensieren. Beim Start war das ganz
anders. Dort zeigte die Beschleunigung nach
oben, die Trégheitskriéfte addierten sich zu den
Gewichtskriften (und iibertrafen sie um etwa
das Dreifache).

Ein Mensch, der ausgleitet und mit dem
Hinterkopf aufschligt, holt sich moglicherwei-
se eine Hirnverletzung an der Stirn: Beim Auf-
prall wird die Fallgeschwindigkeit des Schédels
auf einer Strecke von vielleicht nur wenigen
Millimetern abgebremst; das keineswegs starre
Gehirn driickt sich am Hinterkopf zusammen
und kann, wenn es das Ungliick will, an der
Stirn von der Hirnschale abreiflen. Mit ande-
ren Worten: die im Bereich der Stirn auf Zug
beanspruchte mechanische Verbindung zwi-
schen Hirn und Schidel war den hohen Trég-
heitskréften beim Aufprall nicht gewachsen.

- Bei Unfdllen konnen hohe momen-
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tane Beschleunigungen zu hohen momen-
tanen Tragheitskréaften mit entsprechenden
Verletzungen fiihren.

| 2 Mechanik starrer Korper

Tragheitskrafte sind wie Gewichtskrifte
massenproportional. Darum bildet die Fall-
beschleunigung g ein anschauliches Maf3 fiir
die Beschleunigung eines Bezugssystems.
Wihrend der 3 g beim Start hat der Astro-
naut auf der Liege ein Gefiihl, als hockten
drei Menschen auf ihm herum.

T I

Rechenbeispiel 19:

Wiegen im Aufzug
Wir steigen tatsdchlich mit der Personen-
waage unterm Arm in einen Aufzug und
wiegen uns. Die Waage zeigt eine Masse
an (70 kg), obwohl sie die Gewichtskraft
misst. Der Hersteller hofft, dass der Um-
rechnungsfaktor von 9,81 kgm/s? schon
stimmen wird. Nun fihrt der Aufzug nach
oben und beschleunigt dazu fiir kurze Zeit
mit a = 1 m/s?. Auf welchen Wert erh6ht sich
fiir diese Zeit die Masse scheinbar?

Losung: zu der Gewichtskraft m-g tritt
noch eine Trigheitskraft mit Betrag m-a
hinzu. Die Waage rechnet aber natiirlich un-
verdndert mit ihrem Umrechnungsfaktor,
sodass sie eine scheinbare Masse von

+
m’ = (g+a)m =77,1kg anzeigt.

’ 2.5.2 ‘RotierendeSysteme

Ein Kettenkarussell dreht seine Passagiere
im Kreis herum. Dabei schwenken die Gon-
deln nach auflen, damit die Ketten, an denen
sie hdngen, die notwendige Zentripetalkraft
Fy, die fiir die Radialbeschleunigung 4, der
Kreisbewegung gebraucht wird, mit der
waagerechten Komponente ihrer Zugkraft
liefert (Kapitel 2.4.2). Diese Komponente
existiert nur, wenn die Gondeln nach aufien
schwenken, und die Ketten schrég nach oben
ziehen (@ Abb. 2.55, rechtes Kriftedreieck).
Der Passagier hingegen kann nun folgen-
des sagen: Ich sitze in einem rotierenden,
also beschleunigten Bezugssystem, auf mich
wirkt aufler meiner vertikalen Gewichts-



Abb. 2.55. Kettenkarussell.

Links: Kraftedreieck aus der

Sicht des Passagiers; die

Ketten zeigen in Richtung

der Resultierenden aus Zentri-

fugalkraft f¢ und Gewichtskraft -
F. Rechts: Kréftedreieck aus
der Sicht des Zuschauers; die
Kettenkraft liefert mit ihrer
Horizontalkomponenten die zur
Kreisbewegung notwendige
Zentripetalkraft F,

kraft Fg eine horizontale Tragheitskraft, die
Zentrifugalkraft F; = -m-d,. Beide addieren
sich zu einer schrig nach unten und auflen
gerichteten Gesamtkraft, der die Kette folgen
muss (® Abb. 2.55, linkes Kriftedreieck). F;
und F;haben die gleichen Betrige, nach der
gleichen Formel zu berechnen. Von der Zen-
trifugalkraft darf nur der mitbewegte Beob-
achter im rotierenden Bezugssystem reden,
der Zaungast im ruhenden Bezugssystem
sieht nur die Zentripetalkraft.
y

- Zentripetalkraft: nach innen gerich-

tete Zentralkraft der Kreisbewegung;
Zentrifugalkraft: nach auBen gerichtete Flieh-
kraft im rotierenden Bezugssystem.

Wenn man die beiden Bezugssysteme nicht
auseinander hilt, kann man Fehlschliissen
aufsitzen. In welcher Richtung fliegt der
»Hammer“ weg, den der Hammerwerfer
erst im Kreis herumschleudert und dann
los lasst? Radial nach auflen, in Richtung
der Zentrifugalkraft - der Werfer darf das
in der Tat sagen; er dreht sich ja mit, er gibt
sein rotierendes Bezugssystem selber vor.

.

Aber da ist er der einzige im ganzen Sta-
dion. Alle anderen miissen sagen: Da hilt
einer mit seinen Muskeln den Hammer auf
einer Kreisbahn, und plétzlich ldsst er los;
folglich fliegt der Hammer mit seiner mo-
mentanen Bahngeschwindigkeit ab, tangen-
tial zum Kreis - wie die Funken von einer
Schleifscheibe (@ Abb. 2.56).

Von den Fliehkriften rotierender Bezugs-
systeme macht die Technik eifrig Gebrauch.
Ein Beispiel ist die Zentrifuge. Die Bestandteile
einer Suspension lassen sich im Schwerefeld
der Erde voneinander trennen, wie z.B. die

Abb. 2.56. Von einer Schleifscheibe tangential abfliegen-
de Funken (nach R. W. Pohl)

2.5 Tragheitskrafte |
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Blutsenkung beim Arzt zeigt. Das braucht aber
Zeit und lasst sich wesentlich beschleunigen,
wenn man fiir seine Probe die Gewichtskraft
durch die Fliehkraft einer Zentrifuge ersetzt.
Auch sie ist massenproportional. Mit hohen
Drehzahlen kénnen durchaus handliche Ge-
riate Radialbeschleunigungen von mehr als
1000 g erzielen. Die eingesetzten Reagenzgldser
stehen dann bei laufender Zentrifuge horizon-
tal - und sind nicht ganz ungeféhrlich. 1000 g
bedeuten tausendfache Gewichtskraft; da darf
es keine mechanischen Schwachstellen geben,
sonst fliegt die Zentrifuge auseinander.

I
Rechenbeispiel 2.20:
Kettenkarussell

Mit ungefahr welcher Winkelgeschwindigkeit

rotiert das Kettenkarussell in ® Abb. 2.552

Losung: Im Druck ist der zuschauende

Familienvater etwa 23 mm hoch. Wenn er

tatsdchlich 1,80 m grofl war, betrdgt der

Abbildungsmafistab ungefdhr 1:80. Im

Bild ist eine Gondel etwa 36 mm von der

vertikalen Drehachse entfernt, das entspra-

che in der Natur einem Bahnradius von ca.

3 m. Da aber der Vater niher an der Kamera

stand als das Karussell, diirfte die Annahme

r = 4 m korrekter sein. Aus der Schriglage

der Gondel ergibt sich fiir das Verhiltnis

von Zentripetalkraft zu Gewichtskraft

E 17
=—=1,.2.
F, 14

Das ist auch das Verhiltnis der dazugehori-
gen Beschleunigungen. Die Radialbeschleu-
nigung ist also ca. a, = 12 m/s* In Kapi-
tel 2.1.5 haben wir gelernt, dass

2
a, = VT =r-w’.

Damit ergibt sich fiir die Winkelgeschwin-
digkeit:

}a
=4 — =1,7s"1.
r

| 2 Mechanik starrer Korper

Das entspricht etwa 16 Umdrehungen pro
Minute.

| 2.53 ‘ Tragheitskrafte
in der technischen Mechanik

Der Ingenieur muss Probleme 16sen, zuwei-
len recht komplizierte. Da hilft es ihm, feste
Regeln zu haben, wie Probleme anzugehen
sind. Fiir die Berechnung der Dynamik ei-
nes starren Korpers (der Maschinenbauer
spricht von Kinetik), besteht diese Regel
in der Formulierung eines dynamischen
Gleichgewichts; und das geht so:

Zunichst werden alle an einem Korper
angreifenden Krifte hingemalt (siehe zum
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