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Anmerkung: Zeichen mit reinem Symbolcharakter sind im Folgenden unterstrichen. Sie kénnen,
miissen das aber nicht in Threr Ausarbeitung beibehalten.

Aufgabe 1.1 Gegeben sei folgende (deterministische) Turingmaschine M:

M = ({Qz | 0 < ) < 7},{971}7{97173}767 QU,B7{C]7})

wobei
é 0 1 B
Qo | (¢1,B,R) (g6,1, R
@ | (q,0,R) (g2,1,R)
a2 | (@3,0,R) (g2,1,R)
4 | (g3,0,R) (g4, B, L)
| (g5, B,L)
¢ | (¢5,0,L) (g5,1,L) (qo,B,R)
6 (¢6,1, R) (g7, B,S)
qr

a) Geben Sie L(M) (also die Sprache, die von M akzeptiert wird) an.

b) Geben Sie eine Turingmaschine M’ nach der Definition von Folie 72 an, welche dieselbe
Sprache akzeptiert (L(M') = L(M)). Ihre Maschine M’ sollte dabei die Kellerautomatenbe-
dingung erfiillen. Erldutern Sie auch kurz verbal die Arbeitsweise Ihrer Maschine.

Losung

b) Wir definieren eine (deterministische) Turingmaschine
M/ = ({qu q1, 492, qf}7 {Q;l}; {A7 ZOa B}7 6a qo, {207 Zla Z2}7 B7 {Qf})

welche L = {0"1F0™ | n > 0,k > 1} akzeptiert; die Ubergangsfunktion & kann z.B. folgen-
dermaflen definiert werden:

1: 6(Q07Qa B) = (QO7A7R7 R)

( R)
(QIvlaB) = (qlaBaRaR)
(q17227B) = (q27Bvva)
(QIaQ7B) = (QQ’B’S’L)
(QQ7QaA) = (q2vBaR7L)
7 (g2, Z2, Zo) = (qf, Zo, S, 5)

Erlduterung:

O UL W N

1 : Fiir jedes eingelesene Symbol 0 wird ein Symbol A in den Keller (bzw. auf das Arbeitsband)
geschrieben.

2,3 : Die Symbole 1 werden iiberlesen.



4 : Das Wort endet nach den Symbolen 1.
5,6 : Fiir jedes eingelesene Symbol 0 wird ein Symbol A im Keller (bzw. auf dem Arbeitsband)
geloscht.

7 : Wird Z, auf dem Eingabeband (d.h., das Ende der Eingabe) erreicht, so sollte das Ar-
beitsband leer sein. M’ geht dann in den (einzigen) Endzustand ¢ iiber und akzeptiert somit
die Eingabe.

Aufgabe 1.2 Im Folgenden bezeichnet PCP das Post’sche Korrespondenzproblem (s. Folie 65 f.)

a)

b)

Geben Sie fiir die folgenden PCPs eine Losung an, oder begriinden Sie deren Nichtlosbarkeit:
(1) K7 =((0,101),(10101,10), (11,00000), (1,01))

(2) K> =1((1,110),(111,0), (01,1))

(3) K3 =((100,1),(0,100),(1,00))

(4) K4 =1((1,011),(011,1),(01,011))

Sei PCP,, eine Variante des PCP, wobei in der Losung einer Instanz jedes Wortpaar hichstens
einmal vorkommen darf. Ist PCP, entscheidbar? Begriinden Sie IThre Antwort.

L6sung

a)

b)

(1) K; besitzt die Losung (2,1,4)

(2) K5 ist nicht 1osbar. Eine zielfithrende Sequenz miisste mit 1,1,3,1,3,1,1,3,... beginnen,
wobei der linke String immer kiirzer als der rechte bleibt.

(3) K3 besitzt die Losung (1,3,1,1,3,2,2)
(4) Ky ist nicht 16sbar. Es gibt nur zwei mégliche Anfénge, die beide nicht zielfithrend sind:
- 3,1,2,1,2.1,...
- 3,1,3,1,...
In beiden Fillen ist der linke String immer kiirzer als der rechte.
PCP,, ist entscheidbar. Bei n Wortpaaren gibt es 2™ — 1 mdogliche (nicht leere) Sequenzen,
in denen jedes Wortpaar hochstens einmal vorkommt. Fiir jede dieser Sequenzen gibt es

wiederum hochstens n! Moglichkeiten, die Wortpaare anzuordnen. Die Anzahl der moglichen
Kombinationen ist also endlich, und dementsprechend entscheidbar.

Aufgabe 1.3 Geben Sie an, ob folgende Probleme (un)entscheidbar sind, und begriinden Sie jeweils
Ihre Antwort. Sofern méglich, verwenden Sie dafiir den Satz von Rice und geben Sie, im Falle einer
nicht trivialen Eigenschaft, auch immer ein Beispiel und ein Gegenbeispiel an. Das Alphabet ist
dabei jeweils ¥ = {0, 1}.

a)

b)

Enthélt die von einer Turingmaschine akzeptierte Sprache L zu jedem Wort w € L auch sein
Spiegelbild w"?

Gilt fiir die von einer Turingmaschine akzeptierte Sprache L iiber X, dass sie endlich, aber
nicht regulér ist?

Wird die rekursiv aufzéhlbare Sprache L von einer Turingmaschine akzeptiert, die eine gerade
Anzahl von Zustanden hat?

Ist die von einer Turingmaschine akzeptierte Sprache eine Teilmenge von ¥*7

Gilt fiir die von einer Turingmaschine akzeptierte Sprache L iiber X, dass |L*| endlich ist?



Losung

2)

Nicht entscheidbar, Satz von Rice: Die Eigenschaft P = {L | w,w” € L} ist nicht trivial,
denn es gilt z.B.: {01} ¢ P aber {1} € P. Daher ist P aufgrund des Satzes von Rice nicht
entscheidbar.

Entscheidbar. Hierbei handelt es sich um eine triviale Eigenschaft: Es trifft auf keine rekur-
siv aufzihlbare Sprache L zu, dass sie endlich, aber nicht regulér ist. (Jede endliche Sprache

ist regulédr.) Die Frage kann also immer mit “nein” beantwortet werden, und ist somit ent-
scheidbar.

Entscheidbar. Der Satz von Rice ist hier nicht anwendbar, da es sich nicht um eine Eigen-
schaft der von Turingmaschinen akzeptierten Sprachen handelt, sondern um die Turingma-
schinen selbst. In der Tat gibt es zu jeder rekursiv aufzéhlbaren Sprache L eine Turingma-
schine mit einer geraden Anzahl von Zusténden, welche L akzeptiert. Diese Frage kann also
immer mit “ja” beantwortet werden.

Entscheidbar. Es handelt sich hier um eine triviale Eigenschaft: Die Eigenschaft, eine Teil-
menge von ¥, also eine Menge von Wortern zu sein, trifft auf alle rekursiv aufzédhlbaren
Sprachen zu. Diese Frage kann daher immer mit “ja” beantwortet werden, und ist somit
entscheidbar.

Nicht entscheidbar, Satz von Rice: Die Eigenschaft P = {L | |L*| ist endlich} ist nicht
trivial, denn es gilt z.B.: {} € P (da {}* = {¢} und somit endlich) aber {1} € P (da {1}*
unendlich ist). Daher ist P aufgrund des Satzes von Rice nicht entscheidbar.

Aufgabe 1.4 Sind folgende Aussagen korrekt? Begriinden Sie jeweils Ihre Antwort.

a) Jede Sprache, die von einer Turingmaschine akzeptiert wird, ist entscheidbar.

b) Jede unentscheidbare Sprache enthélt eine entscheidbare Teilmenge.

¢) Entscheidbare Sprachen sind unter Vereinigung abgeschlossen.

d) Jede Sprache iiber einem einelementigen Alphabet ist entscheidbar.

e) Falls A < L, und A < L,, dann ist A entscheidbar. (L, bezeichnet das Halteproblem.)

f) Jede Teilmenge einer reguliren Sprache ist regulér.

L6sung

a) Falsch. Es gibt rekursiv aufzihlbare Sprachen, die nicht entscheidbar sind, z.B. das Halte-
problem.

b) Richtig. Jede unentscheidbare Sprache enthélt eine endliche Teilmenge, und endliche Mengen
sind immer entscheidbar.

¢) Richtig. Ly (bzw. L) werde durch die stets haltende Turingmaschine M; (bzw. My) erkannt.
Um L; U Ly zu erkennen, entwerfen wir eine Turingmaschine M, die zuerst M7 simuliert und
dann M, simuliert. M wird genau dann akzeptieren, wenn eine der beiden Turingmaschinen
akzeptiert. Da M stets halt, ist Ly U Lo entscheidbar.

d) Falsch. Auch wenn ¥ nur aus einem Element besteht, gilt: ¥* ist abzéhlbar (unendlich), die

Menge aller Sprachen L C ¥* ist tiberabzéhlbar. Von diesen ist jedoch nur eine abzihlbare
Menge entscheidbar. (Es gibt ja nur abzihlbar (unendlich) viele Turingmaschinen). Dement-
sprechend gibt es unentscheidbare Sprachen iiber 3.

Richtig. Aus A < L, folgt, dass A rekursiv aufzahlbar ist, aus A < L,, folgt, dass A rekursiv
aufzihlbar ist. Damit ist A laut Definition (Folie 41) entscheidbar.



f)

Falsch. Diese Aussage gilt sicher nicht im Allgemeinen. Ein Gegenbeispiel: die Sprache L =
{0, 1}* ist regulér, das Halteproblem L, ist eine Teilmenge von L = {0, 1}*, aber selbst sicher
nicht regulér.

Aufgabe 1.5 Beweisen Sie mit Hilfe des Pumping Lemmas fiir regulire Sprachen, dass die folgen-
den Sprachen nicht regulér sind.

a)

{uu | u € {a,b,c}"}

b) {wv | u,v € {a,b}", |ul = [v], |ula > [v]a}

c) {u#v" | u ist Bindrdarstellung (ohne fiihrende Nullen) von n, und v jene von n —1,n > 1}.
(Worter in dieser Sprache sind also z.B. 1014001 und ;;;;;ﬁg;;;;)

Losung

a) Beweis indirekt. Angenommen, L ist regulér. Sei dann m die Konstante aus dem Pumping

Lemma und das gewéhlte Wort z.B.
w = §m9§mh~

Dann gilt w € L und |w| =2m + 2 > m.
Wir teilen nun w in zyz so auf, dass |zy| < m und |y| > 0. Nachdem |zy|] < m und
w = a"ba™b, kann xy nur aus Symbolen a bestehen.
Nach dem Pumping Lemma muss aber xy’z € L fiir alle i > 0 gelten.
Wenn wir nun z.B. i = 2 wihlen, miisste auch zy?z = am™tWlpa™pb aus L sein, was aber
nicht der Fall ist! Wir haben also einen Widerspruch gefunden, L kann somit keine reguléire
Sprache sein.

b) Beweis indirekt. Angenommen, L ist reguldr. Sei dann p die Konstante aus dem Pumping

Lemma und das gewéhlte Wort z.B.
w = a’bba’.
Dann gilt w € L und |w| =2p+2 > p.

Wir teilen nun w in xyz so auf, dass |zy| < p und |y| > 0. Nachdem |zy| < p und w = aPbbaP?,
kann zy nur aus den Symbolen a der ersten Worthélfte bestehen.

Nach dem Pumping Lemma muss aber xy'z € L fiir alle i > 0 gelten.

Wenn wir nun z.B. i = 0 wihlen, miisste auch wy = a?~1¥lbba” aus L sein, was aber nicht
der Fall sein kann:

Ist y ungerade, so ist wg nicht in L, da alle Worter in L eine gerade Anzahl von Symbolen
haben. Ist y hingegen gerade, so ist jedenfalls y > 2. Damit sind nun aber beide Symbole b
in der ersten Worthélfte, und dementsprechend mehr Symbole a in der zweiten Worthélfte
als in der ersten. (Es gilt also nicht mehr |ul, > |v]a.)

Wir haben einen Widerspruch gefunden, L kann somit keine reguléire Sprache sein.

Beweis indirekt. Angenommen, L ist regulir. Sei dann m die Konstante aus dem Pumping
Lemma und das gewéhlte Wort z.B.

lm#o 1m—1.

Dann gilt w € L und |w| =2m +1 > m.

Wir teilen nun w in zyz so auf, dass |zy| < m und |y| > 0. Nachdem |zy| < m und
w=1"#0™1, kann zy nur aus Symbolen 1 bestehen.

Nach dem Pumping Lemma muss aber xy’z € L fiir alle i > 0 gelten.

Wenn wir nun z.B. ¢ = 2 wéhlen, miisste auch 1mtlyl # 01™ ! aus L sein, was aber nicht der
Fall ist! Wir haben also einen Widerspruch gefunden, L kann somit keine regulidre Sprache
sein.



