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Aufgabe 3.1

Driicken Sie folgende Pridikate jeweils als Boolesche Ausdriicke aus oder argumentieren Sie, warum das
nicht moglich ist. Verwenden Sie dabei die offizielle Syntax fiir BA(D), d.h. keine der zusitzlichen
Notationsvereinbarungen, die auf den Vorlesungsfolien erwéhnt werden.

Hinweis: Versuchen Sie moglichst kurze Ausdriicke zu finden.

a) Uber D =N: z —3 <2

b) Uber D = N: 2z ist ungerade.

d) Uber D = FamX: Wenn z ein Sohn von Berta ist, dann ist auch y ein Sohn von Berta.

e) Uber D = FamX: x hat eine Schwester.

Uber D = S: Die Tiefe von x ist hochstens 3 und mindestens 1.
Hinweis: Die Tiefe eines Stacks ist die Anzahl der darin vorkommenden Stackelemente (0 oder 1).

)
)
c¢) Uber D = Z: |z| > |y|.
)
)
f)

g) Uber D = S: Genau einer der beiden Stacks = und y ist leer, falls Stack z leer ist.

Lésung 3.1

a) o< (+(x(y,y),+(1,+(1,1))),x)

Beachten Sie, dass 3 in N nicht als Konstantensymbol zur Verfiigung steht.

Da es in der Signatur X kein Zeichen fiir die <-Relation gibt, wurde mit der Ausdruck hier als
Negation einer <-Relation formuliert.

In diesem konkreten Fall kénnte man ‘—’ auch durch ‘=’ ersetzen, weil (trotz der unterschiedlichen
Bedeutung von ‘—’ und ‘=) fiir alle 2,y € w gilt: v—3 < y? gdw. z =~ 3 < y2. Daher ist beispielsweise
auch folgender Boolesche Ausdruck eine korrekte Losung:

<(x(y,y),=(x,+(1,£(1,1)))).

Es gibt aber natiirlich Vlele weitere alternative Losungen, z.B.

(x=+(x(y,y),+(1,+(1,1)))v<(x,+(*(y,y),+(1,+(1,1))))):

b) Jedes Vielfache von 2 ist gerade. Daher benétigen wir einen Booleschen Ausdruck, der in jeder
Umgebung (Variablenbelegung) falsch ist, z.B. 20=0 oder <(x,x).

c) Es ist geschickt auszuniitzen, dass |z| > |y| <= 2% > y? gilt. Daher:
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d) g:EBerta = MutterﬁgzﬁmdnnlichggnyﬁBerta = Mutterﬁz)ﬁmdnnlichﬁzzn
Beachten Sie, dass ‘Wenn A, dann B’ zu ‘Nicht A oder B’ umgeformt werden muss.

e) Es gibt keinen Booleschen Ausdruck, der iiber der Signatur ¥p, ¢ das einstellige Prédikat ‘hat
eine Schwester’ ausdriickt. Dazu benétigt man einen Existenzquantor. Z.B. wiirde
Jy ( Geschwister (x,y ) A weiblich(y))

das gesuchte Pradikat ausdriicken. Diese Formel ist aber kein Boolescher Ausdruck.

f) (istleer?(pop(pop(pop(z))))A-istleer?(z))

g) (((istleer?(x)Axistleer?(y))V (istleer?(y) A-istleer?(z)) ) V mistleer?(z))



Aufgabe 3.2

Beweisen oder widerlegen Sie folgende Behauptungen iiber Terme t € T (N) in offizieller Syntax, wobei
t jeweils nur die Variable x oder gar kein Variablensymbol enthélt. Im positiven Fall ist ein induktiver
Beweis zu erbringen; im negativen Fall ein konkretes Gegenbeispiel anzugeben. (|t|. bezeichnet die Anzahl
der Vorkommen des Symbols ¢ in ¢; |¢| die Linge von ¢, also die Anzahl aller Symbolvorkommen in ¢.
I ist jeweils eine beliebige Variablenbelegung.)

Hinweis: Es ist oft angebracht als Induktionshypothese eine stéirkere Aussage zu verwenden als die, die
es eigentlich zu beweisen gilt.

a) My (I,t) > min(I(x),|t|1), falls [¢t| = = [¢]« = [t|o = 0.
b) M (I,t) > min(|t],, |t|4), falls |t|i = |t|x = |t|o = 0.
) My (I,t) < [t[> @ Fltrt,

d) [t +1 = Jtlo + [t]x + [t]x-

Lésung 3.2
a) Wir zeigen die stirkere Behauptung M7 (I,t) > |t|; falls |¢t|- = [t]. = |t|o = 0.
Wir argumentieren durch Induktion geméf des Aufbaus von ¢ (strukturelle Induktion):
Induktionsanfang. Wir unterscheiden 2 Fille:
(1) t =x: Es gilt My(I,t) = I(x) > |t|y = 0.
(2) t=1: My(I,t) =1 und [t|; = 1; daher M5 (I,t) > |t];.
Beachte: Wegen |t|o = 0 ist ¢ = 0 nicht mdglich.
Induktionsschritt. Wegen [t = [t[, = 0 ist ¢ fiir [¢| > 1 von der Form +(t1,t2).
Die Induktionsannahme besagt: My (I,t;) > |t;]; fiir i € {1,2}.
Wir erhalten My (I,t) = My (I, t1) + My(I,t2) >TH |t1]y + [ta|s = |t]s.
(5 bezeichnet die Stelle an der die Induktionsannahme benutzt wird.)
b) Wir zeigen die stirkere Behauptung M (1,t) > [t|; + 1 durch strukturelle Induktion:
Induktionsanfang. Wegen |t|, = [t|o = 0 gibt es nur einen Fall:
—t=1 Mg(l,t) =1 und [t[; = 0; daher M ([,t) > [t|; + 1.
Induktionsschritt. Wegen [t| . = 0 gilt fiir [t| > 1 entweder t = +(t1,t2) oder t = x(t1,t2).
Die Induktionsannahme lautet My (I,t;) > |t;]1 fiir ¢ € {1,2}.
(1) t = +(t1,t2): Bs gilt My (I,t) = My(I,t1) + My(Lta) =17 (Jt1]4 4+ 1) + (Jt2] + 1)
= [tr]+ +[t2|4 +2 = [t[+ + 1.

(1) t = %(t1,ta): Es gilt My (I,1) = My(I,t1) - My(I,t2) 2™ ([ta]y +1) - (Lol 4 + 1) =

1l - Ttola + [talo + [tole +1 2 fta]4 + [to| +1 2 [t4 + 1.

(5 bezeichnet die Stellen an der die Induktionsannahme benutzt wird.)

c¢) Die Behauptung ist falsch. ¢ = x ist ein Gegenbeispiel fiir die Variablenbelegung I(x) = 2, denn in
dieser Umgebung gilt My (I,t) = I(x) = 2 > [¢t|>T@+]tatl = 1224041 — 1,

d) Beweis durch strukturelle Induktion:
Induktionsanfang. Wir unterscheiden 3 Félle:
(1) t € IVS:|t|( = |t|o = [t|s = 0und |t|y = 1; daher [t|+1 =1 > [t[o+ [t +]|t|x = 0+0+1 = 1.
(2) t=0:[t|[(=0, [t =1, [t|ls = 0; daher [t|(+1=12>|t|o+[t|s+[th=1+0+0=1
(3) t=1:[t|[(=0, [tlo =0, [t|y = 1; daher [t|(+1 =12 [t|o+ [t] + [t[x =0+1+0=1



Induktionsschritt. ¢ = o(ty,t2), wobei o € {4, =, *}.

Die Induktionsannahme besagt: [t;[( + 1 > [ti]o + [t;]1 + [t|x fiir i € {1,2}.
Da t eine 6ffnende Klammer enthélt, die nicht in ¢; oder ¢, vorkommt, gilt
I+ 1= (14 [t + [t ) + 1 = (ftal + 1) + (2] ) + 1) 2T
(Itrlo + Eale + [E1lx) + ([t2lo + [t2ls + [t2lx) = [tlo + [t]s + [t
(" bezeichnet die Stelle an der die Induktionsannahme benutzt wird.)

Aufgabe 3.3
Untersuchen Sie eine Variante der Programmiersprache AL(D), in der es keine while-Schleifen, dafiir
aber repeat-until-Schleifen gibt.

a) Spezifizieren Sie eine Bedingung (AL4’) zur Festlegung der Syntax und eine entsprechende Be-
dingung (MAL4’) zur Festlegung der Semantik der iiblichen repeat-until-Schleifenkonstruktion.
Hinweis: Formulieren Sie die Bedingungen ohne Riickfiihrung auf die while-Schleife!

b) Uberpriifen Sie Thre Definitionen durch schrittweise Auswertung des Programms

Losung 3.3
a) (AL4’) Ist B € BA(D) und o € AL(D), dann ist repeat avuntil B € AL(D).

Mar(I, @) falls w =t
Marp(Marp(I,a), repeat ountil B) fallsw =f

(MAL4’) M4 (I,repeat cuntil B) = {
wobei w eine Abkiirzungen fiir Mpa(Mar (I, o), B) ist.

b) Es sei I eine Umgebung mit I(x) = 7 und I(y) = 3.

Mar (I, repeat x < x—3until x <
[ Mpa(l',x>y) = My (I',x)<M7(I',y)] = [4<3] = f |
wobel I' = M (I,x+x—3),also
I'(x) = M7 (1,x=3) = M7 (I,x) —M7(1,3) =I(x) —3=T-3=4
I'(v) = 1(v) fir v #x
MALa! Mur(I', repeat x <= x—3until x<y)
[ Mpa(I",x>y) = [Mr(I",x)>M7(I",y)] = [1<3] =t ]
wobel I" = M (I',x < x—3),also
I'"'x)=M5I',x=3)=MsI',x) —Ms(1,3)=I'(x)—3=4-3=1
I"(v) =I'(v) fir v #x
YA (wobei I”(x) = 1,1"(y) = 3)

Aufgabe 3.4
Formalisieren Sie folgende Sétze als PL-Formeln. Wéhlen Sie dabei jeweils zunéichst eine geeignete Signa-
tur und geben Sie die Kategorie (inklusive Stelligkeit) und die intendierte Bedeutung aller Elemente der

Signatur vollstandig an.
a) Nicht alle Katzen fliechen vor jedem Hund, den sie sehen.
b) In jedem Raum befindet sich genau ein Tisch, der vor einem Sessel steht.
c¢) Esras Mutter kennt beide Kinder von Anna.
d) Jede Professorin betreut mindestens drei Studierende.

Wenn Thnen ein Satz mehrdeutig erscheinen sollte, so diskutieren Sie alternative Interpretationen.



Loésung 3.4

2)

Signatur ({K, H, F,S},{},{}) mit folgender intendierter Bedeutung:

Pridikatensymbole:

K(x) ... x ist eine Katze (einstellig)
H(x) ...z ist ein Hund (einstellig)
F(z,y) ... « flieht vor y (zweistellig)
S(z,y) ... x sieht y (zweistellig)

PL-Formel: =Vz(K (z) D Vy(H(y) A S(z,y) D F(z,y)))

Losungen, die der Struktur des Satzes weniger direkt folgen, sondern logische Umformungen vor-
nehmen, sind fiir mache Anwendungen problematisch, konnen aber ebenfalls korrekt sein. Z.B.

Fo 3y (K (x) A H(y) A S(z,y) A=F(x,y))

Signatur ({R,T, S, B,V},{},{}) mit folgender intendierter Bedeutung;:

Pridikatensymbole:

R(z) ...z ist ein Raum (einstellig)

T(x) ... x ist ein Tisch (einstellig)

S(x) ... x ist ein Sessel (einstellig)
B(xz,y) ... x befindet sich in y (zweistellig)
V(z,y) ... a steht vor y (zweistellig)

Der Satz kann auf mindestens zwei unterschiedliche Arten gelesen werden:

(1) Es kann durchaus auch mehrere Tische in einem Raum geben; allerdings ist nur jeweils genau
ein Tisch so platziert, dass er vor (mindestens) einem Sessel steht. Dieser Lesart entspricht
folgende PL-Formel:

Va(R(z) D [T (y) AB(y,x) N3z(S(2) AV (y, 2)) AVu(T(u) AB(u, 2) A3z(S(2) AV (u, 2)) D u=uy)])
(2) Eine zweite Lesart besteht darauf, dass sich nur immer genau ein Tisch in jedem Raum befindet.

Von jedem dieser Tische wird dann jeweils ausgesagt, dass er vor (mindestens) einem Sessel
steht. Dieser Lesart entspricht folgende PL-Formel:

Va(R(x) D Jy[T(y) A By, z) AVu(T(u) A B(u,z) D u=1y) AIz(S(z) AV (y, 2)])
Es ist auch denkbar ‘vor einem Sessel’ alternativ als ‘vor genau einem Sessel zu lesen’. Das ist
allerdings weniger naheliegend und soll hier nicht weiter betrachtet werden.

Man kann beide Formeln auch so umformen, dass die Quantoren am Beginn der Formel stehen. Im
Allgemeinen ist allerdings ratsam, jedes Quantorenvorkommen mdoglichst nahe an diejenige Teilfor-
meln zu riicken, die die entsprechend quantifizierte Variable auch tatséchlich enthalten.

Signatur ({K}, {e, a},{m}) mit folgender intendierter Bedeutung:

Pradikatensymbol:
K(xz,y) ... « kennty (zweistellig)
Funktionssymbol
m(x) ... die Mutter von z (einstellig)
Konstantensymbole:
e ... Esra
a ... Anna
PL-Formel:

JrIy[K (m(e),z) NK(m(e),y) ha=m(z)Na=my) ANz £yAVz(a=m(z) Dz=xVz=y)]
Hier wurde beriicksichtigt, dass ‘Anna’ der Name einer Frau ist und Anna deshalb die Mutter ihrer
Kinder ist.

Es wire ungeschickt fiir ‘Kind-sein-von’ ein Pradikatensymbol einzufithren, da damit der Zusam-
menhang zwischen ‘Mutter von’ und ‘Kind einer weiblichen Person’ verloren geht.

Beachte: Die Phrase ‘beide Kinder’ zeigt an, dass Ada genau zwei Kinder hat.

Es ist prinzipiell moglich ‘ist Mutter von’ alternativ als zweistellige Relation (Pridikat) zu inter-
pretieren. Wie in der Vorlesung diskutiert, sollte man aber nacheindeutige Relationen, also funktio-
nale Beziehungen, kompakter und expliziter mit Funktionssymbolen ausdriicken, wenn immer das
moglich ist.



d) Signatur ({P, S, B}, {},{}) mit folgender intendierter Bedeutung;:

Pridikatensymbole:

P(x) ... x ist eine Professorin (einstellig)
S(x) ... x ist ein/e Studierende/r (einstellig)
B(xz,y) ... x betreut y (zweistellig)

PL-Formel: Vz(P(z) D JyFz3u[S(y)AS(2)AS(u)AB(z,y) AB(x, 2) AB(z,u) Ay # 2Ay # ulz # u])

Aufgabe 3.5

Spezifizieren Sie zu folgenden Formeln jeweils ein Modell Z und ein Gegenbeispiel 7 iiber dem angegebe-
nen Gegenstandsbereich D. Argumentieren Sie jeweils, warum Z ein Modell und 7 ein Gegenbeispiel ist.
Geben Sie auflerdem fiir jede Formel an welche Variablen dort frei bzw. gebunden vorkommen. (Beachten
Sie die in der Vorlesung eingefiihrten Notationsvereinbarungen und Klammereinsparungsregeln.)

a) Uber D = w: 3aVy(f(z,y) = 2 A [Q(x) D VaP(f(a,z),x)])
b) Uber D = {0,1}: VyR(z,9(y),a) D Vz-R(z,a,g(z)) V IzR(b, v, )
c¢) Uber D = {0,1}*: VaVyP(x, f(z,y)) D JaVyP(f(y, ), z)

Lésung 3.5

Jede Interpretation, also jedes Modell und jedes Gegenbeispiel einer Formel, besteht aus 3 Bestandteilen:
Dem Gegenstandsbereich D, der Signaturinterpretation ® und der Variablenbelegung £. Da die Varia-
blenbelegung nur fiir die frei vorkommenden Variablen relevant ist, ist es sinnvoll £ nur fiir letztere
festzulegen.

a) Die Variablen z und y kommen nur gebunden vor; z kommt nur frei vor. a ist keine Variable,
sondern geméfl den Notationsvereinbarungen ein Konstantensymbol.

Es sei T = (w, ®7,&z), wobei ®z(f)(m,n) = 0, 7(Q)(n) = £ fiir alle m,n € w und &z(z) = 0.
Die anderen Bestandteile von Z spielen keine Rolle. Unter dieser Interpretation wird die Gleichung
f(z,y) = z, also das linke Konjunkt, immer wahr, denn es driickt 0 = 0 aus. Das rechte Konjunkt
ist eine Implikation, deren Wenn-Teil Q(x) immer falsch ist. Somit ist die Implikation wahr. Da also
beide Konjunkte immer wahr sind, ist auch die Gesamtformel (quantifizierte Konjunktion) wahr.

Ein Gegenbeispiel J = (w, ®7,£7) erhalten wir, wenn wir ® 7(f)(m,n) = 0 und £7(z) = 1 setzen.
Unter dieser Interpretation ist die Gleichung f(z,y) = z, also das linke Konjunkt immer falsch.
Damit wird die gesamte Formel falsch.

b) Die Variablen y und z kommen nur gebunden vor; z kommt in der Teil-Formel —R(z,a, g(z))
gebunden und in den atomaren Teil-Formeln R(x,¢g(y),a) und R(b,x, z) jeweils frei vor. (a und b
sind Konstantensymbole.)

Die Formel ist eine Implikation; daher erhalten wir ein Modell Z = ({0,1}, ®7,&7), wenn wir
fir alle m,n,p € {0,1} ®(R)(m,n,p) = f setzen. Damit wird die linke Teilformel falsch und
somit die Gesamtformel wahr. (Wir hitten auch ®(R)(m,n,p) = t setzen konnen um die rechte
Teilformel wahr zu machen.) Alle anderen Bestandteile von Z spielen keine Rolle und kénnen beliebig
festgesetzt werden.

Fiir ein Gegenbeispiel J = ({0,1},®7,&7) muss die linke Teilformel wahr und die rechte falsch
werden. Das ist, z.B., unter folgenden Festlegungen der Fall: £ 7(z) = 1 (andere Variablen beliebig);
®7(a) = P7(b) =0 und fiir alle m,n,p € {0,1}: ®7(g)(m) = m, sowie

f fallsm=0

(R)(m,n,p) = {
t sonst.

Es gilt valy (VyR(z,9(y),a)) = t, aber valy(Va—R(z,a,g(z))) = f und valy(3zR(b,z,z2)) = f.

Somit ist die Disjunktion, also die rechte Teilformel der Implikation, falsch und die linke Teilformel

der Implikation wahr. Daher ist die gesamte Formel unter dieser Interpretation falsch.



c¢) Die Variablen 2z und y kommen nur gebunden vor; es gibt keine freien Variablen.

Fiir ein Modell iiber der Doméine der Binérstrings, Z = ({0,1}*, ®7,&7), interpretieren wir das
Priidikatensymbol P als die Relation ‘enthilt (als Teilstring)’ und des Funktionssymbol f als Kon-
katenation. Formaler setzen wir fiir alle s, € {0, 1}* Folgendes fest: ®7(P)(s,t) =t <= s = utv
fiir irgendwelche w,v € {0,1}* und ®z(f)(s,t) = st. Unter der Interpretation Z driickt die rechte
Teilformel (zVyP(f(y, z),xz)) aus, dass einen String gibt, der in jedem zusammengesetzten String
als Teilstring enthalten ist. Das trifft auf das Leerwort zu. Daher ist diese Teilformel und somit
die gesamte Implikation wahr in Z. (Wir hétten auch, noch einfacher, ®z(P)(s,t) = t fiir alle
s,t € {0, 1} setzen koénnen.)

Fiir ein Gegenbeispiel J = ({0,1}*,®7,£7) interpretieren wir f wieder als Konkatenation und
P als das Pridikat ‘ist ein Teilstring von’. Wir legen also fiir alle s,t € {0,1}* Folgendes fest:
O7(P)(s,t) =t <t = usv fiir irgendwelche u,v € {0,1}* und &z (f)(s,t) = st. Unter dieser In-
terpretation besagt die linke Teilformel (VaVyP(z, f(x,y))) Folgendes: Fiir alle Strings s und ¢ gilt,
dass s ein Teilstring von st ist. Die rechte Teilformel (JzVyP(f(y,z),x)) besagt hingegen: Es gibt
einen String der jeden zusammengesetzten String als Teilstring enthélt. Weil daher der Wenn-Teil
der Implikation wahr und der Dann-Teil falsch ist, ist die Formel unter dieser Interpretation falsch.



